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Resumen

En este trabajo de investigación se identifica el dominio acotado donde se encuentra

la dinámica última en algunos modelos de crecimiento tumoral empleando el método

de localización de los conjuntos compactos invariantes, tales como pequeños tumores

ubicados en regiones hipóxicas, melanoma y el desequilibrio de células T colaboradoras

TH1/TH2 en melanoma.

Además se hace un estudio de estabilidad local en los puntos de equilibrio de cada

sistema, identificando de esta forma al punto libre de tumor y los puntos persistentes

del tumor.

Posteriormente se analiza la estabilidad global para comprobar que la región identi-

ficada representa a la región de atracción hacia la reducción de la población de células

tumorales o en el mejor de los casos la erradicación de las células tumorales después

de un largo tiempo de observación, de esta forma se tendrán las condiciones a la que

los diferentes tratamientos serán efectivos.

Palabras claves: Ecuaciones diferenciales, modelos de cáncer, dinámica de pobla-

ción, estabilidad, conjunto ω−ĺımite.
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Abstract

In this research work we identify the bounded domain where the ultimate dyna-

mics are found in some models of tumor growth using the method of localization of

the invariant compact sets, such as small tumors located in hypoxic regions, melanoma

and the T helper cells TH1/TH2 imbalance in melanoma.

In addition, a study of local stability is made at the equilibrium points of each

system, thus identifying the tumor-free point and the persistent points of the tumor.

Subsequently, the global stability is analyzed to verify that the identified region

represents the region of attraction towards the reduction of the population of tumor

cells or, in the best case, the erradication of the tumor cells after a long observation

time, in this way the conditions to which the different treatments will be effective.

Keywords: Differential equations, cancer model, population dynamics, stability,

ω−limit set.
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Índice de figuras

2.1. Un conjunto abierto U es aquel que incluye completamente algún disco

Dr(x0) alrededor de cada uno de sus puntos x0. . . . . . . . . . . . . . 9

2.2. Representación de una bola abierta del plano real. . . . . . . . . . . . . 10

2.3. Representación de una bola cerrada del plano real. . . . . . . . . . . . . 10

2.4. Representación de Interior, Exterior y Frontera. . . . . . . . . . . . . . 11

2.5. Representación de una bola cerrada en el plano real como ejemplo del

conjunto cerrado A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.6. Representación del complementario de la bola cerrada. . . . . . . . . . 11

2.7. Conjunto M invariante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.8. Una curva de fase se encuentra completamente en una superficie nive-

lada de una integral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.9. (a) Estabilidad de Lyapunov; (b) Estabilidad asintótica. . . . . . . . . 18
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Caṕıtulo 1

Introducción

El cáncer es considerado una de las principales causa de enfermedad y muerte en el

mundo, de acuerdo con la Organización Mundial de la Salud; en el año 2015, murieron

alrededor de 8.8 millones de personas a causa de esta enfermedad. La detección del

cáncer en una fase avanzada y la falta de diagnóstico y tratamiento son problemas

frecuentes.

El cáncer es la pérdida de orden del tejido y del órgano en donde se desarrolla.

El cáncer aparece cuando células anormales crecen fuera de control, al multiplicarse

rápidamente adquieren tamaños y formas anormales, ignoran sus ĺımites habituales en

el interior del cuerpo, destruyen células vecinas y en ocasiones pueden extenderse a

otros órganos o tejidos, proceso conocido como metástasis. [1]

En la actualidad se han hecho importantes avances en la comprensión de la bioloǵıa

del cáncer, y se ha traducido ese conocimiento en programas efectivos de prevención,

diagnóstico y tratamientos. En particular, este conocimiento también ha beneficiado

a individuos con otras enfermedades, como trastornos autoinmunes.

Uno de los grandes temas del estudio del cáncer, se centra en el crecimiento tumoral

mediante la modelización, que permite un mayor conocimiento en la bioloǵıa del tumor,

aśı como efectos de terapias sobre los tumores (tiempos de administración, mecanismos

de liberación, dosis, etc). [2]

Muchos de estos modelos matemáticos de dinámica de población son multidimen-

sionales no espaciales y descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias. Por lo general,

los modelos de crecimiento de cáncer pertenecen a este tipo y pueden ser investigados

eficazmente por diversos métodos de la teoŕıa cualitativa de las ecuaciones diferenciales

ordinarias y la dinámica no lineal. [3]
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. Descripción de la problemática a resolver

En la mayoŕıa de los tratamientos contra el cáncer los investigadores determi-

nan la dosis más alta de un fármaco o tratamiento que no causa efectos secundarios

inaceptables, después los oncólogos administran la dosis a los pacientes en un horario

establecido. Casi todas las terapias actuales contra el cáncer se dan de esta manera.

Y aunque el enfoque, sin duda ha extendido la vida a innumerables pacientes, queda

la interrogante sobre si se podŕıa producir mejores resultados en los tratamientos que

beneficie a los pacientes.

En la bioloǵıa matemática, se plantean interrogantes; si podŕıa un enfoque más

sofisticado mejorar la eficacia del arsenal de medicamentos utilizados en el tratamien-

to contra el cáncer através del estudio de modelos matemáticos que representen su

comportamiento.

Los modelos de crecimiento de cáncer pueden ser investigados eficazmente por

diversos métodos de la teoŕıa cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias y la

dinámica no lineal. Pero la complejidad en la determinación de los puntos de equilibrios

y sus respectivas dinámicas en los sistemas no lineales, resulta ser un problema anaĺıtico

elaborado; por lo que al tratar de determinar las condiciones para la erradicación de

las células tumorales, se presentan retos como la determinación de un dominio acotado

positivamente invariante, aśı como su convergencia y las condiciones suficientes para

la eliminación del tumor.

1.2. Estado del arte

En este trabajo de investigación se estudia la dinámica de algunos modelos de cre-

cimiento de tumores cancerosos y da continuidad a los estudios realizados por Starkov

con diferentes coautores sobre diversos tipos de tumores y terapias [4–14]. Los resulta-

dos obtenidos se basan en la aplicación del análisis mediante el método de localización

de conjuntos compactos invariantes y la teoŕıa de estabilidad.

Dicho método fue propuesto por Krishchenko en [15, 16] y más tarde desarrollado

en colaboración con Starkov [17] ha resultado ser una de las herramientas anaĺıticas

más eficientes y convenientes en aplicaciones en estudio de dinámica final para tales

sistemas. En esencial, consiste en usar las condiciones extremas de primer orden. Otras

cuestiones elaboradas dentro de este método son las siguientes: aplicaciones a sistemas

hamiltonianos, sistemas de dinámica de poblaciones y otros sistemas de modelos del

mundo real [15, 18, 19]. Posteriormente este método fue desarrollado por Kanatnikov



1.2. ESTADO DEL ARTE 3

para sistemas de tiempo discreto [20] y sistemas definidos por inclusiones diferenciales

[21].

Vale la pena mencionar que el método de localización de conjuntos invariantes com-

pactos no ha sido creado todav́ıa para modelos espaciales. Sin embargo, hoy en d́ıa

existen varios modelos espaciales para la dinámica de la población surgida en la medici-

na matemática, [22–31] con referencias en el mismo. En estos trabajos se introdujeron

modelos basados en ecuaciones de reacción-difusión. En particular, en los documen-

tos [22–29] se presentaron varios modelos espaciales para el melanoma. Usualmente,

incorporan interacciones mecánicas generales de célula a célula, una dependencia de la

proliferación celular sobre la inhibición de contacto y una difusión local de nutrientes

y moléculas inhibidoras.

Por otra parte, se utiliza el teorema de Markus [32] concerniente a sistemas planares

asintóticamente autónomos y un resultado relativo a la dinámica final de sistemas

planares cooperativos, ver ejemplo en art́ıculo de Hirsch [33].

1.2.1. Cronologia

1997. Se utiliza el concepto de conjunto compacto invariante. Estimación de ciclos

ĺımite en el sistema de Lorenz y Rossler. Además del Teorema iterativo, para hacer

uso de los supremos e ı́nfimos obtenidos previamente para delimitar al conjunto de

localización. [15]

2005. Se introduce la Localización de los Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI)

en sistemas dinámicos. Los conjuntos en los planos invariantes localizados contendrán

ciertas soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales. Se localiza el conjunto del

atractor de Lorenz, las trayectorias periódicas, separatrices y otras trayectorias, al

proponer la función de localización combinando las variables de estado del propio

sistema dinámico. [16]

2006. Se mejora el Método de LCCI por Krishchenko y Starkov en el sistema de

Lorenz. Se establece el Teorema fundamental para definir el conjunto de localización,

estableciendo que para cualquier función localizadora que no sea la primera integral

de un sistema de ecucaciones diferenciales orinarias no lineales con órbita periódica

del sistema estará contenida en el conjunto limitado por su ı́nfimo y supremo. [17]

2013. Análisis de disipatividad aplicado a un sistema biológico. Dominio Acotado

Positivamente Invariante. Define que toda trayectoria que entra al dominio invariante

positivo y que es acotado, permanecerá en dicho dominio por todo el tiempo positivo.

La dinámica de crecimiento del tumor sea predecible. [5, 7]
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1.3. Objetivo general

Estudiar la dinámica global de algunos modelos matemáticos que involucran a

poblaciones celulares, con la finalidad de reducir el crecimiento de las células tumorales

mediante el método de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoŕıa de

Estabilidad de Lyapunov y el Principio de LaSalle.

1.3.1. Objetivos particulares

1. Estimar los ĺımites supremo e ı́nfimo para todas las poblaciones de células que

intervienen en el modelo mediante el Método de Localización, cuya intersección

de dominios contenga a todos los conjuntos compactos.

2. Evaluar la existencia del conjunto de atracción; en función del parámetro de

tratamiento.

3. Definir las propiedades de eliminación de células tumorales y persistencia tumo-

ral; empleando la teoŕıa de estabilidad de Lyapunov.

4. Interpretar los resultados obtenidos y sus implicaciones biológicas.

1.4. Hipótesis.

Las condiciones para la reducción de células cancerosas pueden identificarse efec-

tivamente a través del estudio de la dinámica de modelos matemáticos, que describen

la evolución de las células de un tumor y su interacción con el sistema inmune.

Dicho estudio permite establecer las condiciones para erradicar al tumor, ó deter-

minar su latencia, de ah́ı la importancia del empleo del método de Localización de

Conjuntos Compactos Invariantes y las teoŕıas de estabilidad.

1.5. Contribuciones esperadas.

La principal contribución de este trabajo de investigación versa en el estudio de

la dinámica global de algunos modelos matemáticos que son reportados en estudios

experimentales [34–36] que describen el comportamiento de poblaciones de celulas

canceŕıgenas y su interacción con el sistema inmune en casos con y sin tratamien-

to. La metodoloǵıa empleada permite determinar un dominio acotado positivamente
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invariante para todas las variables de cada sistema biológico estudiado, aśı como su

convergencia y las condiciones suficientes para reducir el crecimiento de las células

tumorales o en el mejor de los casos eliminar las células tumorales después de un largo

tiempo de observación.

1.6. Distribución del documento.

El documento se encuentra organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2, se

describe el método de localización de los conjuntos compactos invariantes, la conver-

gencia de los sistemas de ecuaciones diferenciales, aśı como también algunas definicio-

nes útiles para su comprensión. Se incluye además, los conceptos relacionados con las

teoŕıas de estabilidad y el principio de invariancia de LaSalle.

En el caṕıtulo 3, se presenta el estudio de la dinámica en el modelo de matemático

en cuatro dimensiones desarrollado por Helen M. Byrne et al. [34], que describe las

interacciones entre las células normales, tumorales y los macrófagos infiltrados. Y se

muestra la aplicación de la metodoloǵıa propuesta para tal fin.

Mas adelante, en el caṕıtulo 4, se estudia un modelo de melanoma de cinco di-

mensiones desarrollado por Kronik et al. [36] donde el tratamiento de inmunoterapia

mediante células T es aplicado. Es importante saber que el melanoma es el cáncer

de piel más agresivo en el mundo y su tratamiento es un gran reto [22–29, 36–40]. El

interés de los especialistas en modelado de melanoma se refleja en una derivación de

ambos modelos espaciales y modelos no espaciales [36, 38, 41]. Sin embargo, mas del

conocimiento de los autores, el análisis de la dinámica global de modelos de melanoma

no espacial no han sido alcanzados aún. Este documento proporciona el primer ejemplo

del modelo de crecimiento de cáncer multidimensional descrito por ecuaciones diferen-

ciales ordinarias, para las que se realiza un análisis dinámico completo de acuerdo con

la respuesta integral a problemas tan cruciales como la búsqueda de condiciones para

la erradicación global asintótica del melanoma o su persistencia.

En el caṕıtulo 5, se presenta el modelo desarrollado por Kogan et al. [35], el cual

describe el control inmunoterapéutico del desequilibrio TH1/TH2 en melanoma, en

esta sección se describe el proceso de localización de su dinámica mediante el uso del

teorema iterativo propuesto en el método de Localización de los Conjuntos Compactos

Invariantes.

Finalmente, se presentan los apartados para los resultados y productos derivados

del trabajo de tesis; aśı como también las conclusiones de la investigación



Caṕıtulo 2

Preliminares matemáticos

En esta sección se presentan los preliminares matemáticos empleados en la evalua-

ción de los sistemas de ecuaciones diferenciales; aśı como tambiém, algunas afirma-

ciones útiles referente al método de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes

(LCCI) [16,17] y a los sistemas competitivos de acuerdo a M. Hirsch [33]. Se incluyen

definiciones de la topoloǵıa de conjuntos, conceptos útiles de cálculo y estabilidad.

2.1. Localización de Conjuntos Compactos Invarian-

tes

En primer lugar, consideramos un sistema no lineal

ẋ = F (x), (2.1)

donde x ∈ Rn, F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))T es un campo vectorial diferenciable. Sea

h(x) ∈ C∞(Rn) una función tal que h no sea la primera integral del sistema (2.1).

La función h es empleada en la solución del problema de localización de los conjuntos

compactos invariantes y es llamada la función localizadora. Por h|U se denota la res-

tricción de h en un conjunto U ⊂ Rn. Mientras que por S(h) se denota al conjunto

{x ∈ Rn | LFh(x) = 0}, donde LFh(x) es una derivada de Lie con respecto a F.

Supóngase que se está interesado en la localización de todos los conjuntos compactos

invariantes localizados en el conjunto U . Por lo que, se define

hı́nf(U) : = ı́nf{h(x) | x ∈ U ∩ S(h)};

hsup(U) : = sup{h(x) | x ∈ U ∩ S(h)}.

6
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Afirmación 1. [15], [16], [17] Para cualquier h(x) ∈ C∞(Rn) todos los conjun-

tos compactos invariantes del sistema (2.1) localizados en U están contenidos en el

conjunto K(U ;h) definido también por la fórmula

K (U ;h) := {x ∈ U | hı́nf(U) ≤ h(x) ≤ hsup(U)}

Si U ∩ S(h) = ∅ entonces no hay conjuntos compactos invariantes localizados en U.

Cualquiera de los conjuntos K(h) es llamado conjunto de localización. Está cla-

ro que la intersección de dos conjuntos de localización también es un conjunto de

localización. Esta observación se refina en

Afirmación 2. Sea hm (x) ,m = 1, 2, . . . , una secuencia de funciones de C∞. Los

conjuntos

K1 = Kh1 , Km = Km−1 ∩Km−1,m, m > 1,

con

Km−1,m = {x : hm,́ınf ≤ hm(x) ≤ hm,sup}

hm,sup = sup
S(hm)∩Km−1

hm

hm,́ınf = ı́nf
S(hm)∩Km−1

hm

contiene a todos los conjuntos compactos invariantes del sistema (2.1) y

K1 ⊇ K2 ⊇ · · · ⊇ Km ⊇ . . .

Afirmación 3. Si el sistema (2.1) tiene un punto de equilibrio y:

i este punto es asintóticamente estable;

ii este punto es el único conjunto compacto invariante del sistema;

iii cada trayectoria del sistema entra en un conjunto invariante positivamente aco-

tado, entonces este punto es global y asintóticamente estable.

Enseguida se establecen las condiciones bajo las cuales el modelo es disipativo en

el sentido de Levinson.

Definición 2.1 El sistema dinámico (2.1) es disipativo en el sentido de Levinson si
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esxiste un valor r > 0 tal que para cada x ∈ Rn se cumple que

ĺım
t→∞

sup | ϕ(x, t) |< r;

donde | x | es la norma Euclideana de x ∈ Rn.

Si un sistema es disipativo en el sentido de Levinson esto implica que cualquier

trayectoria con condiciones iniciales dentro de la región de disipatividad no divergirá

cuanto t→∞. [42]

2.2. Conceptos fundamentales referidos a la topo-

loǵıa de un conjunto

La Topoloǵıa es una disciplina matemática que estudia las propiedades de los es-

pacios topológicos y las funciones continuas. [43–46]

Para dotar de una topoloǵıa a un conjunto se define en términos de una distancia.

Se consideran algunas de las propiedades que satisfacen las topoloǵıas métricas. [44]

Definición 2.2 Una distancia en un conjunto X es una función

d : X ×X → R

satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. d(x, y) ≥ 0 para todos x, y ∈ X; la igualdad se da si y sólo si, x = y.

2. d(x, y) = d(y, x) para todos x, y ∈ X. (Simetŕıa)

3. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) para todos x, y, z ∈ X. (Desigualdad triangular)

Definición 2.3 Dado x = (x1, ..., xn) en Rn, se definen la norma de x mediante la

ecuación

‖ x ‖= (x2
1 + . . .+ x2

n)1/2,

y la distancia eucĺıdea d sobre Rn por la ecuación

d(x, y) =‖ x− y ‖= [(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2]1/2,

Se define la distancia del supremo ρ por la ecuación

ρ(x, y) = máx{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|}.
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Los conjuntos abiertos son necesarios para entender ĺımites y a su vez, los ĺımites

son necesarios para entender continuidad y diferenciabilidad. [43]

Definición 2.4 Sea x0 ∈ Rn y sea r un número real positivo. El disco abierto (o bola

abierta) de radio r y centro x0 se define como el conjunto de todos los puntos x tales

que ‖ p− x ‖< r.

Definición 2.5 Sea U ⊂ Rn, decimos que U es un conjunto abierto cuando para cual-

quier punto x0 en U existe algún r > 0 tal que Dr(x0) está contenido en U , es decir

Dr(x0) ⊂ U . Ver Figura 2.1

Figura 2.1: Un conjunto abierto U es aquel que incluye completamente algún disco
Dr(x0) alrededor de cada uno de sus puntos x0.

Definición 2.6 Sea A ⊂ Rn. Un punto x ∈ Rn es punto frontera de A si toda vecindad

de x contiene al menos un punto en A y al menos un punto fuera de A.

Por lo general se introduce el método de épsilon (ε) y delta (δ) o el método de las

vecindades para el análisis de ĺımites.

Definición 2.7 Sea f : A ⊂ Rn → Rm, donde A es un conjunto abierto. Sea x0 un

punto en A o en la frontera de A y sea V una vecindad de b ∈ Rm. Se dice que f está

finalmente en V conforme x tiende a x0 si existe una vecindad U de x0 tal que

x 6= x0, x ∈ U y x ∈ A implica f(x) ∈ V.

Definición 2.8 Llamamos bola abierta de centro a ∈ Rn y radio r ∈ R+

Br(a) = B(a, r) = {x ∈ Rn : ‖ x− a ‖< r}

La bola abierta es el conjunto de puntos de Rn que distan del centro menor que el

radio.
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Figura 2.2: Representación de una bola abierta del plano real.

Llamamos bola cerrada de centro a ∈ Rn y radio r ∈ R+

B̄r(a) = B̄(a, r) = {x ∈ Rn : ‖ x− a ‖≤ r}

Figura 2.3: Representación de una bola cerrada del plano real.

Definición 2.9 Sea A ⊂ Rn y x ∈ A. Decimos que x es un punto interior de A ⇐⇒
existe r ∈ R+ tal que Br(x) ⊂ A.

Definición 2.10 Decimos que A ⊂ Rn es abierto si todos los puntos de A son interio-

res.

Definición 2.11 Dado A ⊂ Rn. Llamamos interior de A,

Å = {x ∈ A| x es un punto interior de A}

Observación: A es abierto ⇐⇒ A = Å

Proposición 2.1. Sea A ⊂ Rn, entonces Å ⊂ A.



2.2. TOPOLOGÍA DE UN CONJUNTO 11

Figura 2.4: Representación de Interior, Exterior y Frontera.

Definición 2.12 Sea A ⊂ Rn. Decimos que A es un conjunto cerrado si su comple-

mentario Rn − A o bien Ac = Rn\A es abierto.

Las bolas cerradas y las esferas cerradas son ejemplos de conjuntos cerrados.

Figura 2.5: Representación de una bola cerrada en el plano real como ejemplo del
conjunto cerrado A.

Complementario de A ⊂ Rn

Rn\A = {x ∈ Rn y x /∈ A}

Figura 2.6: Representación del complementario de la bola cerrada.
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Observación: Los únicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez son Rn y ∅.

Teorema 2.1 La reunión de una colección finita de conjuntos cerrados es cerrada, y

la intersección de una coleccón arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada.

Teorema 2.2 Si A es abierto y B cerrado, entonces A − B es abierto y B − A es

cerrado.

Definición 2.13 Sea A ⊂ Rn y x ∈ A. Decimos que x es un punto de aislado de A si

existe

Br(x) ∩ A = {x}

Definición 2.14 Sea A ⊂ Rn y x ∈ Rn. Decimos que x es un punto frontera de A⇐⇒
para todo r > 0

Br(x) ∩ A 6= ∅ y (Br(x) ∩ Ac) 6= ∅

Llamamos frontera de A al conjunto de puntos frontera y lo denotamos por ∂A ó

fr(A).

Definición 2.15 Un conjunto A ⊂ Rn se denomina acotado ⇐⇒ A ⊂ Br(x).

Definición 2.16 Definición de un conjunto acotado. Un conjunto S en Rn se dice que

es acotado si permanece completamente dentro de una bola B(a; r) para alguna r > 0

y alguna a en Rn.

Definición 2.17 Un conjunto A ⊂ Rn se denomina compacto si es cerrado y acotado.

Los conjuntos compacto juegan un papel muy importante en el estudio de extremos de

funciones.

Definición 2.18 Un conjunto M es llamado invariante si para el sistema

ẋ = f(x)

x(0) ∈M implica que x(t) ∈M para toda t ≥ 0.

En la Figura 2.7 se muestra al conjunto M invariante

Figura 2.7: Conjunto M invariante.
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2.3. Conceptos útiles sobre cálculo

Definición 2.19 La media aritmética de un conjunto de n números positivos siempre

es mayor o igual que su media geométrica.

a1 + a2 + . . .+ an
n

≥ n
√
a1a2 . . . an para ai > 0.

La igualdad se cumple solo si todos los n números son iguales. [47]

2.3.1. Ecuación cúbica deprimida

Se revisa un caso especial para resolver la ecuación cúbica conocido como la cúbica

deprimida, el cual resulta de utilidad en la obtención de las ráıces de dicha ecuación.

De la ecuación cúbica [47]

A(x1) := x3
1 + A1x

2
1 + A2x1 + A3 = 0, (2.2)

Se define el polinomio

∆ = 18A1A2A3 − 4A3
1A3 + A2

1A
2
2 − 4A3

2 − 27A2
3.

La ecuación (2.2) tiene los siguientes casos:

1. Tres ráıces reales si ∆ > 0

2. Dos ráıces reales si ∆ = 0

3. Una ráız real si ∆ < 0

Las ráıces reales de la ecuación cúbica deprimida u3 + qu+ r = 0 se satisfacen con

las siguientes estimaciones:

r2

q2
< mı́n β2

i ≤ máx β2
i < −

4q

3
, en caso de 3 ráıces reales (2.3)

−4q

3
< β2 <

9r2

q2
, en caso de 1 ráız real.

El ĺımite superior para tres ráıces reales y el ĺımite inferior para una ráız real se

proporciona en [48]; el resto de los ĺımites se derivan mediante el cambio u = w−1 y el

cambio apropiado para conseguir la cúbica deprimida.



14 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

2.3.2. Derivada de Lie

Para describir estas herramientas matemáticas, se llamará a una función vectorial

f : Rn → Rn un campo vectorial en Rn, para que sea coherente con la terminoloǵıa

utilizada en geometŕıa diferencial. Por lo que se está interesado en campos vectoriales

suaves, es decir que la función f(x) tenga derivadas parciales continuas de cualquier

orden requerido. [49]

Dada una función escalar suave h(x) del estado x, el gradiente de h se denota por

∇h
∇h =

∂h

∂x

El gradiente está representado por un vector fila de elementos (∇h)j = ∂h/∂xj. De

manera similar, dado un campo vectorial f(x), el jacobiano de f se denota por ∇f

∇f =
∂f

∂x

Es representado por una matriz n× n de elementos (∇f)ij = ∂fi/∂xj.

2.3.3. Definición de Derivada de Lie

Dada una función escalar h(x) y un campo vectorial f(x), se define una nueva

función escalar Lfh, llamada derivada de Lie (o simplemente, la derivada) de h con

respecto a f .

Definición 2.20 Sea h : Rn → R una función escalar suave y f : Rn → Rn un campo

vectorial suave en Rn, entonces la derivada de Lie de h con respecto a f es una

función escalar definida por Lfh = ∇h f .

Por lo tanto, la derivada de Lie Lfh es simplemente la derivada direccional de h a lo

largo de la dirección del vector f .

Donde Lfh(x) =
∑n

j=1
dh(x)
dxj

fj(x) es la notación familiar de la derivada de h a lo

largo de las trayectorias del sistema ẋ = f(x) [50]. La nueva notación es conveniente

cuando se repite el cálculo de la derivada con respecto al mismo campo vectorial o uno
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nuevo. Por ejemplo, se utiliza la siguiente notación [51]:

LgLfh(x) =
∂(Lfh)

∂x
g(x)

L2
fh(x) = LfLfh(x) =

∂(Lfh)

∂x
f(x)

Lkfh(x) = LfL
k−1
f h(x) =

∂(Lk−1
f h)

∂x
f(x)

L0
fh(x) = h(x)

Las derivadas de Lie repetidas pueden definirse recursivamente

L0
fh = h

Lifh = Lf (L
i−1
f h) = ∇(Li−1

f h)f para i = 1, 2, . . .

De manera similar, si g es otro campo vectorial, entonces la función escalar LgLfh(x)

es

LgLfh = ∇(Lfh) g

Se puede ver fácilmente la relevancia de las derivadas de Lie en sistemas dinámicos

considerando el siguiente sistema de salida única

ẋ = f(x)

y = h(x)

Las derivadas de la salida son

ẏ =
∂h

∂x
ẋ = Lfh

ÿ =
∂[Lfh]

∂x
ẋ = L2

fh

y aśı. De manera similar, si V es una función de Lyapunov candidata para el sistema,

su derivada V̇ se puede escribir como LfV .

2.3.4. Propiedades de la derivada de Lie

1. Lf (h1 + λh2) = Lfh1 + λLfh2, λ ∈ R1

2. Lf+gh = Lfh+ Lgh
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3. Lλfh = λLfh

4. Lf (h1h2) = h1Lfh2 + h2Lfh1

5. Lf (
h1

h2
) = 1

h2(x)
Lfh1(x)− h1(x)

h2
2(x)

Lfh2(x)

6. Lfh
k = khk−1Lfh

2.3.5. Definición de la primera integral

Sea v un campo vectorial en un dominio U y f : U → R una función diferenciable.

[50]

Definición 2.21 La función f es llamada una primera integral de la ecuación ẋ = v(x)

si su derivada en la dirección del campo v es cero: Lvf ≡ 0.

El nombre de primera integral suena extraño pero es una reliquia de la época (siglo

XVIII) en que los matemáticos intentaron resolver todas las ecuaciones diferenciables

por integración. En esos d́ıas se le dio el nombre de integral (o una integral parcial)

a lo que ahora llamamos una solución. Las siguientes dos propiedades de una primera

integral son obviamente equivalente a la relación Lvf ≡ 0 y podŕıa tomarse como la

definición de ello.

1. La función f es constante a lo largo de cada solución ϕ : I → U, es decir, cada

función f ◦ ϕ es constante.

2. Cada curva de fase del campo v pertenece a uno y solo uno de los conjuntos de

nivel de la función f , como se muestra en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Una curva de fase se encuentra completamente en una superficie nivelada
de una integral.
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2.4. Estabilidad local y global

Existen herramientas de sistemas dinámicos no lineales que permiten obtener la

estabilidad asintótica global, cuando previamente se ha demostrado la estabilidad del

punto de equilibrio. Estas herramientas pueden ser el principio de invariancia de La-

Salle.

2.4.1. Preliminares de dinámica no lineal

Un sistema dinámico consta de una dinámica que se describe mediante un con-

junto de ecuaciones diferenciales, la cual especifica cómo evouciona un sistema y una

condición inicial o estado a partir del cual se inicia el sistema. [3]

Uno de los objetivos en el estudio de sistemas dinámicos es comprender la geometŕıa

de las curvas de solución en el espacio de fase. Es útil distinguir una curva de solución

que pasa a través de un punto particular en el espacio de fase en un tiempo espećıfico,

es decir, para una solución x(t) especificando una condición inicial o valor inicial con

x(t0) = x0. [3]

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que no dependen expĺıcitamente del tiem-

po se denominan autónomas o ecuaciones diferenciales ordinarias independientes del

tiempo o campos vectoriales.

2.4.2. Punto de equilibrio

Sea el sistema autónomo

ẋ = f(x), x ∈ Rn, (2.4)

Definición 2.22 (Equilibrio de los Sistemas Autónomos). Una solución de equilibrio

de (2.4) es un punto x ∈ Rn tal que

f(x) = 0,

es decir, una solución que no cambia en el tiempo. Otros términos a menudo sustituidos

por el término solución de equilibrio, son punto fijo, punto estacionario, punto de

reposo, singularidad, punto cŕıtico o estado estable. [3]
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En muchas situaciones, los puntos naturales de descanso de un sistema dinámico

son tan interesantes como los mecanismos de cambio. En consecuencia, se introduce

la siguiente definición.

Definición. Un vector x es un punto de equilibrio de un sistema dinámico si tiene

la propiedad de que una vez que el vector de estado del sistema es igual a x, permanece

igual a x para todo el tiempo futuro. [52]

Por lo tanto, un punto de equilibrio es un punto donde el vector de estado está en

equilibrio y no se mueve. Es una definición general, que se aplica a sistemas de tiempo

discreto y de tiempo continuo, y a sistemas tanto lineales como no lineales.

2.4.3. La definición de estabilidad de Lyapunov

Sea x(t) una solución de (2.4). En términos generales, x(t) es estable si las soluciones

que se inician cerca de x(t) en un momento dado permanecen cercanas a x(t) para todo

los tiempos posteriores. Es asintóticamente estable si las soluciones cercanas no solo

permanecen cerca, sino que también convergen a x(t) cuando t→∞. [3]

Definición 2.23 (Estabilidad de Lyapunvov). x(t) se dice que es estable (o Lyapunov

estable) si, para cualquier ε > 0 dado, existe un δ = δ(ε) > 0 tal que, para cualquier

otra solución, y(t), de (2.4) satisface ‖x(t0)− y(t0)‖ < δ, se tiene ‖x(t)− y(t)‖ < ε

para t > t0, t0 ∈ R.

Una solución que no es estable se dice que es inestable.

Figura 2.9: (a) Estabilidad de Lyapunov; (b) Estabilidad asintótica.

Definición 2.24 (Estabilidad asintótica). x(t) se dice que es asintóticamente estable si

es Lyapunov estable y para cualquier otra solución, y(t), de (2.4), existe una constante

b > 0 tal que ‖x(t0)− y(t0)‖ < b, entonces ĺım
t→∞
‖x(t)− y(t)‖ = 0 para t > t0, t0 ∈ R.
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Figura 2.10: (a) Estabilidad de Lyapunov; (b) Estabilidad asintótica.

Las Figuras 2.9 y 2.10 son la visualización de las definiciones anteriores. Tenga en

cuenta que estas dos definiciones implican que se tiene información sobre la existencia

de soluciones en tiempo infinito. Esto es obvio para soluciones de equilibrio, pero

no es necesario para soluciones cercanas. Además, estas definiciones son para sistemas

autónomos, ya que en el caso no autónomo puede ser que δ y b dependan expĺıcitamente

de t0.

2.4.4. Primer Método de Lyapunov

También llamado método indirecto de Lyapunov se utiliza para estudiar la estabi-

lidad de las trayectorias de un sistema a través del cálculo de valores propios de un

sistema linealizado en las trayectorias de interéss. Esto significa que el primer méto-

do de Lyapunov es esencialmente un método local que solo se puede utilizar en una

vecindad de la trayectoria objetivo. [3]

Teorema 2.3 Una condición necesaria y suficiente para que un punto de equilibrio

del sistema de tiempo continuo sea asintóticamente estable es que todos los valores

propios de A tengan una parte real negativa. Si al menos un valor propio tiene una

parte real positiva, el punto es inestable. [52]

Sea

ẋ = f(x), f(0) = 0, f : Rn → Rn (2.5)
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La matriz Jacobiana J ,: h : Rm → Rm

Jac h(x) = h′(x) =


∂h1(x)
∂x1

. . . ∂h1(x)
∂xn

...
. . .

...
∂hm(x)
∂x1

. . . ∂hm(x)
∂xn


La linealización de (2.5) es un sistema lineal

ẏ = Ay; y ∈ Rn

A = Jac f (0) = f ′ (0) =


∂f1(0)
∂x1

. . . ∂f1(0)
∂xn

...
. . .

...
∂fm(0)
∂x1

. . . ∂fm(0)
∂xn


Suponga que cada valor propio de A tiene la parte real negativa entonces (2.5) es local

y asintóticamente estable.

2.4.5. Estabilidad de sistemas lineales

Supongamos que xe es un punto de equilibrio de un sistema autónomo plano y que

x = x(t) es una solución que satisface x(0) = x0. Nos interesa saber cómo se comporta

la part́ıcula cuando x0 está cerca de xe. [3, 53,54]

Se consideran sistemas de la forma:

ẋ1 = a11x1 + a12x2

ẋ2 = a21x1 + a22x2

la matriz del sistema es

A =

[
a11 a12

a21 a22

]

Para asegurar que x0 = (0, 0) es el único punto de equilibrio, supondremos que su

determinante vale:

∆ = a11a22 − a21a12 6= 0

Se puede comprobar que entonces la ecuación caracteŕıstica det(A− λI) = 0 se puede

escribir como:

λ2 − τλ+ ∆ = 0
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Donde la traza de A es la suma de los elementos de la diagonal principal: τ = a11 +a22

Aśı

λ1,1 =
1

2
(τ ±

√
τ 2 − 4∆)

De acuerdo con:

Teorema 2.4 Solución general de los sistemas homogéneos.

Sean λ1, λ2, . . . , λn, n valores propios reales distintos de la matriz de coeficientes A del

sistema homogéneo ẋ = Ax y sean K1, K2, . . . , Kn los vectores propios correspondien-

tes. Entonces, la solución general de ẋ = Ax en el intervalo (−∞,∞) está dada por

x = c1K1e
λ1t + c2K2e

λ2t + · · ·+ cnKne
λnt. [53]

Donde λ1 y λ2 son los valores propios y K1 y K2 son los vectores propios correspon-

dientes. Casos en los sistemas lineales [54]

1. Valores propios reales y distintos (τ 2 − 4∆ > 0)

2. Valores propios real y repetido (τ 2 − 4∆ = 0)

3. Valores propios no reales (τ 2 − 4∆ < 0)

Figura 2.11: Plano de fase de sistemas lineales planares y su respectivo gráfico 3D con
t, (a) ẋ1 = −x1 y ẋ2 = −x2; (b) ẋ1 = x1 y ẋ2 = x2; (c) ẋ1 = x1 y ẋ2 = −x2.
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Figura 2.12: Plano de fase de sistemas lineales planares y su respectivo gráfico 3D con
t, (d) ẋ1 = −x1 y ẋ2 = 0; (e) ẋ1 = x1 y ẋ2 = 0; (f) ẋ1 = x2 y ẋ2 = 0.

Figura 2.13: Plano de fase de sistemas lineales planares y su respectivo gráfico 3D con
t, (g) ẋ1 = x2 y ẋ2 = −x1; (h) ẋ1 = −x1 + 2x2 y ẋ2 = −2x1 − x2.

Teorema 2.5 Criterio de estabilidad para sistemas lineales. Para un sistema autóno-

mo lineal plano ẋ = Ax con detA 6= 0, sea x = x(t) la solución que satisface la
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condición inicial x(0) = x0, donde x0 6= 0.

1. ĺım
t→∞

x(t) = 0 si y solo si los valores propios de A tienen partes reales negativas.

Esto ocurre cuando ∆ > 0 y τ < 0.

2. x(t) es periódica si y solo si los valores propios de A son imaginarios puros. Esto

ocurre cuando ∆ > 0 y τ = 0.

3. En todos los demás casos, dada cualquier vecindad del origen, hay al menos una

x0 en la vecindad para la cual x(t) queda sin cota cuando aumenta t. [53]

Figura 2.14: Resumen geométrico de los casos I, II y III.

2.4.6. Segundo Método de Lyapunov

El segundo método de Liapunov, conocido como método directo, trabaja expĺıcita-

mente con el sistema no lineal en lugar de la versión linealizada. Esto tiene ventajas,

primero, puede ser aplicable en situaciones marginales y segundo permite que el análisis

se extienda más allá de solo una pequeña región cerca del punto de equilibrio.
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Definición 2.25 Una función V definida en una región Ω del espacio de estado de

(2.5) y contiene a x̄ que es una función de Lyapunov si cumple los siguientes tres

requisitos:

1. V es continua y tiene primeras derivadas parciales continuas.

2. V (x) tiene un mı́nimo único en x̄ con respecto a todos los demás puntos en Ω.

3. La función V̇ ≡ ∇V (x)f(x) satisface V̇ ≤ 0 para todas las x en Ω.

Teorema 2.6 Si existe una función Lyapunov V (x) en una región esférica S(x̄, R0)

con centro x̄, entonces el punto de equilibrio x̄ es estable. Si, además, la función V̇ (x)

es estrictamente negativa en todos los puntos (excepto x̄), entonces la estabilidad es

asintótica.

Teorema 2.7 Sea

ẋ = f(x), f(0) = 0, x ∈ Rn (2.6)

existe una función diferencial llamada Lyapunov (h) si

1. h(x) ≥ 0, x ∈ Ballr{0}; h(0) = 0

2. Si Lfh|Ballr(0) ≤ 0 entonces (2.6) es localmente estable de acuerdo a Lyapunov

3. Si Lfh|Ballr(0)−{0} < 0 entonces (2.6) es local y asintóticamente estable.

Teorema 2.8 Barbashin-Krasovski. Suponga que f(0) = 0 un punto de equilibrio

de (2.1) y que hay una función Lyapunov, tal que

Lfh|x 6=0 < 0 y

ĺım
‖x‖→∞

h(x) =∞

el sistema no está acotado radialmente, entonces el x = 0 es el punto donde todo el

sistema es Global y Asintóticamente Estable. [51]

2.5. Conjuntos ĺımites

Los conjuntos ĺımites son importantes porque se pueden usar para entender el

comportamiento a largo plazo de un sistema dinámico. En general, los conjuntos ĺımites

pueden ser muy complicados como en el caso de los atractores extraños, pero para los



2.5. CONJUNTOS LÍMITES 25

sistemas dinámicos bidimensionales se proporciona una caracterización simple de todos

los conjuntos ĺımites posibles como una unión de puntos fijos y órbitas periódicas.

Se inicia describiendo el comportamiento limitante de las soluciones de sistemas de

ecuaciones diferenciales.

2.5.1. Conjuntos α−ĺımite y ω−ĺımite

Se considera al sistema dinámico no lineal autónomo de la forma (2.1) con f ∈
C1(S) donde S es un subconjunto abierto de Rn y se asume que (2.1) define al sistema

dinámico φ(t, x) en S entonces, para x ∈ S, la función φ(·, x) : R → S define una

curva solución, trayectoria u órbita de (2.1) através del punto x0 en S. [54–56]

Definición 2.26 Un punto p ∈ S, se denomina punto ω−ĺımite de la trayectoria φ(·, x)

si existe una secuencia tn →∞ tal que

ĺım
n→∞

φ(tn, x) = p.

Es decir, la curva de solución a través de x se acumula en el punto p a medida que

el tiempo avanza.

De manera análoga, si existe una secuencia tn → −∞ tal que

ĺım
n→∞

φ(tn, x) = q,

y el punto q ∈ S entonces es llamado punto α−ĺımite de la trayectoria φ(·, x). La colec-

ción de todos los puntos ω−ĺımite de una trayectoria Γ es llamada conjunto ω−ĺımite

y se denota como ω(Γ); de igual forma, la colección de todos los puntos α−ĺımite de

una trayectoria Γ es llamada conjunto α−ĺımite y se denota como α(Γ). Cualquier

trayectoria Γ := α(Γ) ∪ ω(Γ) se conoce como conjunto ĺımite de Γ.

2.5.2. Órbita heterocĺınica

Definición 2.27 Una órbita cuyo conjunto α−ĺımite es un punto de equilibrio y el

conjunto ω−ĺımite es otro punto de equilibrio se denomina una órbita heterocĺınica. [57]
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Figura 2.15: Campo vectorial con órbita heterocĺınica y puntos de equilibrio ubicados
en xe1 = (0, 0), xe2 = (−pi, 0) y xe3 = (pi, 0).

Figura 2.16: (a) Órbita heterocĺınica Γ; (b) Respuestas temporales.

2.5.3. Órbita homocĺınica

Una órbita homocĺınica es un conjunto ω−ĺımite que no es una órbita cerrada o un

punto de equilibrio, sus trayectorias inician y terminan en el mismo punto de equilibrio.

En la Figura 2.17 se muestra el plano de fase de un sistema Hamiltoniano, el cual tiene

un punto silla en el origen como sus conjuntos α−ĺımite y ω−ĺımite. [56]
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Figura 2.17: Campo vectorial con órbita homocĺınica y puntos de equilibrio ubicados
en xe1 = (0, 0) y xe2 = (−1, 0).

Figura 2.18: (a) Órbita homocĺınica Γ; (b) Respuestas temporales.

2.5.4. Principio de invariancia de LaSalle

Cuando la función de enerǵıa no es suficiente para probar que el origen es Asintóti-

camente Estable porque la derivada de la función es sólo semidefinida negativa; sin

embargo es siempre negativa si se restringe en un determinado segmento. Es decir la

función de enerǵıa debe decrecer a cero y en consecuencia el estado tenderá a cero cuan-

do el tiempo tienda a infinito. Esta idea se formaliza en el principio de invariancia de

LaSalle, que se enunciará posteriormente luego de introducir algunos conceptos. [51,58]
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Sea x(t) una solución de ẋ = f(x)

1. Un punto p es un punto ĺımite positivo de x(t) si existe una secuencia {tn}, con

tn →∞ cuando n→∞, tal que x(tn)→ p cuando n→∞.

2. El conjunto de todos los puntos ĺımites positivos de x(t) se denomina el conjunto

ĺımite positivo de x(t).

3. Un conjunto M es un conjunto invariante con respecto a ẋ = f(x) si

x(0) ∈M =⇒ x(t) ∈M, ∀t ∈ R.

4. Un conjunto M es un conjunto invariante positivo si

x(0) ∈M =⇒ x(t) ∈M,∀t ≥ 0.

5. Decimos que x(t) tiende a M cuando t tiende a infinito si para cada ε > 0 existe

T > 0 tal que

dist(x(t),M) < ε,∀t > T

donde dist(p,M) denota la distancia desde un punto p a un conjunto M , es decir,

la distancia más pequeña desde p hasta cualquier punto en M. O bien,

dist(p,M) = ı́nf
x∈M
‖ p− x ‖ .

2.5.5. Teorema de LaSalle

Se describe el fundamento de la teoria de LaSalle. Considérese la ecuación diferen-

cial autónoma:

ẋ = f(x),

cuyo origen x = 0 ∈ Rn es un equilibrio. Supóngase que existe una función candidata

de Lyapunov V (x) definida positiva (globalmente) y radialmente desacotada tal que:

V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ Rn.
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Def́ınase el conjunto Ω como:

Ω =
{
x ∈ Rn : V̇ (x) = 0

}
.

Si x(0) = 0 es la única condición inicial en Ω para la cual x(t) ∈ Ω para t ≥ 0, entonces

el origen x = 0 ∈ Rn es un equilibrio asintóticamente estable en forma global.

2.5.6. Teorema de Markus

Afirmación 4. [4] Sea h una función diferencial que está delimitada abajo en el

conjunto D ⊂ Rn y LFh(x) |D≤ −ε para alguna ε > 0. Entonces, la solución ϕ(x, t)

del sistema (2.1), con la condición inicial ϕ(x, 0) = x ∈ D, abandona al conjunto D

en un tiempo finito .

Para formular lo anterior, se considera al sistema no autónomo

ẏ = G(y, t), y ∈ Rn. (2.7)

Aqúı G es una función vectorial continuamente C∞−diferenciable. El sistema (2.7)

se denomina asintóticamente autónomo con el sistema ĺımite (2.1) si G(x, t)→ F (x),

con t→∞, para cualquier subconjunto compacto en Rn [59].

Teorema, Consideremos los sistemas (2.1) y (2.7) en el caso n = 2. Ahora bien, si

Ω es el ω-conjunto ĺımite de una solución acotada hacia adelante x de (2.7) entonces

Ω contiene equilibrios de (2.1) o Ω es la unión de órbitas periódicas de (2.1).

El Teorema de Markus es aplicable al ortante no negativo R2
+,0 en caso cuando

R2
+,0 sea un dominio positivamente invariante.

2.5.7. Convergencia en sistemas de ecuaciones diferenciales

cooperativos y competitivos.

El sistema dinámico invariante en el tiempo (2.1), se denomina cooperativo o com-

petitivo [33] si cumple con algunas de las siguientes definiciones.

Definición 2.28 El sistema (2.1) se denomina cooperativo si todos los elementos de su

matriz Jacobiana, excepto los de su diagonal, son no negativos, es decir

∂fi (x)

∂xj
≥ 0,∀i 6= j (2.8)



30 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

Definición 2.29 El sistema (2.1) se denomina competitivo si todos los elementos de

su matriz Jacobiana, excepto los de su diagonal, son no positivos, es decir

∂fi (x)

∂xj
≤ 0,∀i 6= j (2.9)

Para establecer la convergencia de las trayectorias de las soluciones de los sistemas

cooperativos o competitivos se emplea el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Sea {φt} la solución en R2 de un sistema cooperativo o competitivo pa-

ra el cual el cuadrante R2
+,0 es positivamente invariante, entonces cualquier trayectoria

cerrada [0,∞)→ R2
+,0 converge.

En esta sección se revisaron los preliminares matemáticos para el análisis de los

modelos matemáticos no lineales que se trabajó en esta tesis, los cuales comprenden

al Método de Localización de los Conjuntos Compactos Invariantes, definiciones y

teoremas sobre conjuntos, herramientas de cálculo, estabilidad entre otros.

En las secciones siguientes se presentan los casos de estudio de los modelos de

tumores sólidos en condiciones de hipoxia y dos casos de melanoma.



Caṕıtulo 3

Modelo para la reducción de células

canceŕıgenas empleando macrófagos

modificados genéticamente

La dinámica de las interacciones entre macrófagos y tumores es uno de los temas

interesantes desde el punto de vista matemático e importante en el estudio de tumores

y sus interacciones con el sistema inmunológico. Vale la pena mencionar la siguiente

literatura en la que se han desarrollado modelos matemáticos relevantes [20,23–25,28,

29,34,38,60,61].

Una de las razones principales para la creación de modelos dinámicos no espaciales

de esta naturaleza se relaciona con el hecho de que se describen mediante un sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias que se pueden investigar de manera eficiente

mediante poderosos métodos de teoŕıa cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias

y la teoŕıa de sistemas dinámicos.

En este caṕıtulo se examina la dinámica global de un modelo de crecimiento tumoral

escrito en forma adimensional [34].

Los macrófagos son un tipo de glóbulo blanco que se localizan dentro de los tumores

sólidos. La terapia aborda la ingenieŕıa de los macrófagos para producir qúımicos que

matan a las células tumorales de acuerdo a un modelo matemático, el cual describe

las interacciones entre las células normales, tumorales y los macrófagos infiltrados.

Se estudia la dinámica global del modelo de cuatro dimensiones, la capacidad de los

macrófagos para eliminar los cambios tumorales aśı como también la variación de los

parámetros. Se emplea el método de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes

con la finalidad de obtener los ĺımites de la variación de los parámetros que permita

31
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orientar sobre una terapia apropiada para disminuir a las células tumorales.

3.1. Descripción del modelo

El modelo matemático estudiado fue desarrollado por Helen M. Byrne et al. [34]

y describe la acción de los macrófagos modificados genéticamente, enfocándose en el

efecto que tiene el acoplamiento indirecto entre las células tumorales y los macrófagos

sobre la velocidad a la que los macrófagos entran en el tumor y lisan a las células

tumorales. Este acoplamiento es medido por un quimioatractor del macrófago que es

producido por las células tumorales.

El modelo (3.1) describe cómo la composición de un tejido que contiene células

tumorales, células normales, macrófagos genéticamente modificados y una célula deri-

vada del tumor cambia qúımicamente con el tiempo.

ẋ1 = x1(1− x1 − x2 − x3), (3.1)

ẋ2 = x2(a0 − a1x1 − a1x2 − a2x3),

ẋ3 = (m∗ − x3)
4x4

1 + αx4

− σ(x1 + x2 + x3)x3,

ẋ4 = x2 − λx4.

Donde x1, x2, x3 y x4 denotan la concentración de las células normales, la concentra-

ción de las células tumorales, la concentración de macrófagos y la concentración del

quimioatrayente, respectivamente. Se supone que todos los parámetros en (3.1) son

positivos.

El parámetro a0 es la tasa de proliferación del tumor; a1 = a0φ; a2 = a1 +k1; donde

k1 es la velocidad de lisis de las células tumorales; los parámetros φ y σ caracterizan

la sensibilidad del acumulamiento de células tumorales y macrófagos respectivamente;

σ < φ < 1. A continuación, m∗ es la tasa de densidad de macrófagos en la vasculatura.

Los parámetros4 y α están incluidos en el término racional para modelar el mecanismo

de reclutamiento de macrófagos del vaso sangúıneo y el hecho de que el quimioatrayente

aumenta la permeabilidad de los vasos sangúıneos a los macrófagos. Finalmente, λ es

la tasa de decaimiento de la concentración de quimioatrayente.

Este sistema se considera en el dominio invariante R4
+,0. Debajo del campo vecto-

rial corrrespondiente que se denotará por f . El objetivo de este trabajo es doble. En

primer lugar, se encuentran los ĺımites superiores para las concentraciones x1, x2, x3

y x4. En segundo lugar, se estudian varias caracteŕısticas cualitativas importantes de
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la dinámica global de (3.1). A saber, aqúı se prueba que hay un dominio invariante

positivamente acotado en R4
+,0, es decir, un dominio que contiene un atractor glo-

bal. Además, se establecen condiciones bajo las cuales no hay órbitas periódicas en

R4
+,0 ∩ {x1 > 0}. Finalmente, se proporcionan condiciones bajo las cuales se realiza el

aclaramiento global asintótico del tumor.

La finalidad en este caṕıtulo es proporcionar el estudio anaĺıtico de las ecuaciones

del sistema (3.1), incluyendo la exploración de la dinámica global final empleando el

análisis de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI) que se basa en

la solución de algún problema condicional de extremo y los resultados de M. Hirsch

sobre sistemas competitivos.

3.2. Localización de conjuntos Compactos Invarian-

tes

En esta sección se definen las cotas del dominio donde se encuentran todos los

conjuntos compactos invariantes del sistema (3.1) y se determinan las condiciones

suficientes bajo las cuales este dominio es atractivo y positivamente invariante. Prime-

ramente, se establece lo siguiente

Proposición 3.1. Los conjuntos compactos están localizados en el poĺıtopo

Π = K1 ∩K2 ∩K3 ∩K4,

con

K1 = {x1 ≤ x1 máx := 1}; (3.2)

K2 = {x2 ≤ x2 máx := a0a
−1
1 };

K3 = {x3 ≤ x3 máx :=

√
m∗4
ασ
};

K4 = {x4 ≤ x4 máx := a0a
−1
1 λ−1}.

Prueba. Se propone h1 = x1. Se obtiene que

S(h1) ∩ {x1 > 0} = {x1 + x2 + x3 = 1} ⊂ {x1 ≤ 1},

y se tiene la localización acotada x1 ≤ x1 máx.
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Después, se utiliza h2 = x2. Obteniéndose que el conjunto

S(h2) ∩ {x2 > 0} = {a1x1 + a1x2 + a2x3 = a0}

⊂ {a1x2 ≤ a0}

y se llega a la localización acotada x2 ≤ x2 máx.

Enseguida, se aplica h3 = x3. Se obtiene que

S(h3) = {(m∗ − x3)
4x4

1 + αx4

− σ(x1 + x2 + x3)x3 = 0} ⊂ {x2
3 ≤

m∗4
ασ
}

y se tiene la localización acotada x3 ≤ x3 máx.

Finalmente, se explora h4 = x4. Y se obtiene que

S(h4) = {x4 =
x2

λ
}.

Entonces

h4 |S(h4)∩K2≤
x2 máx

λ

teniéndose la localización acotada x4 ≤ x4 máx.�

Proposición 3.2. Todos los conjuntos compactos invariantes están localizados en

el dominio

K
(1)
3 = {x3 ≤ x

(1)
3 máx :=

a0m
∗4

a1λ+ a0α
}.

Prueba. Se aplica h3 = x3. Obteniéndose que

S(h3) ∩K4 = {(m∗ − x3)
4x4

1 + αx4

− σ(x1 + x2)x3 = σx2
3} ∩K4

⊂ {x2
3 ≤

m∗4
σ

máx
K4

x4

1 + αx4

= x
(1)
3 máx}.�

A continuación se caracteriza la dependencia de la densidad máxima de la población

de células tumorales en el valor máximo para la concentración de quimioatrayentes.

Proposición 3.3. Todos los conjuntos compactos invariantes separados del plano

x4 = 0 están localizados en el dominio

x2

x4

≤ a0 + λ. (3.3)

Prueba. Se aplica la función localizadora h5 = x2

x4
. Cuando S(h5) ∩ {x4 > 0} es
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definida por

−x
2
2

x2
4

+
x2

x4

(a0 + λ− a1x1 − a1x2 − a2x3) = 0; x4 > 0. (3.4)

Entonces el conjunto S(h5) ∩ {x4 > 0} está contenido en el conjunto dado por

h5 |S(h5)∩{x4>0}≤ a0 + λ

y se obtiene al conjunto localizado (3.3). La prueba es completada.�

3.3. Dominio acotado positivamente invariante

Para determinar la existencia de un dominio acotado positivamente invariante don-

de está contenido el conjunto de atracción se emplea la disipatividad en el sentido de

Levinson.

Proposición 3.4. Cada trayectoria en R4
+,0 eventualmente se dirige hacia al

poĺıtopo Π y permanece dentro o se aproxima a su ĺımite.

Prueba. Con el fin de probar la existencia de un dominio positivamente invariante

se considera la siguiente función candidata de Lyapunov h6 = x1 + x2 + x3 + x4.

Entonces se obtiene

Lfh6 ≤ x1 − x2
1 + x2(a0 + 1)− a1x

2
2 +m∗4α−1 − σx2

3 − λx4. (3.5)

Por G se denota a la función del lado derecho de la desigualdad (3.5). Mientras, que

por U se denota al conjunto G(x1, x2, x3, x4) ≤ 0. Se puede observar que el conjunto

C{U} es acotado y el conjunto {Lfh6 ≥ 0} ⊂ C{U}. Sea B(ρ) un dominio {h6 <

ρ} ∩R4
+,0. Se elige a ρ tal que B(ρ) ⊃ C{U}. Entonces, en el ĺımite de B(ρ), es decir,

en el conjunto {h6 = ρ} se tiene que Lfh6 < 0 se cumple. Esto significa que B(ρ) es

un dominio atrayente acotado.

Por lo tanto, para la trayectoria que pasa por cualquier punto (x1, x2, x3, x4)T en

R4
+,0 su conjunto ω− ĺımite ω(

(
x1, x2, x3, x4)T

)
no está vaćıo y es un conjunto compacto

invariante. Usando la Proposición 3.3 se deriva que

ω
(

(x1, x2, x3, x4)T
)
⊂ Π.

La prueba es completada.�
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3.4. Dinámica del plano libre del tumor

En esta sección se establecen las condiciones suficientes para asegurar la eliminación

del tumor en el sistema bajo estudio (3.1). Esto se realiza al determinar la atractividad

al plano x2 = 0 en R4
+,0.

El plano invariante se encuentra cuando x2 = 0, se tiene que xe = (x1, 0, x3, x4)

por lo que el sistema de ecuaciones se reduce a:

ẋ1 = x1(1− x1 − x3), (3.6)

ẋ3 = (m∗ − x3)
4x4

1 + αx4

− σ(x1 + x3)x3,

ẋ4 = −λx4.

Se observa en la última ecuación que conforme el tiempo tiende a infinito, la con-

centración del quimioatrayente x4 (t) tenderá a cero.

Caso x2 = x4 = 0: Dinámica del plano libre de tumor en el sistema ĺımite.

Del anterior caso, el plano invariante se encuentra cuando x2 = x4 = 0, se tiene

que xe = (x1, 0, x3, 0) por lo que el sistema de ecuaciones se reduce a un sistema bidi-

mensional autónomo asintóticamente definido en R2
+,0 y está formado por las primeras

dos ecuaciones de (3.6) y con x4(t) = exp(−λt)x40; aqui x40 > 0. De esta forma, su

sistema ĺımite está dado por

ẋ1 = x1(1− x1 − x3) (3.7)

ẋ3 = −σ(x1 + x3)x3.

De acuerdo a M. Hirsch [33], el sistema ĺımite (3.7) en R2
+,0 obtenido resulta ser

competitivo, ya que los elementos de la matriz Jacobiana resultan ser no positivos.

∂(fx2=x4=0)1

∂x3

| R2
+,,0

= −x1 |R2
+,,0
≤ 0;

∂(fx2=x4=0)2

∂x1

| R2
+,,0

= −σx3 |R2
+,,0
≤ 0.

Lo cual implica que no hay órbitas periódicas en este plano y por tanto, tampoco

lo habrá en el sistema libre de tumor.

Del sistema (3.7), se tienen los puntos de equilibrio E0 = (0, 0)T y E1 = (1, 0)T ,

cuyos equilibrios mostrados en la Figura 3.1 son localmente inestable y estable respec-

tivamente. Aśı se tiene
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Proposición 3.5. Cada trayectoria de (3.6) converge a E0 o E1.

Por lo tanto, el sistema (3.6) no tiene órbitas periódicas. Además, existe la órbita

heterocĺınica que se dirige de E0 a E1 y conecta estos puntos de equilibrio.

Figura 3.1: Plano de fase x1 y x3 para el caso x2 = x4 = 0.

3.5. Estabilidad global

En primer lugar, se establece la siguiente consecuencia de la Proposición 5.

Teorema 3.1 Suponga que

a0 > máx (a1; a2) (3.8)

Entonces 1) todos los puntos de equilibrio están ubicados en los planos xi = 0, i = 1, 2,

2) todas las órbitas periódicas de (3.1) están ubicadas en el plano x1 = 0.

Prueba. Se analiza h7 = η1 lnx1 − η2 lnx2 + x3 con respecto al dominio R4
+,0 ∩ {x1 >

0;x2 > 0}, donde se eligen los parámetros ηi, i = 1, 2. Entonces

Lfh7 = η1 − η2a0 + (η2a1 − η1)(x1 + x2) + (η2a2 − η1)x3 +

(m∗ − x3)
4x4

1 + αx4

− σ(x1 + x2 + x3)x3

≤ −σx2
3 + (η2a1 − η1)(x1 + x2) + (η2a2 − η1)x3 + η1 − η2a0 +

m∗4
α
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Considerando el sistema de desigualdades

η1 ≥ η2a1; (3.9)

η1 ≥ η2a2;

η1 < η2a0 −
m∗4
α

.

Es fácil ver que bajo la condición (3.8), las desigualdades (3.9) son consistentes para

algunas ηi∗, i = 1, 2 positivos.

Como resultado, si denotamos h7 con valores ηi = ηi∗, i = 1, 2, mediante h8∗, en-

tonces Lfh7∗ < 0 en R4
+,0 ∩ {x1 > 0;x2 > 0}. Entonces el conjunto S(h7∗) ∩ R4

+,0 ∩
{x1 > 0;x2 > 0} está vaćıo y no hay conjuntos invariantes compactos ubicados en

R4
+,0 ∩ {x1 > 0;x2 > 0}. Como resultado, todos los puntos de equilibrio están con-

tenidos en los planos xi = 0, i = 1, 2. Además, dado que cada uno de los planos

xi = 0, i = 1, 2 es invariante, tenemos que cada órbita periódica está ubicada en uno

de los planos xi = 0, i = 1, 2. Ahora, ya que el sistema (3.6) no tiene órbitas periódicas,

obtenemos la afirmación deseable.�

Enseguida se establece

Teorema 3.2 Suponga que

x3 máx < mı́n{m∗; a0

σ
} (3.10)

y

mı́n{a0; a2} > 1;σ < 1. (3.11)

Entonces todos los conjuntos compactos invariantes están contenidos en el conjunto

K8 definido por la fórmula

x3 − η(x1 + x2) ≤ κ :=
σ

a0

(x
(1)
3 máx)2 + x

(1)
3 máx. (3.12)

Prueba. Se analiza la función localizadora

h8 = x3 − η(x1 + x2)

con respecto al dominio R4
+,0. Aqui η > 0 es un parámetro que se define más adelante.
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Por tanto, se calcula que

Lfh8 = (m∗ − x3)
4x4

1 + αx4

+ x1x3(η − σ) + x2x3(ηa2 − σ) + x1x2η(1 + a1)− σx2
3

+ηx2
1 − ηx1 + ηa1x

2
2 − ηa0x2.

Se observa que el término

(m∗ − x3)
4x4

1 + αx4

es no negativo dentro de Π en virtud de (3.10). Por lo que el conjunto S(h8) ∩Π está

contenido en el conjunto definido por la desigualdad

0 ≥ x1x3(η − σ) + x2x3(ηa2 − σ)− σx2
3

+ηx2
1 − ηx1 + ηa1x

2
2 − ηa0x2.

Por lo que el conjunto S(h8) ∩ Π está localizado en el conjunto definido por

0 ≥ x1x3(η − σ) + x2x3(ηa2 − σ)− σx2
3 − ηx1 − ηa0x2. (3.13)

Enseguida, se elige a

η < mı́n{σ;
σ

a2

).

Se denota a h8 con este valor de η mediante h8∗, se deriva que el conjunto definido por

la desigualdad (3.13) está contenido en el conjunto definido por

σx2
3 + a0x3 ≥ a0h8∗.

Por lo tanto

h8∗ ≤ máx
K

(1)
3

{ σ
a0

x2
3 + x3} =

σ

a0

(x
(1)
3 máx)2 + x

(1)
3 máx.

La última fórmula arroja (3.12)�.

Proposition 3.6. Todos los conjuntos compactos invariantes están localizados en

K9 = {x2 − ηx4 ≤ 0 | η ≥ a0 + λ}.

Prueba. Se aplica h9 = x2 − ηx4. Entonces el conjunto S(h) está dado por

x2(a0 − η) + ηλx4 = x2(a1x1 + a1x2 + a2x3)
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Dado que a0 < η. Entonces

h9 ≤ x2 −
ηλ

η − a0

x4 = −x2(a1x1 + a1x2 + a2x3)

η − a0

≤ 0

y se llega al resultado.�

Caso x1 = 0: Localización de órbitas periódicas

Al analizar el plano x1 = 0, se supone que las órbitas periódicas estarán contenidas

en dicho plano. Por lo que al estudiar el plano invariante cuando x1 = 0, se tiene que

xe = (0, x2, x3, x4) el sistema de ecuaciones se reduce a:

ẋ2 = x2(a0 − a1x2 − a2x3),

ẋ3 = (m∗ − x3)
4x4

1 + αx4

− σ(x2 + x3)x3,

ẋ4 = x2 − λx4.

Se analiza h8 = x2 − (a0 + λ)x4 con respecto al dominio R4
+,0 ∩ {x1 > 0;x2 > 0}.

Entonces

Lfh8 = x2(a0 − a1x1 − a1x2 − a2x3)− (a0 + λ) (x2 − λx4)

S8 (h) =

{
x2 − (a0 + λ)x4 = −(a1x1 + a1x2 + a2x3)x2

λ

}
Lfh8 | S(h) = −(a1x1 + a1x2 + a2x3)x2

λ
≤ 0

De lo anterior se concluye que {x2 − (a0 + λ)x4 ≤ 0}

ẋ2 = x2(a0 − a1x2 − a2x3),

ẋ3 = −σ(x2 + x3)x3.

Por lo que el sistema ĺımite en R2
+,0 obtenido resulta ser competitivo, ya que los

elementos de la matriz Jacobiana resultan ser no positivos.

∂(fx1=x4=0)1

∂x3

| R2
+,,0

= −a2x2 |R2
+,,0
≤ 0;

∂(fx1=x4=0)2

∂x2

| R2
+,,0

= −σx3 |R2
+,,0
≤ 0.

Lo cual implica que no hay órbitas periódicas en este plano y por tanto, tampoco
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lo habrá en el sistema libre de tumor.

3.6. Resultados

Con la finalidad de ilustrar la región de atracción de las trayectorias hacia el poĺıto-

po (3.2); se emplean los valores de los parámetros propuestos en [34] y contenidos en

la Tabla 3.1; además, se incluyen los valores correspondientes a las constantes a0, a1 y

a2 utilizadas en el modelo (3.1).

Parámetro Descripción Valor
λ Tasa de producción y decaimiento de productos qúımicos (quimioatractores) 1
ξ Tasa de Proliferación de las células tumorales 100
φ Sensibilidad al hacinamiento 0.7
∆ Constante no negativa (experimental) 5
α Constante no negativa (experimental) 30
σ Tasa constante 0.5
m∗ Densidad de macrófagos en la vasculatura y que pueden ser manipulados experimentalmente 5
k1 Tasa de lisis de células tumorales 50
a0 ξ 100
a1 ξφ 70
a2 ξφ+ k1 120

Tabla 3.1: Valores de los parámetros empleados en las simulaciones del modelo de
macrófagos modificados

Las simulaciones numéricas del modelo (3.1) se realizaron empleando la plataforma

de simulación de Matlab.

En ausencia de datos experimentales a detalle en [34], en la Figura 3.2 se emplean

condiciones iniciales con una reducida concentración de células y una nula concentra-

ción del quimioatrayente, en donde se puede observar que la trayectoria permanece

dentro de la región acotada. En la Figura 3.3, se incrementaron las concentraciones

de células incluso la del quimioatrayente cuyas condiciones iniciales se ubicaron fuera

del poĺıtopo, con el fin de mostrar la convergencia de la trayectoria hacia la región

atractiva del poĺıtopo.

Comparando ambas figuras, se puede observar que la dinámica que presenta el

modelo bajo estudio y mostrada en los gráficos en tres dimensiones con los primeros

estados del modelo bajo estudio, resulta atractiva hacia la región acotada.
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Figura 3.2: Condición inicial: x0 = (0.38, 0.01, 0.68, 0)T .

Figura 3.3: Condición inicial: x0 = (1.4, 5, 0.5, 1)T .
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Figura 3.4: Diferentes perspectivas del Modelo de macrófagos modificados-Byrme et al.
con un tumor pequeño y quimioatractor condiciones iniciales x0 = (1.4, 0.1, 1.5, 1)T . La
primera columna representa al modelo sin la condición a0 > máx (a1; a2). La segunda
columna satisface la condición (3.8). En el segundo renglón se muestra un acercamiento
de la dinámica previa.
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Figura 3.5: Diferentes perspectivas del Modelo de macrófagos modificados-Byrme et
al. con un tumor pequeño y quimioatractor, a diferencia de la figura 3.4 se disminuyó
la cantidad de células normales en las condiciones iniciales x0 = (0.4, 0.1, 1.5, 1)T . La
primera columna representa al modelo sin la condición a0 > máx (a1; a2). La segunda
columna satisface la condición (3.8). En el segundo renglón se muestra un acercamiento
de la dinámica previa.
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Figura 3.6: Diferentes perspectivas del Modelo de macrófagos modificados-Byrme et
al. con un tumor durmiente y sin quimioatractor con las condiciones iniciales x0 =
(0.0001, 0.1, 1.5, 0)T . La primera columna representa al modelo sin la condición a0 >
máx (a1; a2). La segunda columna satisface la condición (3.8). En el segundo renglón
se muestra un acercamiento de la dinámica previa.
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Figura 3.7: Diferentes perspectivas del Modelo de macrófagos modificados-Byrme et
al. sin tumor con condiciones iniciales x0 = (0.5, 0, 0.1, 0.1)T . La condición a0 >
máx (a1; a2) no afecta la dinámica cuando no está presente el tumor.

En esta sección se presentó el caso de estudio de tumores sólidos bajo condiciones

de hipoxia en donde se encontraron las condiciones para la reducción de las células del

tumor.



Caṕıtulo 4

Modelo de melanoma en cinco

dimensiones empleando

inmunoterapia celular

En este caṕıtulo se estudia la dinámica global del modelo de melanoma en cinco

dimensiones desarrollado por Kronik et al [36]. Este modelo describe las interacciones

de células tumorales con células T citotóxicas y citocinas respectivas bajo inmunotera-

pia celular. Obtenemos los ĺımites superiores e inferiores para las variables del modelo,

proporcionamos fórmulas para puntos de equilibrio y presentamos condiciones de esta-

bilidad asintótica local / inestabilidad hiperbólica. Enseguida, probamos la existencia

del conjunto atrayente. Basados en estos resultados se llega a las condiciones asintóti-

cas globales de erradicación del melanoma a través del análisis de estabilidad global.

Finalmente, se proporcionan ĺımites para un lugar de puntos de equilibrio de persis-

tencia del melanoma, se estudia el caso de persistencia del melanoma y se describen las

condiciones bajo las cuales se observa la atracción global al único punto de equilibrio

de persistencia del melanoma.

4.1. Introducción

El melanoma es el tipo de cáncer más estudiado, seguido del cáncer de próstata,

el cáncer renal, el cáncer de mama, el mieloma múltiple, la leucemia, el cáncer colo-

rrectal y los gliomas. El melanoma es la principal causa de muerte por enfermedades

dermatológicas; su pronóstico depende de la extensión de la enfermedad.

El melanoma con metástasis en general es resistente a la radioterapia y a la quimio-

47



48 CAPÍTULO 4. INMUNOTERAPIA CELULAR PARA MELANOMA

terapia, razón por la cual se hace urgente la búsqueda de alternativas terapéuticas. La

erradicación de las células tumorales requiere una interacción efectiva entre las células

del melanoma y los diferentes integrantes del sistema inmunitario, como los linfocitos

T.

La inmunoterapia es una de las terapias complementarias para el tratamiento del

melanoma maligno, el cual consiste en la manipulación del sistema inmune para com-

batir tumores. La inmunoterapia contra el cáncer se basa en el principio de que el

sistema inmune del paciente es capaz de generar una respuesta inmune contra las

células tumorales.

La terapia celular adoptiva es el tratamiento que se usa para ayudar al sistema in-

munitario a combatir enfermedades tales como el cáncer e infecciones por ciertos virus.

Se toman muestras de las células T de un paciente y se cultivan en el laboratorio. Este

procedimiento aumenta el número de células T capaces de destruir células cancerosas.

Estas células T se devuelven al paciente para ayudar al sistema inmunitario a combatir

las enfermedades.

En la Figura 4.1 se muestra un modelo simplificado de la interacción de las células

del melanoma, las células T citotóxicas y las citocinas, al aplicarle al paciente la terapia

celular adoptiva. Los Linfocitos T Citotóxicos (CTL) junto con la interleucina-2 (IL-

2) se infunden en el paciente. Bajo la influencia de la interleucina-2 se produce la

proliferación de los linfocitos y, cuando se infunden de nuevo a los pacientes destruirán

de forma selectiva a las células tumorales [36].

Figura 4.1: Modelo simplificado para la interacción de las células del melanoma, las
células T citotóxicas y las respectivas citocinas. Fuente: Kronik et. al.
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Las células de melanoma expresan ant́ıgenos inmunitarios de clase I en el contexto

del Complejo Mayor de Histocompatibilidad, pero también secretan TGF − β (Factor

Transformador de Crecimiento beta o epidérmico), el cual inhibe la actividad de las

células T de infiltrarse al tumor. Al contacto con las células del melanoma, los Linfo-

citos T citotóxicos (CTL) exógenos infundidos lisan a las células tumorales y secretan

Interferon gamma IFN − γ. El IFN − γ, es una citosina que genera una respuesta

inmunitaria antitumoral activando a los linfocitos T que reconocen los ant́ıgenos aso-

ciados al tumor, el IFN − γ conduce a la regulación positiva del CMH de clase I en

las células de melanoma, que al retornar aumenta el efecto mediado por los Linfocitos

T citotóxicos (CTL). Las inyecciones de Interleuquina, IL-2, prolongan la persistencia

de los Linfocitos T citotóxicos (CTL) infundidos. Las células T citotóxicas endógenas

son incluidas como un flujo constante al compartimiento efector de células T.

4.2. Dinámica del modelo de melanoma

El modelo del melanoma maligno de Kronik et. al. [36] describe las interacciones

entre las células del melanoma, las células citotóxicas T y las respectivas citocinas.

Este modelo está formado por las siguientes ecuaciones

ẋ1 = rx1(1− x1

κ
)− a1x5

a2 + x5

× a3x3 + a4

x3 + a4

× a5x1x2

a5 + x1

, (4.1)

ẋ2 = −a6x2 + b,

ẋ3 = a7x1 − a8x3,

ẋ4 = a9x2 − a10x4,

ẋ5 =
a11x4

a12 + x4

− a13x5 + a14,

el cual define la dinámica del crecimiento del tumor, persistencia CTL (Cytotoxic T

Cells), secreción de citocinas y expresión de clase I de CMH (Complejo Mayor de

Histocompatibilidad).

El sistema de ecuaciones (4.1) es uno simplificado para un cáncer cerebral muy

agresivo desarrollado anteriormente en [62]. En el modelo (4.1) por x1/x2/x3/x4/x5 se

denota a la población de células del melanoma [cell ]; población de CTL [cell ]; secreción

de citocinas TGF-beta del melanoma [pg ]; Citocinas IFNγ producidas por CTL [pg·ml-

1 ]; moléculas receptoras CMH de clase I [rec·cell-1 ]; respectivamente.

Las ecuaciones (4.1) se derivan bajo la suposición de que una población de células

tumorales primarias y una población de células tumorales metastásicas son indistin-
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guibles por solo el tamaño o el nivel de malignidad por población metastásica. De

acuerdo con la opinión de los autores de [36], esta es una idea razonable.

1. En la primera ecuación r es máxima carga de células tumorales; κ es la tasa de

crecimiento del tumor máxima; otros términos fraccionarios describen la proceso

de eliminación del tumor por el efecto CTL sobre la eficiencia de CTL de los

receptores de clase MHC (x5) y de TGFβ (x3); a1 es la eficiencia máxima de un

CTL; a5 es factor de saturación.

2. En la segunda ecuación la dinámica de CTL se definen mediante el simple proceso

de muerte con la constante de velocidad a6; el término b describe la velocidad

de infusión de los CTL sensibilizados. En nuestro documento b es considerado

como un valor de eficacia para la inmunoterapia de células T. Se pone b = 0 en

ausencia de la inmunoterapia.

3. En la tercera ecuación se describe la dinámica de TGFβ; a7 es un coeficiente de

proporción; a8 es la tasa de degradación.

4. En la cuarta ecuación se define la dinámica del IFNγ; a9 es un coeficiente de

proporción; a10 es la tasa de degradación.

5. En la quinta ecuación se describe la dinámica de los receptores de moléculas

CMH de clase I (x5); que se presentan en la superficie de las células tumorales a

la tasa a14, esta tasa se incrementa en un término de tipo Michaelis dependiendo

de x4; las moléculas x5 son internalizadas a una tasa a13.

En la Tabla 4.1, se presentan los parámetros empleados en este documento con

su respectivo valor y unidad, donde el recuento por célula (rec · cell−1), representa al

número de receptores encontrados por célula. El número de células contabilizadas una

a una en el microscopio se representa por (cell); mientras que los picogramos pesados

por (pg).

Una descripción detallada de este modelo que incluye el sentido biológico de to-

dos los parámetros se encuentra en [36]. Se supone en este documento que todos los

parámetros son positivos y a3 < 1.

Lo importante y significativo de este caṕıtulo consiste en las condiciones de es-

tabilidad asintótica global del Punto de Equilibrio Libre de Melanoma (PELM), ver

Teorema 1 y las condiciones de estabilidad asintótica global para el Punto de Equilibrio

de Persistencia del Melanoma (PEPM), ver Corolario 2. Estas condiciones se expresan
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Parámetro Valor Unidad
r 0.001 h−1

κ 1012 cell
a1 1.54× 10−7 cell−1h−1

a2 50 rec · cell−1

a3 0.69 ninguna
a4 104 pg
a5 5.2× 105 cell
a6 6.65× 10−4 h−1

a7 5.75× 10−6 pg/cell−1h−1

a8 6.93 h−1

a9 1.02× 10−4 pg · cell−1h−1

a10 0.102 h−1

a11 2.89 rec · cell−1h−1

a12 3.38× 105 pg
a13 0.0144 h−1

a14 1.44 rec · cell−1h−1

Tabla 4.1: Valores de los parámetros empleados en el modelo de melanoma de 5 di-
mensiones.

por las desigualdades impuestas en el parámetro de tratamiento b y los parámetros del

modelo. Las desigualdades obtenidas determinan los valores de eficacia para la inmu-

noterapia de células T. Los problemas descritos se examinan en un marco más amplio

de la exploración del comportamiento final del modelo (4.1). Los resultados de estos

teoremas indican uno de los siguientes resultados: erradicación del melanoma, latencia

del tumor o escenario de enfermedad negativa.

4.3. Puntos de Equilibrio

Enseguida por f se denota el campo vectorial del sistema (4.1) y por Ej = (eji, i =

1, ..., 5)T se denotan sus puntos de equilibrio. Se observa que el sistema (4.1) tiene un

Punto de Equilibrio Libre de Melanoma (PELM)

E1 = (0,
b

a6

, 0,
a9b

a6a10

,
1

a13

(a14 +
a9a11b

a6a10a12 + a9b
))T

El cual está siempre presente y hasta tres puntos de equilibrio situados fuera del plano

libre de melanoma. Estos puntos se denominan Puntos de Equilibrio Persistentes del

Melanoma (PEPM) y se definen por las siguientes ecuaciones.
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(θ, e12,
a7θ

a8

, e14, e15)T

donde θ es una ráız real positiva de la ecuación cúbica

A(x1) := x3
1 + A1x

2
1 + A2x1 + A3 = 0, (4.2)

con

A1 = a5 − κ+
a4a8

a7

;

A2(b) =
a4a5a8

a7

− κa5 −
a4a8κ

a7

+
κa1a3a5be15(b)

a6r(a2 + e15(b))
;

A3(b) =
κa4a5a8

ra7

(
a1be15(b)

a6(a2 + e15(b))
− r).

Se considera la ecuación

γ =
be15(b)

a2 + e15(b)
(4.3)

Respecto a b. Es fácil verificar que para cualquier γ positiva existe la ráız positiva

única de (4.3).

Se define el polinomio

∆(γ) = 18A1(A21 + A22γ)(A31γ − A32)− 4A3
1(A31γ − A32) + A2

1(A21 + A22γ)2

−4(A21 + A22γ)3 − 27(A31γ − A32)2. (4.4)

Si se definen los coeficientes en esta fórmula de la siguiente manera

A2(b) = A21 + A22γ(b);

A3(b) = A31γ(b)− A32

entonces el discriminante de (4.2) está dado por la fórmula ∆(b) := ∆(γ(b)), donde b

está definida en (4.3). Además, si para una b dada se tiene que ∆(b) > 0, entonces (4.2)

tiene tres ráıces reales; si ∆(b) = 0 entonces (4.2) tiene dos ráıces reales; si ∆(b) < 0

entonces (4.2) tiene una única ráız real. Aśı que las bifurcaciones deben ocurrir en las

ráıces de la ecuación Ω1(b) = 0, donde

∆(b) :=
Ω1(b)

Ω2(b)
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y Ω1(b) es un polinomio séxtuple; (Ω2(b))3 es un polinomio cúbico que es positivo

para b ≥ 0. No se proporciona la fórmula Ω1(b), la cual es bastante engorrosa pero se

presentan resultados de análisis basados en (4.4).

Se observa que no hay puntos de equilibrio biológicamente factibles situados fuera

del plano sin melanoma si

∆ < 0;A3 ≥ 0 (4.5)

o

∆ ≥ 0;Aj > 0, j = 1, 2;A3 ≥ 0. (4.6)

Ahora se consideran dos casos extremos o frontera: b = 0 (caso sin tratamiento) y

b→∞.
Primeramente, se supone que b = 0 y κ = 0. Luego se calcula

∆(0) |κ=0=
a2

4a
2
5a

2
8

a2
7

(a5 −
a4a8

a7

)2.

Asi (4.2) tiene 2 o 3 ráıces reales. Además, A3 = 0 por lo que éstas ráıces son no

positivas. Por lo tanto, en caso de no haber tumor, el sistema (4.1) solo tendrá el

Punto de Equilibrio Libre de Melanoma (PELM). Sin embargo, si b = 0 y κ > 0 se

tiene que A3 < 0 y existe al menos un Punto de Equilibrio Persistente de Melanoma

(PEPM).

Supongamos ahora que A3(b0) > 0 y ∆(b0) < 0 para algunas b0 positivas. Entonces

no hay PEPM para el sistema (4.1) con b = b0. Ya que

ĺım
b→∞

A3(b) =∞; ĺım
b→∞

∆(b) = −∞

se llega a

Lema 1. Para una b lo suficientemente grande la ecuación (4.2) tiene la ráız real

única y esta ráız en negativa.

Como resultado, el sistema (4.1) posee el único punto de equilibrio para este valor

del parámetro b. Este es el PELM E1.

Además, si A3(b) < 0 y ∆(b) < 0 entonces hay un único PEPM para esta b.

Enseguida, si A3(b) < 0 y ∆(b) > 0 entonces uno o dos o tres PEPM(s) puede(n) existir

para esta b. De acuerdo con esta observación, se presenta la siguiente afirmación.

Proposición 4.1. 1. Supóngase que el parámetro b satisface γ(b) 6= A21A
−1
22 y

γ(b) > A32A
−1
31 . (4.7)
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Además

1a). Dado A1 < 0 y

máx{A
2
1 − 4A21

4A22

;
2A2

1 − 9A21

9A22

} < γ(b), (4.8)

o 1b). Dado A1 > 0; 2A2
1 > 9A21; γ(b) > A32A

−1
31 y

2A2
1 − 9A21

9A22

> γ(b) >
A2

1 − 4A21

4A22

. (4.9)

Entonces el sistema (4.1) tiene solamente el PELM y no los PEPMs.

2. Si la desigualdad (4.7) en las condiciones de la primera afirmación es reempla-

zada por γ(b) < A32A
−1
31 entonces el sistema (4.1) tiene el único PEPM.

Prueba. Se observa que A22;A31;A32 > 0 y

A2
1(A21 + A22γ)2 − 4(A21 + A22γ)3 < 0;

9A1(A21 + A22γ)(A31γ − A32)− 2A3
1(A31γ − A32) < 0

debido a (4.7)-(4.8)-(4.9). Por lo tanto

∆(γ) ≤ 18A1(A21 + A22γ)(A31γ − A32)− 4A3
1(A31γ − A32) + A2

1(A21 + A22γ)2

−4(A21 + A22γ)3 < 0.

Aśı que (4.2) solo tiene una ráız real. Bajo las condiciones de la primera afirmación la

ecuación (4.2) tiene la ráız real única, la cual es negativa. De manera similar, bajo las

condiciones de la segunda afirmación, la ecuación (4.2) tiene la ráız real única, la cual

es positiva. Por lo tanto, se obtiene el resultado deseable.�
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4.3.1. Estabilidad local en el punto de equilibrio E1

Ahora nos dirigimos a los resultados de la prueba de estabilidad local cumplidas

para E1. Los valores propios de la matriz Jacobiana en el punto E1 son los siguientes:

λ1(E1; b) =
∂f1

∂x1

|E1= r − t1b+ t2b
2

τ1 + τ2b
; (4.10)

λ2 = −a6;

λ3 = −a8;

λ4 = −a10;

λ5 = −a13.

Donde

t1 = a1a6a10a12a14;

t2 = a1a9(a14 + a11);

τ1 = a2
6a10a12(a2a13 + a14);

τ2 = a6a9(a2a13 + a11 + a14).

Por b± se denotan las ráıces

b± :=
rτ2 − t1 ±

√
(rτ2 − t1)2 + 4rτ1t2

2t2
,

con

rτ2 − t1 = ra6a9 (a2a13 + a14 + a11)− a1a6a10a12a14;

t2 = a1a9 (a14 + a11) ;

τ1 = a2
6a10a12 (a14 + a2a13) ,

de la ecuación λ1(b) = 0 se llega a la siguiente conclusión para el sistema (4.1):

1. Se tiene estabilidad asintótica local en el nodo E1 proporcionando

b > b+ ; (4.11)

2. El punto de equilibrio E1 es hiperbólicamente inestable con 4 valores propios

negativos y un valor propio positivo proporcionando 0 < b < b+.
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Además de que

c1(Ej) :=
∂f1

∂x1

|Ej
; c3(Ej) :=

∂f1

∂x3

|Ej

para un PEPM Ej, 4 ≥ j > 1. Es fácil notar que c3(Ej) > 0. Si

c1(Ej) < −a7a
−1
8 c3(Ej) (4.12)

entonces Ej es un nodo local asintóticamente estable; si c1(Ej) > −a7a
−1
8 c3(Ej), en-

tonces Ej es hiperbólicamente inestable con 4 valores propios negativos y un valor

propio positivo.

4.4. Ĺımites de las variables del modelo mediante

la localización de los conjuntos compactos in-

variantes

Antes que nada, se establece

Proposición 4.2. Todos los conjuntos compactos invariantes en R5
+,0 están loca-

lizados en el conjunto acotado Π definido por Π = ∩5
i=1Ki y

K1 = {0 ≤ x1 ≤ x1 máx := κ};

K2 = {x2 mı́n := ba−1
6 = x2 = x2 máx := ba−1

6 };

K3 = {0 ≤ x3 ≤ x3 máx := a7κa
−1
8 };

K4 = {x4 mı́n =: a9ba
−1
6 a−1

10 = x4 = x4 máx := a9ba
−1
6 a−1

10 };

K5 = {x5 mı́n :=
1

a13

(
a11x4 máx

a12 + x4 máx

+ a14) = x5 = x5 máx :=
1

a13

(
a11x4 máx

a12 + x4 máx

+ a14)}.

Prueba. En primer lugar, es evidente que x2 máx = x2 mı́n = ba−1
6 . Enseguida, se aplica

la función h1 = x4. Empleando S(h1) ∩K2 se obtiene que

x4 mı́n = x4 = x4 máx :=
a9b

a6a10

.

Ahora se utiliza la función localizadora h2 = x5. Entonces el conjunto S(h2) está

definido por

x5 =
α14

a13

+
a11x4

a13(a12 + x4)
.

A continuación, se emplea la expresión para S(h2) ∩K1 ∩K4 se llega al conjunto de
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localización K5.

Además, se utiliza una función de localización h3 = x1. Entonces el conjunto S(h3)∩
{x1 > 0} está definido por

r(1− x1

κ
) =

a1x5

a2 + x5

× a3x3 + a4

x3 + a4

× a5x2

a5 + x1

y está contenido en el conjunto definido por x1 ≤ κ. Por lo tanto, se tiene el ĺımi-

te superior x1 máx := κ. Finalmente, se usa h4 = x3 obteniéndose el ĺımite superior

x3 máx := a7κa
−1
8 .�

El ĺımite x1 máx se puede mejorar de la siguiente manera. Se explota h3 y se tiene

que

h3 |S(h3)∩K1∩K2∩K3∩K5∩{x1>0}≤ x
(1)
1 máx =

κ

r
(r− a1x5 mı́n

a2 + x5 mı́n

× a3x3 máx + a4

x3 máx + a4

× a5x2 mı́n

a5 + x1 máx

).

y se llega al conjunto de localización

K1 = {0 ≤ x1 ≤ x
(1)
1 máx}.

La prueba es completada.�

4.5. Existencia de un dominio acotado positivamen-

te invariante en R5
+,0

Ahora se establece la propiedad acotación de todas las trayectorias medias positivas

en R5
+,0.

En primer lugar, el campo vectorial del sistema (4.1) está dirigido dentro del or-

tante positivo en los puntos de su ĺımite, excepto x1 = 0. Además, el plano x1 = 0

es invariante. Por lo tanto R5
+,0 es un dominio positivamente invariante y para cada

punto x ∈ R5
+,0 = {xj ≥ 0, j = 1, ..., 5} la correspondiente trayectoria positiva media

permanece en R5
+,0. Además, como un modelo dinámico de población, el sistema (4.1)

no puede poseer trayectorias positivas medias en R5
+,0 al tender a infinito debido a la

limitante del alimento disponible. La formalización de esta propiedad es la disipativi-

dad en el sentido de Levinson. Recordamos que el sistema (4.1) es llamado disipativo

en el sentido de Levinson si existe r > 0 tal que para cualquier x ∈ Rn se tiene que

ĺım
t→∞

sup | ϕ(x, t) |< r;



58 CAPÍTULO 4. INMUNOTERAPIA CELULAR PARA MELANOMA

aqui | x | es la norma Euclideana de x ∈ Rn. En este caso existe un conjunto acotado

que atrae a cualquier punto de Rn. Ahora con respecto al sistema (4.1) se prueba

Proposición 4.3. El sistema (4.1) es disipativo en el sentido de Levinson, es decir,

hay un dominio acotado U en el ortante positivo R5
+,0 el cual atrae a cualquier punto

en R5
+,0.

Prueba. Se evalúa la función

V = x1 + ηx2 + x3 + x4 + x5, with η > a9a
−1
6 .

Se tiene en R5
+,0:

LfV ≤ −
r

κ
(x1 −

(r + a7)κ

2r
)2 − (ηa6 − a9)x2 − a8x3 − a10x4 − a13x5 +M,

con

M :=
(r + a7)2κ

4r
+ ηb+ a11 + a14.

Entonces se define el dominio U en R5
+,0 por la fórmula

M <
r

κ
(x1 −

(r + a7)κ

2r
)2 + (ηa6 − a9)x2 + a8x3 + a10x4 + a13x5.

Dado que C{U} es el complemento de U en el ortante R5
+,0. Por la definición,

C{U} es un dominio acotado y LfV |U < 0. Esto implica que cualquier trayectoria en

R5
+,0 es atráıda al dominio U .�

Esto significa que para cada punto en R5
+,0 su conjunto ω-ĺımite es un conjunto

compacto invariante que no está vaćıo. Por lo tanto, se encuentra localizado en el

conjunto acotado Π.

4.6. Estabilidad asintótica global

En esta sección se muestra que para el valor suficientemente grande de la tasa de

infusión de CTL y satisfaciendo las condiciones del Teorema 1, la población de células

del melanoma está bajo control después de un periodo de observación suficientemente

grande.
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4.6.1. El caso del único Punto de equilibrio libre de tumor

Se observa que el sistema (4.1) puede ser representado como una conexión en cas-

cada del sistema formado por las ecuaciones 2, 4 y 5 y el sistema formado por el resto

de las ecuaciones de (4.1).

Se denota al 1er sistema por Σ1; el segundo sistema por Σ2. El sistema Σ1 tiene al

único punto de equilibrio (ver Figura 4.2):

(
b

a6

,
a9b

a6a10

,
1

a13

(a14 +
a9a11b

a6a10a12 + a9b
))T .

Además, el sistema formado por las ecuaciones 4 y 5 de (4.1) se representa como

el sistema autónomo asintótico con el sistema ĺımite

ẋ4 = a9ba
−1
6 − a10x4,

ẋ5 =
a11x4

a12 + x4

− a13x5 + a14;

el cual es global y asintóticamente estable. Se deduce del teorema de Markus que el

sistema Σ1 es global y asintóticamente estable.

Figura 4.2: Plano de fase x4 y x5 para el caso x1 = x3 = 0, x2 = b
a6

constante y
b = 3000.

A continuación, se observa que el sistema Σ2 es el sistema autónomo asintótico con

el sistema ĺımite
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ẋ1 = rx1(1− x1

κ
)− a1e15

a2 + e15

× a3x3 + a4

x3 + a4

× a5x1b

a6(a5 + x1)
, (4.13)

ẋ3 = a7x1 − a8x3.

Por f(13) = (f1(13), f2(13))
T se denota al campo vectorial de (4.13), como se muestra

en la Figura 4.3. Además, se establece que en R2
+,0 se cumplen las siguientes condicio-

nes:

∂f1(13)

∂x3

≥ 0;
∂f2(13)

∂x1

> 0,

Es decir, el sistema (4.13) es cooperativo, ver la definición por ejemplo en [33].

De la proposición 2 se deduce que todas las trayectorias medias positivas en R2
+,0

están limitadas desde arriba. Ahora, se utiliza el Corolario 2.8 en [14], deduciendo

que cualquier trayectoria de (4.13) en R2
+,0 converge a algún punto de equilibrio, con

t→∞.

Figura 4.3: Plano de fase x1 y x3 para el caso x1 6= 0, x2, x4 y x5 constantes y b = 3000.

En resumen, utilizando nuevamente el teorema de Markus se obtiene que cada

trayectoria del sistema Σ2 en R2
+,0 tiende a uno de los puntos de equilibrio. Por lo

tanto, cada trayectoria del sistema (4.1) en R5
+,0 tiende a uno de los puntos de equilibrio

descritos en la sección 4.3. Por lo tanto, en el caso en que existe el equilibrio único

en R5
+,0 que es E1 y es local y asintóticamente estable, entonces se obtiene que E1
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atrae todas las trayectorias en R5
+. De esta forma se llega a las condiciones globales

de erradicación del melanoma:

Teorema 4.1 Supongamos que se cumple la condición (4.11) y se satisface una de las

condiciones (4.5);(4.6). Entonces todas las trayectorias en el ortante positivo tienden

al punto de equilibrio E1, con t→∞.

A continuación, aplicando el Lema 1, se establece que la dinámica de las ecuaciones

(4.1) posee la siguiente propiedad asintótica:

Corolario 1. El sistema (4.1) es global y asintóticamente estable para una b sufi-

cientemente grande.

Por lo tanto, la población de células de melanoma está bajo control en un valor

suficientemente grande del parámetro de tratamiento b y un tiempo de observación su-

ficientemente grande. Esta propiedad confirma el escenario optimista de la enfermedad

de melanoma bajo el tratamiento de los CTL basado en el uso del modelo (4.1).

4.6.2. El caso de la no unicidad de los puntos de equilibrio

Además, se puede derivar el ĺımite superior para el valor final de la densidad de

la población de células de melanoma. Con este objetivo se supone que uno de los

conjuntos de desigualdades: 1) A3 < 0, 2) ∆ ≥ 0;A1A2 < 0;A3 > 0 se mantiene. En

este caso existe al menos un PEPM. Usando fórmulas para los ĺımites superiores de la

ráız positiva más grande x1∗ en (2.3) se obtienen los siguientes ĺımites

x2
1∗ =

(A1 − 2
√
| 3A2 − A2

1 |)2

9
,∆ > 0, (4.14)

x2
1∗ =

1

9
(| A1 | +

| 2A3
1 − 9A1A2 + 27A3 |
| 3A2 − A2

1 |
)2,∆ < 0.

Como resultado, el ĺımite superior para la población de células de melanoma está

dado por la fórmula (4.14) y el ĺımite superior x1 máx = x1∗.

A continuación por x1 mı́n se denota al menor valor absoluto de las ráıces reales de

(4.2). Luego se analiza de nuevo (2.3) para obtener a los ĺımites inferiores para x1 mı́n :

x2
1 mı́n ≥ (

| A1 |
3
− | 2A

3
1 − 9A1A2 + 27A3 |
9 | 3A2 − A2

1 |
)2,∆ > 0, (4.15)

x2
1 mı́n ≥

(A1 − 2
√
| 3A2 − A2

1 |)2

9
,∆ < 0.
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Como resultado, si el ĺımite inferior (4.15) para el primer componente x1 del PEPM

es suficientemente grande, entonces este hecho indica un escenario negativo para las

condiciones de salud del paciente. Por otra parte, si el ĺımite superior (4.14) para x1

es suficientemente pequeño, entonces este hecho refleja la existencia de las condiciones

de tumor durmiente.

4.7. Condiciones de persistencia del Melanoma

A continuación se muestra que la pérdida de estabilidad asintótica local del PEPM

emerge en el mismo valor b bajo el cual se establece la presencia de propiedad de

persistencia del melanoma. Más precisamente, se formula

Teorema 4.2 Suponga que b ∈ [0, b+). Entonces, cada trayectoria en el dominio D1

x1 < T (b) := κ(1− a1bx5 máx

ra6 (a2 + x5 máx)
)

entra en el dominio D2 definido por

κ(1− a1bx5 máx

ra6 (a2 + x5 máx)
) ≤ x1 ≤ κ (4.16)

en tiempo finito.

Prueba. De hecho, si T (b) > 0 entonces el dominio D1 no está vaćıo. Además,

puesto que Π contiene el conjunto de atracción deducimos que cada trayectoria en D1

tiende a Π, con t → ∞. Dado que este conjunto de atracción está acotado, hay un T

finito tal que

ẋ1(t) |t≥T≥ {x1(t)(r − rx1(t)

κ
− a1bx5 máx

ra6 (a2 + x5 máx)
)} |t≥T> 0. (4.17)

Significa que x1(t) es una función creciente para t ≥ T en virtud de (4.17), entra

en D2 en tiempo finito y permanece ah́ı. Esto significa la propiedad de persistencia del

melanoma.

Además, la condición T (b) > 0 implica la desigualdad ra2a6 +x5 máx(ra6−a1b) > 0.

La última desigualdad después de un cálculo de rutina conduce a la siguiente desigual-

dad.

0 > b2 − C1

C2

b− C0

C2

, (4.18)
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con

C0 = ra2
6 (a2a13 + a14) a12a10;

C1 = ra6a9 (a2a13 + a14 + a11)− a14a1a12a6a10;

C2 = a1a9 (a14 + a11) .

Las ráıces bpers,± del polinomio en (4.18) son reales y tienen signos diferentes. Están

dadas por la fórmula bpers,± = b±. Como resultado, T (b) > 0 para cualquier b ∈ [0, b+).

La prueba se ha completado.�

Además en virtud del Teorema 2 y la Proposición 4.2 se deriva

Corolario 2. Supongamos ahora que A3(b∗) < 0 y ∆(b∗) < 0 para algunas b∗ ∈
[0, b+). Entonces, se establece que todas las trayectorias del sistema (4.1), con b = b∗,

tienden al único PEPM en R5
+,0.

Se denota a este PEPM como E2. Como consecuencia, se obtiene que hay una órbita

heterocĺınica que conecta E1 con E2 que se dirige de E1 a E2. Esta órbita heterocĺınica

es única ya que la dimensión del colector inestable de E1 es 1 y la dimensión del colector

estable de E2 es 5, ver comentarios en p. 50 en [61]. No existe una órbita homocĺınica

en este caso.

En el caso de más de un PEPMs hiperbólicamente inestables, se observan órbitas

heterocĺınicas entre ellos. Las ubicaciones de estas órbitas heterocĺınicas se describen

en la Proposición 4.2.

4.8. Resultados obtenidos

En esta sección se muestran algunos de los resultados obtenidos del modelo de

Melanoma empleando el paquete de simulación de Matlab.

En la Figura 4.4 se muestra el caso de un melanoma de estadio IV con una población

de células de tumor de [3e10 cell ] , una población de CTL [1e6 cell ], una secreción

de citocinas TGF-beta del melanoma [8e5 pg ], citocinas IFNγ producidas por CTL de

[2.55e10 pg·ml-1 ] y moléculas receptoras CMH de clase I [300.69 rec·cell-1 ] con una

tasa de infusión de CTL [1.7e10 cell ]; donde se puede apreciar la trayectoria hacia el

punto de equilibrio libre de melanoma (PELM) ubicado en la región obtenida con el

método de LCCI, también se aprecia un punto de equilibrio muy cercano al PELM

fuera del plano de color verde el cual no es biológicamente posible por ser negativo.
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Figura 4.4: Condición inicial: x0 = (3e10, 1e6, 8e5, 2.55e10, 300.69)T .

Enseguida, se muestra la modificación de la trayectoria al disminuir la tasa de

infusión de CTL a [190 cell ] conservando la misma condición inicial. Se puede apreciar

en la Figura 4.5 la modificación de la trayectoria alejándose del punto de equilibrio

libre de melanoma (PELM), también un punto de equilibrio persistente de melanoma

(PEPM) dentro del plano de color verde.

Figura 4.5: Condición inicial: x0 = (3e10, 1e6, 8e5, 2.55e10, 300.69)T .



Caṕıtulo 5

Análisis dinámico del modelo

matemático para el control

inmunoterapéutico del desequilibrio

TH1/TH2 en melanoma

El estudio del drenaje linfático de los diversos órganos es importante en el diagnósti-

co, pronóstico y tratamiento del cáncer. Los ganglios linfáticos pueden atrapar las célu-

las cancerosas y destruirlas, pero si no tienen éxito se convierten en sitos de tumores

secundarios.

Los cánceres agresivos desarrollan mecanismos de supresión inmunitaria que les

permiten evadir respuestas inmunes espećıficas. Los pacientes con melanoma activo

están polarizados hacia un fenotipo inmune de tipo T colaborador Th2, que subvier-

te la inmunidad celular anticanceŕıgena Th1 efectiva. El recuento de células CD4 es

una medida clave para determinar la salud del sistema inmune. El factor proinfla-

matorio interleucina IL − 12 puede restaurar potencialmente las respuestas Th1 en

tales pacientes, pero aún muestra una eficacia cĺınica limitada y efectos secundarios

sustanciales [35].

En este caṕıtulo se estudia la dinámica global del sistema de desequilibrio Th1/Th2

en melanoma empleando el método de localización de los conjuntos compactos inva-

riantes; el desarrollo se centra en las condiciones para la localización de los puntos de

equilibrio biológicamente factibles.

El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: en la Sección 5.2 se presenta

la descripción del modelo y sus respectivos términos; en la Sección 5.3 se analizan

65
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los puntos de equilibrio presentes en el modelo bajo estudio; en la Sección 5.4 se

analizan los resultados de las simulaciones numéricas del modelo para los casos con y

sin tratamiento.

5.1. Descripción del modelo

El modelo de Kogan et al. describe la relación dinámica entre las células T colabo-

radoras (Th CD4+) de tipo Th1 y Th2 con sus respectivas citocinas asociadas (IFNγ

e IL− 10), que ocurre en los nódulos linfáticos al drenar el tumor de los pacientes con

melanoma y su regulación a través del tratamiento con IL− 12. [35]

A continuación se describe en la Figura 5.1 los elementos importantes del modelo

matemático para el estado inmune Th1/Th2 bajo la regulación de IL− 12.

Figura 5.1: Descripción del sistema para el estado inmune Th1/Th2 bajo la regulación
de IL− 12. Fuente: Kogan et. al.

Las células T colaboradoras tipo Th1 impulsan la inmunidad celular mientras que

la de tipo Th2 impulsa a la inmunidad humoral; cada una de ellas secretan las citoci-

nas; interferón gamma (IFNγ) y la interleucina 10 (IL− 10), respectivamente. Estas

citoquinas se derivan a la vez de las células asesinas naturales (NK) y los linfocitos

T citotóxicos (CTL), al mismo tiempo que las células dendŕıticas (DC) y las células

tumorales.

Los brazos Th1 y Th2 responden al control negativo entre śı: el IFNγ obstaculiza
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el reclutamiento de las células Th2 y la liberación de IL − 10 proveniente de DC,

mientras que IL− 10 inhibe el reclutamiento de Th1 y su secreción de IFNγ.

La introducción de interleucina 12 (IL−12) en el sistema da lugar a una respuesta

de Tipo-1, estimulando el reclutamiento de Th1 y la liberación de IFNγ, al mismo

tiempo inhibe el desarrollo de las células Th2.

Con la finalidad de trabajar con un modelo que permita manipular con facilidad a

los elementos involucrados, se empleó:

ẋ1 =

(
a1

x4 + a2

)(
a3b+ a4

b+ a4

)
− a8x1 (5.1)

ẋ2 =

(
a5

x3 + a6

)(
a7b+ a4

b+ a4

)
− a8x2

ẋ3 = a9

(
a10b+ a11

b+ a11

)
+ a12x1

(
a13b+ a14

b+ a14

)(
a15x4 + a16

x4 + a16

)
− a17x3

ẋ4 = a18

(
a19x3 + a20

x3 + a20

)
+ a21x2 − a22x4

Se consideran 4 variables dinámicas: (i) x1, la densidad de las células activadas Th1,

(ii) x2, la densidad de las células activadas Th2, (iii) x3, la concentración de IL− 10

y (iv) x4, la concentración de IFNγ.

Además, se tiene en cuenta el efecto exógeno de b, interleucina IL−12, administrado

a los pacientes. Cuyas concentraciones de células son medidas en [cell/ml], mientras

que las citocinas en [ng/ml].

En la ecuación se emplearon los parámetros aj, j = 1, ..., 22 que dependen de los

parámetros biológicos dados en [35] mediante las siguientes expresiones

a1 = rT b1; a2 = b1; a3 = c1 + 1; a4 = d1; a5 = rT b2; a6 = b2;

a7 = c2; a8 = µT ; a9 = pG; a10 = cG + 1; a11 = dG; a12 = qG;

a13 = eG + 1; a14 = fG; a15 = aG; a16 = bG; a17 = µG; a18 = pI ;

a19 = aI ; a20 = bI ; a21 = qI ; a22 = µI .

5.2. Método de Localización de Conjuntos Com-

pactos Invariantes

Primero se establece

Proposición 5.1. Todos los conjuntos compactos invariantes en R4
+,0 están localizados

en el conjunto acotado Π1 definido por Π1 = ∩4
i=1K

(1)
i y
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K
(1)
1 =

{
0 ≤ x1 ≤

a1

a2a8

(
a3b + a4

b + a4

)}
; (5.2)

K
(1)
2 =

{
0 ≤ x2 ≤

a5

a6a8

(
a7b + a4

b + a4

)}
;

a19 ≥ 1 : K
(1)
3 =

{
a18

a22
≤ x4 ≤

a18a19

a22
+

a21

a22

a5

a6a8

(
a7b + a4

b + a4

)}
;

a19 < 1 : K
(1)
3 =

{
0 ≤ x4 ≤

a18

a22
+

a21

a22

a5

a6a8

(
a7b + a4

b + a4

)}
a15 ≥ 1 : K

(1)
4 =

{
a9

a17

(
a10b+a11

b+a11

)
≤ x3 ≤ a9

a17

(
a10b+a11

b+a11

)
+ a12

a17

a1

a2a8

(
a3b+a4

b+a4

)(
a13b+a14

b+a14

)
(a15)

}
a15 < 1 : K

(1)
4 =

{
a9

a17

(
a10b+a11

b+a11

)
≤ x3 ≤ a9

a17

(
a10b+a11

b+a11

)
+ a12

a17

a1

a2a8

(
a3b+a4

b+a4

)(
a13b+a14

b+a14

) }
.

Prueba. Se aplica el método de Localización de los Conjuntos Compactos Inva-

riantes en el sistema de ecuaciones diferenciales

Ĺımites de la densidad de células Th1. Para definir un dominio en el que se

encuentra acotada la densidad de células Th1, se aplica la función localizadora h1 = x1.

Se obtiene el conjunto

S (h1) =

{(
a1

x4 + a2

)(
a3b+ a4

b+ a4

)
− a8x1 = 0

}
de donde se determina la siguiente fórmula

h1 |S(h1)=
1

a8

(
a1

x4 + a2

)(
a3b+ a4

b+ a4

)
(5.3)

la cual representa a la restricción de la función localizadora propuesta en el conjun-

to S (h1). Enseguida se aplica el principio de extrema para obtener al conjunto de

localización

K
(1)
1 =

{
0 ≤ x1 ≤

a1

a2a8

(
a3b+ a4

b+ a4

)}
(5.4)

Ĺımites de la densidad de células Th2. Para definir un dominio en el que se

encuentra acotada la densidad de células Th2, se aplica la función localizadora h2 = x2.

Se obtiene el conjunto

S (h2) =

{(
a5

x3 + a6

)(
a7b+ a4

b+ a4

)
− a8x2 = 0

}
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de donde se determina la siguiente fórmula

h2 |S(h2)=
1

a8

(
a5

x3 + a6

)(
a7b+ a4

b+ a4

)
(5.5)

la cual representa a la restricción de la función localizadora propuesta en el conjun-

to S (h2). Enseguida se aplica el principio de extrema para obtener al conjunto de

localización

K
(1)
2 =

{
0 ≤ x2 ≤

a5

a6a8

(
a7b+ a4

b+ a4

)}
(5.6)

Ĺımites de la concentración de interleuquina IL−10. Para definir un dominio

en el que se encuentra acotada la concentración de interleuquina IL− 10, se aplica la

función localizadora h3 = x4. Se obtiene el conjunto

S (h3) =

{
a18

(
a19x3 + a20

x3 + a20

)
+ a21x2 − a22x4 = 0

}
de donde se determina la siguiente fórmula

h3 |S(h3)=
a18

a22

(
a19x3 + a20

x3 + a20

)
+
a21

a22

x2 (5.7)

la cual representa a la restricción de la función localizadora propuesta en el conjunto

S (h3). De lo anterior, se observa que se presentan dos casos a considerar: a19 ≥ 1 y

a19 < 1 respectivamente.

Al aplicar el principio de extrema para obtener al conjunto de localización en cada

caso, se tiene para a19 ≥ 1

K
(1)
3 =

{
a18

a22

≤ x4 ≤
a18a19

a22

+
a21

a22

a5

a6a8

(
a7b+ a4

b+ a4

)}
; (5.8)

Mientras que para a19 < 1

K
(1)
3 =

{
0 ≤ x4 ≤

a18

a22

+
a21

a22

a5

a6a8

(
a7b+ a4

b+ a4

)}
(5.9)

Ĺımites de la concentración de interferón gamma IFNγ. Para definir un

dominio en el que se encuentra acotada la concentración de interferón gamma IFNγ,

se aplica la función localizadora h4 = x3. Se obtiene el conjunto

S (h4) =

{
a9

(
a10b+ a11

b+ a11

)
+ a12x1

(
a13b+ a14

b+ a14

)(
a15x4 + a16

x4 + a16

)
− a17x3 = 0

}
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de donde se determina la siguiente fórmula

h4 |S(h4)=
a9

a17

(
a10b+ a11

b+ a11

)
+
a12

a17

x1

(
a13b+ a14

b+ a14

)(
a15x4 + a16

x4 + a16

)
(5.10)

la cual representa a la restricción de la función localizadora propuesta en el conjunto

S (h4). De lo anterior, se observa que se presentan dos casos a considerar: a15 ≥ 1 y

a15 < 1 respectivamente.

Al aplicar el principio de extrema para obtener al conjunto de localización en cada
caso, se tiene para a15 ≥ 1

K
(1)
4 =

{
a9

a17

(
a10b+a11

b+a11

)
≤ x3 ≤ a9

a17

(
a10b+a11

b+a11

)
+ a12

a17

a1

a2a8

(
a3b+a4

b+a4

)(
a13b+a14

b+a14

)
(a15)

}
(5.11)

Mientras que para a15 < 1

K
(1)
4 =

{
a9
a17

(
a10b+a11
b+a11

)
≤ x3 ≤ a9

a17

(
a10b+a11
b+a11

)
+ a12

a17

a1
a2a8

(
a3b+a4
b+a4

)(
a13b+a14
b+a14

) }
. (5.12)

La prueba es completada.�

5.2.1. Iteraciones para refinar los ĺımites

Empleando el teorema iterativo se pueden mejorar los ĺımites de la proposición 5.1.

Proposición 5.2. Todos los conjuntos compactos invariantes en R4
+,0 están loca-

lizados en el conjunto acotado Π2 definido por Π2 = ∩4
i=1K

(2)
i y

K
(2)
i =

{
x

(2)
imı́n ≤ x

(2)
i ≤ x

(2)
imáx

}
; i = 1, 2, 3, 4 (5.13)

Con

x
(2)
imáx := hi,sup = máx

(
hi |S(hi)∩Π1

)
;

x
(2)
imı́n := hi,́ınf = mı́n

(
hi |S(hi)∩Π1

)
;

Prueba. Mediante el teorema iterativo se tiene

Ĺımites de la densidad de células Th1. Para definir un dominio en el que se

encuentra acotada la densidad de células Th1, se utiliza la ecuación (5.3) y se establecen

las cotas máxima e ı́nfima de x1
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h1,sup = máx

(
h1 |S(h1)∩

{
x

(1)
4 mı́n≤x4

}) = x
(2)
1 máx :=

1

a8

(
a1

x
(1)
4 mı́n + a2

)(
a3b+ a4

b+ a4

)

h1,́ınf = mı́n

(
h1 |S(h1)∩

{
x4≤x(1)

4 máx

}) = x
(2)
1 mı́n :=

1

a8

(
a1

x
(1)
4 máx + a2

)(
a3b+ a4

b+ a4

)

Se obtiene al conjunto de localización

K
(2)
1 =

{
x

(2)
1 mı́n ≤ x

(2)
1 ≤ x

(2)
1 máx

}
(5.14)

Ĺımites de la densidad de células Th2. Para definir un dominio en el que se

encuentra acotada la densidad de células Th2, se utiliza la ecuación (5.5) y se establecen

las cotas máxima e ı́nfima de x2

h2,sup = máx

(
h2 |S(h2)∩

{
x

(1)
3 mı́n≤x3

}) = x
(2)
2 máx :=

1

a8

(
a5

x
(1)
3 mı́n + a6

)(
a7b+ a4

b+ a4

)

h2,́ınf = mı́n

(
h2 |S(h2)∩

{
x3≤x(1)

3 máx

}) = x
(2)
2 mı́n :=

1

a8

(
a5

x
(1)
3 máx + a6

)(
a7b+ a4

b+ a4

)

Se obtiene al conjunto de localización

K
(2)
2 =

{
x

(2)
2 mı́n ≤ x

(2)
2 ≤ x

(2)
2 máx

}
(5.15)

Ĺımites de la concentración de interleuquina IL−10. Para definir un dominio

en el que se encuentra acotada la concentración de interleuquina IL − 10, se utiliza

la ecuación (5.7) de la cual se presentan dos casos a considerar: a19 ≥ 1 y a19 < 1

respectivamente.

Al establecer las cotas máxima e ı́nfima de x4, se tiene para a19 ≥ 1

h3,sup = máx

(
h3 |S(h3)∩

{
x3≤x(1)

3 máx

}
∩
{
x2≤x2

(1)
máx

}) = x
(2)
4 máx :=

a18

a22

(
a19x

(1)
3 máx + a20

x
(1)
3 máx + a20

)
+

a21

a22
x

(1)
2 máx

h3,́ınf = mı́n

(
h3 |S(h3)∩

{
x

(1)
3 mı́n≤x3

}
∩
{
x

(1)
2 mı́n≤x2

}) = x
(2)
4 mı́n :=

a18

a22

(
a19x

(1)
3 mı́n + a20

x
(1)
3 mı́n + a20

)
+

a21

a22
x

(1)
2 mı́n
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Mientras que para a19 < 1

h3,sup = máx

(
h3 |S(h3)∩

{
x

(1)
3 mı́n≤x3

}
∩
{
x2≤x2

(1)
máx

}) = x
(2)
4 máx :=

a18

a22

(
a19x

(1)
3 mı́n + a20

x
(1)
3 mı́n + a20

)
+

a21

a22
x

(1)
2 máx

h3,́ınf = mı́n

(
h3 |S(h3)∩

{
x3≤x(1)

3 máx

}
∩
{
x

(1)
2 mı́n≤x2

}) = x
(2)
4 mı́n :=

a18

a22

(
a19x

(1)
3 máx + a20

x
(1)
3 máx + a20

)
+

a21

a22
x

(1)
2 mı́n

Dependiendo del caso, se obtiene al conjunto de localización

K
(2)
3 =

{
x

(2)
4 mı́n ≤ x

(2)
4 ≤ x

(2)
4 máx

}
(5.16)

Ĺımites de la concentración de interferón gamma IFNγ. Para definir un

dominio en el que se encuentra acotada la concentración de interleuquina IFNγ, se

utiliza la ecuación (5.10) de la cual se presentan dos casos a considerar: a19 ≥ 1 y

a19 < 1 respectivamente.

Al establecer las cotas máxima e ı́nfima de x3, se tiene para a15 ≥ 1

h4,sup = máx

(
h4 |S(h4)∩

{
x1≤x(1)

1 máx

}
∩
{
x4≤x(1)

4 máx

}) = x
(2)
3 máx

x
(2)
3 máx :=

a9

a17

(
a10b+ a11

b+ a11

)
+
a12

a17

x
(1)
1 máx

(
a13b+ a14

b+ a14

)(
a15x

(1)
4 máx + a16

x
(1)
4 máx + a16

)

h4,́ınf = mı́n

(
h4 |S(h4)∩

{
x

(1)
1 mı́n≤x1

}
∩
{
x

(1)
4 mı́n≤x4

}) = x
(2)
3 mı́n

x
(2)
3 mı́n :=

a9

a17

(
a10b+ a11

b+ a11

)
+
a12

a17

x
(1)
1 mı́n

(
a13b+ a14

b+ a14

)(
a15x

(1)
4 mı́n + a16

x
(1)
4 mı́n + a16

)

Mientras que para a15 < 1

h4,sup = máx

(
h4 |S(h4)∩

{
x1≤x(1)

1 máx

}
∩
{
x

(1)
4 mı́n≤x4

}) = x
(2)
3 máx

x
(2)
3 máx :=

a9

a17

(
a10b+ a11

b+ a11

)
+
a12

a17

x
(1)
1 máx

(
a13b+ a14

b+ a14

)(
a15x

(1)
4 mı́n + a16

x
(1)
4 mı́n + a16

)

h4,́ınf = mı́n

(
h4 |S(h4)∩

{
x

(1)
1 mı́n≤x1

}
∩
{
x4≤x(1)

4 mı́n

}) = x
(2)
3 mı́n

x
(2)
3 mı́n :=

a9

a17

(
a10b+ a11

b+ a11

)
+
a12

a17

x
(1)
1 mı́n

(
a13b+ a14

b+ a14

)(
a15x

(1)
4 máx + a16

x
(1)
4 máx + a16

)
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Dependiendo del caso, se obtiene al conjunto de localización

K
(2)
4 =

{
x

(2)
3 mı́n ≤ x

(2)
3 ≤ x

(2)
3 máx

}
(5.17)

La prueba es completada.�

Esta proposición se aplica iterativamente para refinar a los ĺımites superiores e

inferiores. Posteriormente, se realizará mediante simulación numérica.

5.3. Puntos de Equilibrio

En el siguiente análisis se determinan las condiciones para obtener los puntos de

equilibrio biológicamente viables.

Solución trivial del punto de equilibrio.

Para x1 = A1

a8

(
a1

x4+a2

)
, con A1 = a3b+a4

b+a4
.

Para x2 = A2

a8

(
a5

x3+a6

)
, con A2 = a7b+a4

b+a4
.

Para x3 = 1
a17

[
A3 + a12

A1

a8

(
a1

x4+a2

)
A4

(
a15x4+a16

x4+a16

)]
, con A3 = a9

(
a10b+a11

b+a11

)
y A4 =

a13b+a14

b+a14
.

Para x4 =
b1x2

3+b2x3+b3
(x3+a20)(x3+a6)

, con b1 = a18a19

a22
, b2 = a8a18(a6a19+a20)+a21a5A2

a8a22
, y b3 =

(a6a8a18+a5a21A2)a20

a8a22
.

Finalmente, sustituyendo x4 en x3 se tiene; C1x
5
3+C2x

4
3+C3x

3
3+C4x

2
3+C5x3+C6 = 0

Con b4 = a6 + a20, b5 = a6a20, B0 = a1a12A1A4

a8a17
y además;

C1 = a17 (b1 + a2) (b1 + a16)

C2 = a17 (b1 + a2) (b2 + a16b4) + a17 (b2 + a2b4) (b1 + a16)− A3 (b1 + a2) (b1 + a16)

−B0a17 (a15b1 + a16)

C3 = a17 (b1 + a2) (b3 + a16b5) + a17 (b2 + a2b4) (b2 + a16b4) + a17 (b3 + a2b5) (b1 + a16)

−A3 (b1 + a2) (b2 + a16b4)− A3 (b2 + a2b4) (b1 + a16)−B0a17a15b2 −B0a17a16b4

−B0a17b4 (a15b1 + a16)

C4 = a17 (b2 + a2b4) (b3 + a16b5) + a17 (b3 + a2b5) (b2 + a16b4)− A3 (b1 + a2) (b3 + a16b5)

−A3 (b2 + a2b4) (b2 + a16b4)− A3 (b3 + a2b5) (b1 + a16)−B0a17a15b3 −B0a17a16b5

−B0a17b4 (a15b2 + a16b4)−B0a17b5 (a15b1 + a16)
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C5 = a17 (b3 + a2b5) (b3 + a16b5)− A3 (b2 + a2b4) (b3 + a16b5)− A3 (b3 + a2b5) (b2 + a16b4)

−B0a17b4 (a15b3 + a16b5)−B0a17b5 (a15b2 + a16b4)

C6 = −A3 (b3 + a2b5) (b3 + a16b5)−B0a17b5 (a15b3 + a16b5)

De acuerdo con los coeficientes del polinomio de quinto orden, nuestro modelo bajo

estudio posee al menos un punto de equilibrio biológicamente viable.

5.4. Resultados y simulaciones

En esta sección se aplicó el método iterativo para localizar a los conjuntos compac-

tos invariantes; el algoritmo implementado para el modelo de desequilibrio de células

colaboradoras se muestra en la Tabla 5.1, cuya función es la de refinar los ĺımites del

dominio acotado positivamente invariante.

Tabla 5.1: Algoritmo empleando el Teorema iterativo

Dado el sistema de ecuaciones no lineales f(x) = 0

1. Elegir el vector inicial x0

2. Se determinan los ĺımites supremo e ı́nfimo para i = 1, 2, 4, 3

x
(1)
imáx := hi,sup = máx

(
hi |S(hi)

)
;

x
(1)
imı́n := hi,́ınf = mı́n

(
hi |S(hi)

)
;

3. Se refinan los ĺımites supremo e ı́nfimo para i = 1, 2, 4, 3 en forma iterativa

x
(2)
imáx := hi,sup = máx

(
hi |S(hi)∩Π1

)
;

x
(2)
imı́n := hi,́ınf = mı́n

(
hi |S(hi)∩Π1

)
;

4. El dominio de atracción

K
(n)
i =

{
x

(n)
imı́n ≤ x

(n)
i ≤ x

(n)
imáx

}
; i = 1, 2, 3, 4; n ≥ 1

tenderá a la solución de f(x) = 0

En la Figura 5.2 se muestra los resultados de diferentes iteraciones empleando

una terapia 0.3 de IL− 12 y condiciones iniciales [4× 106, 1.5× 105, 1.5, 0.5]. Se puede

observar en cada caso que el punto de equilibrio encontrado al realizar las simulaciones

numéricas conserva los mismos valores, mientras que las dimensiones del poĺıtopo se

va reduciendo, refinándose su dominio.
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Figura 5.2: Refinamiento del poĺıtopo con 4 iteraciones, empleando 0.3 de IL − 12 y
condición inicial [4× 106, 1.5× 105, 1.5, 0.5].

Figura 5.3: Refinamiento del poĺıtopo con 4 iteraciones, empleando 0 de IL − 12 y
condición inicial [4× 106, 1.5× 105, 1.5, 0.5].

En contraste con la Figura 5.2; se muestra los resultados en ausencia de tratamiento,

es decir, con 0 de IL− 12 y las mismas condiciones iniciales. Se puede observar en la

Figura 5.3 el cambio del punto de equilibrio.



Resultados

Se han evaluado tres modelos matemáticos cuyas dinámicas representan el com-

portamiento de las células canceŕıgenas y sus respectivas células asociadas.

Se ha aplicado la metodoloǵıa establecida para el estudio de la dinámica del cáncer

en cada uno de los modelos bajo estudio, obteniéndose la localización de su respectiva

dinámica.

Se destaca en este trabajo el primer estudio en Melanoma utilizando el método de

Localización de los Conjuntos Compactos Invariantes. Además se aborda, la aplicación

del Teorema iterativo para refinar los ĺımites del Dominio Acotado en el modelo de

desequilibrio TH1/TH2, se proporciona también el algoritmo obtenido en el proceso

iterativo, para que de esta forma se localice a la dinámica de interés.

Se muestran resultados gráficos de acuerdo con su factibilidad biológica que ilustran

las condiciones encontradas en el estudio de los modelos en este trabajo.

Productos derivados del trabajo de tesis

Starkov K.E., Jimenez L., “Dynamic Analysis of the Melanoma Model: from the

Cancer Persistence to its Eradication”, International Journal of Bifurcation and Chaos,

27, pp. 1750151, 2017

Jimenez L., Starkov K.E., “Dinámica de un modelo para la reducción de células

canceŕıgenas empleando macrófagos modificados genéticamente”, Revista Aristas, 6,

pp. 169-174, 2017
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Conclusiones

Si bien el análisis de la dinámica global de un modelo no lineal suele ser bastante

elaborado, se pudo demostrar que la capacidad de construir un estado de aclaramiento

tumoral globalmente atractivo en los modelos bajo estudio es posible mediante el uso

del método de localización de los conjuntos compactos invariantes.

Además, el método permite la creación de condiciones suficientes en los paráme-

tros del modelo para garantizar la existencia de un estado general de eliminación del

tumor. Con la Localización de los Conjuntos Compactos Invariantes se determinaron

los ĺımites superior e inferior, aśı como también, su respectivo refinamiento para la

ubicación de los puntos de equilibrio que determinan la dinámica final de todas las

poblaciones de células.

Modelo 1. En el caṕıtulo 3 se presentaron resultados sobre el comportamiento

global del modelo de la reducción de células canceŕıgenas en un sistema de cuatro

dimensiones bajo la modificación genética de macrófagos. Se determinaron los ĺımi-

tes superiores e inferiores para la dinámica final de todas las poblaciones de células

incluidas en el modelo y se estableció la existencia de la región de atracción.

La importancia de los resultados obtenidos en este trabajo consiste en el riguroso

análisis dinámico del modelo matemático que describe la interacción de las células del

tumor y los macrófagos modificados genéticamente; aśı como también la determinación

de la región atractiva del poĺıtopo Π = K1 ∩K2 ∩K3 ∩K4.

Modelo 2. En el caṕıtulo 4 se han obtenido varias afirmaciones sobre el comporta-

miento global/comportamiento extremo del modelo de melanoma en cinco dimensiones

(4.1) bajo la aplicación de la inmunoterapia con células T. Estos resultados demuestran

la validez matemática del sistema (4.1). En particular, derivamos

1. Fórmulas para puntos de equilibrio biológicamente viables y condiciones de es-

tabilidad asintótica local/inestabilidad hiperbólica del PELM.

2. Los ĺımites superior e inferior para la dinámica final de todas las poblaciones de

células, incluyendo el modelo (4.1) y la existencia del conjunto atrayente.

77
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3. Los ĺımites en la tasa de infusión CTL b bajo la cual surgen condiciones globales

de erradicación del melanoma asintótico.

4. La evidencia de un aclaramiento global del melanoma asintótico para un tamaño

suficientemente grande de b.

5. Los ĺımites superior e inferior para el ubicación de varios puntos de equilibrio.

6. Las condiciones de persistencia del melanoma y las condiciones de atractividad

global para el PEPM en caso de su unicidad.

Nuestras principales afirmaciones se presentan en términos de desigualdades im-

puestas a la tasa de infusión CTL b y 16 parámetros del modelo. Estas condiciones se

expresan con ayuda de fórmulas algebraicas que son convenientes para aplicaciones.

La importancia de los resultados obtenidos en este trabajo consiste en el análisis

dinámico riguroso del modelo matemático de melanoma que describe las interacciones

de las células de melanoma y las respectivas citosinas bajo CTL exógenos infundidos.

Más precisamente, aplicando las desigualdades impuestas a la tasa de infusión CTL b

indicada en los teoremas 4.1 y 4.2 se puede observar varios escenarios de dinámica del

melanoma.

En caso de la eliminación asintótica del melanoma del Teorema 4.1 significa que des-

pués de un peŕıodo suficientemente largo de tiempo la dinámica del melanoma estará

bajo control. Este tipo de dinámica del modelo del melanoma existe independiente-

mente de las condiciones de salud iniciales. En el caso del teorema 4.2 se puede notar

que independientemente de las condiciones de salud iniciales, la dinámica del modelo

de melanoma se localizará cerca de uno de los PEPM después de un tiempo de observa-

ción suficientemente largo. Los resultados de nuestros teoremas pueden ser explotados

para una predicción de la dinámica de la población de células después de un periodo

de tiempo suficientemente largo dependiendo del valor del parámetro de tratamiento

aplicado b. Debido a que el modelo de melanoma estudiado aqúı se obtiene mediante

una simplificación del modelo de glioma, algunos resultados de este trabajo se puede

utilizar también para este modelo de glioma.

Esperamos que la eficacia de los valores derivados en este trabajo pueda conducir al

desarrollo de herramientas cĺınicas en el tratamiento eficaz de inmunoterapia CTL del

melanoma.

Modelo 3. El modelo presentado en el caṕıtulo 5 tiene como propósito la com-

prensión del papel que desempeñan las células T colaboradoras, las citocinas asociadas
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y el tratamiento del melanoma mediante el desequilibrio Th1/Th2. Si bien el análisis

de la dinámica global de un modelo no lineal suele ser bastante dif́ıcil, se pudo mos-

trar que la localización de dinámica de (5.1) es posible mediante el uso del método

de localización de los conjuntos compactos invariantes. Además, el método permite

determinar los ĺımites superior e inferior, aśı como también, su respectivo refinamiento

para la ubicación de los puntos de equilibrio que determinan la dinámica final de todas

las poblaciones de células.

Las simulaciones numéricas revelan la importancia potencial del diseño (células

exógenas o agentes de la inmunoterapia IL-12 dirigidos a Th1/Th2) para garantizar

la determinación de los puntos de equilibrio para la eliminación del tumor y evitar la

recurrencia del cáncer.

Finalmente, se investigó la viabilidad en la realización de pruebas de laboratorio

para llevar a cabo la reproducción de los modelos analizados y se encontró que el

proceso puede resultar costoso, debido a que involucra el uso de varios anticuerpos para

la identificación de cada parámetro empleado en las variables de estado; se confirmó

además que el proceso de laboratorio no se aplica actualmente en nuestro páıs pero si

puede ser realizado si se cuentan con las condiciones descritas, de ah́ı la relevancia de la

investigación. Por lo que se concluye que el estudio del análisis matemático ofrece una

importante herramienta de apoyo para el patólogo quien es el encargado de determinar

el diagnóstico y grado de avance del cáncer, de acuerdo a los estudios de laboratorio.
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[57] Hüseyin Koçak and Jack K Hale. Dynamics and bifurcations. Springer-Verlag,

1991.

[58] Fernando Reyes. Robótica-Control de robots manipuladores. Alfaomega grupo

editor, 2011.

[59] Horst R Thieme. Asymptotically autonomous differential equations in the plane.

The Rocky Mountain Journal of Mathematics, pages 351–380, 1994.

[60] L Griffiths, K Binley, S Iqball, O Kan, P Maxwell, P Ratcliffe, C Lewis, A Harris,

S Kingsman, and S Naylor. The macrophage–a novel system to deliver gene

therapy to pathological hypoxia. Gene therapy, 7(3):255, 2000.

[61] John Guckenheimer and Philip Holmes. Nonlinear oscillations, dynamical sys-

tems, and bifurcations of vector fields, volume 42. Springer Science & Business

Media, 2013.

[62] Natalie Kronik, Yuri Kogan, Vladimir Vainstein, and Zvia Agur. Improving allo-

reactive ctl immunotherapy for malignant gliomas using a simulation model of

their interactive dynamics. Cancer Immunology, Immunotherapy, 57(3):425–439,

2008.


	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Lista de símbolos
	Introducción
	Descripción de la problemática a resolver
	Estado del arte
	Cronologia

	Objetivo general
	Objetivos particulares

	Hipótesis.
	Contribuciones esperadas.
	Distribución del documento.

	Preliminares matemáticos
	Localización
	Topología de un conjunto
	Conceptos útiles sobre cálculo
	Ecuación cúbica deprimida
	Derivada de Lie
	Definición de Derivada de Lie
	Propiedades de la derivada de Lie
	Definición de la primera integral

	Estabilidad local y global
	Preliminares de dinámica no lineal
	Punto de equilibrio
	La definición de estabilidad de Lyapunov
	Primer Método de Lyapunov
	Estabilidad de sistemas lineales
	Segundo Método de Lyapunov

	Conjuntos límites
	Conjuntos  - límite y  - límite 
	Órbita heteroclínica
	Órbita homoclínica
	Principio de invariancia de LaSalle
	Teorema de LaSalle
	Teorema de Markus
	Convergencia en sistemas de ecuaciones diferenciales cooperativos y competitivos.


	Macrófagos modificados genéticamente
	Descripción del modelo
	Localización de conjuntos Compactos Invariantes
	Dominio acotado positivamente invariante
	Dinámica del plano libre del tumor
	Estabilidad global
	Resultados

	Inmunoterapia celular para melanoma
	Introducción
	Dinámica del modelo de melanoma
	Puntos de Equilibrio
	Estabilidad local en el punto de equilibrio E1

	Localización de los conjuntos compactos invariantes
	Dominio acotado positivamente invariante
	Estabilidad asintótica
	El caso del único Punto de equilibrio libre de tumor
	El caso de la no unicidad de los puntos de equilibrio

	Condiciones de persistencia del Melanoma
	Resultados obtenidos

	Desequilibrio TH1/TH2 en melanoma
	Descripción del modelo
	Método de LCCI
	Iteraciones

	Puntos de Equilibrio
	Resultados y simulaciones

	Resultados
	Conclusiones
	Referencias

