INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL

CENTRO DE INVESTIGACION Y DESARROLLO
DE TECNOLOGIA DIGITAL

Estudio de la dinamica final en algunos
modelos de crecimiento de cancer

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE

DOCTORADO EN CIENCIAS EN SISTEMAS
DIGITALES

PRESENTA
M.C. LAURA JIMENEZ BERISTAIN

BAJO LA DIRECCION DE
DR. KONSTANTIN STARKOV

JUNIO 2019 Tijuana,B.C.



SIP-14
INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
SECRETARIA DE INVESTIGACION Y POSGRADO

ACTA DE REVISION DE TESIS

En la Ciudad de Tijuana, B.C. siendolas  10:00 horasdeldia 10 del mesde
junio del 2019 se reunieron los miembros de la Comision Revisora de Tesis, designada
por el Colegio de Profesores de Estudios de Posgrado e Investigacion de CITEDI

para examinar la tesis titulada;
Estudio de la dinamica final en algunos modelos de crecimiento de cancer

Presentada por el alumno: .
JIMENEZ BERISTAIN LAURA

Apellido patemao Apellido materno Nombre(s)

Cunregistro.’JB‘ 1 ‘ 5] 1 13[5 0
aspirante de:

DOCTORADO EN CIENCIAS EN SISTEMAS DIGITALES -

Después de intercambiar opiniones, los miembros de la Comision manifestaron APROBAR LA
TESIS, en virtud de que satisface los requisitos sefialados por las disposiciones reglamentarias
vigentes.

LA COMISION REVISORA

Director de Tesis

DR KONZTA" FN STARKOV

DR. OSCARHOMBERFD MONTIEL ROSS DR. JUAN JOSE ﬁmemm
Ja CZ
L = -

DR. JULIO CESAR ROLON GARRIDO

AL 0
B

PRESIDENTE DEL COLEGIO DE PROFES@RES:

o




INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
SECRETAR[A DE INVESTIGACION Y POSGRADO

CARTA CESION DE DERECHOS

En la Cindad de Tyuana, Baja California. el dia 13 del mes de junio del afio 2019, el que
suscribe Laura Jimenez Benstain, alumna del Programa de DOCTORADO EN CIENCIAS
EN SISTEMAS DIGITALES, con niumero de registro B161350, adscrito(a) al CENTRO DE
INVESTIGACION Y DESARROLLO DE TECNOLOGIA DIGITAL, manifiesta que es el
autor intelectual del presente trabajo de Tesis bajo la direccion de Dr. Konstantin Starkow
v cede los derechos del trabajo titulado Estudio de la dinimica final en algunos modelos
de crecimiento de cimcer, al Instituto Politécnico Nacional para su difusion, con fines

académicos v de investigacion.

Los usuanos de la informacion no deben reproducir el contenado textual, graficas o datos del
trabajo sin el permiso expreso del (de la) autor(a) v/o director(es) del trabajo. Este puede
ser obtemido escribiendo a las siguientes direcciones Av. Instituto Politécnico Nacional No.
1310 Col Nueva Tyuana, Tyuana, Baja California, México, correo electronico de contacto:
posgrado@citedimx. S1 el permiso se otorga. el usuvario debera dar el agradecimiento

correspondiente v citar la fuente del mismo.




Agradecimientos

A mi familia por darme parte importante de su tiempo para la realizacion de este

trabajo de investigacion y apoyarme en todo momento.
A los maestros de mis hijos por esperarme y apoyarme cuando llegaba tarde.

A mi director de tesis, Dr. Kostantin Starkov por la invitacién a trabajar en tan
interesante topico, por compartir sus conocimientos y por su paciencia en la ensenanza
de temas complejos en el desarrollo de este trabajo de investigacién. A mi comité de
tesis, Dr. Oscar Humberto Montiel Ross, Dr. Luis Tupak Aguilar Bustos, Dr. Juan
José Tapia Armenta y Dr. Julio César Rolén Garrido por su apoyo en cada avance de

tesis y revisiones en el documento.

A mis companeras y companeros del Centro de Investigacion y Desarrollo de Tec-
nologia Digital del IPN, en especial al M.C. Octavio Augusto Garcia Alarcéon por su
amabilidad y disponibilidad de ayudar cuando se necesita, muchas gracias a todos por

su amistad a pesar de que la brecha de edad es significativa.

A todo el personal administrativo y de apoyo del Centro de Investigacion y Desa-

rrollo de Tecnologia Digital del IPN por las atenciones prestadas.

A la Universidad Auténoma de Baja California, en especial al Dr. Luis Enrique
Palafox Maestre quien en su calidad de Director de la Facultad de Ciencias Quimicas
e Ingenieria me facilito la gestion de sabatico ante la Secretaria General para realizar
mis estudios doctorales, asi como también las facilidades prestadas para poder cumplir
con el reglamento interno de CITEDI-IPN.

v



Resumen

En este trabajo de investigacion se identifica el dominio acotado donde se encuentra
la dindmica ultima en algunos modelos de crecimiento tumoral empleando el método
de localizacién de los conjuntos compactos invariantes, tales como pequenos tumores
ubicados en regiones hipdxicas, melanoma y el desequilibrio de células T colaboradoras
TH1/TH2 en melanoma.

Ademas se hace un estudio de estabilidad local en los puntos de equilibrio de cada
sistema, identificando de esta forma al punto libre de tumor y los puntos persistentes

del tumor.

Posteriormente se analiza la estabilidad global para comprobar que la region identi-
ficada representa a la region de atraccion hacia la reduccién de la poblacion de células
tumorales o en el mejor de los casos la erradicaciéon de las células tumorales después
de un largo tiempo de observacion, de esta forma se tendran las condiciones a la que

los diferentes tratamientos seran efectivos.

Palabras claves: Ecuaciones diferenciales, modelos de cancer, dinamica de pobla-

ciéon, estabilidad, conjunto w—limite.



Abstract

In this research work we identify the bounded domain where the ultimate dyna-
mics are found in some models of tumor growth using the method of localization of
the invariant compact sets, such as small tumors located in hypoxic regions, melanoma
and the T helper cells TH1/TH2 imbalance in melanoma.

In addition, a study of local stability is made at the equilibrium points of each

system, thus identifying the tumor-free point and the persistent points of the tumor.

Subsequently, the global stability is analyzed to verify that the identified region
represents the region of attraction towards the reduction of the population of tumor
cells or, in the best case, the erradication of the tumor cells after a long observation

time, in this way the conditions to which the different treatments will be effective.

Keywords: Differential equations, cancer model, population dynamics, stability,

w—limit set.
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Capitulo 1

Introduccion

El cancer es considerado una de las principales causa de enfermedad y muerte en el
mundo, de acuerdo con la Organizacién Mundial de la Salud; en el afio 2015, murieron
alrededor de 8.8 millones de personas a causa de esta enfermedad. La deteccién del
cancer en una fase avanzada y la falta de diagnodstico y tratamiento son problemas

frecuentes.

El cancer es la pérdida de orden del tejido y del érgano en donde se desarrolla.
El cancer aparece cuando células anormales crecen fuera de control, al multiplicarse
rapidamente adquieren tamanos y formas anormales, ignoran sus limites habituales en
el interior del cuerpo, destruyen células vecinas y en ocasiones pueden extenderse a

otros érganos o tejidos, proceso conocido como metastasis. [1]

En la actualidad se han hecho importantes avances en la comprension de la biologia
del cancer, y se ha traducido ese conocimiento en programas efectivos de prevencion,
diagnostico y tratamientos. En particular, este conocimiento también ha beneficiado

a individuos con otras enfermedades, como trastornos autoinmunes.

Uno de los grandes temas del estudio del cancer, se centra en el crecimiento tumoral
mediante la modelizacion, que permite un mayor conocimiento en la biologia del tumor,
asi como efectos de terapias sobre los tumores (tiempos de administracién, mecanismos
de liberacién, dosis, etc). [2]

Muchos de estos modelos matematicos de dindmica de poblacién son multidimen-
sionales no espaciales y descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias. Por lo general,
los modelos de crecimiento de cancer pertenecen a este tipo y pueden ser investigados
eficazmente por diversos métodos de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales

ordinarias y la dindmica no lineal. [3]
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1.1. Descripcion de la problematica a resolver

En la mayoria de los tratamientos contra el cancer los investigadores determi-
nan la dosis mas alta de un farmaco o tratamiento que no causa efectos secundarios
inaceptables, después los oncélogos administran la dosis a los pacientes en un horario
establecido. Casi todas las terapias actuales contra el cancer se dan de esta manera.
Y aunque el enfoque, sin duda ha extendido la vida a innumerables pacientes, queda
la interrogante sobre si se podria producir mejores resultados en los tratamientos que
beneficie a los pacientes.

En la biologia matemadtica, se plantean interrogantes; si podria un enfoque mas
sofisticado mejorar la eficacia del arsenal de medicamentos utilizados en el tratamien-
to contra el cancer através del estudio de modelos matematicos que representen su
comportamiento.

Los modelos de crecimiento de cancer pueden ser investigados eficazmente por
diversos métodos de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias y la
dindmica no lineal. Pero la complejidad en la determinacion de los puntos de equilibrios
y sus respectivas dinamicas en los sistemas no lineales, resulta ser un problema analitico
elaborado; por lo que al tratar de determinar las condiciones para la erradicacion de
las células tumorales, se presentan retos como la determinacién de un dominio acotado
positivamente invariante, asi como su convergencia y las condiciones suficientes para

la eliminaciéon del tumor.

1.2. Estado del arte

En este trabajo de investigacion se estudia la dinamica de algunos modelos de cre-
cimiento de tumores cancerosos y da continuidad a los estudios realizados por Starkov
con diferentes coautores sobre diversos tipos de tumores y terapias [4-14]. Los resulta-
dos obtenidos se basan en la aplicacién del anélisis mediante el método de localizacion
de conjuntos compactos invariantes y la teoria de estabilidad.

Dicho método fue propuesto por Krishchenko en [15,16] y més tarde desarrollado
en colaboracién con Starkov [17] ha resultado ser una de las herramientas analiticas
mas eficientes y convenientes en aplicaciones en estudio de dinamica final para tales
sistemas. En esencial, consiste en usar las condiciones extremas de primer orden. Otras
cuestiones elaboradas dentro de este método son las siguientes: aplicaciones a sistemas
hamiltonianos, sistemas de dinamica de poblaciones y otros sistemas de modelos del

mundo real [15,18,19]. Posteriormente este método fue desarrollado por Kanatnikov
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para sistemas de tiempo discreto [20] y sistemas definidos por inclusiones diferenciales
[21].

Vale la pena mencionar que el método de localizacién de conjuntos invariantes com-
pactos no ha sido creado todavia para modelos espaciales. Sin embargo, hoy en dia
existen varios modelos espaciales para la dindmica de la poblacion surgida en la medici-
na matemadtica, [22-31] con referencias en el mismo. En estos trabajos se introdujeron
modelos basados en ecuaciones de reaccién-difusion. En particular, en los documen-
tos [22-29] se presentaron varios modelos espaciales para el melanoma. Usualmente,
incorporan interacciones mecanicas generales de célula a célula, una dependencia de la
proliferacion celular sobre la inhibiciéon de contacto y una difusion local de nutrientes
y moléculas inhibidoras.

Por otra parte, se utiliza el teorema de Markus [32] concerniente a sistemas planares
asintéticamente auténomos y un resultado relativo a la dindmica final de sistemas

planares cooperativos, ver ejemplo en articulo de Hirsch [33].

1.2.1. Cronologia

1997. Se utiliza el concepto de conjunto compacto invariante. Estimacion de ciclos
limite en el sistema de Lorenz y Rossler. Adema&s del Teorema iterativo, para hacer
uso de los supremos e infimos obtenidos previamente para delimitar al conjunto de
localizacién. [15]

2005. Se introduce la Localizacién de los Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI)
en sistemas dinamicos. Los conjuntos en los planos invariantes localizados contendran
ciertas soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales. Se localiza el conjunto del
atractor de Lorenz, las trayectorias periddicas, separatrices y otras trayectorias, al
proponer la funciéon de localizacién combinando las variables de estado del propio
sistema dindmico. [16]

2006. Se mejora el Método de LCCI por Krishchenko y Starkov en el sistema de
Lorenz. Se establece el Teorema fundamental para definir el conjunto de localizacién,
estableciendo que para cualquier funcion localizadora que no sea la primera integral
de un sistema de ecucaciones diferenciales orinarias no lineales con orbita periddica
del sistema estard contenida en el conjunto limitado por su infimo y supremo. [17]

2013. Analisis de disipatividad aplicado a un sistema biol6gico. Dominio Acotado
Positivamente Invariante. Define que toda trayectoria que entra al dominio invariante
positivo y que es acotado, permanecerd en dicho dominio por todo el tiempo positivo.

La dindmica de crecimiento del tumor sea predecible. [5, 7]
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1.3. Objetivo general

Estudiar la dinamica global de algunos modelos matematicos que involucran a
poblaciones celulares, con la finalidad de reducir el crecimiento de las células tumorales
mediante el método de Localizacion de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoria de

Estabilidad de Lyapunov y el Principio de LaSalle.

1.3.1. Objetivos particulares

1. Estimar los limites supremo e infimo para todas las poblaciones de células que
intervienen en el modelo mediante el Método de Localizacion, cuya interseccion

de dominios contenga a todos los conjuntos compactos.

2. Evaluar la existencia del conjunto de atraccion; en funcién del parametro de

tratamiento.

3. Definir las propiedades de eliminacién de células tumorales y persistencia tumo-

ral; empleando la teoria de estabilidad de Lyapunov.

4. Interpretar los resultados obtenidos y sus implicaciones bioldgicas.

1.4. Hipodtesis.

Las condiciones para la reduccion de células cancerosas pueden identificarse efec-
tivamente a través del estudio de la dindmica de modelos matematicos, que describen
la evolucion de las células de un tumor y su interacciéon con el sistema inmune.

Dicho estudio permite establecer las condiciones para erradicar al tumor, 6 deter-
minar su latencia, de ahi la importancia del empleo del método de Localizacién de

Conjuntos Compactos Invariantes y las teorias de estabilidad.

1.5. Contribuciones esperadas.

La principal contribucion de este trabajo de investigacion versa en el estudio de
la dindamica global de algunos modelos matematicos que son reportados en estudios
experimentales [34-36] que describen el comportamiento de poblaciones de celulas
cancerigenas y su interaccion con el sistema inmune en casos con y sin tratamien-

to. La metodologia empleada permite determinar un dominio acotado positivamente
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invariante para todas las variables de cada sistema bioldgico estudiado, asi como su
convergencia y las condiciones suficientes para reducir el crecimiento de las células
tumorales o en el mejor de los casos eliminar las células tumorales después de un largo

tiempo de observacion.

1.6. Distribucion del documento.

El documento se encuentra organizado de la siguiente manera. En el capitulo 2, se
describe el método de localizacién de los conjuntos compactos invariantes, la conver-
gencia de los sistemas de ecuaciones diferenciales, asi como también algunas definicio-
nes utiles para su comprension. Se incluye ademas, los conceptos relacionados con las
teorias de estabilidad y el principio de invariancia de LaSalle.

En el capitulo 3, se presenta el estudio de la dindmica en el modelo de matemético
en cuatro dimensiones desarrollado por Helen M. Byrne et al. [34], que describe las
interacciones entre las células normales, tumorales y los macréfagos infiltrados. Y se
muestra la aplicacién de la metodologia propuesta para tal fin.

Mas adelante, en el capitulo 4, se estudia un modelo de melanoma de cinco di-
mensiones desarrollado por Kronik et al. [36] donde el tratamiento de inmunoterapia
mediante células T es aplicado. Es importante saber que el melanoma es el cancer
de piel més agresivo en el mundo y su tratamiento es un gran reto [22-29,36-40]. El
interés de los especialistas en modelado de melanoma se refleja en una derivacion de
ambos modelos espaciales y modelos no espaciales [36,38,41]. Sin embargo, mas del
conocimiento de los autores, el analisis de la dinamica global de modelos de melanoma
no espacial no han sido alcanzados aun. Este documento proporciona el primer ejemplo
del modelo de crecimiento de cancer multidimensional descrito por ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, para las que se realiza un andlisis dindmico completo de acuerdo con
la respuesta integral a problemas tan cruciales como la busqueda de condiciones para
la erradicacién global asintética del melanoma o su persistencia.

En el capitulo 5, se presenta el modelo desarrollado por Kogan et al. [35], el cual
describe el control inmunoterapéutico del desequilibrio TH1/TH2 en melanoma, en
esta seccion se describe el proceso de localizacion de su dindamica mediante el uso del
teorema iterativo propuesto en el método de Localizacién de los Conjuntos Compactos
Invariantes.

Finalmente, se presentan los apartados para los resultados y productos derivados

del trabajo de tesis; asi como también las conclusiones de la investigacion



Capitulo 2
Preliminares matematicos

En esta seccién se presentan los preliminares matematicos empleados en la evalua-
cién de los sistemas de ecuaciones diferenciales; asi como tambiém, algunas afirma-
ciones tutiles referente al método de Localizacion de Conjuntos Compactos Invariantes
(LCCI) [16,17] y a los sistemas competitivos de acuerdo a M. Hirsch [33]. Se incluyen

definiciones de la topologia de conjuntos, conceptos ttiles de cédlculo y estabilidad.

2.1. Localizacién de Conjuntos Compactos Invarian-

tes

En primer lugar, consideramos un sistema no lineal
&= F(z), (2.1)

donde z € R", F(z) = (Fi(x),...,F,(z))T es un campo vectorial diferenciable. Sea
h(z) € C*°(R™) una funcién tal que h no sea la primera integral del sistema (2.1).
La funcién h es empleada en la solucion del problema de localizacién de los conjuntos
compactos invariantes y es llamada la funcién localizadora. Por h|y se denota la res-
triccién de h en un conjunto U C R". Mientras que por S(h) se denota al conjunto
{z € R" | Lph(z) = 0}, donde Lph(x) es una derivada de Lie con respecto a F.
Supongase que se estd interesado en la localizacion de todos los conjuntos compactos

invariantes localizados en el conjunto U. Por lo que, se define

hat(U) @ =inf{h(z) |z € UNS(h)};
hap(U) : =sup{h(z) |z € UNS(h)}.

6
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Afirmacién 1. [15], [16], [17] Para cualquier h(z) € C(R") todos los conjun-
tos compactos invariantes del sistema (2.1) localizados en U estdn contenidos en el

conjunto K(U;h) definido también por la férmula

K (U;h) = {z € U | hnt(U) < h(x) < houp(U)}

Si UNS(h) =@ entonces no hay conjuntos compactos invariantes localizados en U.
Cualquiera de los conjuntos K (h) es llamado conjunto de localizacién. Esté cla-
ro que la interseccién de dos conjuntos de localizacion también es un conjunto de
localizacion. Esta observacion se refina en
Afirmacién 2. Sea h,, (z),m =1,2,..., una secuencia de funciones de C*. Los
conjuntos
Ki=Ky, K,=K, 1NKy1m m>1,

con

Kmflm = {l’ . hm,l’nf < hm<x> < hm,sup}

)

hm,sup = sup hm
S(hm)ﬂKm, 1

hm’mf = inf hm
S(hm)NKm—1

contiene a todos los conjuntos compactos invariantes del sistema (2.1) y
KiDKy, 2 ---2Kp2...
Afirmacién 3. Si el sistema (2.1) tiene un punto de equilibrio y:
I este punto es asintoticamente estable;
11 este punto es el unico conjunto compacto invariante del sistema;

I cada trayectoria del sistema entra en un conjunto invariante positivamente aco-

tado, entonces este punto es global y asintoticamente estable.

Enseguida se establecen las condiciones bajo las cuales el modelo es disipativo en

el sentido de Levinson.

Definicion 2.1 El sistema dindmico (2.1) es disipativo en el sentido de Levinson si
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esxiste un valor r > 0 tal que para cada v € R™ se cumple que

lim sup | p(z,t) |< r;

t—o0

donde | z | es la norma Euclideana de z € R™.
Si un sistema es disipativo en el sentido de Levinson esto implica que cualquier
trayectoria con condiciones iniciales dentro de la regiéon de disipatividad no divergira

cuanto t — oo. [42]

2.2. Conceptos fundamentales referidos a la topo-

logia de un conjunto

La Topologia es una disciplina matematica que estudia las propiedades de los es-
pacios topolégicos y las funciones continuas. [43-46]
Para dotar de una topologia a un conjunto se define en términos de una distancia.

Se consideran algunas de las propiedades que satisfacen las topologias métricas. [44]

Definicion 2.2 Una distancia en un conjunto X es una funcion
d: X xX—=R

satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. d(z,y) > 0 para todos x,y € X; la igualdad se da si y sdlo si, x = y.
2. d(z,y) = d(y,x) para todos x,y € X. (Simetria)
3. d(z,y) +d(y,z) > d(z, 2) para todos x,y,z € X. (Desigualdad triangular)

Definicion 2.3 Dado x = (x1,...,x,) en R, se definen la norma de x mediante la
ecuacion

I = (23 + ... +a2)"?,

y la distancia euclidea d sobre R™ por la ecuacion
d(z,y) =l = =y [|= [(z1 = y2)* + -+ (20— 9a) ],
Se define la distancia del supremo p por la ecuacion

p(e,y) = méx{ler —yl, - [on — ynl}-



2.2. TOPOLOGIA DE UN CONJUNTO 9

Los conjuntos abiertos son necesarios para entender limites y a su vez, los limites

son necesarios para entender continuidad y diferenciabilidad. [43]

Definicion 2.4 Sea xo € R™ y sea r un nimero real positivo. El disco abierto (o bola
abierta) de radio r y centro xo se define como el conjunto de todos los puntos x tales

que ||p—x||< .

Definicion 2.5 Sea U C R", decimos que U es un conjunto abierto cuando para cual-
quier punto xo en U existe algin r > 0 tal que D,(xq) estd contenido en U, es decir
D, (xg) C U. Ver Figura 2.1

Figura 2.1: Un conjunto abierto U es aquel que incluye completamente algin disco
D, (xy) alrededor de cada uno de sus puntos .

Definicion 2.6 Sea A C R". Un punto x € R" es punto frontera de A si toda vecindad

de x contiene al menos un punto en A y al menos un punto fuera de A.

Por lo general se introduce el método de épsilon (€) y delta (§) o el método de las

vecindades para el andlisis de limites.

Definicion 2.7 Sea f : A C R" — R™, donde A es un conjunto abierto. Sea xo un
punto en A o en la frontera de A y sea V' una vecindad de b € R™. Se dice que f estd
finalmente en V conforme = tiende a xy si existe una vecindad U de xq tal que
x # xo,x € U yx € A implica f(x) € V.

Definicion 2.8 Llamamos bola abierta de centro a € R™ y radio r € R™
B,(a) = B(a,r) ={z e R": ||z —a|<r}

La bola abierta es el conjunto de puntos de R™ que distan del centro menor que el

radio.
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Figura 2.2: Representacion de una bola abierta del plano real.

Llamamos bola cerrada de centro a € R™ y radio r € R™

B.(a) = B(a,r) ={z € R": ||z —a | <7}

Figura 2.3: Representacion de una bola cerrada del plano real.

Definicion 2.9 Sea A C R™ yx € A. Decimos que x es un punto interior de A <=
existe r € RT tal que B,(z) C A.

Definicion 2.10 Decimos que A C R™ es abierto si todos los puntos de A son interio-
res.

Definicion 2.11 Dado A C R™. Llamamos interior de A,

A ={x € Al 2 es un punto interior de A}

Observacién: A es abierto <= A = A

Proposicién 2.1. Sea A C R®, entonces A C A.
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@

Figura 2.4: Representacion de Interior, Exterior y Frontera.

Definicion 2.12 Sea A C R™. Decimos que A es un conjunto cerrado si su comple-
mentario R* — A o bien A° = R™\ A es abierto.

Las bolas cerradas y las esferas cerradas son ejemplos de conjuntos cerrados.

Figura 2.5: Representacion de una bola cerrada en el plano real como ejemplo del
conjunto cerrado A.

Complementario de A C R™

RN\A={zcR" y z¢A}

Figura 2.6: Representacion del complementario de la bola cerrada.
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Observacion: Los tnicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez son R™ y (.

Teorema 2.1 La reunion de una coleccion finita de conjuntos cerrados es cerrada, y

la interseccion de una coleccon arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada.

Teorema 2.2 Si A es abierto y B cerrado, entonces A — B es abierto y B — A es

cerrado.

Definicion 2.13 Sea A C R™ y x € A. Decimos que x es un punto de aislado de A si

existe

B.(x)NA={z}

Definicion 2.14 Sea A C R™ y x € R™. Decimos que x es un punto frontera de A <=

para todo r > 0
Bi(x)NA#D y (B(x)NA)£D

Llamamos frontera de A al conjunto de puntos frontera y lo denotamos por OA ¢
fr(A).
Definicion 2.15 Un conjunto A C R™ se denomina acotado <= A C B,(x).

Definicion 2.16 Definicion de un conjunto acotado. Un conjunto S en R™ se dice que
es acotado si permanece completamente dentro de una bola B(a;r) para alguna v > 0

y alguna a en R™.

Definicion 2.17 Un conjunto A C R™ se denomina compacto si es cerrado y acotado.
Los conjuntos compacto juegan un papel muy importante en el estudio de extremos de

funciones.

Definicion 2.18 Un conjunto M es llamado invariante si para el sistema
i = f(x)

x(0) € M implica que x(t) € M para toda t > 0.

En la Figura 2.7 se muestra al conjunto M invariante

Figura 2.7: Conjunto M invariante.
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2.3. Conceptos ttiles sobre calculo

Definicion 2.19 La media aritmética de un conjunto de n niumeros positivos siempre

es mayor o gual que su media geométrica.

ay+as+ ...+ ay
n

> Yajas...a, para a; > 0.

La igualdad se cumple solo si todos los n nimeros son iquales. [47]

2.3.1. Ecuacién cubica deprimida

Se revisa un caso especial para resolver la ecuacion cibica conocido como la ctbica
deprimida, el cual resulta de utilidad en la obtencion de las raices de dicha ecuacién.

De la ecuacién cubica [47]
A(xy) = 23 + Ay} + Agy + Az = 0, (2.2)
Se define el polinomio
A = 1841 Ay A5 — 4AJ Az + ATAS — 445 — 27 A3

La ecuacién (2.2) tiene los siguientes casos:
1. Tres raices reales si A > 0
2. Dos raices reales si A =0
3. Una raiz real si A <0

Las raices reales de la ecuacién ctbica deprimida u® + qu 4+ r = 0 se satisfacen con

las siguientes estimaciones:

2
r 4
7 < minf? <méx B < —gq, en caso de 3 raices reales (2.3)
4 r?
—gq < pr< —5» en caso de 1 raiz real.
q

El limite superior para tres raices reales y el limite inferior para una raiz real se
proporciona en [48]; el resto de los limites se derivan mediante el cambio u = w™ ' y el

cambio apropiado para conseguir la cibica deprimida.
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2.3.2. Derivada de Lie

Para describir estas herramientas matematicas, se llamara a una funcién vectorial
f: R™ = R™ un campo vectorial en R™, para que sea coherente con la terminologia
utilizada en geometria diferencial. Por lo que se estd interesado en campos vectoriales
suaves, es decir que la funcién f(z) tenga derivadas parciales continuas de cualquier

orden requerido. [49]

Dada una funcién escalar suave h(z) del estado z, el gradiente de h se denota por

Vh
_on

~ o

El gradiente estd representado por un vector fila de elementos (Vh); = 0h/0x;. De

Vh

manera similar, dado un campo vectorial f(x), el jacobiano de f se denota por V f

_9f

Vi=2

Es representado por una matriz n x n de elementos (Vf);; = 0f;/0z;.

2.3.3. Definicién de Derivada de Lie

Dada una funcién escalar h(z) y un campo vectorial f(z), se define una nueva
funcién escalar L;h, llamada derivada de Lie (o simplemente, la derivada) de h con

respecto a f.

Definicion 2.20 Sea h : R™ — R una funcion escalar suave y f : R® — R™ un campo
vectorial suave en R™, entonces la derivada de Lie de h con respecto a f es una
funcion escalar definida por Lyh = Vh f.

Por lo tanto, la derivada de Lie L;h es simplemente la derivada direccional de h a lo

largo de la direccién del vector f.

Donde L¢h(z) = Y77, dgﬁ) fj(x) es la notacién familiar de la derivada de h a lo

largo de las trayectorias del sistema @ = f(z) [50]. La nueva notacién es conveniente

cuando se repite el calculo de la derivada con respecto al mismo campo vectorial o uno



2.3. CONCEPTOS UTILES SOBRE CALCULO 15

nuevo. Por ejemplo, se utiliza la siguiente notacién [51]:

Lish(e) = 2y
in(@) = LyLgh(a) = 22 piay
" - O(Ly"h)
Lih(x) = LyLy h(:z:):fo

Lih(z) = h(x)
Las derivadas de Lie repetidas pueden definirse recursivamente

L$h = h
Lih = Lg(Li'h) = V(L h)f parai=1,2,...

De manera similar, si g es otro campo vectorial, entonces la funcién escalar Ly, L h(z)

€S

LyLih=V(Lgh) g

Se puede ver facilmente la relevancia de las derivadas de Lie en sistemas dindmicos

considerando el siguiente sistema de salida unica

& = f(v)
y = h(z)
Las derivadas de la salida son
oh

) = —x=L:+h
4 (%cx !
i T P
y o= o &= L}h

y asi. De manera similar, si V' es una funcién de Lyapunov candidata para el sistema,

su derivada V se puede escribir como L V.

2.3.4. Propiedades de la derivada de Lie

1. Lf(hl + )\hg) - thl + )\thg, )\ S Rl

2. Lypgh = Lyh+ Lyh
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3. Lysh = AL¢h
4. Li(hihg) = hiLshg + hoLshy
5. Li(j2) = mim Ly (x) = 335 Lyha(x)

6. thk = k)hkilth

2.3.5. Definicién de la primera integral

Sea v un campo vectorial en un dominio U y f : U — R una funciéon diferenciable.
[50]

Definicion 2.21 La funcion f es llamada una primera integral de la ecuacion & = v(x)

st su derivada en la direccion del campo v es cero: L,f = 0.

El nombre de primera integral suena extrano pero es una reliquia de la época (siglo
XVIII) en que los matematicos intentaron resolver todas las ecuaciones diferenciables
por integraciéon. En esos dias se le dio el nombre de integral (o una integral parcial)
a lo que ahora llamamos una solucion. Las siguientes dos propiedades de una primera
integral son obviamente equivalente a la relacién L,f = 0 y podria tomarse como la

definicién de ello.

1. La funcién f es constante a lo largo de cada solucién ¢ : [ — U, es decir, cada

funcion f o ¢ es constante.

2. Cada curva de fase del campo v pertenece a uno y solo uno de los conjuntos de

nivel de la funcién f, como se muestra en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Una curva de fase se encuentra completamente en una superficie nivelada
de una integral.
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2.4. Estabilidad local y global

Existen herramientas de sistemas dinamicos no lineales que permiten obtener la
estabilidad asintotica global, cuando previamente se ha demostrado la estabilidad del

punto de equilibrio. Estas herramientas pueden ser el principio de invariancia de La-

Salle.

2.4.1. Preliminares de dinamica no lineal

Un sistema dindmico consta de una dindmica que se describe mediante un con-
junto de ecuaciones diferenciales, la cual especifica cémo evouciona un sistema y una
condicién inicial o estado a partir del cual se inicia el sistema. [3]

Uno de los objetivos en el estudio de sistemas dinamicos es comprender la geometria
de las curvas de solucion en el espacio de fase. Es 1til distinguir una curva de solucién
que pasa a través de un punto particular en el espacio de fase en un tiempo especifico,
es decir, para una solucién z(t) especificando una condicién inicial o valor inicial con

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que no dependen explicitamente del tiem-
po se denominan autonomas o ecuaciones diferenciales ordinarias independientes del

tiempo o campos vectoriales.

2.4.2. Punto de equilibrio

Sea el sistema auténomo

= f(x), ze€R", (2.4)

Definicion 2.22 (Equilibrio de los Sistemas Auténomos). Una solucion de equilibrio
de (2.4) es un punto T € R™ tal que

es decir, una solucion que no cambia en el tiempo. Otros términos a menudo sustituidos
por el término solucién de equilibrio, son punto fijo, punto estacionario, punto de

reposo, singularidad, punto critico o estado estable. [3/
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En muchas situaciones, los puntos naturales de descanso de un sistema dinamico
son tan interesantes como los mecanismos de cambio. En consecuencia, se introduce
la siguiente definicién.

Definicién. Un vector x es un punto de equilibrio de un sistema dindmico si tiene
la propiedad de que una vez que el vector de estado del sistema es igual a x, permanece
igual a x para todo el tiempo futuro. [52]

Por lo tanto, un punto de equilibrio es un punto donde el vector de estado estd en
equilibrio y no se mueve. Es una definicion general, que se aplica a sistemas de tiempo

discreto y de tiempo continuo, y a sistemas tanto lineales como no lineales.

2.4.3. La definicién de estabilidad de Lyapunov

Sea Z(t) una solucién de (2.4). En términos generales, Z(t) es estable si las soluciones
que se inician cerca de T(t) en un momento dado permanecen cercanas a Z(t) para todo
los tiempos posteriores. Es asintéticamente estable si las soluciones cercanas no solo

permanecen cerca, sino que también convergen a Z(t) cuando t — 0o. [3]

Definicion 2.23 (Estabilidad de Lyapunvov). T(t) se dice que es estable (o Lyapunov
estable) si, para cualquier € > 0 dado, existe un § = §(e) > 0 tal que, para cualquier
otra solucion, y(t), de (2.4) satisface ||T(to) — y(to)|| < 0, se tiene ||T(t) — y(t)|| < €
para t > to, to € R.

Una solucién que no es estable se dice que es inestable.

_ (;;

Figura 2.9: (a) Estabilidad de Lyapunov; (b) Estabilidad asintética.

Definicion 2.24 (Estabilidad asintdtica). T(t) se dice que es asintdticamente estable si
es Lyapunov estable y para cualquier otra solucion, y(t), de (2.4), existe una constante

b >0 tal que ||Z(to) — y(to)|| < b, entonces th |Z(t) —y(t)|| =0 para t > to, to € R.
—00
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Figura 2.10: (a) Estabilidad de Lyapunov; (b) Estabilidad asintética.

Las Figuras 2.9 y 2.10 son la visualizacion de las definiciones anteriores. Tenga en
cuenta que estas dos definiciones implican que se tiene informacion sobre la existencia
de soluciones en tiempo infinito. Esto es obvio para soluciones de equilibrio, pero
no es necesario para soluciones cercanas. Ademds, estas definiciones son para sistemas
auténomos, ya que en el caso no autonomo puede ser que o y b dependan explicitamente
de to.

2.4.4. Primer Método de Lyapunov

También llamado método indirecto de Lyapunov se utiliza para estudiar la estabi-
lidad de las trayectorias de un sistema a través del calculo de valores propios de un
sistema linealizado en las trayectorias de interéss. Esto significa que el primer méto-
do de Lyapunov es esencialmente un método local que solo se puede utilizar en una

vecindad de la trayectoria objetivo. [3]

Teorema 2.3 Una condicion necesaria y suficiente para que un punto de equilibrio
del sistema de tiempo continuo sea asintoticamente estable es que todos los valores
propios de A tengan una parte real negativa. Si al menos un valor propio tiene una

parte real positiva, el punto es inestable. [52]

Sea
i=f(z), f(0)=0, f:R"—=R" (2.5)
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La matriz Jacobiana J,: h: R™ — R™

Ohy (x) Ohi (x)
o0x1 te OTn
Jac h(z) =W (z) = : : :
Ohm () O (z)
o0x1 o OTn

La linealizacién de (2.5) es un sistema lineal

y = Ay;yeR”

0f1(0) 0f1(0)
o1 et OTn
A = Jac f(0)=f(0)= : . :
9fm(0) 9fm(0)
oz et OTn

Suponga que cada valor propio de A tiene la parte real negativa entonces (2.5) es local

y asintéticamente estable.

2.4.5. Estabilidad de sistemas lineales

Supongamos que . es un punto de equilibrio de un sistema auténomo plano y que
x = z(t) es una solucién que satisface £(0) = xy. Nos interesa saber cémo se comporta
la particula cuando zg esta cerca de w.. [3,53,54]

Se consideran sistemas de la forma:

T1 = @117 + Q1272

Ty = G171 + G9%2

la matriz del sistema es

A:

aix a2
21 G22
Para asegurar que xy = (0,0) es el inico punto de equilibrio, supondremos que su

determinante vale:

A= a11G22 — A214712 7’é 0

Se puede comprobar que entonces la ecuacién caracteristica det(A — A\I) = 0 se puede

escribir como:

M—TA+A=0
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Donde la traza de A es la suma de los elementos de la diagonal principal: 7 = a1 + a9
Asi

)\1’1 = %(T + V 7'2 — 4A)

De acuerdo con:

Teorema 2.4 Solucion general de los sistemas homogéneos.

Sean A\, Mg, ..., A, n valores propios reales distintos de la matriz de coeficientes A del
sistema homogéneo © = Ax y sean Ky, Ks, ..., K, los vectores propios correspondien-
tes. Entonces, la solucion general de & = Ax en el intervalo (—oo, 00) estd dada por
v = KieMt 4 e Kpe?t + -+ e, K et [55]

Donde A\; y Ay son los valores propios y K7 y K5 son los vectores propios correspon-

dientes. Casos en los sistemas lineales [54]
1. Valores propios reales y distintos (72 — 4A > 0)
2. Valores propios real y repetido (72 — 4A = 0)

3. Valores propios no reales (72 — 4A < 0)

)

2
)

2

Estado (x
Estado (x

)

Estado (x,
Estado (x

6 8 10 ° 810 g
Tiempo (t) Tiempo (1)

Figura 2.11: Plano de fase de sistemas lineales planares y su respectivo grafico 3D con
t, (a) @1 = —x1 y %9 = —x9; (b) 21 =21y Xy = 295 (¢) Ty = 21 y o = — 0.
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Estado (x,)

rafico 3D para x1, t, x2

| —
"
d \\

x:

R

T

Tiempo (t)

Figura 2.12: Plano de fase de sistemas lineales planares y su respectivo gréafico 3D con
t, (d) .T1:—$1Y$2:0, (e) .’131:.’171}71’2:0, (f) xlzxgnyZO

g) 2s h) 25
2 2
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Figura 2.13: Plano de fase de sistemas lineales planares y su respectivo grafico 3D con
t, (g) 41 =y y 4y = —xq; (h) 2y = —x1 + 200 y ¥ = —227 — X9.

Teorema 2.5 Criterio de estabilidad para sistemas lineales. Para un sistema autono-

mo lineal plano Az con detA

# 0, sea x

x(t) la solucion que satisface la
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condicion inicial x(0) = xo, donde xy # 0.

1. th x(t) = 0 si y solo si los valores propios de A tienen partes reales negativas.
— 00

Esto ocurre cuando A >0 y 1 < 0.

2. x(t) es periddica si y solo si los valores propios de A son imaginarios puros. Esto

ocurre cuando A >0 y 17 = 0.

3. En todos los demds casos, dada cualquier vecindad del origen, hay al menos una

xo en la vecindad para la cual x(t) queda sin cota cuando aumenta t. [53]

T2=4A

espiral

espiral
inestable

estable

nodo estable nodo inestable

t2-4A<0
centro
nodo degenerado! % nodo degenerado
estable inestable
T
equilibrio

Figura 2.14: Resumen geométrico de los casos I, IT y III.

2.4.6. Segundo Método de Lyapunov

El segundo método de Liapunov, conocido como método directo, trabaja explicita-
mente con el sistema no lineal en lugar de la version linealizada. Esto tiene ventajas,
primero, puede ser aplicable en situaciones marginales y segundo permite que el analisis

se extienda mas alla de solo una pequena regién cerca del punto de equilibrio.
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Definicion 2.25 Una funcion V' definida en una region €2 del espacio de estado de
(2.5) y contiene a T que es una funcién de Lyapunov si cumple los siguientes tres

requisitos:
1. 'V es continua y tiene primeras derivadas parciales continuas.
2. V(z) tiene un minimo unico en T con respecto a todos los demds puntos en Q.

3. La funcion V = VV (z)f(z) satisface V < 0 para todas las z en Q.

Teorema 2.6 Si existe una funcion Lyapunov V(x) en una region esférica S(Z, Ro)
con centro T, entonces el punto de equilibrio T es estable. Si, ademds, la funcion V(x)
es estrictamente negativa en todos los puntos (excepto T ), entonces la estabilidad es

asintotica.

Teorema 2.7 Sea
i=f(z), f(0)=0, zeR" (2.6)

existe una funcion diferencial llamada Lyapunov (h) si
1. h(x) >0, =z € Ball,{0}; h(0)=0
2. Si Lyh|gau,0) <0 entonces (2.6) es localmente estable de acuerdo a Lyapunov

3. Si th|Ba”T(0)_{0} < 0 entonces (2.6) es local y asintéticamente estable.

Teorema 2.8 Barbashin-Krasovski. Suponga que f(0) = 0 un punto de equilibrio

de (2.1) y que hay una funcion Lyapunov, tal que

th|a:7é0 <0 y

lim h(z) = o0
[[]| =00

el sistema no estd acotado radialmente, entonces el x = 0 es el punto donde todo el

sistema es Global y Asintoticamente Estable. [51]

2.5. Conjuntos limites

Los conjuntos limites son importantes porque se pueden usar para entender el
comportamiento a largo plazo de un sistema dinamico. En general, los conjuntos limites

pueden ser muy complicados como en el caso de los atractores extranos, pero para los
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sistemas dinamicos bidimensionales se proporciona una caracterizacion simple de todos

los conjuntos limites posibles como una uniéon de puntos fijos y érbitas periddicas.

Se inicia describiendo el comportamiento limitante de las soluciones de sistemas de

ecuaciones diferenciales.

2.5.1. Conjuntos a—limite y w—limite

Se considera al sistema dindmico no lineal auténomo de la forma (2.1) con f €
C'(S) donde S es un subconjunto abierto de R y se asume que (2.1) define al sistema
dindmico ¢(t,x) en S entonces, para z € S, la funcién ¢(-,x) : R — S define una

curva solucién, trayectoria u 6rbita de (2.1) através del punto zg en S. [54-56]

Definicion 2.26 Un punto p € S, se denomina punto w—Ilimite de la trayectoria ¢(-, x)
si existe una Secuencia t, — oo tal que

lim ¢(t,,x) = p.

n—oo

Es decir, la curva de solucion a través de x se acumula en el punto p a medida que

el tiempo avanza.

De manera andloga, si existe una secuencia t, — —oo tal que

lim ¢(t,,x) = q,

n—oo

y el punto q € S entonces es llamado punto a—limite de la trayectoria ¢(-, ). La colec-
cion de todos los puntos w—Ilimite de una trayectoria I' es llamada conjunto w—limite
y se denota como w(T'); de igual forma, la coleccion de todos los puntos a—limite de
una trayectoria I' es llamada conjunto a—limite y se denota como «(T"). Cualquier

trayectoria I' :== a(I') Uw(T") se conoce como conjunto limite de T

2.5.2.  Orbita heteroclinica

Definicion 2.27 Una orbita cuyo conjunto a—Ilimite es un punto de equilibrio y el

conjunto w—limite es otro punto de equilibrio se denomina una drbita heteroclinica. [57]
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Figura 2.15: Campo vectorial con érbita heteroclinica y puntos de equilibrio ubicados
en z.; = (0,0), xeo = (—pi,0) y we3 = (pi, 0).

2
15
-
Nl
05t '
50
oo Tiempo
05 2
B <10
15T
-2 L -2
S T — 0 10 20 30 40 50
X Tiempo

Figura 2.16: (a) Orbita heteroclinica I';  (b) Respuestas temporales.

2.5.3. Orbita homoclinica

Una o6rbita homoclinica es un conjunto w—Ilimite que no es una érbita cerrada o un
punto de equilibrio, sus trayectorias inician y terminan en el mismo punto de equilibrio.
En la Figura 2.17 se muestra el plano de fase de un sistema Hamiltoniano, el cual tiene

un punto silla en el origen como sus conjuntos a—limite y w—limite. [56]
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Figura 2.17: Campo vectorial con o6rbita homoclinica y puntos de equilibrio ubicados
en e = (0,0) y 22 = (—1,0).

0 -
< 1T Y
2 : . . !
-5 0 5 10 15
=< Tiempo
1 -
-1 : . . !
-5 0 5 10 15
X Tiempo

1

Figura 2.18: (a) Orbita homoclinica I';  (b) Respuestas temporales.

2.5.4. Principio de invariancia de LaSalle

Cuando la funcién de energia no es suficiente para probar que el origen es Asintéti-
camente Estable porque la derivada de la funcién es sélo semidefinida negativa; sin
embargo es siempre negativa si se restringe en un determinado segmento. Es decir la
funcion de energia debe decrecer a cero y en consecuencia el estado tendera a cero cuan-
do el tiempo tienda a infinito. Esta idea se formaliza en el principio de invariancia de

LaSalle, que se enunciard posteriormente luego de introducir algunos conceptos. [51,58]
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Sea x(t) una solucién de & = f(x)

1. Un punto p es un punto limite positivo de z(t) si existe una secuencia {t,}, con

t, — oo cuando n — oo, tal que x(t,) — p cuando n — co.

. El conjunto de todos los puntos limites positivos de z(t) se denomina el conjunto

limite positivo de x(t).

. Un conjunto M es un conjunto invariante con respecto a & = f(x) si

z(0) € M = x(t) € M,vt € R.

. Un conjunto M es un conjunto invariante positivo si

z(0) € M = x(t) € M,Vt > 0.

. Decimos que z(t) tiende a M cuando ¢ tiende a infinito si para cada € > 0 existe
T > 0 tal que
dist(z(t), M) < e,¥Nt > T

donde dist(p, M) denota la distancia desde un punto p a un conjunto M, es decir,

la distancia mas pequena desde p hasta cualquier punto en M. O bien,

dist(p, M) = f |[p—a .

2.5.5. Teorema de LaSalle

Se describe el fundamento de la teoria de LaSalle. Considérese la ecuacién diferen-

cial auténoma:

&= f(z),

cuyo origen x = 0 € R" es un equilibrio. Supéngase que existe una funcion candidata

de Lyapunov V(z) definida positiva (globalmente) y radialmente desacotada tal que:

V(z) <0 VzeR"™
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Definase el conjunto €2 como:
Q:{J;ER”:V(x):O}.

Si z(0) = 0 es la tnica condicién inicial en 2 para la cual z(t) € Q) para ¢t > 0, entonces

el origen x = 0 € R" es un equilibrio asintéticamente estable en forma global.

2.5.6. Teorema de Markus

Afirmacién 4. [4] Sea h una funcion diferencial que estd delimitada abajo en el
conjunto D C R™ y Lph(z) |p< —¢ para alguna € > 0. Entonces, la solucion ¢(x,t)
del sistema (2.1), con la condicion inicial p(x,0) = x € D, abandona al conjunto D
en un tiempo finito .

Para formular lo anterior, se considera al sistema no auténomo
y=G(y,t),y € R". (2.7)

Aqui G es una funcién vectorial continuamente C*°—diferenciable. El sistema (2.7)
se denomina asintéticamente auténomo con el sistema limite (2.1) si G(x,t) — F(x),
con t — 00, para cualquier subconjunto compacto en R™ [59].

Teorema, Consideremos los sistemas (2.1) y (2.7) en el caso n = 2. Ahora bien, si
Q es el w-conjunto limite de una solucion acotada hacia adelante x de (2.7) entonces
Q2 contiene equilibrios de (2.1) o Q) es la union de drbitas periddicas de (2.1).

El Teorema de Markus es aplicable al ortante no negativo R%ﬁo en caso cuando

R? , sea un dominio positivamente invariante.

2.5.7. Convergencia en sistemas de ecuaciones diferenciales

cooperativos y competitivos.

El sistema dindmico invariante en el tiempo (2.1), se denomina cooperativo o com-

petitivo [33] si cumple con algunas de las siguientes definiciones.

Definicion 2.28 El sistema (2.1) se denomina cooperativo si todos los elementos de su

matriz Jacobiana, excepto los de su diagonal, son no negativos, es decir

afi (x)
(%cj

>0,V # j (2.8)
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Definicion 2.29 El sistema (2.1) se denomina competitivo si todos los elementos de

su matriz Jacobiana, excepto los de su diagonal, son no positivos, es decir

Jfi (x)
an

<0,Vi# j (2.9)

Para establecer la convergencia de las trayectorias de las soluciones de los sistemas

cooperativos o competitivos se emplea el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Sea {¢;} la solucion en R? de un sistema cooperativo o competitivo pa-
ra el cual el cuadrante Ri o €8 positivamente invariante, entonces cualquier trayectoria

cerrada [0,00) = R2 ; converge.

En esta seccion se revisaron los preliminares matematicos para el analisis de los
modelos matematicos no lineales que se trabajé en esta tesis, los cuales comprenden
al Método de Localizacion de los Conjuntos Compactos Invariantes, definiciones y
teoremas sobre conjuntos, herramientas de célculo, estabilidad entre otros.

En las secciones siguientes se presentan los casos de estudio de los modelos de

tumores sélidos en condiciones de hipoxia y dos casos de melanoma.



Capitulo 3

Modelo para la reduccion de células
cancerigenas empleando macroéfagos

modificados genéticamente

La dindamica de las interacciones entre macréfagos y tumores es uno de los temas
interesantes desde el punto de vista matematico e importante en el estudio de tumores
y sus interacciones con el sistema inmunolégico. Vale la pena mencionar la siguiente
literatura en la que se han desarrollado modelos mateméticos relevantes [20,23-25,28,
29,34,38,60,61].

Una de las razones principales para la creacion de modelos dindmicos no espaciales
de esta naturaleza se relaciona con el hecho de que se describen mediante un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias que se pueden investigar de manera eficiente
mediante poderosos métodos de teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias
y la teoria de sistemas dinamicos.

En este capitulo se examina la dindamica global de un modelo de crecimiento tumoral
escrito en forma adimensional [34].

Los macréfagos son un tipo de globulo blanco que se localizan dentro de los tumores
solidos. La terapia aborda la ingenieria de los macréfagos para producir quimicos que
matan a las células tumorales de acuerdo a un modelo matematico, el cual describe
las interacciones entre las células normales, tumorales y los macréfagos infiltrados.
Se estudia la dinamica global del modelo de cuatro dimensiones, la capacidad de los
macréfagos para eliminar los cambios tumorales asi como también la variacién de los
parametros. Se emplea el método de Localizacion de Conjuntos Compactos Invariantes

con la finalidad de obtener los limites de la variacion de los parametros que permita

31
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orientar sobre una terapia apropiada para disminuir a las células tumorales.

3.1. Descripcién del modelo

El modelo matemético estudiado fue desarrollado por Helen M. Byrne et al. [34]
y describe la accién de los macréfagos modificados genéticamente, enfocandose en el
efecto que tiene el acoplamiento indirecto entre las células tumorales y los macrofagos
sobre la velocidad a la que los macrofagos entran en el tumor y lisan a las células
tumorales. Este acoplamiento es medido por un quimioatractor del macréfago que es
producido por las células tumorales.

El modelo (3.1) describe cémo la composicién de un tejido que contiene células
tumorales, células normales, macréfagos genéticamente modificados y una célula deri-

vada del tumor cambia quimicamente con el tiempo.

jfl = LUl(l — 1 — T — Q?g), (31)
Ty = xz(ao — a1 — a1 — a21’3)7

) ANz

3 = (m* —x3) 1 o(xy + x9 + x3)x3,

1+ax4
i’4 = IQ—/\CL’4.

Donde x1,x9,x3 y x4 denotan la concentracién de las células normales, la concentra-
cién de las células tumorales, la concentracion de macrofagos y la concentracion del
quimioatrayente, respectivamente. Se supone que todos los pardmetros en (3.1) son
positivos.

El parametro ag es la tasa de proliferaciéon del tumor; a; = ag¢; as = a1+ k1; donde
ky es la velocidad de lisis de las células tumorales; los parametros ¢ y o caracterizan
la sensibilidad del acumulamiento de células tumorales y macrofagos respectivamente;
o < ¢ < 1. A continuacién, m* es la tasa de densidad de macréfagos en la vasculatura.
Los parametros A y « estan incluidos en el término racional para modelar el mecanismo
de reclutamiento de macrofagos del vaso sanguineo y el hecho de que el quimioatrayente
aumenta la permeabilidad de los vasos sanguineos a los macrofagos. Finalmente, A es
la tasa de decaimiento de la concentracién de quimioatrayente.

Este sistema se considera en el dominio invariante Ri,o' Debajo del campo vecto-
rial corrrespondiente que se denotara por f. El objetivo de este trabajo es doble. En
primer lugar, se encuentran los limites superiores para las concentraciones xy, xs, T3

y x4. En segundo lugar, se estudian varias caracteristicas cualitativas importantes de
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la dindmica global de (3.1). A saber, aqui se prueba que hay un dominio invariante
positivamente acotado en Ri,o: es decir, un dominio que contiene un atractor glo-
bal. Ademads, se establecen condiciones bajo las cuales no hay érbitas periddicas en
Ri,o N {z; > 0}. Finalmente, se proporcionan condiciones bajo las cuales se realiza el
aclaramiento global asintético del tumor.

La finalidad en este capitulo es proporcionar el estudio analitico de las ecuaciones
del sistema (3.1), incluyendo la exploracién de la dindmica global final empleando el
andlisis de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI) que se basa en
la solucion de algin problema condicional de extremo y los resultados de M. Hirsch

sobre sistemas competitivos.

3.2. Localizacién de conjuntos Compactos Invarian-

tes

En esta seccién se definen las cotas del dominio donde se encuentran todos los
conjuntos compactos invariantes del sistema (3.1) y se determinan las condiciones
suficientes bajo las cuales este dominio es atractivo y positivamente invariante. Prime-

ramente, se establece lo siguiente

Proposicién 3.1. Los conjuntos compactos estdn localizados en el politopo
M=K NKyNKsN Ky,

con

Kl = {131 S T1mix - = 1}, (32)
Ky = {29 < Tomax = aoa; ' };
m*/A\
K = < méx - — )
3 {953 >~ T3 Qo }
Ky = {24 < Zymax = aoa; ' A7}

Prueba. Se propone h; = x1. Se obtiene que
S(hl) N {lL‘l > O} = {l’l + X9 + 23 = ]_} - {171 < 1}7

y se tiene la localizacién acotada xy < &1 pmax.
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Después, se utiliza hy = x5. Obteniéndose que el conjunto

S(hy) N{xa > 0} = {a171 + @172 + agr3 = ao}

C {army < ap}

y se llega a la localizacién acotada xo < X9 pmax.
Enseguida, se aplica hs = x3. Se obtiene que

YA m*A
1+ ary —0'(.%'1 + T2 +£L‘3)l’3 = O} C {l‘% < e

S(hs) = {(m" — x3)

}

y se tiene la localizacién acotada x3 < x3m4x.

Finalmente, se explora hy = 4. Y se obtiene que

T
S(hy) = {24 = f .
Entonces
L2 max
ha | s(hyynK, < 2)\

teniéndose la localizacién acotada x4 < T4 max.-M

Proposicién 3.2. Todos los conjuntos compactos invariantes estan localizados en

el dominio A
KW = {25 <2l = 202y
3 {173 — 'rSmax al)\ + Aoy

Prueba. Se aplica hy = z3. Obteniéndose que

A
S(he) MKy = {(m" —4)s +‘Z4x4 — (1 + 1)1 = 022} N K,
A
C {23 < T2 max —t = xélrzléx}.l

o Kis 1+ axy

A continuacién se caracteriza la dependencia de la densidad méaxima de la poblacién

de células tumorales en el valor méaximo para la concentracién de quimioatrayentes.

Proposicion 3.3. Todos los conjuntos compactos invariantes separados del plano

x4 = 0 estdn localizados en el dominio

— S ao + A (33)

Prueba. Se aplica la funcién localizadora h; = 2. Cuando S(hs) N {4 > 0} es
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definida por

2
_x—g + ﬁ(ao + A — a1 — a122 — agxs) = 0524 > 0. (3.4)
I4 [E4

Entonces el conjunto S(hs) N {z4 > 0} estd contenido en el conjunto dado por

hs |$(hs)nfza>0} < G + A

y se obtiene al conjunto localizado (3.3). La prueba es completada.ll

3.3. Dominio acotado positivamente invariante

Para determinar la existencia de un dominio acotado positivamente invariante don-
de esta contenido el conjunto de atraccion se emplea la disipatividad en el sentido de
Levinson.

Proposicion 3.4. Cada trayectoria en RflhO eventualmente se dirige hacia al
politopo 11 y permanece dentro o se aproxima a su limite.

Prueba. Con el fin de probar la existencia de un dominio positivamente invariante
se considera la siguiente funciéon candidata de Lyapunov hg = x1 + 29 + 23 + 24.

Entonces se obtiene
Lihg < 2y — 27 + 29(ag + 1) — ay2s + m*Aa™' — o) — A\zy. (3.5)

Por G se denota a la funcién del lado derecho de la desigualdad (3.5). Mientras, que
por U se denota al conjunto G(x1, 29, x3,24) < 0. Se puede observar que el conjunto
C{U} es acotado y el conjunto {Lshg > 0} C C{U}. Sea B(p) un dominio {hs <
p} NRY . Se elige a p tal que B(p) D C{U}. Entonces, en el limite de B(p), es decir,
en el conjunto {hg = p} se tiene que Lrhg < 0 se cumple. Esto significa que B(p) es
un dominio atrayente acotado.

Por lo tanto, para la trayectoria que pasa por cualquier punto (xy, zs, x3, x4)T en
R, su conjunto w— limite w((x1, z2, z3, 24)") no estd vacio y es un conjunto compacto

invariante. Usando la Proposicion 3.3 se deriva que
T
w <(x1,x2,x3,x4) ) c IL.

La prueba es completada.ll
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3.4. Dinamica del plano libre del tumor

En esta seccién se establecen las condiciones suficientes para asegurar la eliminacién
del tumor en el sistema bajo estudio (3.1). Esto se realiza al determinar la atractividad
al plano z3 = 0 en R ;.

El plano invariante se encuentra cuando z, = 0, se tiene que z, = (z1,0,x3,x4)

por lo que el sistema de ecuaciones se reduce a:

i?l = 1'1(1 — T — 1'3), (36)
AZE4

m — 0'(1'1 -+ 373)56'3,

j?g = (m*—LKg)

j?4 = —)\l’4.

Se observa en la tltima ecuacion que conforme el tiempo tiende a infinito, la con-
centracién del quimioatrayente x4 (t) tendera a cero.

Caso x5 = x4 = 0: Dinamica del plano libre de tumor en el sistema limite.

Del anterior caso, el plano invariante se encuentra cuando xo, = x4 = 0, se tiene
que x, = (21,0, z3,0) por lo que el sistema de ecuaciones se reduce a un sistema bidi-
mensional autéonomo asintoticamente definido en Ri,o y esta formado por las primeras
dos ecuaciones de (3.6) y con z4(t) = exp(—At)x4; aqui x4 > 0. De esta forma, su

sistema limite estda dado por

1 = z(1l—x1 — x3) (3.7)

Zt3 = —U($1+ZL’3)JI3.

De acuerdo a M. Hirsch [33], el sistema limite (3.7) en R3 ; obtenido resulta ser

competitivo, ya que los elementos de la matriz Jacobiana resultan ser no positivos.

a(f$2=x4=0>1

O3 | RZ , = ~ 11 |R?'_”O§ 0;
O(fag=24=0)2
T on | me T w50

Lo cual implica que no hay érbitas periddicas en este plano y por tanto, tampoco
lo habra en el sistema libre de tumor.

Del sistema (3.7), se tienen los puntos de equilibrio £y = (0,0)T y £y = (1,0)7,
cuyos equilibrios mostrados en la Figura 3.1 son localmente inestable y estable respec-

tivamente. Asi se tiene



3.5. ESTABILIDAD GLOBAL 37

Proposicién 3.5. Cada trayectoria de (3.6) converge a Ey o E.

Por lo tanto, el sistema (3.6) no tiene dérbitas periddicas. Ademads, existe la érbita

heteroclinica que se dirige de Fy a F4 y conecta estos puntos de equilibrio.

Plano de fase x1 vs x3

w
T

Macrofagos (x3)

Células normales (x1)

Figura 3.1: Plano de fase x, y x3 para el caso x5 = x4 = 0.

3.5. Estabilidad global
En primer lugar, se establece la siguiente consecuencia de la Proposicion 5.

Teorema 3.1 Suponga que

ap > max (aq; as) (3.8)

Entonces 1) todos los puntos de equilibrio estdn ubicados en los planos x; = 0,i = 1,2,

2) todas las drbitas periddicas de (3.1) estdn ubicadas en el plano x1 = 0.

Prueba. Se analiza h; = n; Inx; — 12 In 29 + x3 con respecto al dominio Ri,o N{z; >

0; 2 > 0}, donde se eligen los pardmetros 7;,7 = 1, 2. Entonces

Lihy = m —mag + (n2ay — ) (21 + x2) + (n202 — M) 23 +
AZL‘4

(m B m3)]_ + axy

— U(xl —+ T2 -+ xg)l’g

2 m*/\
< —ox3+ (n2ar — ) (w1 + 22) + (2a2 — M) T3 + N1 — Moo +
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Considerando el sistema de desigualdades

m = 72a1; (3.9)
m = 120a2;

m*/A\
m < Teao — .

Es fécil ver que bajo la condicién (3.8), las desigualdades (3.9) son consistentes para

algunas 7;,,¢ = 1,2 positivos.

Como resultado, si denotamos h; con valores 7; = 1;.,7 = 1,2, mediante hg,, en-
tonces Lyhz, < 0 en R o N {z; > 0;2, > 0}. Entonces el conjunto S(hz.) NRY 4N
{z1 > 0;z5 > 0} estd vacio y no hay conjuntos invariantes compactos ubicados en
Ri,o N{z; > 0;x > 0}. Como resultado, todos los puntos de equilibrio estan con-
tenidos en los planos z; = 0,7 = 1,2. Ademas, dado que cada uno de los planos
x; = 0,7 = 1,2 es invariante, tenemos que cada orbita periddica estd ubicada en uno
de los planos x; = 0,7 = 1,2. Ahora, ya que el sistema (3.6) no tiene érbitas periddicas,

obtenemos la afirmacion deseable.l

Enseguida se establece

Teorema 3.2 Suponga que

Tgmax < min{m™; @} (3.10)
o

min{ag;az} > 1;0 < 1. (3.11)

Entonces todos los conjuntos compactos invariantes estan contenidos en el conjunto

Ky definido por la formula

g
25 = (1 22) < 8= (@007 T (3.12)
0

Prueba. Se analiza la funcién localizadora
hs = x3 — n(z1 + 22)

con respecto al dominio Ri,o- Aqui 7 > 0 es un parametro que se define mas adelante.
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Por tanto, se calcula que

ASL’4
1+ Xy
+nxt — N1 + narry — nags.

Lihs = (m" — x3) + z123(n — 0) + Tax3(nay — o) + x129nm(1 + ay) — oxd

Se observa que el término

es no negativo dentro de II en virtud de (3.10). Por lo que el conjunto S(hg) NII estd

contenido en el conjunto definido por la desigualdad

0 > xx3(n— o)+ xxs(nag — o) — Umg

+nx% —nNry+ nala:% — NapTsa.
Por lo que el conjunto S(hg) N1II estd localizado en el conjunto definido por
0> zy23(n — 0) + Tox3(nag — o) — ox3 — NIy — NaAT. (3.13)

Enseguida, se elige a

n < min{o; i).
a2

Se denota a hg con este valor de n mediante hg,, se deriva que el conjunto definido por

la desigualdad (3.13) esta contenido en el conjunto definido por
ng + apxrs > Clohg*.

Por lo tanto

h8* S méX{il’g + Ig} = ai(xf(ﬂlr)néx)2 +T
0

KV Qo

(1)

3max’
La ultima férmula arroja (3.12)M.
Proposition 3.6. Todos los conjuntos compactos invariantes estdn localizados en
Ko ={xo —nxy <0|n>ap+ A}
Prueba. Se aplica hg = xo — nx4. Entonces el conjunto S(h) estd dado por

l’g(CLO — 77) + 7”])\%4 = %2(&11’1 + a1xo + agl’g)
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Dado que ay < 7. Entonces

A
n oy — _;Ez(alazl + a1z5 + agws) <0
n—ag n—ao

hg < 9 —

y se llega al resultado.ll

Caso x1 = 0: Localizacion de érbitas periddicas

Al analizar el plano x; = 0, se supone que las érbitas periédicas estaran contenidas
en dicho plano. Por lo que al estudiar el plano invariante cuando z; = 0, se tiene que

ze = (0,29, 3, 74) el sistema de ecuaciones se reduce a:

Ty = xa(ag — a1y — asxs),
A.CE4

m — O'(l’g —|— ZE3)I’3,

Ztg = (m*—l';g)
Zt4 = 1]2—)\$4.

Se analiza hg = x5 — (ap + A) 4 con respecto al dominio Ri,o N{z; > 0;29 > 0}.

Entonces

Lhs = wa(ao — a1y — a1z — azxs) — (ag + A) (22 — Azy)
e O

A
Libs | sy = (a1 + alxj + asx3) Ty <0

De lo anterior se concluye que {xs — (ag + ) x4 < 0}

Ty = x2(ag — a1x2 — agxs),

jﬂ'g = —O'(QZQ—l-Ig)l’g.

Por lo que el sistema limite en Ri,o obtenido resulta ser competitivo, ya que los

elementos de la matriz Jacobiana resultan ser no positivos.

a(f171:934:0>1

s | rz, = 0272 g2 (<0
I(far=24=0)2
Winch |y a0

Lo cual implica que no hay drbitas periddicas en este plano y por tanto, tampoco
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lo habrd en el sistema libre de tumor.

3.6. Resultados

Con la finalidad de ilustrar la regién de atraccion de las trayectorias hacia el polito-
po (3.2); se emplean los valores de los pardmetros propuestos en [34] y contenidos en
la Tabla 3.1; ademas, se incluyen los valores correspondientes a las constantes ag, a; y

as utilizadas en el modelo (3.1).

Parametro Descripcién Valor
A Tasa de produccién y decaimiento de productos quimicos (quimioatractores) 1
£ Tasa de Proliferacién de las células tumorales 100
10} Sensibilidad al hacinamiento 0.7
A Constante no negativa (experimental) 5
! Constante no negativa (experimental) 30
o Tasa constante 0.5
m* Densidad de macréfagos en la vasculatura y que pueden ser manipulados experimentalmente 5
ky Tasa de lisis de células tumorales 50
ap 13 100
ay 5@ 70
as Ep+ Ky 120

Tabla 3.1: Valores de los parametros empleados en las simulaciones del modelo de
macréfagos modificados

Las simulaciones numéricas del modelo (3.1) se realizaron empleando la plataforma

de simulacion de Matlab.

En ausencia de datos experimentales a detalle en [34], en la Figura 3.2 se emplean
condiciones iniciales con una reducida concentracion de células y una nula concentra-
cion del quimioatrayente, en donde se puede observar que la trayectoria permanece
dentro de la regién acotada. En la Figura 3.3, se incrementaron las concentraciones
de células incluso la del quimioatrayente cuyas condiciones iniciales se ubicaron fuera
del politopo, con el fin de mostrar la convergencia de la trayectoria hacia la region

atractiva del politopo.

Comparando ambas figuras, se puede observar que la dindmica que presenta el
modelo bajo estudio y mostrada en los gréaficos en tres dimensiones con los primeros

estados del modelo bajo estudio, resulta atractiva hacia la regiéon acotada.
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Conjunto de Localizacion Compacto para modelo de Macrofagos modificados

Celulas tumorales (x2) Celulas normales (x1)

Figura 3.2: Condicién inicial: o = (0.38,0.01,0.68,0)7.

Conjunto de Localizacion Compacto para modelo de Macrofagos modificados

1.6

Celulas tumorales (x2)

Celulas normales (x1)

Figura 3.3: Condicién inicial: zg = (1.4,5,0.5,1)7.
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Conjunto de Localizacion Compacto para modelo de Macrofagos modificados

Macrofagos (x3)
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Conjunto de Localizacion Compacto para modelo de Macrofagos modificados

Macréfagos (x3)

*2=0.0831
*3=0-94

0l
15

Células normales (x1)

Ceélulas tumorales (x2)

Conjunto de Localizacion Compacto para modelo de Macrofagos modificados
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2
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Células normales (x1) Células normales (x1)
Celulas tumorales (x2) Celulas tumorales (x2)

Modelo de Macréfagos modificados-Byme et al. Modelo de Macrofagos modificados-Byrne et al.

Quimioatrayente (x4)
Quimioatrayente (x4)

o

Células tumorales (x2)

Células tumorales (x2)

Concentracion de Macréfagos (x3) Concentracion de Macréfagos (x3)

Figura 3.4: Diferentes perspectivas del Modelo de macréfagos modificados-Byrme et al.
con un tumor pequeio y quimioatractor condiciones iniciales 2o = (1.4,0.1,1.5,1)7. La
primera columna representa al modelo sin la condicién ag > méax (as;as). La segunda

columna satisface la condicién (3.8). En el segundo renglén se muestra un acercamiento
de la dindmica previa.
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Figura 3.5: Diferentes perspectivas del Modelo de macréfagos modificados-Byrme et
al. con un tumor pequeno y quimioatractor, a diferencia de la figura 3.4 se disminuy6
la cantidad de células normales en las condiciones iniciales zo = (0.4,0.1,1.5,1)7. La
primera columna representa al modelo sin la condicién ag > méax (aq; az). La segunda

columna satisface la condicién (3.8). En el segundo renglén se muestra un acercamiento
de la dindmica previa.
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Figura 3.6: Diferentes perspectivas del Modelo de macréfagos modificados-Byrme et
al. con un tumor durmiente y sin quimioatractor con las condiciones iniciales xy =
(0.0001,0.1,1.5,0)”. La primera columna representa al modelo sin la condicién ay >
max (aq; as). La segunda columna satisface la condicién (3.8). En el segundo renglén
se muestra un acercamiento de la dindmica previa.
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Figura 3.7: Diferentes perspectivas del Modelo de macréfagos modificados-Byrme et
al. sin tumor con condiciones iniciales xy = (0.5,0,0.1,0.1)7. La condicién ay >
max (ai; az) no afecta la dindmica cuando no estd presente el tumor.

En esta seccién se presenté el caso de estudio de tumores solidos bajo condiciones

de hipoxia en donde se encontraron las condiciones para la reduccién de las células del
tumor.



Capitulo 4

Modelo de melanoma en cinco
dimensiones empleando

inmunoterapia celular

En este capitulo se estudia la dinamica global del modelo de melanoma en cinco
dimensiones desarrollado por Kronik et al [36]. Este modelo describe las interacciones
de células tumorales con células T citotoxicas y citocinas respectivas bajo inmunotera-
pia celular. Obtenemos los limites superiores e inferiores para las variables del modelo,
proporcionamos féormulas para puntos de equilibrio y presentamos condiciones de esta-
bilidad asintética local / inestabilidad hiperbélica. Enseguida, probamos la existencia
del conjunto atrayente. Basados en estos resultados se llega a las condiciones asintéti-
cas globales de erradicacion del melanoma a través del andlisis de estabilidad global.
Finalmente, se proporcionan limites para un lugar de puntos de equilibrio de persis-
tencia del melanoma, se estudia el caso de persistencia del melanoma y se describen las
condiciones bajo las cuales se observa la atraccion global al inico punto de equilibrio

de persistencia del melanoma.

4.1. Introduccién

El melanoma es el tipo de cancer mas estudiado, seguido del cancer de prostata,
el cancer renal, el cdncer de mama, el mieloma multiple, la leucemia, el cancer colo-
rrectal y los gliomas. El melanoma es la principal causa de muerte por enfermedades
dermatoldgicas; su prondstico depende de la extension de la enfermedad.

El melanoma con metéstasis en general es resistente a la radioterapia y a la quimio-

47
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terapia, razén por la cual se hace urgente la biisqueda de alternativas terapéuticas. La
erradicacién de las células tumorales requiere una interaccion efectiva entre las células
del melanoma y los diferentes integrantes del sistema inmunitario, como los linfocitos
T.

La inmunoterapia es una de las terapias complementarias para el tratamiento del
melanoma maligno, el cual consiste en la manipulacién del sistema inmune para com-
batir tumores. La inmunoterapia contra el cancer se basa en el principio de que el
sistema inmune del paciente es capaz de generar una respuesta inmune contra las
células tumorales.

La terapia celular adoptiva es el tratamiento que se usa para ayudar al sistema in-
munitario a combatir enfermedades tales como el cancer e infecciones por ciertos virus.
Se toman muestras de las células T de un paciente y se cultivan en el laboratorio. Este
procedimiento aumenta el nimero de células T capaces de destruir células cancerosas.
Estas células T se devuelven al paciente para ayudar al sistema inmunitario a combatir
las enfermedades.

En la Figura 4.1 se muestra un modelo simplificado de la interaccién de las células
del melanoma, las células T citotéxicas y las citocinas, al aplicarle al paciente la terapia

celular adoptiva. Los Linfocitos T Citotdxicos (CTL) junto con la interleucina-2 (IL-
2) se infunden en el paciente. Bajo la influencia de la interleucina-2 se produce la
proliferacion de los linfocitos y, cuando se infunden de nuevo a los pacientes destruiran

de forma selectiva a las células tumorales [36].

Células del Melanoma

IFN-gamma

- L2

CTL exégenos

'*?)\” B

Figura 4.1: Modelo simplificado para la interacciéon de las células del melanoma, las
células T citotoxicas y las respectivas citocinas. Fuente: Kronik et. al.
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Las células de melanoma expresan antigenos inmunitarios de clase I en el contexto
del Complejo Mayor de Histocompatibilidad, pero también secretan T'GF — g (Factor
Transformador de Crecimiento beta o epidérmico), el cual inhibe la actividad de las
células T de infiltrarse al tumor. Al contacto con las células del melanoma, los Linfo-
citos T citotdxicos (CTL) exdgenos infundidos lisan a las células tumorales y secretan
Interferon gamma [F'N — ~. El IFFN — v, es una citosina que genera una respuesta
inmunitaria antitumoral activando a los linfocitos T que reconocen los antigenos aso-
ciados al tumor, el ITFFN — 7 conduce a la regulacion positiva del CMH de clase I en
las células de melanoma, que al retornar aumenta el efecto mediado por los Linfocitos
T citotéxicos (CTL). Las inyecciones de Interleuquina, I1.-2, prolongan la persistencia
de los Linfocitos T citotéxicos (CTL) infundidos. Las células T citotéxicas enddgenas

son incluidas como un flujo constante al compartimiento efector de células T.

4.2. Dinamica del modelo de melanoma

El modelo del melanoma maligno de Kronik et. al. [36] describe las interacciones
entre las células del melanoma, las células citotoxicas T y las respectivas citocinas.

Este modelo estd formado por las siguientes ecuaciones

. 1 a1xs asrz + a4  A5T1To

T = rx(l——)— X X : (4.1)
K as + 5 T3+ aq as + 21

i’g = —agls + b,

T3 = arry — AgT3,

Ty = Q9T2 — Q107T4,

. 411y

Ty = ——— — A13T5 + A14,

a12 + T4

el cual define la dindmica del crecimiento del tumor, persistencia CTL (Cytotoxic T
Cells), secrecién de citocinas y expresion de clase I de CMH (Complejo Mayor de
Histocompatibilidad).

El sistema de ecuaciones (4.1) es uno simplificado para un cancer cerebral muy
agresivo desarrollado anteriormente en [62]. En el modelo (4.1) por x1/x2/x3/x4/x5 se
denota a la poblacién de células del melanoma [cell]; poblacién de CTL [cell]; secrecién
de citocinas TGF-beta del melanoma [pg]; Citocinas IFN+ producidas por CTL [pg-ml-
1]; moléculas receptoras CMH de clase I [rec-cell-1]; respectivamente.

Las ecuaciones (4.1) se derivan bajo la suposicién de que una poblacién de células

tumorales primarias y una poblacion de células tumorales metastésicas son indistin-
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guibles por solo el tamano o el nivel de malignidad por poblacion metastasica. De

acuerdo con la opinién de los autores de [36], esta es una idea razonable.

1. En la primera ecuacion r es maxima carga de células tumorales; x es la tasa de
crecimiento del tumor maxima; otros términos fraccionarios describen la proceso
de eliminacién del tumor por el efecto CTL sobre la eficiencia de CTL de los
receptores de clase MHC (z5) y de TGF 3 (x3); a; es la eficiencia méxima de un

CTL; as es factor de saturacion.

2. En la segunda ecuacion la dindmica de CTL se definen mediante el simple proceso
de muerte con la constante de velocidad ag; el término b describe la velocidad
de infusién de los CTL sensibilizados. En nuestro documento b es considerado
como un valor de eficacia para la inmunoterapia de células T. Se pone b = 0 en

ausencia de la inmunoterapia.

3. En la tercera ecuacion se describe la dinamica de TG F'3; a7 es un coeficiente de

proporcion; ag es la tasa de degradacion.

4. En la cuarta ecuacién se define la dinamica del IF'N~; ag es un coeficiente de

proporcion; ajg es la tasa de degradacion.

5. En la quinta ecuacion se describe la dindmica de los receptores de moléculas
CMH de clase I (z5); que se presentan en la superficie de las células tumorales a
la tasa a4, esta tasa se incrementa en un término de tipo Michaelis dependiendo

de x4; las moléculas x5 son internalizadas a una tasa as.

En la Tabla 4.1, se presentan los parametros empleados en este documento con
su respectivo valor y unidad, donde el recuento por célula (rec - cell™), representa al
nimero de receptores encontrados por célula. El niimero de células contabilizadas una
a una en el microscopio se representa por (cell); mientras que los picogramos pesados
por (pg).

Una descripciéon detallada de este modelo que incluye el sentido bioldgico de to-
dos los pardmetros se encuentra en [36]. Se supone en este documento que todos los
parametros son positivos y ag < 1.

Lo importante y significativo de este capitulo consiste en las condiciones de es-
tabilidad asintética global del Punto de Equilibrio Libre de Melanoma (PELM), ver
Teorema 1 y las condiciones de estabilidad asintética global para el Punto de Equilibrio

de Persistencia del Melanoma (PEPM), ver Corolario 2. Estas condiciones se expresan
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Parametro Valor Unidad
T 0.001 h=t
K 10'2 cell
ay 1.54 x 10~ cell'h=1
as 50 rec - cell™
as 0.69 ninguna
aq 10* Py
as 5.2 x 10° cell
ag 6.65 x 1074 h=!
ar 5.75 x 107 | pg/cell Th™!
as 6.93 h_l
ay 1.02 x 107* | pg - cell"*h~!
aio 0.102 h=!
ary 2.89 rec-cell " th™1
12 3.38 x 10° pg
a3 0.0144 h1
alq 1.44 rec- cell"*th™!

Tabla 4.1: Valores de los parametros empleados en el modelo de melanoma de 5 di-
mensiones.

por las desigualdades impuestas en el parametro de tratamiento b y los pardmetros del
modelo. Las desigualdades obtenidas determinan los valores de eficacia para la inmu-
noterapia de células T. Los problemas descritos se examinan en un marco mas amplio
de la exploracién del comportamiento final del modelo (4.1). Los resultados de estos
teoremas indican uno de los siguientes resultados: erradicacion del melanoma, latencia

del tumor o escenario de enfermedad negativa.

4.3. Puntos de Equilibrio

Enseguida por f se denota el campo vectorial del sistema (4.1) y por E; = (ej;,1 =
1,...,5)T se denotan sus puntos de equilibrio. Se observa que el sistema (4.1) tiene un
Punto de Equilibrio Libre de Melanoma (PELM)

b agh 1 agai1b
El = (07 ) 07 La _<a14 + $ r
ag  AgGio A13 a6a10a12 + agh
El cual esta siempre presente y hasta tres puntos de equilibrio situados fuera del plano
libre de melanoma. Estos puntos se denominan Puntos de Equilibrio Persistentes del

Melanoma (PEPM) y se definen por las siguientes ecuaciones.
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(97 €12, —, €14, 615)
ag

donde # es una raiz real positiva de la ecuacién ctibica

A($1) = l’? —+ Al.’lj'% + AQ(El + A3 = O, (42)
con
Al = a5 — KR + %,
az
ayasas asagk  Kajazasbeis(b)

Ay(b) = - — + ;

2( ) ay s ay CLGT(CLQ + 615(b))

beis(b

Ay(b) — na4a5a8( arbeys(b) 1),

ra; ag(ag + e15(b))
Se considera la ecuacién
~ bes(b)
T aytess(h)
Respecto a b. Es facil verificar que para cualquier v positiva existe la raiz positiva
tunica de (4.3).

(4.3)

Se define el polinomio

A(y) = 18A1(Ag + Agnv)(Asiy — Asz) — 414?(14317 — As) + A%(Am + A22’Y)2
—4<A21 + A227)3 - 27(1431’}/ - A32)2. (44)

Si se definen los coeficientes en esta formula de la siguiente manera

Ax(D) = Ao+ Ay (b);
A3(b) = A31’Y(b)—A32

entonces el discriminante de (4.2) estd dado por la férmula A(b) := A(~(b)), donde b
estd definida en (4.3). Ademés, si para una b dada se tiene que A(b) > 0, entonces (4.2)
tiene tres raices reales; si A(b) = 0 entonces (4.2) tiene dos raices reales; si A(b) < 0
entonces (4.2) tiene una tunica raiz real. Asi que las bifurcaciones deben ocurrir en las

raices de la ecuacion Q4 (b) = 0, donde
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y Q1(b) es un polinomio séxtuple; (€2(b))% es un polinomio cibico que es positivo
para b > 0. No se proporciona la férmula € (b), la cual es bastante engorrosa pero se
presentan resultados de andlisis basados en (4.4).

Se observa que no hay puntos de equilibrio biol6gicamente factibles situados fuera

del plano sin melanoma si

A>0;4;>0,j=12 A3 >0. (4.6)

Ahora se consideran dos casos extremos o frontera: b = 0 (caso sin tratamiento) y
b — oo.

Primeramente, se supone que b =0y k = 0. Luego se calcula

a,a:a a,qasg
AO B 4%5%8 _ ateN2
(0) eeo= 125 % a5 — %)

Asi (4.2) tiene 2 o 3 raices reales. Ademds, A3 = 0 por lo que éstas raices son no
positivas. Por lo tanto, en caso de no haber tumor, el sistema (4.1) solo tendrd el
Punto de Equilibrio Libre de Melanoma (PELM). Sin embargo, si b =0y £ > 0 se
tiene que Az < 0 y existe al menos un Punto de Equilibrio Persistente de Melanoma
(PEPM).

Supongamos ahora que As(by) > 0y A(by) < 0 para algunas by positivas. Entonces
no hay PEPM para el sistema (4.1) con b = by. Ya que

lim A3(b) = oo; lim A(b) = —oc0

b—oo b—oo

se llega a

Lema 1. Para una b lo suficientemente grande la ecuacion (4.2) tiene la raiz real
unica y esta raiz en negativa.

Como resultado, el sistema (4.1) posee el tinico punto de equilibrio para este valor
del parametro b. Este es el PELM FEj.

Ademas, si A3(b) < 0 y A(b) < 0 entonces hay un tnico PEPM para esta b.
Enseguida, si A3(b) < 0y A(b) > 0 entonces uno o dos o tres PEPM(s) puede(n) existir
para esta b. De acuerdo con esta observacién, se presenta la siguiente afirmacion.

Proposicién 4.1. 1. Supdngase que el pardmetro b satisface v(b) # Ay Ay y

’}/(b) > A32A§11. (47)
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Ademas

la). Dado A; <0y

A2 — 44y 24294,

ix{ b 4.
ma’X{ 4A22 ? 9A22 } < ’Y( )7 ( 8)
0 1b). Dado A; > 0;2A% > 9A451;v(b) > A Azl y
2A%2 — 9A,, A2 — 4Ay
P D () 4.9
oA, 1) > = (4.9)

Entonces el sistema (4.1) tiene solamente el PELM y no los PEPMs.

2. Si la desigualdad (4.7) en las condiciones de la primera afirmacion es reempla-

zada por y(b) < Asy Azl entonces el sistema (4.1) tiene el inico PEPM.

Prueba. Se observa que Agg; As; Ao >0y

AT (Agr + Asoy)® — 4(As + Axy)® < 0;
9A; (Agy + Agay)(Azry — Azg) — 243 (Azy — Aze) < 0

debido a (4.7)-(4.8)-(4.9). Por lo tanto

A(y) < 18A;(Ag + Agvy)(Az1y — Asg) — 414?(14317 — As) + A%(Am + A227)2
—4(1421 + A227)3 < 0.

Asf que (4.2) solo tiene una raiz real. Bajo las condiciones de la primera afirmacién la
ecuacién (4.2) tiene la raiz real unica, la cual es negativa. De manera similar, bajo las
condiciones de la segunda afirmacién, la ecuacién (4.2) tiene la raiz real tnica, la cual

es positiva. Por lo tanto, se obtiene el resultado deseable.ll
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4.3.1. Estabilidad local en el punto de equilibrio £,

Ahora nos dirigimos a los resultados de la prueba de estabilidad local cumplidas

para Fjy. Los valores propios de la matriz Jacobiana en el punto E; son los siguientes:

of t1b + tob?
M(ED) = - |p=r— ——— 0 4.10
1(E13) oz, ' 71 + T2b (4.10)
Ay = —ag;
A3 = —ag;
Ay = —ai;
)\5 = —Qa13.
Donde
1 = a1a6a10012014;
ta = arag(arg + ary);
T = aﬁamau(azalg + a14);
Ty = agag(a2a13 + a1y + aa).
Por by se denotan las raices
Ty — tl + \/(T’TQ — t1)2 + 47“7'1tg
bi = )
2t
con
Ty =1y = Tagag (2013 + a14 + G11) — G1A6A10012014;
ta = ayag (a14 + a11);
T o= aéaloam (a14 + asays) ,
de la ecuacion \;(b) = 0 se llega a la siguiente conclusién para el sistema (4.1):
1. Se tiene estabilidad asintética local en el nodo E; proporcionando

2. El punto de equilibrio E; es hiperbolicamente inestable con 4 valores propios

negativos y un valor propio positivo proporcionando 0 < b < .
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Ademas de que
_ofh

— |g.
8;1:1 8133 ’

para un PEPM E; 4 > j > 1. Es facil notar que c¢3(E;) > 0. Si

c1(Ej) : ;5 c3(Ej) =

a(E;) < —a7a§103(Ej) (4.12)

entonces E; es un nodo local asintéticamente estable; si ¢;(E;) > —arag 'c3(E;), en-
tonces F; es hiperbdlicamente inestable con 4 valores propios negativos y un valor

propio positivo.

4.4. Limites de las variables del modelo mediante
la localizaciéon de los conjuntos compactos in-

variantes

Antes que nada, se establece
Proposicién 4.2. Todos los conjuntos compactos invariantes en R estdn loca-

lizados en el conjunto acotado 11 definido por 11 = N_, K; y

Ki = {0<z <Zimax = K};

Ky = {Zommn = bag' =2 = Tomax := bag ' };

Ky = {0 <23 < 2ymax = arkag ' };

Ky = {%4mm = agbaglafol = T4 = Tymax ‘= G9ba§1afol}§

Ks = {1’5m1’n = L T mix + a14) = T5 = Tsméax +— L T méx +&14)}-
13 Q12 + Toméx 13 12 + Tamax

Prueba. En primer lugar, es evidente que z94x = Tamin = bag L Enseguida, se aplica

la funcién hy = x4. Empleando S(hy) N Ky se obtiene que

CLgb

Lamin = L4 = Tamax = .
aea10
Ahora se utiliza la funcién localizadora hy = x5. Entonces el conjunto S(hs) esté

definido por
14 Q1174

Ty = —+F+ —>
> ais  a13(az + x4)

A continuacién, se emplea la expresién para S(hy) N K7 N Ky se llega al conjunto de
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localizacién K.
Ademas, se utiliza una funcién de localizacién hsy = 1. Entonces el conjunto S(hs)N
{z1 > 0} esta definido por
a1 asrs + aq asTo
X X

L1
r(l——) =
( Ii) Qa9 + T T3+ aq as + 11

y estd contenido en el conjunto definido por x; < k. Por lo tanto, se tiene el limi-
te superior Tj,sx := k. Finalmente, se usa hs = x3 obteniéndose el limite superior
7
o -1
T3max ‘= arkag .M
El limite 1 m4x se puede mejorar de la siguiente manera. Se explota hz y se tiene

que

1 K A1L5mi a3T3ms + ay a5 2 mi
h3 |S(hg)ﬁKlﬂKgﬂKgﬂK5ﬂ{x1>0}S 'Tgrzléx - _(r_ - X = X - )
r a2 + L5 min T3 méx + Qy Qs + L1 méx

y se llega al conjunto de localizacién

Klz{OS.Tl S.I(l) }

1 max

La prueba es completada.ll

4.5. Existencia de un dominio acotado positivamen-

te invariante en R’

Ahora se establece la propiedad acotacién de todas las trayectorias medias positivas
en R .

En primer lugar, el campo vectorial del sistema (4.1) estd dirigido dentro del or-
tante positivo en los puntos de su limite, excepto x1 = 0. Ademds, el plano x; = 0
es invariante. Por lo tanto Ri,o es un dominio positivamente invariante y para cada
punto x € Ri,o ={x; > 0,7 =1,...,5} la correspondiente trayectoria positiva media
permanece en R? ;. Ademds, como un modelo dindmico de poblacién, el sistema (4.1)
no puede poseer trayectorias positivas medias en R‘:’_70 al tender a infinito debido a la
limitante del alimento disponible. La formalizacion de esta propiedad es la disipativi-
dad en el sentido de Levinson. Recordamos que el sistema (4.1) es llamado disipativo

en el sentido de Levinson si existe r > 0 tal que para cualquier x € R" se tiene que

lm sup | p(z, 1) |<r;
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aqui | z | es la norma Euclideana de x € R". En este caso existe un conjunto acotado

que atrae a cualquier punto de R™. Ahora con respecto al sistema (4.1) se prueba

Proposiciéon 4.3. El sistema (4.1) es disipativo en el sentido de Levinson, es decir,
hay un dominio acotado U en el ortante positivo Rﬁﬁo el cual atrae a cualquier punto

5
en R ;.

Prueba. Se evalua la funcién
V =z, +nre 4+ 23+ 24 + 25, With n > a9a6—1.

: 5 .
Se tiene en R :

r r+ar)k
LyV < _;(951 - %)2 — (nas — ag)wy — agrs — arors — 135 + M,
con ( 2
r+a7)°kK
M := —7+nb+a11+a14.

4r
Entonces se define el dominio U en Ri,o por la férmula

M o< Dy = T a0R
K 2r

)? + (nag — ag)ws + asws + a1pT4 + ar3Ts.
Dado que C{U} es el complemento de U en el ortante Ri,o- Por la definicién,
C{U} es un dominio acotado y L;V|y < 0. Esto implica que cualquier trayectoria en

R’ es atraida al dominio U.H

Esto significa que para cada punto en Ri o Su conjunto w-limite es un conjunto
compacto invariante que no estd vacio. Por lo tanto, se encuentra localizado en el

conjunto acotado II.

4.6. Estabilidad asintdética global

En esta secciéon se muestra que para el valor suficientemente grande de la tasa de
infusién de CTL y satisfaciendo las condiciones del Teorema 1, la poblacion de células
del melanoma esta bajo control después de un periodo de observacion suficientemente

grande.
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4.6.1. El caso del tinico Punto de equilibrio libre de tumor

Se observa que el sistema (4.1) puede ser representado como una conexién en cas-
cada del sistema formado por las ecuaciones 2, 4 y 5 y el sistema formado por el resto

de las ecuaciones de (4.1).

Se denota al ler sistema por >;; el segundo sistema por ¥,. El sistema ¥; tiene al

tnico punto de equilibrio (ver Figura 4.2):

b agb 1 agallb T
—, , — (14 T da
ag QgQ1o a13 agaipQi2 + Gg

Ademas, el sistema formado por las ecuaciones 4 y 5 de (4.1) se representa como

el sistema auténomo asintético con el sistema limite

. -1

Ty = agb(lﬁ — a10%4,

. 4Ty )

Ty = ——— — a13T5 + Q14;
a12 + T4

el cual es global y asintoticamente estable. Se deduce del teorema de Markus que el

sistema X; es global y asintéticamente estable.

Plano de fase x4 vs x5 con PE en [4511,103]

=

120

® PE

— Campo vectorial

10

.

}

L
.

105

100

95 -

Moléculas receptoras CMH (x5)

90

85 *
4500 4505 4510 4515 4520 4525

Citocinas IFN-gama (x4)
Figura 4.2: Plano de fase x4 y x5 para el caso 1 = x3 = 0, x5 = % constante y

b = 3000.

A continuacién, se observa que el sistema ¥ es el sistema auténomo asintético con

el sistema limite
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' -0
T = TrT - ) —
! ! K a9 + €15 T3 + ay a6(a5 + [L‘l)

l"g = Q7T1 — agxrs.

a1€15 a3xs + a4 a5I1b
X X

, (4.13)

Por fasy = (f,a3), foa3))" se denota al campo vectorial de (4.13), como se muestra
en la Figura 4.3. Ademas, se establece que en Ri,o se cumplen las siguientes condicio-

nes:

df,a3)
(9x1

Es decir, el sistema (4.13) es cooperativo, ver la definicién por ejemplo en [33].

afl(l?’) > O
8x3 -

> 0,

De la proposicion 2 se deduce que todas las trayectorias medias positivas en Ri,o
estan limitadas desde arriba. Ahora, se utiliza el Corolario 2.8 en [14], deduciendo
que cualquier trayectoria de (4.13) en Riyg converge a algiin punto de equilibrio, con

t — 00.

Plano de fase x1 vs x3 con PE en [0,0]

Citocinas TGF-beta del Melanoma (x3)
(=}

Células del melanoma (x1)

Figura 4.3: Plano de fase z; y x5 para el caso 1 # 0, x9, 4 y x5 constantes y b = 3000.

En resumen, utilizando nuevamente el teorema de Markus se obtiene que cada
trayectoria del sistema X5 en Ri,o tiende a uno de los puntos de equilibrio. Por lo
tanto, cada trayectoria del sistema (4.1) en Ri,o tiende a uno de los puntos de equilibrio
descritos en la seccion 4.3. Por lo tanto, en el caso en que existe el equilibrio tnico

en Ri,o que es E; y es local y asintéticamente estable, entonces se obtiene que FE
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atrae todas las trayectorias en R5+. De esta forma se llega a las condiciones globales

de erradicacién del melanoma:

Teorema 4.1 Supongamos que se cumple la condicion (4.11) y se satisface una de las
condiciones (4.5);(4.6). Entonces todas las trayectorias en el ortante positivo tienden

al punto de equilibrio E1, con t — oo.

A continuacion, aplicando el Lema 1, se establece que la dinamica de las ecuaciones
(4.1) posee la siguiente propiedad asintética:

Corolario 1. El sistema (4.1) es global y asintéticamente estable para una b sufi-
cientemente grande.

Por lo tanto, la poblacion de células de melanoma esta bajo control en un valor
suficientemente grande del parametro de tratamiento b y un tiempo de observacion su-
ficientemente grande. Esta propiedad confirma el escenario optimista de la enfermedad

de melanoma bajo el tratamiento de los CTL basado en el uso del modelo (4.1).

4.6.2. El caso de la no unicidad de los puntos de equilibrio

Ademas, se puede derivar el limite superior para el valor final de la densidad de
la poblaciéon de células de melanoma. Con este objetivo se supone que uno de los
conjuntos de desigualdades: 1) A3 < 0, 2) A > 0; A; A5 < 0; A3 > 0 se mantiene. En
este caso existe al menos un PEPM. Usando férmulas para los limites superiores de la
raiz positiva més grande z1, en (2.3) se obtienen los siguientes limites

Ay — 24/ 34, — A2 |)?
(A1 ‘32 1D,A>Q (4.14)

| 243 — 9A, Ay + 274, |
|34, — A3 |

2
Ty

)2, A < 0.

1
2
= —(|A |+

Como resultado, el limite superior para la poblacion de células de melanoma esta
dado por la férmula (4.14) y el limite superior j msx = Z14-
A continuacién por xqm,m se denota al menor valor absoluto de las raices reales de

(4.2). Luego se analiza de nuevo (2.3) para obtener a los limites inferiores para xqmm :

9 | Ay | | 243 —9A Ay + 2T A3 |
L1 min Z ( - 2
3 9|34, — A7 |
9 (A1 —2¢/] 34, — A7 |)?

Limin = 9

)2 A >0, (4.15)

LA <.
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Como resultado, si el limite inferior (4.15) para el primer componente x; del PEPM
es suficientemente grande, entonces este hecho indica un escenario negativo para las
condiciones de salud del paciente. Por otra parte, si el limite superior (4.14) para
es suficientemente pequeno, entonces este hecho refleja la existencia de las condiciones

de tumor durmiente.

4.7. Condiciones de persistencia del Melanoma

A continuacién se muestra que la pérdida de estabilidad asintética local del PEPM
emerge en el mismo valor b bajo el cual se establece la presencia de propiedad de

persistencia del melanoma. Mas precisamente, se formula

Teorema 4.2 Suponga que b € [0,by). Entonces, cada trayectoria en el dominio D

1625 max

< T(b) == k(1 —
n (®) g rag (az + Tsmax)

entra en el dominio Do definido por

a1b$5max
k(1 — <z <k 4.16
( Tag (a2+I5max)) == ( )

en tiempo finito.

Prueba. De hecho, si T'(b) > 0 entonces el dominio D; no estd vacio. Ademds,
puesto que II contiene el conjunto de atraccion deducimos que cada trayectoria en D,
tiende a II, con t — oo. Dado que este conjunto de atraccion esta acotado, hay un T

finito tal que

rxy(t) 10T 5 max

i’l (t) |t2TZ {xl (t) (T’ o K B Trag (CL2 + x5méX>

)} s> 0. (4.17)

Significa que z1(t) es una funcién creciente para ¢t > 7" en virtud de (4.17), entra
en D, en tiempo finito y permanece ahi. Esto significa la propiedad de persistencia del
melanoma.

Ademas, la condicién T'(b) > 0 implica la desigualdad rasag + 5 max(rag — aib) > 0.
La tultima desigualdad después de un célculo de rutina conduce a la siguiente desigual-

dad. o .
0>p2— =Ly 20

-0 4.1
ooy (4.18)
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con

2 .
Co = rag(asa13 + ais) a12a10;
G
Cs

ragag (asaiz + ajs + ai1) — a14a01a12a6a10;

ajag (a4 + aiy) -

Las raices bpers+ del polinomio en (4.18) son reales y tienen signos diferentes. Estan
dadas por la féormula by,s + = by. Como resultado, T'(b) > 0 para cualquier b € [0, b, ).
La prueba se ha completado.ll

Ademas en virtud del Teorema 2 y la Proposicion 4.2 se deriva

Corolario 2. Supongamos ahora que Asz(b,) < 0y A(by) < 0 para algunas b, €
[0,b,). Entonces, se establece que todas las trayectorias del sistema (4.1), con b =b,,
tienden al 1inico PEPM en RS .

Se denota a este PEPM como F,. Como consecuencia, se obtiene que hay una érbita
heteroclinica que conecta E; con E5 que se dirige de F4 a Fs. Esta orbita heteroclinica
es Unica ya que la dimensién del colector inestable de E; es 1 y la dimensién del colector
estable de Ej es 5, ver comentarios en p. 50 en [61]. No existe una dérbita homoclinica
en este caso.

En el caso de mas de un PEPMs hiperbdlicamente inestables, se observan orbitas
heteroclinicas entre ellos. Las ubicaciones de estas orbitas heteroclinicas se describen

en la Proposicion 4.2.

4.8. Resultados obtenidos

En esta seccion se muestran algunos de los resultados obtenidos del modelo de

Melanoma empleando el paquete de simulacién de Matlab.

En la Figura 4.4 se muestra el caso de un melanoma de estadio IV con una poblaciéon
de células de tumor de [3e10 cell] , una poblaciéon de CTL [Ie6 cell], una secrecién
de citocinas TGF-beta del melanoma [8e5 pg], citocinas IFN+ producidas por CTL de
[2.55e10 pg-ml-1] y moléculas receptoras CMH de clase 1 [300.69 rec-cell-1] con una
tasa de infusién de CTL [1.7e10 cell]; donde se puede apreciar la trayectoria hacia el
punto de equilibrio libre de melanoma (PELM) ubicado en la regién obtenida con el
método de LCCI, también se aprecia un punto de equilibrio muy cercano al PELM

fuera del plano de color verde el cual no es biolégicamente posible por ser negativo.
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Modelo de Melanoma maligno-Kronik et al.

Modelo de Melanoma maligno-Kronik et al. %10%
10

%10%
10

Citocina TGF-b (x3)

Citocina TGF-b (x3)

x1=-3.92e-287
%2=256e+13
%3=-4.926-112

EPELM

x101®
1

Células CTL (x2) 0o Células CTL (x2) 170

Células Melanoma (x1) Células Melanoma (x1)

Figura 4.4: Condicién inicial: zy = (3¢10, 1e6, 8¢5, 2.55¢10, 300.69)7.

Enseguida, se muestra la modificacién de la trayectoria al disminuir la tasa de
infusién de CTL a [190 cell] conservando la misma condicién inicial. Se puede apreciar
en la Figura 4.5 la modificacién de la trayectoria alejandose del punto de equilibrio
libre de melanoma (PELM), también un punto de equilibrio persistente de melanoma
(PEPM) dentro del plano de color verde.

Modelo de Melanoma maligno-Kronik et al.

x10%
10

2=PEPM

Citocina TGF-b (x3)

x10% 6

Células CTL (x2) 2 9
Células Melanoma (x1)

Figura 4.5: Condicién inicial: zy = (3¢10, 1e6, 8¢5, 2.55¢10, 300.69)7.



Capitulo 5

Analisis dinamico del modelo
matematico para el control

inmunoterapéutico del desequilibrio
TH1/TH2 en melanoma

El estudio del drenaje linfatico de los diversos érganos es importante en el diagndsti-
co, prondstico y tratamiento del cancer. Los ganglios linfaticos pueden atrapar las célu-
las cancerosas y destruirlas, pero si no tienen éxito se convierten en sitos de tumores
secundarios.

Los canceres agresivos desarrollan mecanismos de supresion inmunitaria que les
permiten evadir respuestas inmunes especificas. Los pacientes con melanoma activo
estan polarizados hacia un fenotipo inmune de tipo T colaborador Th2, que subvier-
te la inmunidad celular anticancerigena Thl efectiva. El recuento de células C'D4 es
una medida clave para determinar la salud del sistema inmune. El factor proinfla-
matorio interleucina IL — 12 puede restaurar potencialmente las respuestas Thl en
tales pacientes, pero ain muestra una eficacia clinica limitada y efectos secundarios
sustanciales [35].

En este capitulo se estudia la dindmica global del sistema de desequilibrio Th1/Th2
en melanoma empleando el método de localizacién de los conjuntos compactos inva-
riantes; el desarrollo se centra en las condiciones para la localizacion de los puntos de
equilibrio biol6gicamente factibles.

El capitulo esta organizado de la siguiente manera: en la Seccién 5.2 se presenta

la descripcién del modelo y sus respectivos términos; en la Seccion 5.3 se analizan

65
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los puntos de equilibrio presentes en el modelo bajo estudio; en la Seccion 5.4 se
analizan los resultados de las simulaciones numéricas del modelo para los casos con y

sin tratamiento.

5.1. Descripcion del modelo

El modelo de Kogan et al. describe la relacion dindmica entre las células T colabo-
radoras (T'h C'D4+) de tipo Thl y T'h2 con sus respectivas citocinas asociadas (I F'N,
e IL —10), que ocurre en los nédulos linfaticos al drenar el tumor de los pacientes con
melanoma y su regulacién a través del tratamiento con 1L — 12. [35]

A continuacion se describe en la Figura 5.1 los elementos importantes del modelo

matemadtico para el estado inmune Thl/Th2 bajo la regulacién de IL — 12.

IL-12 ﬁ
1
1
IFNT |
——p» Libera

IL-10
—p Recluta :Il +
——{ Inhibe i Ji
—» Estimula @ @
NK, CTL DC, Tumor

Figura 5.1: Descripcion del sistema para el estado inmune T'hl/Th2 bajo la regulacion
de IL — 12. Fuente: Kogan et. al.

Las células T colaboradoras tipo Thl impulsan la inmunidad celular mientras que
la de tipo Th2 impulsa a la inmunidad humoral; cada una de ellas secretan las citoci-
nas; interferén gamma (/F'N,,) y la interleucina 10 (/L — 10), respectivamente. Estas
citoquinas se derivan a la vez de las células asesinas naturales (IVK) y los linfocitos
T citotoxicos (CTL), al mismo tiempo que las células dendriticas (DC') y las células
tumorales.

Los brazos T'hl y T'h2 responden al control negativo entre si: el /F'N,, obstaculiza
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el reclutamiento de las células Th2 y la liberacion de IL — 10 proveniente de DC',
mientras que /L — 10 inhibe el reclutamiento de T'h1 y su secrecién de IFN,,.

La introduccién de interleucina 12 (I L —12) en el sistema da lugar a una respuesta
de Tipo-1, estimulando el reclutamiento de T'hl y la liberacién de IF'N,, al mismo
tiempo inhibe el desarrollo de las células T'h2.

Con la finalidad de trabajar con un modelo que permita manipular con facilidad a

los elementos involucrados, se emple6:

. ap a3b—i—a4
T, = — agx 5.1
! (1’4+G2) ( b+a4 ) 81 ( )
. as azb + ay
x = — asx
2 T3+ ag b+CL4 82

. aiob + an ai3b + aiq\ (@154 + ase
T3 = a9\ — | Tann — 173

b + a1l b + a14 Ty + Q16
. a19x3 + Qg
Ty = Qg ——— | + a21T2 — ATy
T3+ Qoo

Se consideran 4 variables dindmicas: (i) z1, la densidad de las células activadas Thl,
(ii) x9, la densidad de las células activadas T'h2, (iii) x3, la concentracién de IL — 10
y (iv) x4, la concentracién de IF'N,.

Ademas, se tiene en cuenta el efecto exdgeno de b, interleucina I L—12, administrado
a los pacientes. Cuyas concentraciones de células son medidas en [cell/ml], mientras
que las citocinas en [ng/ml].

En la ecuacién se emplearon los parametros aj, j = 1,...,22 que dependen de los

parametros biolégicos dados en [35] mediante las siguientes expresiones

a; = r7by; ap=0bi; az=c+1; ag=d; as = rpby;  ag = by;
ay = Co; ag = fir; a9 = Pg; ag=cg+1; an=dg a2 =qq;
a3 =eq+1; au=fa ais=ag; ais = bg; 17 = pG; 18 = Pr;
a9 = ar, az =br;  axn = qr; Qg2 = -

5.2. Método de Localizacién de Conjuntos Com-

pactos Invariantes

Primero se establece
Proposicion 5.1. Todos los conjuntos compactos invariantes en Ri o estdn localizados

en el conjunto acotado 11y definido por 11, = ﬂleKi(l) y
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a asb+a
KV = do<a < 2 (B (5.2)
as0as8 b + a4
a arb+a
Kz(l) = lo<a,< B 70+ a4 :
agasg b + aq
a a18a as1 a arb+a
a19 2> 15K§1): Y 7 ) Bl u 2 ;
as as2 agz agag \ b+ ag
a as1 a azb+a
a9 < 1KV =J0<ag, @8 020 % (40T M
aze a2 agag \ b+ ay
. (1) _ a. aipb+ta a aiobta a a aszb+a ai13b+a
a5 > 1K = { g (ephten) <oy < g (spbien) 4 s (ghte) (s ) (o) |
. (1) _ ag [ aigbtaiy ag [ aigbtai; a2 _ay azbtay ai3btaiy
a5 < 1Kyl = { air b+ai1 S T3 < air b+aiy + ai7 azas \ btay b+ais )

Prueba. Se aplica el método de Localizacion de los Conjuntos Compactos Inva-

riantes en el sistema de ecuaciones diferenciales

Limites de la densidad de células Th;. Para definir un dominio en el que se
encuentra acotada la densidad de células T'hq, se aplica la funcion localizadora hy = ;.

Se obtiene el conjunto

B ay azb + ay B B
s ={(555) (Frar) —em =0}

de donde se determina la siguiente formula

1 ay azb + ay
h = _ 5.3
! |S(h1) as ($4+CL2) ( b+a4 ) ( )

la cual representa a la restriccion de la funcion localizadora propuesta en el conjun-

to S (h1). Enseguida se aplica el principio de extrema para obtener al conjunto de

b—l—a4
KD o< < (9 5.4
! { _xl_ag(lg b+CL4 ( )

Limites de la densidad de células T'h,. Para definir un dominio en el que se

localizacién

encuentra acotada la densidad de células T'hq, se aplica la funcion localizadora hy = 5.

Se obtiene el conjunto

as azb + ay
h = — —
st ={ (555 ) (Frar) —em =0}
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de donde se determina la siguiente férmula

1 as a7b+ ay
h = _ 5.5
2 |S(h2) as ($3+a6) ( b+CL4 ) ( )

la cual representa a la restriccion de la funcion localizadora propuesta en el conjun-

to S (h2). Enseguida se aplica el principio de extrema para obtener al conjunto de

K = {0 o (G0 (5.6

agag \ b+ ay

localizacién

Limites de la concentracion de interleuquina /L —10. Para definir un dominio
en el que se encuentra acotada la concentracién de interleuquina I'L — 10, se aplica la

funcion localizadora hg = x4. Se obtiene el conjunto

S (hg) = {a18 <w> + A91T9 — A22T4 — 0}

T3 + Qo

de donde se determina la siguiente férmula

a1g [ a19r3 + azo ao1
h == =+ =z 5.7
’ ’S(hg) a22 ( T3 + ag ) 22 ? (5.7)

la cual representa a la restriccion de la funcién localizadora propuesta en el conjunto
S (h3). De lo anterior, se observa que se presentan dos casos a considerar: ajg > 1y
a9 < 1 respectivamente.

Al aplicar el principio de extrema para obtener al conjunto de localizacién en cada

caso, se tiene para aijg > 1

K?El) _ {@ <z < a18a19 n G21 Qs (a7b+a4)}; (5.8)

22 a2 ags agag \ b+ ay

Mientras que para a9 < 1

b
Ké”:{OSMS%Jr@ 2 <a7 +a4)} (5.9)
929 922 Ay b+ ay

Limites de la concentracién de interfer6n gamma /F'N,. Para definir un
dominio en el que se encuentra acotada la concentraciéon de interferén gamma IF'N.,,

se aplica la funcién localizadora hy = x3. Se obtiene el conjunto

alob “+ a1 algb —+ a4 A15T4 + Q16
(ha) {ag( b+ an )mel( b+ ais > ( T4+ ag ) s }
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de donde se determina la siguiente férmula

ag [ apb—+ an a12 a13b + a4 a15T4 + Q16
h = — | — — 5.10
4 |S(h4) a7 ( b “+ a1 ) + CL17I1 ( b + a4 ) ( T4+ Qg ) ( )

la cual representa a la restriccion de la funcién localizadora propuesta en el conjunto
S (hy). De lo anterior, se observa que se presentan dos casos a considerar: a;s > 1y
a5 < 1 respectivamente.

Al aplicar el principio de extrema para obtener al conjunto de localizacién en cada
caso, se tiene para a5 > 1

1 _ a9 [ aigbtair a9 ([ aigbtair a1z a1 ( agbtaq ai1zbtais
K4 - air b+air S@3 < aiy b+ai1 + ai7 azasg b+ay btaia (0,15) (511)

Mientras que para a5 < 1

(1) _ a9 [ aiobtain a9 [ aiobtain aiz _ai aszbtaq a13btaisg
K4 - air b+a11 S 23S air b+a11 + a7 azas b+aq b+aiq : (5'12)

La prueba es completada.ll

5.2.1. Iteraciones para refinar los limites

Empleando el teorema iterativo se pueden mejorar los limites de la proposicién 5.1.

Proposicién 5.2. Todos los conjuntos compactos invariantes en Ri,o estan loca-
lizados en el conjunto acotado s definido por 11, = ﬁ;‘lei@) y

Ki(Q) _ {x@) < xf~2) < 2@ }; i=1,2,34 (5.13)

imin — i MAax
Con
(2)

T -= Nisup = MAX (hi |S(hi)mnl) ;

(2)

Limin *— hi7fnf = min (hz |S(hi)ﬂH1) ;

Prueba. Mediante el teorema iterativo se tiene

Limites de la densidad de células Th;. Para definir un dominio en el que se
encuentra acotada la densidad de células T'hy, se utiliza la ecuacién (5.3) y se establecen

las cotas maxima e infima de x;
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h — méx ( hy | O R ay ash + ay
Lsup o 1 S(hl)ﬁ{xilrz]m<x4} lméax *— 0/8 x(l) ’ + az b + a4

4 min
1 aq Cbgb + ay
h inf = min ( A :{[(2) = —
1,inf ( 1 |S(h1)ﬁ{x4ﬁxfgléx}) 1 min as mz(lr)nax + ay b+ Qg
Se obtiene al conjunto de localizacion
K = {a, <o <ol (5.14)

Limites de la densidad de células T'h,. Para definir un dominio en el que se
encuentra acotada la densidad de células T'hs, se utiliza la ecuacion (5.5) y se establecen

las cotas maxima e infima de x4

h = max (h | ) — @ 1 as (a7b+ a4>
o st {alin e} 2 ag \ 2V g b+ ay

3 min

haome = min ( hs | _,eo 1 as azb + ay
2inf = 2 S(hz)ﬂ{x3<xé3ﬂ x} = Lomin = as x(l) g b—l—a4

3 max

Se obtiene al conjunto de localizacion

K = {af, <o <l ) (5.15)

Limites de la concentracién de interleuquina /L —10. Para definir un dominio
en el que se encuentra acotada la concentracion de interleuquina /L — 10, se utiliza

la ecuacién (5.7) de la cual se presentan dos casos a considerar: ajg > 1y aj9 < 1
respectivamente.

Al establecer las cotas maxima e infima de x4, se tiene para a9 > 1

(1)
[ a18 [ 01973 4, T @20 a1 (1)
h3eup = max (h | > 22— D18 [ T197 8 max T 720 + — .
,sup 3 (1) (1 ) 4 max * 2 méx
S(hs)ﬂ{m3<m3 mmx} {m <za, } 99 1’; r?mx + ag a22

hs; = min|(h =x = .
3,inf 3 |S(h3)ﬂ{9c§1,i],/n§ws}ﬁ{mgl,i,;nﬁ-’ﬂ2} 4 min a0 (1) 2 min

(1)
(2) . 018 <a'19x3m1’n + a0 i a1 (1)
a
2173 min + a20 22
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Mientras que para a9 < 1

h3.sup = MAX (h | =z, = .
,Sup 3 ) 1) < < (1> 4méx * 2 max
S(hj)ﬁ{afS in < xs} {3?2 T2 aso xé 1‘21111 + aso a22

2 ._ ws <a19$§>1r)nl’n +a20> 4 %21 ()

h3.tnf = min (h3 | 1 1 =z, = .
’ S(ha)n{za<al) o fn{af i, <o 4min T g ) gy 2min
{ 3 mé } { T2 } 22 T3 max + ago 22

(2) a1 <a19$§r)néx +azo> TN

Dependiendo del caso, se obtiene al conjunto de localizacion
K = (o, <o <0, ) 516

Limites de la concentracién de interfer6n gamma [F'N,. Para definir un
dominio en el que se encuentra acotada la concentraciéon de interleuquina /FN,, se
utiliza la ecuacién (5.10) de la cual se presentan dos casos a considerar: ajg > 1y

a9 < 1 respectivamente.

Al establecer las cotas méaxima e infima de x3, se tiene para a5 > 1

- _®
h4,sup = Inax (h'4 |S(h4)ﬁ{zl<x§1) } {x4<x4max}) = T3 max

MO (alob+ an) n a2 () (alsb + al4> a15374(1111éx + a6
3 max a7 b+ ar arn 1 méx b+ a4 Zlf(l) + (16

4 max

ha,me = min (h4 ’S(h4)ﬂ{ (<o f{af g <o }) = xgzlefn

2@ g <alob + an) n %x(l), (Gl3b+ CL14) Glﬂiéﬁn + a6
3min arr b+ a ary 1 min b+ a4 x(l) T agg

4 min

Mientras que para a5 < 1

By _ .2
h4,sup = Inax (h4 |S(h4)ﬂ{11<$(12,ax} {xillzqm<x4}) Fama

L2 D (alob + CL11> n G2 ) <a13b + G14) &15961(111211/11 + a6
ST ay U b4 an azz P\ b+ ay 2t agg

4 min

h4vfnf = min (h4 ‘S( gri,m@l}ﬁ{mﬁxﬂlm}) B :Bé r?mn

@ a9 (aipb+an 12 (1) a13b + aiy alsafgléx + a6
Lymm = + ~ T1mm 1
ayy b+ aq aiy b+ ayy ZL'( ) + a1

4 max
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Dependiendo del caso, se obtiene al conjunto de localizacion
3 max

K® = {xgﬁn < m;(f) <z } (5.17)

La prueba es completada.ll

Esta proposicién se aplica iterativamente para refinar a los limites superiores e

inferiores. Posteriormente, se realizara mediante simulacién numeérica.

5.3. Puntos de Equilibrio

En el siguiente andlisis se determinan las condiciones para obtener los puntos de
equilibrio biolégicamente viables.
Solucién trivial del punto de equilibrio.

Para z, = 2 <x4¢f‘:a2>’ con Ay = %—ZA'

Para z, = 42 ( a5 >, con A, = abtas

as xr3+ag b+aq
- L A ai 1544016 — aiobtaiy —
Para T3 = 217 [Ag + a2 ag <x4+a2> A4 ( Tatars )], con Ag = Qg < btar, ) N A4 =
a1zbtais
b+ais
_ biz3+boxs+bs _ aisais _agaig(asaigtazp)tazias A _
Para z, = (z3+a20)(x3+as)’ con by = aze by = aga22 » Y by =
(agagaig+asaz1 Az)azo
agazz ’

Finalmente, sustituyendo 4 en 3 se tiene; Cy23+Coxi+Csx3+Cyzi+Cs23+Cs = 0

_ _ _ a1a12A1 A4 ‘o
Con by = ag + asg, bs = agasg, By = alesLs y ademas;

Ci = a7 (by + az) (by + aip)

Cy = a17 (b1 + az) (ba + a16bs) + ar7 (ba + agby) (b1 + ars) — Az (b + a2) (by + a16)
—Boayr (a15b1 + axe)

Cs = ayr (b1 + ag) (b3 + aighs) + ai7 (ba + agbs) (ba + ai6bs) + ar7 (bs + azbs) (by + ase)
—Asz (b1 + az) (b2 + aiebs) — Az (b + azby) (by + a16) — Boairaisbs — Boai7ai6bs
—Boairby (a15b1 + ase)

Cy = air (b2 + agby) (b3 + aigbs) + air (bs + azbs) (b + aiebs) — Az (by + az) (bs + aiebs)
— A3z (b + azby) (ba + ai6bs) — Az (b3 + azbs) (b1 + ais) — Boai7aisbs — Boairaishs
—Boai7by (a15b2 + ai6bs) — Boai7bs (a1sb1 + ase)



74 CAPITULO 5. DESEQUILIBRIO TH1/TH2 EN MELANOMA

05 = a7 (bg + a2b5) (bg + a16b5) — A3 (bg + a2b4) (bg + a16b5) — A3 (bg + CLQb5> (bg + a16b4)
—Boai7bs (a15b3 + a16b5) — Boairbs (a15b2 + a1ﬁb4)
Cs = —A;z(bs+ agbs) (bs + a16bs) — Boairbs (ai5bs + ai6bs)

De acuerdo con los coeficientes del polinomio de quinto orden, nuestro modelo bajo

estudio posee al menos un punto de equilibrio biolégicamente viable.

5.4. Resultados y simulaciones

En esta seccion se aplico el método iterativo para localizar a los conjuntos compac-
tos invariantes; el algoritmo implementado para el modelo de desequilibrio de células
colaboradoras se muestra en la Tabla 5.1, cuya funcion es la de refinar los limites del

dominio acotado positivamente invariante.

Tabla 5.1: Algoritmo empleando el Teorema iterativo

Dado el sistema de ecuaciones no lineales f(x) =0
1. Elegir el vector inicial x

2. Se determinan los limites supremo e infimo para ¢ =1,2,4,3

i = D = mix (hy |s(n)) :

Ty = Pt = min (hi [sny) ;
3. Se refinan los limites supremo e infimo para i = 1,2, 4, 3 en forma iterativa

xgi)lax i= hjsup = MAX (hi ‘S(hi)ﬂl'h) ;

2 ,
Ign)n'n := hjme = min (hl |S(h,-)mn1) ;
4. FEl dominio de atraccion

Ki(n) _ {I(n) Sx(n) Sx(n) }; i=1,2,3,4 n>1

4 min % 1 max

T

tenderd a la solucién de f(x) =0

En la Figura 5.2 se muestra los resultados de diferentes iteraciones empleando
una terapia 0.3 de IL — 12 y condiciones iniciales [4 x 10%,1.5 x 10°,1.5,0.5]. Se puede
observar en cada caso que el punto de equilibrio encontrado al realizar las simulaciones
numéricas conserva los mismos valores, mientras que las dimensiones del politopo se

va reduciendo, refinandose su dominio.
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Numero de iteracion: 4

Citocina G (x3)

o w

0 Celulas T1 (x1)

Figura 5.2: Refinamiento del politopo con 4 iteraciones, empleando 0.3 de IL — 12 y
condicién inicial [4 x 10%,1.5 x 10°,1.5,0.5].

Numero de iteracion: 4

1.5 -

Citocina G (x3)

Celulas T2 (x2) 0 o0

Celulas T1 (x1)

Figura 5.3: Refinamiento del politopo con 4 iteraciones, empleando 0 de IL — 12 y
condicién inicial [4 x 10%,1.5 x 10°,1.5,0.5].

En contraste con la Figura 5.2; se muestra los resultados en ausencia de tratamiento,

es decir, con 0 de IL — 12 y las mismas condiciones iniciales. Se puede observar en la
Figura 5.3 el cambio del punto de equilibrio.



Resultados

Se han evaluado tres modelos matemaéticos cuyas dindmicas representan el com-
portamiento de las células cancerigenas y sus respectivas células asociadas.

Se ha aplicado la metodologia establecida para el estudio de la dinamica del cancer
en cada uno de los modelos bajo estudio, obteniéndose la localizacion de su respectiva
dindmica.

Se destaca en este trabajo el primer estudio en Melanoma utilizando el método de
Localizacién de los Conjuntos Compactos Invariantes. Ademaés se aborda, la aplicacién
del Teorema iterativo para refinar los limites del Dominio Acotado en el modelo de
desequilibrio TH1/TH2, se proporciona también el algoritmo obtenido en el proceso
iterativo, para que de esta forma se localice a la dinamica de interés.

Se muestran resultados graficos de acuerdo con su factibilidad biolégica que ilustran

las condiciones encontradas en el estudio de los modelos en este trabajo.

Productos derivados del trabajo de tesis

Starkov K.E., Jimenez L., “Dynamic Analysis of the Melanoma Model: from the
Cancer Persistence to its Eradication”, International Journal of Bifurcation and Chaos,
27, pp. 1750151, 2017

Jimenez L., Starkov K.E., “Dinamica de un modelo para la reduccién de células
cancerigenas empleando macréfagos modificados genéticamente”, Revista Aristas, 6,

pp. 169-174, 2017
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Conclusiones

Si bien el anélisis de la dindmica global de un modelo no lineal suele ser bastante
elaborado, se pudo demostrar que la capacidad de construir un estado de aclaramiento
tumoral globalmente atractivo en los modelos bajo estudio es posible mediante el uso
del método de localizacién de los conjuntos compactos invariantes.

Ademas, el método permite la creaciéon de condiciones suficientes en los parame-
tros del modelo para garantizar la existencia de un estado general de eliminacién del
tumor. Con la Localizacion de los Conjuntos Compactos Invariantes se determinaron
los limites superior e inferior, asi como también, su respectivo refinamiento para la
ubicacién de los puntos de equilibrio que determinan la dindmica final de todas las
poblaciones de células.

Modelo 1. En el capitulo 3 se presentaron resultados sobre el comportamiento
global del modelo de la reduccién de células cancerigenas en un sistema de cuatro
dimensiones bajo la modificacion genética de macrofagos. Se determinaron los limi-
tes superiores e inferiores para la dindamica final de todas las poblaciones de células
incluidas en el modelo y se establecio la existencia de la region de atraccién.

La importancia de los resultados obtenidos en este trabajo consiste en el riguroso
analisis dinamico del modelo matematico que describe la interaccién de las células del
tumor y los macréfagos modificados genéticamente; asi como también la determinacién
de la regién atractiva del politopo Il = K1 N Ko N K3 N Ky.

Modelo 2. En el capitulo 4 se han obtenido varias afirmaciones sobre el comporta-
miento global/comportamiento extremo del modelo de melanoma en cinco dimensiones
(4.1) bajo la aplicacién de la inmunoterapia con células T. Estos resultados demuestran

la validez matematica del sistema (4.1). En particular, derivamos

1. Férmulas para puntos de equilibrio biolégicamente viables y condiciones de es-
tabilidad asintética local/inestabilidad hiperbdlica del PELM.

2. Los limites superior e inferior para la dinamica final de todas las poblaciones de

células, incluyendo el modelo (4.1) y la existencia del conjunto atrayente.
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3. Los limites en la tasa de infusién CTL b bajo la cual surgen condiciones globales

de erradicacién del melanoma asintético.

4. La evidencia de un aclaramiento global del melanoma asintético para un tamano

suficientemente grande de b.
5. Los limites superior e inferior para el ubicacion de varios puntos de equilibrio.

6. Las condiciones de persistencia del melanoma y las condiciones de atractividad

global para el PEPM en caso de su unicidad.

Nuestras principales afirmaciones se presentan en términos de desigualdades im-
puestas a la tasa de infusién CTL b y 16 parametros del modelo. Estas condiciones se
expresan con ayuda de férmulas algebraicas que son convenientes para aplicaciones.
La importancia de los resultados obtenidos en este trabajo consiste en el andlisis
dindmico riguroso del modelo matematico de melanoma que describe las interacciones
de las células de melanoma y las respectivas citosinas bajo CTL exd6genos infundidos.
Maés precisamente, aplicando las desigualdades impuestas a la tasa de infusion CTL b
indicada en los teoremas 4.1 y 4.2 se puede observar varios escenarios de dinamica del
melanoma.

En caso de la eliminacién asintética del melanoma del Teorema 4.1 significa que des-
pués de un periodo suficientemente largo de tiempo la dindmica del melanoma estara
bajo control. Este tipo de dindmica del modelo del melanoma existe independiente-
mente de las condiciones de salud iniciales. En el caso del teorema 4.2 se puede notar
que independientemente de las condiciones de salud iniciales, la dinamica del modelo
de melanoma se localizara cerca de uno de los PEPM después de un tiempo de observa-
cién suficientemente largo. Los resultados de nuestros teoremas pueden ser explotados
para una prediccién de la dindmica de la poblaciéon de células después de un periodo
de tiempo suficientemente largo dependiendo del valor del parametro de tratamiento
aplicado b. Debido a que el modelo de melanoma estudiado aqui se obtiene mediante
una simplificacion del modelo de glioma, algunos resultados de este trabajo se puede
utilizar también para este modelo de glioma.

Esperamos que la eficacia de los valores derivados en este trabajo pueda conducir al
desarrollo de herramientas clinicas en el tratamiento eficaz de inmunoterapia CTL del
melanoma.

Modelo 3. El modelo presentado en el capitulo 5 tiene como propésito la com-

prension del papel que desempenan las células T colaboradoras, las citocinas asociadas
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y el tratamiento del melanoma mediante el desequilibrio Th1/Th2. Si bien el analisis
de la dinamica global de un modelo no lineal suele ser bastante dificil, se pudo mos-
trar que la localizacién de dindmica de (5.1) es posible mediante el uso del método
de localizacién de los conjuntos compactos invariantes. Ademas, el método permite
determinar los limites superior e inferior, asi como también, su respectivo refinamiento
para la ubicacion de los puntos de equilibrio que determinan la dinamica final de todas
las poblaciones de células.

Las simulaciones numéricas revelan la importancia potencial del disefio (células
exdgenas o agentes de la inmunoterapia I11-12 dirigidos a Th1/Th2) para garantizar
la determinacién de los puntos de equilibrio para la eliminacién del tumor y evitar la
recurrencia del céancer.

Finalmente, se investigd la viabilidad en la realizacién de pruebas de laboratorio
para llevar a cabo la reproduccion de los modelos analizados y se encontré que el
proceso puede resultar costoso, debido a que involucra el uso de varios anticuerpos para
la identificacién de cada parametro empleado en las variables de estado; se confirmé
ademas que el proceso de laboratorio no se aplica actualmente en nuestro pais pero si
puede ser realizado si se cuentan con las condiciones descritas, de ahi la relevancia de la
investigacion. Por lo que se concluye que el estudio del andlisis matematico ofrece una
importante herramienta de apoyo para el patélogo quien es el encargado de determinar

el diagndstico y grado de avance del cancer, de acuerdo a los estudios de laboratorio.
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