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� Investigar analíticamente las propiedades espectrales de las guías de ondas cuán-
ticas, tales como su espectro esencial y su espectro discreto, así como obtener

expresiones generales para el espectro de guías de onda estrati�cadas horizontal-

mente.

� Investigar analíticamente y numéricamente el problema de dispersión para una
barrera de potencial en una dimensión. Obtener expresiones generales para los

coe�cientes de transmisión y re�exión en términos de las soluciones de la ecuación

de Schrödinger obtenidas a través del método de series de potencia de parámetro

espectral.

� Investigar analíticamente y numéricamente el problema de dispersión en una guía
de onda cuántica con una impureza en su dirección de propagación. Obtener

expresiones generales para la matriz de transición de dicha guía de onda. In-

vestigar el caso de un potencial de impureza W (x; z) = W0(z) + "W1 (x; z)

donde " > 0 es una perturbación pequeña adimensional,W0(z) 2 L1([0;H]),

W1(x; z) 2 L1(D� [0;H] ), [0;H] 2 z donde z es la dirección de propagación de
la partícula.
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En la presente tesis se estudia el problema de dispersión en guías de ondas cuánticas

unidiminesionales y en tres dimesiones, para lo cual primero se estudiaron los espectros

esenciales de los operadores electromagnéticos de Schrödinger con potenciales variables

en el dominio � = 
�R, donde 
 � Rn es un dominio acotado con una frontera suave
provista con condiciones de frontera admisible. Aplicando el método de operador

límite, se obtienen estimados explícitos de los espectros esenciales para una amplia

clase de guías de ondas cuánticas. Posteriormente se estudia el problema de dispersión

en una guía de onda unidimensional; los coe�cientes de transmisión y re�exión para

la dispersión de una partícula en potenciales en una dimensión son calculados por

medio de series de potencia de parámetro espectral. Los resultados son comparados

con resultados conocidos. Finalmente se considera la propagación del electrón en una

guía de onda cilíndrica en tres dimensiones � = D�R donde D es un dominio acotado

en R2 descrito por el problema de Dirichlet para el operador de Schrödinger

Hu (x; z) =

�
� ~

2

2m

�
�x +

@2

@z2

�
+ V (x) +W (x; z)

�
u(x; z) = 0; uj@� = 0; (x; z) 2 �

donde x = (x1; x2) ; �x = @2

@x21
+ @2

@x22
; V (x) es el potencial de con�namiento transver-

sal, y W (x; z) es el potencial impureza. Se construyeron las matrices de transición

izquierda y derecha y se da un algoritmo numérico para los cálculos basado en el

método de serie de potencia de parámetro espectral.
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In the present thesis we study the dispersion problem in one-dimensional and three-

dimensional quantum waveguides, for which, in �rst place we study the essential spec-

tra of Schrödinger operators with variable potentials in cilyndrical domains � = 
�R,
where 
 � Rn is a bounded domain with a smooth boundary provided by admissible
boundary conditions. Applying the limit operators method, we obtain explicit esti-

mates of the essential spectrum for a wide class of quantum waveguides. Later we

study the dispersion problem in a quantum onde-dimensional waveguide; the trans-

mission and re�ection coe¢ cients for the scattering of a particle on one-dimensional

potential are calculated by means of Spectral Parameter Power Series(SPPS). The

results were compared with known results. Finally we consider the electron propa-

gation in a cylindrical three-dimensional quantum waveguide � = D � R where D

is a bounded domain in R2 described by the Dirichlet problem for the Schrödinger

operator

Hu (x; z) =

�
� ~

2

2m

�
�x +

@2

@z2

�
+ V (x) +W (x; z)

�
u(x; z) = 0; uj@� = 0; (x; z) 2 �

where x = (x1; x2) ; �x = @2

@x21
+ @2

@x22
; V (x) is the transversal con�nement potential, and

W (x; z) is the impurity potential. We construct the left and right transition matrices

and give a numerical algorithm for their calculations based on the spectral parameter

power series method.
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En esta tesis se trata el problema de propagación y dispersión de las ondas de

materia (cuánticas) dentro de una guía de onda. Las guías de ondas cuánticas son

estructuras de tamaño nanométrico con un solo grado de libertad para el movimiento

de las partículas [21]. Un ejemplo físico de dicho modelo teórico son los alambres cuán-

ticos [29]. La importancia de estas estructuras radica en sus potenciales aplicaciones

en la Nanoelectrónica. Algunas son como �ltros pasabandas [63], y como interrup-

tores electrónicos que trabajan a partir de las interferencias de las ondas cuánticas

[62]. Propuestas teóricas más recientes incluyen el uso de guías de ondas cuánticas

como interruptores electrónicos que operan en interacción con radiación de muy altas

frecuencias [68], o en la fabricación de nanotransistores [9].

La presencia de un defecto impureza en la estructura de la guía de onda es el

caso que se estudia en la presente tesis. Dicha impureza puede ser resultado de los

procesos de fabricación de la guía de onda entre los que se encuentran la fotolitografía

o litografía de haces de electrones, o el método V-grooved [29], o pueden ser generados

de manera controlada [66]. En cualquier caso la consecuencia más importante es una

modi�cación en el comportamiento de la conductancia electrónica de dicha estructura

(para mayores referencias se pueden consultar [4], [33], [34], [35], [32], [44], así como

las referencias ahí citadas).

En la presente tesis se analizó el problema de dispersión cuántico en una y tres

dimensiones. Para el caso unidimensional se trabajó principalmente sobre el cálculo

de los coe�cientes de transmisión y re�exión. Dichos cálculos para algunos potenciales

unidimensionales como el potencial constante [67], Posch Teller [43], exponencial [43],

han sido calculados análiticamente, pero para la mayoria de los casos se usan méto-

dos de aproximación numéricos como: WKB, aproximación por funciones de Airy [47]

escalones múltiples [3], matriz de transferencia y el método numérico Runge-Kutta

[6], [56]. Para dicho problema se usó en esta tesis el método de Series de Potencia de

Parámetro Espectral (SPPS). Dicho método fue introducido por V. Kravchenko [39]

y es un método que resuelve numéricamente ecuaciones diferenciales, entre las que se

encuentra la ecuación de Sturm-Liouville. El método SPPS ha sido aplicado exitosa-

mente a diferentes problemas de la Física Matemática que se reducen al problema de

Sturm Liouville (ver [13], [14], [36], [40]).

Para el caso de la dispersión en guías de onda cuántica en tres dimensiones se

consideró que dicha guía puede ser representada por un dominio � = Dx � R en R3

donde Dx es un dominio acotado en R2, x = (x1; x2) 2 
; z 2 R. El Hamiltoni-
ano H que corresponde al problema de dispersión en una guía de onda cuántica es

H = � ~2
2m

�
�x +

@2

@z2

�
+V (x)+W (x; z);en donde x corresponde a las coordenadas del

plano transversal de la guía, y z a la dirección de propagación de las partículas dentro

de la guía. El término V (x) es el potencial de con�namiento de la guía, yW (x; z) es el
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potencial impureza que modela la interacción de un defecto con una partícula que se

propaga dentro de la estructura. La investigación de la dispersión de los electrones por

las impurezas en las guías de onda cuánticas es uno de los problemas teóricos más im-

portantes en dicha área (ver para mayores referencias [4],[33],[34],[35],[44],[32],[29],[66]

y las referencias citadas en dichos artículos). En esta tesis se consideraron algunos

métodos análiticos y numéricos de construcción de matrices de transición generados

por potenciales impurezas.

A continuación se presenta una descripción de los Capítulos que conforman la

presente tesis

� En el Capítulo 1 se toma el contenido del capítulo 1 de [59] donde se hace una
breve introducción de la Mecánica Cuántica hasta la ecuación de Schrödinger.

Se da una introducción al análisis funcional, en la cual se presentan conceptos

matemáticos que son de utilidad para el subsecuente desarrollo de la tesis. Se

aborda de forma breve el problema de propagación de una partícula libre y se

concluye con una introducción a las guías de ondas cuánticas.

� En el Capítulo 2 se toma el contenido del capítulo 2 de [59] donde se investiga
sobre las propiedades espectrales de los operadores de Schrödinger en una guía de

onda cuántica. El estudio de dicho problema ha atraido mucha atención debido

a sus interesantes propiedades matemáticas, así como sus aplicaciones (ver para

mayores referencias [48], [46], [19], [20], [21], [22], [23], [27], [41]). Se estudió

el espectro esencial de los problemas con valor en la frontera uniformemente

elípticos en dominios cilíndricos para operadores diferenciales de segundo orden.

Para el estudio de dicho espectro se usó el método de operador límite (para mayor

referencia sobre dicho método consultar [53]). Después se consideró el caso del

operador electromagnético de Schrödinger con potenciales lentamente oscilantes

y coe�cientes lentamente oscilantes en la condición de frontera, y del cual se

obtiene una descripción explícita de su espectro. A partir de dicho resultado se

obtuvieron estimaciones del espectro discreto y esencial para los operadores de

Schrödinger en una guía de onda estrati�cada horizontalmente.

� En el Capítulo 3 se trata el problema de dispersión cuántico unidimensional. Se
obtienen expresiones generales por medio del método SPPS para los coe�cientes

de transmisión T (�) y re�exión R (�). Se presentan resultados de simulaciones

numéricas y se hacen las respectivas comparaciones con resultados reportados en

la literatura [67] y [43].

� En el Capítulo 4 se aborda el problema de dispersión de una guía de onda cuántica
de�nida en un dominio cilíndrico. Se obtuvieron expresiones análiticas para las
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entradas de las matrices de transición derecha Tr (�) e izquierda Tl (�) para un

potencial compacto

W (x; z) =

(
W0(x; z); z 2 [0;H]
0; z =2 [0;H]:

(1)

Para el caso simétrico

W (x; z) =

(
W0(z); z 2 [0;H]
0; z =2 [0;H]:

(2)

se han obtenido resultados análiticos y numéricos para los coe�cientes de tran-

sición derecha Tr(�) e izquierda Tl(�) aplicando el método SPPS. Finalmente se

analiza un potencial perturbado W (x; z) =W0(x; z) + "W1 (x; z) donde " > 0 es

una perturbación pequeña adimensional, W0(x; z) tiene la forma (1) y W1 (x; z)

la forma (2). Para este caso se aplican el método SPPS y de perturbación.



Capítulo 1

Antecedentes Teóricos

En el presente Capítulo se hará una presentación básica de algunos de los conceptos

más importantes tanto físicos como matemáticos que se usarán en el resto del trabajo.

El contenido del presente capítulo se toma del primer capítulo de [59]. A su vez, el

presente contenido toma como base la introducción a la Mecánica Cuántica presentada

en los libros [67] y [18], aunque también se refuerza el presente trabajo con los con-

tenidos de los libros [5] y [43]. Respecto a la introducción a las guías de onda cuántica

que se hace también este capítulo se toma como base la explicación que sobre alambres

cuánticos se hace en el libro [29].

1.1 Introducción a la mecánica cuántica

La mecánica cuántica surge como una respuesta a los diversos problemas que pre-

sentaba la física a �nales del siglo XIX y principios del siglo XX, y que no podían

ser explicados satisfactoriamente por las teorías entonces existentes. El primero de

dichos problemas fue la radiación del cuerpo negro que es tratado a fondo en [67].

Las distribuciones de energía predichas en forma teórica no se correspondían con los

resultados experimentales. Para resolver dicho problema, Max Planck propone su pos-

tulado: "Los osciladores armónicos que constituyen al cuerpo negro sólo pueden emitir

o absorber energía en múltiplos enteros de h�". Matemáticamente se expresa así:

E = nh� n 2 N (1.1)

donde E es la energía de los osciladores, n = 1; 2; 3; ::, � es la frecuencia de oscilación

del sistema y h es la constante de Planck

h = 6:626� 10�34J �s: (1.2)

11
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En la ecuación (1.2), J (Joules) representa las unidades de energía y s (segundos) las

unidades de tiempo. Otro problema que estaba fuera del alcance de las teorías clásicas

en esos años era el efecto fotoeléctrico [67]. Para solventarlo, Albert Einstein generalizó

los resultados obtenidos por Max Planck, y aseguró que la razón del comportamiento

discreto de la energía en la radiación del cuerpo negro no se debe a los osciladores en las

paredes del cuerpo negro, sino al campo de radiación, el cual se encuentra cuantizado

por paquetes de energía de valor ~! (donde ~ = h
2� y ! = 2��) llamados fotones.

Cada oscilador interactúa con el campo absorbiendo o emitiendo n fotones.

En el año de 1923, Louis De Broglie propone que toda la materia tiene asociada

una onda [67]. Por lo tanto una partícula con momento p tiene asociada una onda

cuya longitud � y vector
�!
k están de�nidos por las siguientes ecuaciones:

� =
h

p

�!
k =

�!p
~
: (1.3)

Al conjunto de ecuaciones (1.3) se les conoce como relaciones de De Broglie.

Un experimento que muestra la diferencia en el comportamiento entre partículas

clásicas y cuánticas es el experimento de la doble rendija. Éste consiste en una fuente

de partículas (clásicas o cuánticas), las cuales son lanzadas hacia una pantalla que

registra su arribo. En medio de la trayectoria se encuentra una barrera con un par de

rendijas A y B. Las diferencias en las distribuciones de las partículas tanto en el caso

clásico, como cuántico se muestran en las Figuras 1.1 y 1.2.

Figura 1.1: Experimento de la doble rendija para partículas clásicas [34].
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Figura 1.2: Experimento de la doble rendija para partículas cuánticas [34].

Las diferencias en el comportamiento de la distribución de las partículas se deben

a la dualidad onda-patícula en el regímen cuántico, la cual produce el comportamiento

oscilatorio de dicha intensidad [18], [67]. En la Figura 1.2, la intensidad I3 6= I1 + I2

[67]. Para determinar el número de partículas que participan en el experimento de la

Figura 1.2 se usa la siguiente expresión:

dn = � (r) dv (1.4)

donde r = (r1; r2; r3) son las tres coordenadas ortogonales generalizadas, dn es el

número promedio de partículas en un elemento de volumen dv, y � (r) es la densidad

volumétrica de las partículas. El número total N de partículas en el experimento, en

el dominio 
 � R3 es igual a
N =

Z


� (r) dv: (1.5)

Por medio de un análisis clásico se relaciona la densidad de carga � (r) con la

densidad de �ujo
�!
j a través de la ecuación de continuidad (para mayores detalles,

consultar [18]). Sin embargo, la ecuación de continuidad no proporciona información

acerca de los patrones de interferencia que aparecen en la pantalla (Figura 1.2). Para

resolver dicho problema, un primer paso es relacionar a la densidad de carga � con la

intensidad  del haz electrónico. Esto signi�ca que � (r) � j j2 =  � (donde  � es

el conjugado complejo de  ). Por otra parte, la relación que guarda  con el número

total de partículas N se puede establecer por medio de un factor A de la siguiente
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manera:

N =

Z


� (r) dv = A

Z


j j2 dv (1.6)

donde A es un factor de proporcionalidad. Sin embargo, de manera usual se acostum-

bra establecer la relación N = A, por lo tanto la función  está normalizadaZ


j j2 dv =

Z


 � dv = 1: (1.7)

Dicho resultado fue interpretado por Born como la probabilidad de encontrar a una

partícula en el espacio [67]. Por lo tanto j j2 se puede considerar como una densidad
de probabilidad.

1.1.1 Ecuación de Schrödinger

Para la construcción de una ecuación de onda que se acople a la física cuántica se

propone una onda monocromática A (r; t) = A0e
i(k�r�!t) donde k es el vector de onda

en un sistema de coordenadas ortogonales arbitrario. La ecuación de onda electromag-

nética es igual a

r2A = 1

c2
@2A

@t2
; (1.8)

donde r2 es el operador laplaciano y c = 3 � 108m=s es la velocidad de la luz en el
vacío. A partir de la anterior ecuación se obtiene la siguiente expresión

�k2A (r; t) = �!
2

c2
A (r; t) : (1.9)

donde k2 = kkk : A partir la ecuación (1.9) se obtiene la relación

! = kc: (1.10)

Recordando el postulado de Planck (1.1) bajo la forma E = 2�
2�h� = ~!, y la

relación de De Broglie (1.3) se obtiene el siguiente resultado

E = ~! = ~kc = pc: (1.11)

La ecuación (1.11) está en contradicción con la expresión en mecánica clásica de

la energía cinética E = p2

2m . Es claro, entonces, que las ondas monocromáticas que

cumplen la ecuación de onda (3.1), no son las mismas que cumplen con la relación de

De Broglie. Para solventar dicho problema se reduce en una unidad el orden de la

derivada parcial respecto al tiempo.
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r2	(r; t) = �
@

@t
	(r; t) (1.12)

En la ecuación (1.12), � es un parámetro por calcular. Aplicando las derivadas

parciales en ambos lados de la igualdad, se obtiene la siguiente expresión:

�k2	(r; t) = � (�i!)	 (r; t) : (1.13)

Por lo tanto el valor de k2 es igual a

k2 = i!�: (1.14)

Despejando el valor de ! de la anterior expresión y sustituyendo en (1.11) se obtiene

E =
k2~
i�

=
~2k2

i~�
: (1.15)

Si se iguala (1.15) con E = p2

2m , y se sustituye p por la relación de De Broglie (1.3) se

obtiene

1

i~�
=

1

2m
: (1.16)

Despejando � de (1.16) se obtiene la expresión

� =
2m

i~
= � i2m

~
: (1.17)

Sustituyendo el nuevo valor de � en la ecuación (1.12) se obtiene la expresión

r2	(r; t) = � i2m
~

@

@t
	(r; t)

� ~
2

2m
r2	(r; t) = i~

@

@t
	(r; t) (1.18)

La ecuación (1.18) es la ecuación de Schrödinger para una onda libre, en donde la

energía potencial V (r; t) = 0. En otro caso, la ecuación de Schrödinger toma la forma

� ~
2

2m
r2	(r; t) + V (r; t)	 (r; t) = i~

@

@t
	(r; t) : (1.19)

La ecuación (1.19) puede ser reescrita en términos del hamiltoniano H = � ~2
2mr

2+

V (r; t) obteniéndose lo siguiente:

H	(r; t) = i~
@

@t
	(r; t) : (1.20)

En coordenadas rectangulares, la ecuación (1.19) adopta la siguiente forma
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�
� ~

2

2m

�
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

�
+ V (r; t)

�
	(r; t) = i~

@

@t
	(r; t) : (1.21)

Entre las condiciones que debe cumplir la función de onda 	(r; t) se encuentran:

� 	(r; t), debe ser derivable y sus dos primeras derivadas deben ser funciones
continuas ya que la ecuación (1.21) implica derivadas de segundo orden.

� 	(r; t) debe ser univaluada, ya que al ser función a cada argumento le corres-
ponde uno y solo un valor de la función.

� En lo general, 	(r; t) debe ser de cuadrado integrable. La cantidad j	(r; t)j3 dv
representa la probablidad de encontrar en el tiempo t a la la partícula en un

volumen dv centrado en un punto r = r0. La probabilidad de encontrar la

partícula en cualquier parte del espacio debe ser igual a uno, razón por la cual

	(r; t) es cuadrado integrable [67].

� 	(r; t) debe de cumplir las condiciones de frontera del sistema, ya que esto
permite que de entre una familia de soluciones se seleccione la que es físicamente

admisible.

Para el resto del trabajo sólo se considera el caso donde V (r; t) = V (r).

Si V (r; t) = V (r), la ecuación (1.19) puede ser resuelta mediante la técnica de

separación de variables. Se propone como función solución 	(r; t) =  (r)� (t). Susti-

tuyendo dicha función en la ecuación antes referida se obtiene

� ~
2

2m
� (t)r2 (r) + V (r) (r)� (t) = i~' (r)

d� (t)

dt
: (1.22)

Dividiendo ambos lados de la ecuación (1.22) entre  (r)� (t) se obtiene la siguiente

expresión

� ~
2

2m

1

 (r)
r2 (r) + V (r) = i~

1

� (t)

d� (t)

dt
: (1.23)

La ecuación (1.23) se puede descomponer en las siguientes dos ecuaciones

i~
1

� (t)

d� (t)

dt
= E (1.24)

� ~
2

2m

1

 (r)
r2 (r) + V (r) = E: (1.25)

En ambas ecuaciones, E es una constante. La solución de la ecuación (1.24) se obtiene

así
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d� (t)

� (t)
= � i

~
Edt

ln� (t) = � iE
~
t

� (t) = e�
iE
~ t: (1.26)

Dado que la magnitud de j� (t)j = 1 el proceso se considera estacionario. Por otra
parte la ecuación (1.25) adquiere la forma

� ~
2

2m
r2 (r) + V (r) (r) = E (r) (1.27)

que es conocida como ecuación de Schrödinger estacionaria. Para el caso de una

variable x de posición unidimensional la ecuación (1.27) toma la forma

� ~
2

2m

d2

dx2
 (x) + V (x) (x) = E (x) : (1.28)

1.2 Elementos de análisis funcional

Para el estudio de la mecánica cuántica, es necesario conocer algunos conceptos e ideas

propias del análisis funcional. El contenido de la presente sección esta mayormente

basado en el material de los libros [2], [60] y [37].

Un conjunto R de elementos f , g, h,:::llamados vectores, es un espacio lineal (o
vectorial) si:

1. Hay una operación llamada adición, la cual está denotada por el símbolo +, con

respecto a la cual R forma un grupo abeliano [2]. El elemento cero es denotado

por 0.

2. La multiplicación de los elementos f , g 2 R por los elementos �, �, ,::: 2 C
está de�nida de manera que

� (f + g) = �f + �g (1.29)

(�+ �)f = �f + �f (1.30)

� (�f) = (��)f (1.31)

1�f = f , 0�f = 0: (1.32)
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Dado un espacio complejo lineal R, el producto interno es un mapeo binario que
asocia un par de vectores f , g 2 R con un número complejo denotado con (x;y) que

satisface lo siguiente:

1. Simetría (f ; g) = (g;f)�

2. Aditividad (f + g;h) = (f ;h) + (g;h)

3. Homogeneidad (�f ; g) = � (f ; g)

4. Positividad (f ;f) > 0 para toda f 6= 0.

El espacio complejo lineal R sobre el que está de�nido el producto interno recibe

el nombre de espacio con producto interno.

Los vectores f ; g 2 R son ortogonales si (f ; g) = 0.
Por otra parte, un conjunto de vectores g1, g2,:::, gn 2 R es linealmente indepen-

diente si la combinación lineal

a1g1 + a2g2 + :::+ angn = 0 (1.33)

con a1, a2,:::, an 2 C implica necesariamente que a1 = a2 = ::: = an = 0:

Un espacio lineal R es �nito dimensional (o de dimensión n) si R contiene n

elementos linealmente independientes. Si el espacio R tiene un número in�nito de

elementos linealmente independientes, se dice que es de dimensión in�nita.
El espacio lineal R con campo C es un espacio normado, si a cada elemento

g 2 R corresponde un elemento no negativo kgk llamado norma de g y que cumple las
siguientes condiciones:

1. kgk = 0 si y sólo si g = 0:

2. Si � 2 C , k�gk = j�j kgk donde j�j es el módulo de �.

3. kg + hk � kgk+ khk.

La norma de un vector g 2 R de�nida en base al producto interno es igual a

kgk =
p
(g; g): (1.34)

Con base a la anterior de�nición se puede establecer el siguiente hecho: cada

espacio normado es un espacio métrico con la métrica d (g;h) de�nida de la siguiente
manera. Dado g, h 2 R, d (g;h) = kg � hk [37].

Un conjunto que contiene todos sus puntos límite se dice que es un conjunto
cerrado [60].
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Si el espacio métrico R es la cerradura de un subconjunto contable Q � R, entonces

R es un espacio separable ([2]).
Una secuencia fgn 2 R j n 2 Ng es conocida como secuencia de Cauchy si para

n;m � N� se cumple d (gn; gm) < �, en donde los números N�; � 2 N.
Un espacio R con métrica es completo si cada secuencia de Cauchy converge a un

punto x 2 R: Un espacio normado completo S se conoce como espacio de Banach
[37].

1.2.1 Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert H es un espacio de producto interno de dimensión in�nita y

completo con respecto a la métrica generada por un producto interno [2]. La métrica

d (g;h) en un espacio de Hilbert está de�nida de la siguiente manera:

d (g;h) = kg � hk = (g � h; g � h)
1
2 (1.35)

Si los elementos e1, e2,:::, en de un conjunto M � H son vectores ortogonales,

y si cada uno de ellos está normalizado (norma igual a uno), entonces M es un

sistema ortonormal. Si M es un conjunto contable, entonces se le conoce como se-

cuencia ortonormal. Dada una secuencia de vectores independientes g1, g2, :::, gn, ::::

pertenecientes a un espacio de Hilbert H, se puede construir una secuencia equivalente

ortonormal de vectores e1,e2,:::,en,::. El proceso por medio del cual se consigue lo an-
terior es conocido como ortogonalización y se puede resumir a lo siguiente: se calcula

el vector kn+1 con la siguiente fórmula:

kn+1 = gn+1 �
nX
k=1

�
gn+1; ek

�
ek: (1.36)

La obtención del vector en se consigue por medio de la fórmula:

en+1 =
kn+1
kkn+1k

: (1.37)

Un sistema ortonormal e1, e2,:::, en,::: 2 H es cerrado si y sólo si para toda g 2 H se

cumple:

kgk2 =
1X
k=1

j(g; ek)j2 : (1.38)

La ecuación (1.38) también se conoce como relación de cerradura. Si la relación de

cerradura se cumple, entonces los vectores g, h 2 H cumplen con la relación general

de Parseval [2]:

(g;h) =
1X
k=1

(g; ek) (ek;h) : (1.39)
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Una secuencia ortonormal in�nita e1, e2,:::, en,::: 2 H es completa en H si, y sólo

si dicha secuencia es cerrada en H [2].

Cada sistema ortonormal completo en un espacio separable es necesariamente una

secuencia in�nita, también llamada base ortonormal del espacio H [2]. El producto

interno de los elementos feig1i=0 de la base ortonormal del espacio H es igual a la delta

de Kronecker

(ei; ek) = �ik �ik =

(
1 i = k

0 i 6= k:
(1.40)

Un ejemplo de espacio de Hilbert H es el espacio L2. Dado un intervalo (�nito

o in�nito) (a; b) sobre el eje de los números reales, se denota por L2 (a; b) (o L2)

al conjunto de funciones f medibles en el sentido de Lebesgue [60], de�nidas en el

intervalo (a; b), y evaluadas en los complejos C, tal que jf j2 es integrable en el sentido
de Lebesgue (para mayor información sobre las integrales de Lebesgue, consúltese [60]).

Además, f + g 2 L2 siempre que f , g 2 L2; y �f 2 L2 donde � 2 C y f 2 L2. Por lo
tanto L2 es un espacio lineal, donde el elemento cero es la función h = 0 en casi todo el

intervalo (a; b). El espacio L2 tiene de�nido su producto interno de la siguiente forma:

(f; g) =

bZ
a

f (t) g� (t) dt: (1.41)

La prueba de la completez de dicho espacio en el sentido de Cauchy es ofrecida por

Akhiezer y Glazman [2]. La convergencia de la función f en el espacio L2 está dada

por la siguiente ecuación:

lim
n!1

bZ
a

jf (t)� fn (t)j2 dt = 0: (1.42)

En la ecuación (1.42) fn (t) es una secuencia de funciones que convergen a f (t) en el

intervalo (a; b). Existen varias secuencias ortonormales completas para el espacio L2.

Un ejemplo de dichas secuencias son las funciones: 1p
2�
eikt (�k = 1, 2,:::) también

conocido como sistema trigonométrico, y cuya prueba de completez está dada en las

referencias [60], [2].

Un ejemplo del anterior espacio es el conjunto de eigenfunciones  (x) 2 L2 de la

ecuación de Schrödinger (1.28) las cuales forman un conjunto completo tal como se

puede deducir de los siguientes desarrollos.

Sea f (x) una función bien comportada (que en este caso signi�ca integrable en el

sentido de Lebesgue)

f (x) =
X
n

an'n (x) (1.43)
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que está en términos del conjunto de funciones ortonormales f'n (x)g. Para calcular
los coe�cientes an se multiplican ambos lados de la ecuación por '�m, y se integra

obteniéndose: Z
'�m (x) f (x) dx =

X
n

an

Z
'�m'ndx

am =

Z
f (x)'�m (x) dx: (1.44)

El producto interno (f (x) ; 'm (x)) en L2 es igual a

(f (x) ; 'm (x)) =

Z
f (x)'�m (x) dx: (1.45)

El producto interno de las funciones f (x) =
P
n an'n (x) y g (x) =

P
n bn'n (x)

es igual a

(g (x) ; f (x)) =

Z
g (x) f� (x) dx =

X
n;n0

bn0a
�
n

Z
'n0'

�
ndx =

X
n;n0

bn0a
�
n�n;n0 : (1.46)

Desarrollando el último término de la ecuación (1.46) se obtiene:

(g (x) ; f (x)) =
X
n;n0

bn0a
�
n: (1.47)

La última expresión es una forma alternativa de la relación de Parserval. Para re-

cuperar la ecuación (1.39) se reescribe la ecuación (1.44) como bn0 = (g; 'n) y a�n =

(f; 'n)
� = ('n; f). Sustituyendo en la ecuación (1.47) se obtiene lo siguiente

(g; f) =
X
n

(g; 'n) ('n; f) : (1.48)

A partir de (1.48), se puede concluir que el conjunto f'ng es completo. El conjunto
f'ng conforma una base del espacio L2.

Un caso especial se presenta cuando f (x) = g (x) =  (x), donde  (x) es la

intensidad del haz electrónico que aparece en la Figura 1.2 y en las ecuaciones (1.6) y

(1.7). Sustituyendo en (1.46) se obtiene lo siguiente:Z
j j2 dx =

X
n

janj2 : (1.49)

De la condición de normalización de la función de onda (1.7) se obtiene:

X
n

janj2 = 1: (1.50)
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Por lo tanto, si la función de onda  (x) está formada por la superposición de

funciones 'n con coe�ciente an, a partir del resultado (1.50) se puede interpretar

a janj como la contribución de cada función 'n a la función de onda (densidad de
probabilidad)  (x).

1.2.2 Operadores y funcionales lineales

SeanM y N dos espacios lineales. El operador L transforma los elementos del conjunto

M a elementos del conjunto N . Un operador lineal es aquél que para los elementos
f y g 2M , y los números complejos � y � cumple la ecuación

L (�f + �g) = �Lf + �Lg: (1.51)

donde D (L) =M es el dominio de de�nición del operador L. Si para toda f 2M se

cumple Lf = f , entonces L es conocido como el operador identidad y se denota por I.

Dado un operador lineal L, con su dominio D (L), que es un espacio de Hilbert, se

de�ne como kernel ker (L) al conjunto de elementos f 2 D (L) tal que Lf = 0. La

imagen del operador L es el conjunto de elementos g 2 N tal que

Im (L) = fg 2 N : g = Lf , f 2 DLg : (1.52)

El operador lineal L, que mapea de M a N es un operador continuo si de la
convergencia fk ! f cuando k ! 1 en M , se obtiene Lfk ! Lf cuando k ! 1 en

N .

El operador lineal L, que mapea los espacios lineales normados de M a N , es

un operador acotado si existe un número C > 0, tal que se cumple la siguiente

desigualdad:

kLfkN � C kfkM (1.53)

para toda f 2M ; donde k�kN y k�kM son las normas de los espacios lineales normados

N y M respectivamente.

Dado un operador lineal L con dominio M , la ecuación

Lu = F (1.54)

es conocida como ecuación lineal no homogénea. Si F toma como valor

Lu = �u (1.55)

y u 6= 0, al parámetro complejo � se le conoce como eigenvalor del operador L. Por su
parte al conjunto de soluciones no triviales u 2M se les conoce como eigenfunciones
del operador L.
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Un funcional lineal l es un operador lineal que transforma un elemento f 2 M en

un elemento del campo de los complejos C. La acción del operador l sobre f se denota
por medio del producto interno (l; f).

La continuidad de un funcional lineal signi�ca que si fk ! f cuando k ! 1 en

M , entonces la secuencia de números complejos (l; fk)! (l; f).

Operadores adjuntos y autoadjuntos

Se tiene un operador lineal, continuo, no acotado A, que de�ne la acción y = Ax,

mapeando de un espacio lineal D (A) = M (dominio del operador A) a un espacio

N . Además, hay un funcional continuo g de�nido sobre N , esto signi�ca que g 2 N�

(espacio dual). Al aplicarse el funcional g sobre y = Ax, se puede comprobar que

g (Ax) es también un funcional de�nido en el espacio M . Al nuevo funcional se le

puede denotar con f 2M�. Un operador adjunto Ay es aquel operador que mapea un

funcional lineal continuo g 2 N� a un funcional lineal continuo f 2 M�. Denotando

la acción del funcional f como (f; x) se obtiene

(g;Ax) =
�
Ayg; x

�
= (f; x) : (1.56)

A los operadores adjuntos también se les conoce como operadores conjugados [37].

Un operador adjunto tiene las siguientes propiedades

� El operador Ay es lineal.

�
�
Ay
�y
= A

� (A+B)
y
= A

y
+B

y
.

� Si k 2 C, (kA)
y
= k�A

y
:

Un operador autoadjunto es un operador lineal acotado A = A
y
. Por lo tanto

(Ax; z) = (x;Az) (1.57)

y además el dominio de A (D (A)) es igual al dominio de A
y
(D
�
A
y
�
). En la ecuación

(1.57) x, z 2M .
Si la ecuación (1.57) se cumple, pero D (A) 6= D

�
A
y
�
entonces A es un operador

hermitiano [5].

La expresión (Ax; x) es la forma cuadrática del operador A. La forma cuadrática

de los operadores hermitianos sólo toma valores reales ya que

(Ax; x) = (x;Ax)� = (Ax; x)� ; x 2M: (1.58)

Si el operador A es hermitiano, todos sus eigenvalores son reales, y sus eigenfun-

ciones correspondientes a diferentes eigenvalores son ortogonales [60].
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Operador de Schrödinger

A partir de la ecuación (1.28) se obtiene la expresión�
� ~

2

2m
r2 + V (x)

�
 (x) = E (x) (1.59)

donde

H = � ~
2

2m
r2 + V (x) (1.60)

es el operador de Schrödinger multidimensional. Para el caso de la ecuación (1.28) el

operador H toma la forma

H = � ~
2

2m

d2

dx2
+ V (x) (1.61)

y dicho operador se conoce como operador unidimensional de Schrödinger. A partir

de la ecuación (1.7), se sabe que las funciones  (x) 2 L2 (R). En la ecuación (1.59)
 (x) son las eigenfunciones del operador H, y E los eigenvalores. El operador H es

autodajunto solo si V (x) es real. Como es de esperarse, para operadores hermitianos

las eigenfunciones  (x) correspondientes a diferentes eigenvalores E son ortogonales

entre sí.

Notación de Dirac

Además de los trabajos de Schrödinger, Heisenberg presentó una formulación de la

mecánica cuántica basada en matrices (mecánica matricial) [18], [67]. Cabe señalar que

tanto la formulación de Schrödinger como la de Heisenberg son equivalentes y conducen

a las mismas relaciones físicas. Existe además una formulación de la mecánica cuántica

aún más general realizada por Dirac [18], [67].

Se introduce la notación de Dirac para representar a un conjunto de vectores en el

espacio de Hilbert. Un vector 	 2 H se denota por el símbolo j	i conocido como ket.
Por otra parte, se de�ne para cada vector ket un funcional lineal llamado vector bra

y denotado por h	j
(j	i)y = h	j : (1.62)

Dados dos kets j	i y j'i se de�ne el producto interno de la siguiente manera

h'j	i = c (1.63)

en donde c 2 C. Por lo tanto los vectores bra mapean kets al campo de los complejos.
El módulo al cuadrado del ket j	i es

h	j	i = k	k2 : (1.64)
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La base de un espacio de Hilbert H en términos de la notación de Dirac es un

conjunto de kets fjaiig, tal que su producto interno da como resultado [18]

haj jaii = �ij (1.65)

mientras que para el caso continuo la expresión es igual a [18] :D
xjx0

E
= �

�
x� x0

�
: (1.66)

Un ket j	i puede ser expresado en términos de la base fjaiig de la siguiente forma
[18] :

j	i =
X
i

ci jaii : (1.67)

El valor de un coe�ciente ck se obtiene del producto interno de los kets j	i y jaki

hakj	i =
X
i

ci hakjaii =
X
i

ci�ki = ck: (1.68)

Por lo tanto, la ecuación (1.67) se puede escribir así:

j	i =
X
i

ci jaii = jaii haij	i (1.69)

)
X
i

jaii haij = I:

En la ecuación (1.69) I es la matriz identidad. La anterior ecuación es la relación de

completez para variables discretas en notación de Dirac. En el caso de las variables

continuas, la relación es igual a [18] :Z
jxi hxj dx = 1: (1.70)

El anterior resultado es introducido en la expresión (1.68)

ck = hakj	i =
Z
hakjxi hxj	i dx: (1.71)

Pero de la ecuación (1.44) se sabe que ck =
R
'�k (x)	 (x) dx. Por lo tanto se puede

establecer la siguiente relación

hxj	i = 	(x) : (1.72)

La ecuación (1.72) también es conocida como Teorema de Riesz [5]. Estos re-

sultados muestran la relación que existe entre la notación de Dirac y la función de

onda 	. Sustituyendo estos resultados en la ecuación (1.20), se obtiene la ecuación de

Schrödinger en notación de Dirac

H j	i = i~
@ j	i
@t

: (1.73)
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1.3 Postulados de la Mecánica Cuántica

Los postulados de la Mecánica Cuántica son el conjunto mínimo de reglas a partir de

las cuales se desarrolla toda la teoría cuántica. y las cuales resultan de las observaciones

experimentales. John Von Neumann fue el primero en formular dichos postulados en

[61]. Dichos postulados gobiernan a todos los sistemas cuánticos. La forma es que

se presentan dichos postulados en el presente trabajo está basada en la forma en que

son expuestos en [67]. Para poderlos enunciar es necesario de�nir previamente algunos

conceptos:

� Sistema físico.- Una porción del universo que es aislable o sometible a manipu-
lación experimental.

� Observables.- Cantidades físicas, o atributos y propiedades de un sistema físico.

� Estado del sistema.- La información física de un cierto sistema.

� Medición.- Proceso de interacción entre objetos clásicos y cuánticos.

Los postulados son generalmente expresados en notación de Dirac y son los sigui-

entes:

1. Una cantidad física medible �, llamada observable o variable dinámica, está re-

presentada por un operador hermitiano A cuyas eigenfunciones forman una base

completa.

2. Toda la información física accesible del sistema está concentrada en el ket j	(t)i 2
H donde t es un parámetro y H un espacio de Hilbert.

3. El resultado de medir � sólo puede ser alguno de los eigenvalores del operador

correspondiente A. Es importante notar que si el operador A es hermitiano, los

eigenvalores correspondientes sólo serán números reales, lo cual se corresponde

con la naturaleza de las cantidades físicas medibles. Si el resultado de medir �

en el estado j	(t)i es an el estado del sistema inmediatamente después de la
medición cambia a j	ni. Lo anterior se representa matemáticamente así

A j	(t)i = an j	ni : (1.74)

En la ecuación (1.74) an = h	n j 	(t)i.

4. Sea j	i 2 H el vector de estado del sistema. La probabilidad de encontrar el

eigenvalor �1 como resultado de medir � es el módulo al cuadrado del coe�ciente
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de ja1i en la expansión de j	i en la base de eigenvalores de A. Para el caso
de espectro discreto (el cual se de�nirá en el Capítulo 2), de acuerdo a [67]

la probabilidad Pn (an) de obtener el eigenvalor an cuando no es degenerado

(degenerado signifca que a dos o más eigenvectores disitinos les corresponde el

mismo eigenvalor) es igual a :

Pn (an) =
jh	n j 	ij2

h	 j 	i =
janj2

h	 j 	i : (1.75)

Si an es m- degenerada, la probabilidad Pn es

Pn (an) =

mX
j=1

���D	jn j 	E���2
h	 j 	i =

mX
j=1

���a(j)n ���2
h	 j 	i : (1.76)

La expresión (1.75) puede ser extendida al caso continuo, para determinar la

densidad de probabilidad que una medición de A entregue un valor entre a y

a+ da en un sistema cuyo estado inicial es j	i es

dP (a)

da
=
j	(a)j2

h	 j 	i =
j	(a)j2Z
j	(a)j2 da

: (1.77)

5. La evolución temporal del vector de estado j	(t)i está gobernada por la ecuación
de Schrödinger

i~
d j	i
dt

= H j	i : (1.78)

Los postulados de la mecánica cuántica se pueden dividir en dos categorías: los

primeros cuatro describen el sistema en un tiempo determinado, mientras que el quinto

describe la evolución en el tiempo del sistema.

1.4 Propagación de partícula libre y normalización de
Born

El caso de propagación más simple corresponde a V (x) = 0, x 2 R. En tal caso la
ecuación de Schrödinger toma la forma

� ~
2

2m

d2

dx2
' (x) = E' (x) (1.79)

la cual se puede reescribir como�
d2

dx2
+ k2

�
' (x) = 0 (1.80)
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donde k2 = 2mE
~2 , a k se le conoce como número de onda. La solución más general

para la ecuación (1.80) es una combinación lineal de ondas planas linealmente inde-

pendientes ('+ (x) = eikx, '� (x) = e�ikx)

'k (x) = A+e
ikx +A�e

�ikx: (1.81)

La función de onda completa en términos de x y el tiempo t es igual a

	k (x; t) = A+e
i(kx�!t) +A�e

�i(kx+!t): (1.82)

Dado que E = ~! = ~2k2
2m se puede expresar la anterior solución como

	k (x; t) = A+e
i(kx�~k2t=2m) +A�e

�i(kx+~k2t=2m): (1.83)

El primer término del lado derecho de la igualdad representa a una onda plana

que se propaga a la derecha, mientras el segundo término representa una onda que

se propaga a la izquierda. Las intensidades de dichas ondas son iguales a jAj2 y
jBj2 : Dichas ondas están asociadas a partículas libres que se propagan con energía
y momentos de�nidos. Estas soluciones sin embargo presentan varios inconvenientes

físicos entre los que se encuentran

� Las densidades de probablidades j	� (x; t)j2 = jA�j2 son constantes, no depen-
den de x, ni de t.

� La velocidad de la onda plana vwave = !
k =

~k
2m es menor a la velocidad de la

partícula v = p
m =

~k
m .

� La función no es normalizable
+1Z
�1

	�� (x; t)	� (x; t) dx = jA�j
2

+1Z
�1

dx!1:

La última condición hace que la solución no sea acpetable desde el punto de vista

físico. De lo anterior llegamos a la conclusión que la partícula libre no puede tener un

momento y una energía de�nidas de manera tan precisa.

Para solucionar los anteriores inconvenientes, se recurre a la superposición lineal de

ondas planas por medio de un paquete de ondas. Un paquete de ondas es una función

de onda localizada, esto es, con una amplitud grande en una región de�nida en el

espacio y cero fuera de ella. El paquete de ondas consiste de un grupo de ondas con

diferentes longitudes de ondas, y con fases y amplitudes escogidas de tal manera que

las ondas inte�eren constructivamente dentro de una región y destructivamente fuera

de ella. Lo anterior se puede hacer de la siguiente forma. Supóngase que el momento
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p = ~k de las partículas se distribuye en un intervalo (k1; k2) con amplitud A(k). El
paquete de ondas es igual a

	(x; t) =

k2Z
k1

A(k)e
i
�
kx�~k2

2m
t
�
dk (1.84)

donde A(k) es la amplitud con la que una onda plana de momento ~k y energía ~2k2
2m

contribuyen al paquete. Por tanto

Z
j	(x; t)j2 dx = jA(k)j2

1Z
�1

dx: (1.85)

Por esto si se elige bien el valor de A(k) se puede evitar la divergencia.

1.4.1 Normalización de Born

La idea básica del método consiste en considerar que el espacio donde se propaga la

onda plana es períodico (x = x+ L), por lo cual ' (x) = ' (x+ L), lo cual conduce a

la expresión Aeikx = Aeik(x+L), con lo cual se llega a la igualdad

eikL = 1;

por lo cual kL = 2n�: Se integra en el segmento de normalización
�
�L
2 ;

L
2

�
la densidad

de probabilidad de la función de onda

L
2Z

�L
2

j	j2 dx = jAj2
L
2Z

�L
2

dx = jAj2 L = 1 (1.86)

de donde se determina que A = 1p
L
: Con dicha condición se obtiene

'n (x) =
1p
L
ei

2�n
L
x (1.87)

Volviendo a aplicar la integral de normalización sobre 'n (x) y su conjugado '�n (x)

se obtiene
L
2Z

�L
2

'�n�(x)'n (x) dx =
sin [� (n� n0)]
� (n� n0) (1.88)

con lo cual se logra construir una función de cuadrado integrable. Para el caso L!1,
notar que la parte derecha de la ecuación de (1.88) no depende de L por lo que dicho

resultado sigue siendo válido.
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1.5 Guías de onda cuánticas

El contenido de esta sección esta basado en la presentación que sobre alambres cuán-

ticos hace el libro [29], así como los artículos [34] y [57].

Una guía de onda cuántica es una estructura en tres dimensiones que tiene
con�namiento en dos dimensiones y cuyo diámetro es lo su�cientemente pequeño para

que el comportamiento cuántico sea el dominante. El transporte electrónico dentro

de dicha estructura es esencialmente balístico, y análogo a la propagación de ondas

electromagnéticas en guías de onda clásicas [34]. Debido a que existe un fuerte con�-

namiento en dos direcciones, el movimiento en la dirección longitudinal es el de mayor

interés.

Entre las características más importantes de dicha estructura están

� Tamaños pequeños, típicamente de decenas a cientos of nm.

� Alta pureza; la trayectoria media libre del electrón puede estar en el orden de
�m.

� Estructura cristalina

� Las funciones de onda están usualmente suprimidas en las fronteras entre distin-
tos materiales.

La dirección longitudinal debe ser de una longitud mucho mayor a la que se tiene en

las direcciones con con�namiento. Los alambres cuánticos son modelados como guías

de onda cuánticas. Entre las aplicaciones propuestas a las guías de ondas cuánticas

destacan los sintonizadores de rama y sus superlátices, �ltros pasabanda e interruptores

cuánticos de interferencia [57].

1.5.1 Heterouniones y heteroestructuras

Para poder de�nir y estudiar lo que es un alambre cuántico es necesario conocer lo

que son las heterouniones y heteroestructuras. Las heterouniones se forman a partir

de la unión de dos materiales con diferentes bandas prohibidas. Una banda prohibida

Egap es la diferencia de energía que existe entre la banda de conducción y la banda de

valencia de un material, tal como aparece en la Figura 1.3 [29].

La discontinuidad en las bandas de conducción y valencia en una heterounión

puede ser representada por medio de un término constante. En [33] la ecuación de

Schrödinger para ambas bandas a lo largo de la estructura es igual a

� ~2

2m�
d2

dx2
 (x) + V (x) (x) = E (x) : (1.89)
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Figura 1.3: Banda de conducción, de valencia y prohibida para un material semicon-
ductor en bulto [22].

En la anterior ecuación m� es la masa efectiva de la aleación de materiales. En la

Figura 1.4 se muestra la grá�ca de potenciales unidimensionales V (x) en las bandas

de conducción y valencia de una heterounión.

Figura 1.4: Discontinuidad de los potenciales unidimensionales V (x) en la banda de
conducción y la banda de valencia de una heterounión [30].

Una heteroestructura está formada por múltiples heterouniones. Si una estructura

A queda en medio de dos capas de material B, EgapA < EgapB, y además la capa A es

lo su�cientemente pequeña para que el régimen cuántico sea el dominante, entonces tal

combinación de materiales recibe el nombre de pozo cuántico simple [29]. Cualquier

electrón tiende a su estado base, por lo cual los electrones quedan concentrados en

dicho pozo de la banda de conducción. La misma situación ocurre con los huecos en
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la banda de valencia.

Variaciones a los pozos cuánticos simples son los pozos cuánticos asimétricos, los

cuales se pueden formar a partir de la inclusión de una aleación entre los materiales A

y B. En la Figura 1.5 se muestran paredes cuánticas simples y asimétricas.

Figura 1.5: Pozos cuánticos simétrico y asimétrico [24].

La combinación de más de dos heterouniones da lugar a los pozos múltiples y los

superlátices. La diferencia entre ambos consiste en que mientras en los primeros los

pozos no interaccionan entre sí, en los segundos sí. Cuando los pozos cuánticos de las

bandas de conducción y valencia están alineados (como en la Figura 1.5) el sistema es

de tipo I. Cuando los materiales A y B están alineados de tal manera que los pozos

en ambas bandas no coinciden en la misma región espacial el sistema es de tipo II. Un

ejemplo de estructura tipo II se muestra en la Figura 1.6.

Figura 1.6: Heteroestructura de tipo II [13].
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1.5.2 Alambres cuánticos

En la física de semiconductores se conoce como dimensionalidad a los grados de libertad

que tiene el movimiento de una partícula dentro de un sistema. Los cuatro sistemas

de dimensionalidad básica se enlistan en la Tabla 1.1

Tabla 1.1: Sistemas de dimensionalidad básica
Sistema Grados de con�namiento (Dc) Grados de libertad (Df )
Material en bulto 0 3
Pozo cuántico 1 2
Alambre cuántico 2 1
Punto cuánico 3 0

La fabricación de alambres cuánticos se logra por medio de fotolitografía o litografía

de haces de electrones [29]. Con dichos procesos es posible crear una pequeña oblea

de los materiales que contienen pozos cuánticos. Las partículas con�nadas no sólo

presentan con�namiento a lo largo del eje donde está el pozo cuántico, sino también

en un eje adicional dependiendo del proceso de litografía al que hayan sido sometidas.

En la Figura 1.7 se muestra un ejemplo de alambre cuántico. Otro proceso para la

producción de alambres cuánticos es el V-grooved [29].

Figura 1.7: Alambre cuántico producto de la heterounión de Ga1�xAlxAs y GaAs
[24].

La ecuación de Schrödinger que modela el comportamiento de un alambre cuántico

en coordenadas rectangulares es

� ~2

2m�r
2u (x; y; z) + V (x; y; z)u (x; y; z) = Eu (x; y; z) : (1.90)
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El potencial V (x; y; z) se puede expresar como una suma de los potenciales en el

eje x, que es el eje en el cual viajan las partículas dentro de la guía de onda, más el

potencial en el plano (y; z), esto es V (x; y; z) = V (x) + V (y; z) [29].

En la parte interior de los alambres cuánticos V (y; z) = 0, V (x) 6= 0. Por lo tanto,
V (x; y; z) = V (x) adentro de dicha estructura. Las eigenfunciones también se pueden

expresar como el producto de dos componentes u (x; y; z) =  (x)� (y; z). A partir de

las anteriores consideraciones, y de que la energía se puede expresar como la suma de

dos componentes E = Ex + Eyz, se obtienen las siguientes dos ecuaciones

� ~2

2m�
d2 (x)

dx2
+ V (x) (x) = Ex (x) (1.91)

� ~2

2m�

�
@2

@y2
+

@2

@z2

�
� (y; z) = Ey;z� (y; z) : (1.92)



Capítulo 2

Teoría espectral de guías de
ondas cuánticas

En el presente capítulo se presenta el análisis del espectro del operador de Schrödinger

para guías de onda cuánticas utilizando el método de operador límite. El contenido

del presente capítulo se toma del capitulo 2 del trabajo de tesis de Maestría [59], y los

resultados están publicados en el artículo [51].

El espacio de Sobolev Hs (
) consiste de los elementos u 2 L2 (
), tales que

D�u (x) 2 L2 (
) para j�j � s en el dominio 
 � Rn. La derivada es en el sentido de
distribuciones [60], [8]. El producto interno está de�nido como

(u; v)Hs =
X
j�j�s

(D�u;D�v) : (2.1)

La norma de un elemento u 2 Hs (
) es igual a

kukHs = (u; u)Hs =

24X
j�j�s

Z


jD�u (x)j2 dx

35 1
2

: (2.2)

La funciones de clase Cp (G) son el conjunto de funciones f que son continuas, junto

con sus respectivas derivadas D�f (x), j�j � p (0 � p <1) en la región G donde el

operador de diferenciación está dado por

D�f (x) =
@j�jf (x1; x2; x3; :::)

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�3
3

: (2.3)

El índice � es un vector � = (�1; �2; �3; :::), por lo tanto j�j = �1 + �2 + �3 + :::.

2.1 Espectro esencial y operadores límite

Sea A un operador cerrado, no acotado en un espacio de Hilbert H con un dominio

DA. De acuerdo a [1] el operador A es un operador de Fredholm si ker (A) es un

35
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espacio de dimensión �nita, y el espacio H= Im (A) también es de dimensión �nita.

El número complejo � es un punto resolvente de A, si (A� �I)�1 existe y es
acotado en H. Al conjunto de puntos resolventes se les denota como R (A) � C. El
espectro de A se de�ne como sp (A) = CnR (A). El espectro discreto de A, el cual se
denota por spdis (A) es un subconjunto de sp (A) que consiste de eigenvalores aislados

de multiplicidad �nita. El espectro esencial de A, el cual se denota por spess (A), es
el conjunto � 2 C, tal que A��I no es un operador de Fredholm. Si A es autoadjunto
sp (A) = spdis (A) [ spess (A).

Sea x =
�
x
0
; xn+1

�
2 Rn�R, x0 = (x1; :::; xn) 2 Rn, Dxj = i @

@xj
. Ahora, se plantea

el siguiente problema de valor en la frontera �
 = 
� R

Au (x) =
(

A (x;D)u (x) x 2 �

@�
B (x;D)u (x) = 0 x 2 @�
 = @
� R.

(2.4)

donde

A (x;D)u (x) =

0@ X
1�i;j�n+1

aij (x)DxiDxj +
n+1X
j=1

bj (x)Dxj + c (x)

1Au (x) x 2 �


(2.5)

es un operador diferencial de segundo orden con coe�cientes en el espacio C1b
�
�

�
=

C1
�


�

C1b (R), donde 
 es la cerradura del dominio 
, 
 representa un producto

tensorial de espacios vectoriales y C1b (R) es el espacio de funciones in�nitamente
diferenciables en R, con todas sus derivadas acotadas. Por su parte B (x;D) se de�ne
como

B (x;D) =

n+1X
j=1

aj (x)Dxj + d (x) ; (2.6)

donde aj (x) ; d (x) 2 C1b
�
�

�
y @�
 es el operador estándar de restricción sobre la

frontera @�
:

Para el desarrollo posterior se supone que el problema (2.4) es uniformemente

elíptico. Esto signi�ca que el operador diferencial A (x;D) es uniformemente elíptico

en �
, esto es,

inf
x2�


inf
�2Sn�1

������
X

1�i;j�n+1
aij (x) �i�j

������ > 0; (2.7)

y los operadores A (x;D) y B (x;D) están conectados por la condición de uniformi-

dad de Lopatinsky-Shapiro (para mayor referencia consultar Capítulo 2 de [24]). La

elipticidad uniforme del problema (2.4) implica el siguiente estimado a priori

kukHS(�
)
� C

�
kA (x;D)ukHS�2(�
)

+ kukL2(�
)
�
; s > 3=2 (2.8)
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con una constante C > 0 e independiente de u 2 HS (�
) (para mayor referencia

consultar Teorema 2.50 de [24]).

Se considera a A como un operador no acotado en el espacio de Hilbert L2 (
)

con dominio

D (A) =
�
u 2 H2 (�
) : @�
B (x;D)u = 0

	
(2.9)

y la acción: D (A) 3 u ! A (x;D)u. El estimado a priori (2.8) implica que A es un

operador cerrado (para mayor información consultar el teorema 2.3.5 en la referencia

[1]).

Para el análisis posterior se considera la propiedad de Fredholm de A en términos
de sus operadores límites. Con ese propósito, se introducen las siguientes de�niciones

y hechos que aparecen en las referencias [11] y [52].

Sea ' 2 C1b
�
�

�
y h = (hm) una secuencia de puntos hm 2 Z que tiende a

in�nito. Entonces, el teorema de Arzelà-Ascoli implica que existe una subsecuencia

g = (gm) de h, y una función 'g 2 C1b
�
�

�
tal que ' (�+ gm) ! 'g en la topología

de C1
�
�

�
, esto es, para cada multi-índice � = (�1; �2; �3; :::), �j 2 f0g [N, y para

cada conjunto compacto K � R

@�x' (x+ g
m)! @�x'

g (x) (2.10)

uniformemente con respecto a cada x 2 
�K.
Sea g la secuencia de�nida arriba, tal que los siguientes límites:

agij (x) = lim
m!1

aij (x+ g
m) ; (2.11)

bgj (x) = lim
m!1

bj (x+ g
m) ; (2.12)

cg (x) = lim
m!1

c (x+ gm) ; (2.13)

agj (x) = lim
m!1

aj (x+ g
m) ; (2.14)

dg (x) = lim
m!1

d (x+ gm) ; (2.15)

existen en la topología de C1
�
�

�
.

En consecuencia, se puede de�nir el operador

Agu (x) =
(

Ag (x;D)u (x) x 2 �

@�
B

g (x;D)u (x) = 0 x 2 @�

(2.16)
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donde Ag (x;D) y Bg (x;D) se obtiene a partir de A (x;D) y B (x;D), reemplazando

los coe�cientes por los límites (2.10)-(2.15). El operador Ag tiene por nombre operador
límite de�nido por la secuencia g. El conjunto de todos los operadores límites de A es

denotado por Lim (A).

Teorema 1 Sea el problema (2.4) uniformemente elíptico. Entonces, el operador A
es de Fredholm si y sólo si 0 =2 sp (Ag) para cada operador límite Ag 2 Lim (A) .

El operador A se puede tratar como un operador pseudo diferencial en R con el
operador evaluado en símbolo

R� R 3 (t; �)! A0
(t; �) (2.17)

donde A0
(t; �) es el operador del problema con valor en la frontera en el dominio 
,

de�nido por el operador diferencial A
�
x
0
; t;Dx0 ; �

�
, donde Dx0 = (Dx1 ; :::; Dxn), y la

condición de frontera

@�
B
0
�
x
0
; t;Dx0 ; �

�
v
�
x
0
�
= 0 x

0 2 @�
: (2.18)

Notar que el operador A del problema con valor en la frontera es un operador de

Fredholm localmente (para mayor referencia consultar página 156 de [52], y página

61 de [11]) debido a que el problema (2.4) es uniformemente elíptico. Por lo tanto,

Teorema 1 sigue del Teorema 4.11 de [11].

El Teorema 1 implica el siguiente resultado.

Teorema 2 Sea (2.4) un problema elíptico, entonces

spess (A) =
[

Ag2Lim(A)
sp (Ag) : (2.19)

De�nición 3 Una función f 2 C1b
�
�

�
es lentamente oscilante en el in�nito y

pertenece a la clase SO
�
�

�
si

lim
xn+1!1

@f
�
x
0
; xn+1

�
@xn+1

= 0 (2.20)

uniformemente con respecto a x
0 2 
.

Notar que si f 2 SO
�
�

�
y Z 3 gm !1 son secuencias tales que el límite

lim
m!1

f (�+ gm) = fg (�)

existe en la topología de C1
�
�

�
, entonces la función fg es independiente de xn+1 y

fg 2 C1
�


�
:
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Sean los coe�cientes aij , bj y c de A (x;D) y los coe�cientes aj , d de B (x;D)

pertenecientes al espacio SO
�
�

�
. Por consiguiente, todos los operadores límite Ag =�

Ag
�
x
0
; Dx

�
; @�
B

g
�
x
0
; Dx;

��
tienen coe�cientes que son independientes de xn+1

2 R, y Ag es unitariamente equivalente al operador de multiplicación por el operador
evaluado en función R 3 � ! bA g (�), donde

bA g (�) v
�
x
0
�
=

8<: Ag
�
x
0
; Dx0 ; �

�
v
�
x
0
�
; x

0 2 
; � 2 R

@�
B
g
�
x
0
; Dx0 ; �

�
v
�
x
0
�
= 0 x

0 2 @�
; � 2 R:
(2.21)

Notar que bA g (�) es un problema elíptico en 
 para cualquier � 2 R. Entonces, el
operador bA g (�) tiene un espectro discreto

�
�g1 (�) ; �

g
2 (�) ; :::; �

g
k (�) ; :::

	
para cada

� 2 R ( vea el Capítulo 2 de [24]). Sea �j (Ag) =
n
� 2 C : � = �gj (�) ; � 2 R

o
que es

la curva de dispersión del operador límite Ag, entonces

sp (Ag) =
1[
j=1

�j (Ag): (2.22)

Por lo tanto, el anterior Teorema da a lugar a

Teorema 4 Sea el operador A uniformemente elíptico del problema de valor en la

frontera (2.4), con coe�cientes aij, bj, aj y d 2 SO
�
�

�
, entonces

spess (A) =
[

Ag2Lim(A)

1[
j=1

�j (Ag): (2.23)

2.2 Guías de ondas cuánticas cilíndricas

Para el análisis se considera un operador electromagnético de Schrödinger en el dominio

cilíndrico �


L�
u (x) = (ir� � (x))
2 u (x) + � (x)u (x) ; x 2 �
 (2.24)

donde � = (�1; :::; �n+1) =
�
�
0
; �n+1

�
es el potencial vectorial del campo magnético

B = r� � y � es el potencial escalar del campo eléctrico E = r�. Tanto �j , como
� son funciones evaluadas en los reales y pertenecen al espacio SO

�
�

�
. Además se

considera la siguiente condición de frontera para el operador L�


@


�
�u+ �

@u

@�

�
(x) = 0; x 2 @�
: (2.25)

donde �; � son funciones evaluadas en los reales en el espacio SO
�
�

�
tales que

inf
x2@�


�
�2 (x) + �2(x)

�
> 0:
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Notar que el operador

L�
 =
(

L�
u (x) x 2 �

@


�
�u+ � @u@�

�
(x) = 0; x 2 @�
;

(2.26)

es uniformemente elíptico en �
 (consultar Capítulo 1.6 de [49]).

Se considerará el operador L�
 como un operador no acotado en el espacio de
Hilbert L2 (�
) con dominio

D (L�
) =
�
u 2 H2 (�
) : @


�
�u+ �

@u

@�

�
(x) = 0; x 2 @�


�
(2.27)

actuando en u 2 D (L�
) como u! L�
u. Aplicando la fórmula de GreenZ
�


Luvdx�
Z
�


uLvdx =

Z
@�


�
@u

@v
v � u@v

@v

�
d�;

donde d� es la medida de Lebesgue de la super�cie sobre @�
 y u; v 2 D (L�
),
se obtiene que el operador L�
 es simétrico. Esto implica que el operador L�
 es
autoadjunto (consultar Capítulo 2.4 de [55]).

Sea

Lg�
u (x) =

8<: Lg�
u (x) =

��
ir� �g

�
x
0
��2

+�g
�
x
0
��

u (x) x 2 �


@

�
�gu+ �g @u@�

�
(x) = 0; x 2 @�
:

(2.28)

un operador límite de L�
 de�nido por la secuencia g = (gm) ; donde �g, �g, �g, y �g

dependen unicamente de x0 2 
.
Como se mencionó anteriormente, se considera Lg�
como un operador autoadjunto

no acotado en L2 (�
) con dominio

D
�
Lg�


�
=

�
u 2 H2 (�
) : @


�
�gu+ �g

@u

@�

�
(x) = 0; x 2 @�


�
(2.29)

y la acción D
�
Lg�


�
3 u! Lgu.

Por simplicidad se asume que �gn+1
�
x
0
�
= �gn+1 = a donde a es una constante,

para cualquier secuencia g. Entonces el operador Lg�
 es unitariamente equivalente
al operador de multiplicación por el operador evaluado en función R 3 � ! dLg�
 (�),
donde

dLg�
 (�) v �x0� =
8><>:
��
irx0 � �

0g
�
x
0
��2

+�g
�
x
0
�
+ �2

�
v
�
x
0
�

x
0 2 
; � 2 R

@

�
�gv + �g @u@�

� �
x
0
�
= 0; x

0 2 @
; � 2 R:
(2.30)
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Los operadores dLg�
 (�) tienen un espectro discreto ��g1 (�) < �g2 (�) < ::: < �gk (�) < :::
	

para cada � 2 R, donde
�gk (�) = �gk + �

2; (2.31)

y
�
�gk
	1
k=1

es la secuencia de eigenvalores del operador del problema con valor en la

frontera en 


Mg

v
�
x
0
�
=

8><>: Lg�
u (x) =

��
irx0 � �

0g
�
x
0
��2

+�g
�
x
0
��
v
�
x
0
�

x
0 2 


@

�
�gv + �g @u@�

� �
x
0
�
= 0; x

0 2 @
:
(2.32)

Por consiguiente

�m(Lg�
) =
�
� 2 R : � = �gm + �

2; � 2 R
	
: (2.33)

La expresión (2.33) implica que

sp
�
Lg�


�
=
�
min sp

�
Mg



�
;+1

�
(2.34)

Aplicando el Teorema 4 se obtiene

spess (L�
) = [{ (L�
) ;+1) (2.35)

donde

{ (L�
) = inf
Lg�
2Lim(L�
)

min sp
�
Lg�


�
: (2.36)

Ejemplo 5 Sean los siguientes límites uniformes con respecto a x
0 2 


lim
xn+1!1

�
�
x
0
; xn+1

�
= ��

�
x
0
�

lim
xn+1!1

�
�
x
0
; xn+1

�
= ��

�
x
0
�

lim
xn+1!1

�
�
x
0
; xn+1

�
= ��

�
x
0
�

lim
xn+1!1

�
�
x
0
; xn+1

�
= ��

�
x
0
�

Entonces, existen dos operadores límites L��
 de�nidos por los potenciales �
�y ��y

los coe�cientes de la condición de frontera �� y ��. Por lo tanto

{ (L�
) = inf [�;+1) (2.37)

donde � = min
�
�+1 ; �

�
1

	
y ��1 son los eigenvalores mínimos de los operadores

M�

 v
�
x
0
�
=

8><>:
��
irx0 � ��

�
x
0
��2

+��
�
x
0
��
v
�
x
0
�
; x

0 2 


@

�
��v + �� @u@�

� �
x
0
�
= 0; x

0 2 @
:
(2.38)

Ejemplo 6 Sea

� (x) = �0 (x) + �1 (xn+1) ; � (x) = �0 (x) + �1 (xn+1) (2.39)
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donde �0, �0 2 C1b
�
�

�
y lim
xn+1!1

�0

�
x
0
; xn+1

�
= lim

xn+1!1
	0

�
x
0
; xn+1

�
= 0 uni-

formemente con respecto a x
0 2 
. Se considera el operador D�
 del problema de

Dirichlet para el operador de Schrödinger (ir� �)2+�: Los operadores límite para el
operador D�
 son equivalentemente unitarios a los operadores

Dg
�

u (x) = (��+�g)u (x) ; x 2 �
; uj@�
 = 0 (2.40)

donde �g 2 R. Entonces, sp
�
Dg
�


�
= [�min +�

g;+1) ; donde �min es el eigen-
valor mínimo del problema de Dirichlet para el operador �� en el dominio 
. Esto

implica que

spess (D�
) =

�
�min + lim

xn+1!1
inf �1 (xn+1) ;+1

�
. (2.41)

2.3 Guías de ondas cuánticas estrati�cadas horizontal-
mente

Considérese el operador del problema de Dirichlet (para la de�nición de dicho pro-

blema, consultar [60])

D�
 =

�
� ~

2

2m
4+�(xn+1)

�
u (x) ; x 2 �
; uj@�
 = 0 (2.42)

donde � 2 SO (R). Aplicando la expresión (2.41) se obtiene

spess (D�
) = [�min +�lim inf ;+1) : (2.43)

En la expresión (2.43) �lim inf = lim
xn+1!1

inf �1 (xn+1) y �min es un eigenvalor mínimo

del operador del problema de Dirichlet D
 para �4 en 
. En el caso particular donde

lim
xn+1!1

inf �1 (xn+1) = 0, se obtiene

spess (D�
) = [�min;+1) : (2.44)

Por lo tanto el espectro discreto de D�
 tiene valores menores a �min. El operador

D�
 tiene puntos espectrales de la forma f�j + �kg
1
j;k=1, donde f�jg

1
j=1 = sp (D
)

(dondeD
 es el operadorD�
 en el dominio 
) y �k es el espectro discreto del operador

L = � ~2
2m

d2

dt2
+� en el espacio L2 (R). Sea el potencial � negativo e igual a cero fuera del

segmento [a; b] � R. Entonces el operador L puede tener un conjunto �nito de puntos
negativos del espectro discreto f�1 < �2 < ::: < �m < 0g. En consecuencia, el espectro
discreto de D�
 es �nito y consiste de los puntos f�kj = �j + �k : �j + �k < �ming.
Los eigenvalores �j + �k � �min están embebidos en el espectro esencial [�min;+1) de
D�
 .



Capítulo 3

Investigación del problema de
dispersión unidimensional por el
método SPPS

En el presente capítulo se hará un análisis de la dispersión de ondas cuánticas de-

bido a potenciales unidimensionales. El contenido del presente capítulo, incluidos los

resultados numéricos y grá�cas fueron publicados en [54].

3.1 Problema de dispersión unidimensional

El comportamiento dinámico en procesos cuánticos unidimensionales está descrito por

la ecuación de Schrödinger en una dimensión con un potencial asociado V (x) que es un

potencial acotado, real y diferente de cero en [a; b] como el que aparece en la Figura

3.1 y E es el eigenvalor del sistema (energía)

H (x) =
�
� ~

2

2m

d2

dx2
+ V (x)

�
 (x) = Eu (x) ; (3.1)

en donde H es el operador de Schrödinger en una dimensión y  (x) es la función de

onda en una dimensión. Sin pérdida de generalidad, en (3.1) el potencial V (x) es una

función real continua a trozos tal que

V (x) =

8><>:
V1; x 2 (�1; a);
V0(x); x 2 [a; b];
V2; x 2 (b;+1):

Por de�nición V1 � V2: El operador H es un operador autoadjunto en L2(R) con un
dominio H2(R) y con un espectro continuo [V1;1):

43
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Figura 3.1: Potencial unidimensional y funciones de onda de entrada y salida

La ecuación (3.1) se puede reescribir como

H1 (x) =
�
� d2

dx2
+ q(x)

�
 (x) = � (x); � 2 R; x 2 R; (3.2)

donde

q(x) =

8><>:
q1; x 2 (�1; a);
q0(x); x 2 [a; b];
q2; x 2 (b;+1);

(3.3)

q0(x) =
2mV0(x)

~2
; qj =

2mVj
~2

; j = 1; 2; � =
2mE

~2
:

Sea la energía total de la partícula E 2 (V2;1): Esto implica que � > q2 � q1: Se

establece

kj =
p
�� qj > 0; j = 1; 2:

Se de�nen las soluciones de (3.2) con la forma

 (x) =

8><>:
eik1(x�a) +Re�ik1(x�a); x < a

c1 1(x) + c2 2(x); x 2 (a; b)
Teik2(x�b); x > b

; (3.4)

donde  1(x);  2(x) son soluciones linealmente independientes de (3.2) en (a; b): La fun-

ción de onda  (x) describe el proceso de dispersión de la partícula con energía E > V2

moviéndose de izquierda a derecha. Por de�nición el coe�ciente de transmisión es igual
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al módulo del cociente de la densidad de corriente de probabilidad de la onda trans-

mitida entre la densidad de corriente de probabilidad de la onda incidente; mientras

que el coe�ciente de re�exión es el módulo del cociente de la densidad de corriente

de probabilidad de la onda re�ejada entre la densidad de corriente de probabilidad de

la onda incidente [67]. A partir de las soluciones (3.4) dichos coe�cientes son jRj2 y
k1
k2
jT j2

La suma de ambos coe�cientes debe cumplir la ecuación

jRj2 + k1
k2
jT j2 = 1: (3.5)

Sean  1;  2 soluciones linealmente independientes de (3.2) en [a; b] que satisfacen

las condiciones de Cauchy

 1(a) = 1;  
0
1(a) = 0; (3.6)

 2(a) = 0;  
0
2(a) = 1: (3.7)

Aplicando a (3.4) las condiciones (3.6),(3.7) se obtienen las ecuaciones

1 +R = c1; (3.8)

ik1(1�R) = c2;

T = c1 1(b) + c2 2(b);

ik2T = c1 
0
1(b) + c2 

0
2(b):

Las ecuaciones (3.8) implican que

(1 +R) 1(b) + ik1(1�R) 2(b) = T; (3.9)

(1 +R) 01(b) + ik1(1�R) 02(b) = ik2T;

y

R =
 01 (b) + k2k1 2 (b) + i [k1 

0
2(b)� k2 1 (b)]

k2k1 2 (b)�  01 (b) + i [k2 1 (b) + k1 02(b)]
; (3.10)

T = [(1 +R) 1(b) + ik1(1�R) 2(b)] : (3.11)

Es claro que kj = kj(�) =
p
�� qj > 0; j = 1; 2;  j(b) =  j(b; �); j = 1; 2 y por lo

tanto R = R(�); T = T (�) depende del parámetro espectral � = 2mE
~2 ; y por lo tanto

de la energía E de la partícula.

Existe una extensa literatura sobre el cálculo numérico de los coefcientes de trans-

misión y re�exión (consultar para mayores detalles [3], [15], [17], [28], [47]).
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Una implementación numérica de R y T está basada en las soluciones del problema

de Cauchy para la ecuación (3.2) en el intervalo (a; b): En este trabajo las soluciones

la problema de Cauchy (3.6), (3.7) se buscan en la forma de series de potencia

 (z; �) =

1X
k=0

ak(z)�
k (3.12)

con respecto al parámetro espectral � 2 C con coe�cientes ak los cuales son calculados
por medio del método de Series de Potencia de Parámetro Espectral (SPPS) que será

analizado en la sección 3.2.2 C con coe�cientes ak los cuales son calculados por medio
del método de Series de Potencia de Parámetro Espectral (SPPS) que será analizado

en la Sección 3.2.

3.1.1 Potencial rectangular

Sea

V (x) =

(
U0 > 0; x 2 [0; b]
0; x 6= [0; b]

;

y E > U0: Sean

k1 =

p
2mE

~
; k2 =

p
2m(E � U0)

~
:

En este caso la solución u(x) en dicho segmento es igual a

 (x) = A2e
k2x +B2e

�k2x; x 2 (0; b); (3.13)

donde k2 =
p
2m(V0�E)

~ . Aplicando las condiciones de continuidad entre las soluciones

(3.4), (3.13) y sus primeras derivadas en los puntos x = 0 y x = b se pueden obtener

las siguientes expresiones para R y T (para mayor detalle consultar [67])

T =

"
1 +

1

4

�
k21 + k

2
2

k1k2

�2
senh2 (k2b)

#�1
; (3.14)

R =
1

4
T

�
k21 + k

2
2

k1k2

�2
senh2 (k2b) : (3.15)

3.1.2 Potencial Posch-Teller

Un potencial Posch-Teller es V (x) = U0
cosh2(�x)

; donde U0 > 0; � > 0: Una grá�ca se

muestra en la Figura 3.2.

Este potencial no es �nito, pero V (x) decrece exponecialmente en in�nito, esto es

V (x) � Ce�2�jxj; C > 0:
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Figura 3.2: Grá�ca del potencial V (x) = U0
cosh2(�x)

con U0 = 1 eV y � = 1� 109 nm�1

en el intervalo x 2 [�5; 5] nm:

Se considera una solución  de la ecuación (3.2) con las asíntotas

 (x) �
(
eikx +R e�ikx; x! �1

Teikx; x! +1
; k =

p
2mE

~
:

Aquí R y T son los coe�cientes de transmisión y re�exión . En [43] la solución

 (x) de la ecuación (3.2) con potencial U0
cosh2(�x)

es obtenida como

 (x) = (1� �2)�ik=2�F
�
(�ik=�)� s; (�ik=�) + s+ 1; (�ik=�) + 1; 1

2
(1� �)

�
;

(3.16)

donde F es una función hipergeométrica, � = tanh (�x), k =
p
2mE
~ , y s = 1

2

�
�1 +

q
1� 8mU0

�2~2

�
.

La asíntota de  (x) para x! �1 es

 (x) � e�ikx
� (ik=�) � (1� (ik=�))

� (�s) � (1 + s) + eikx
� (�ik=�) � (1� (ik=�))

� ((�ik=�)� s) � ((�ik=�) + s+ 1) :

(3.17)

Considerando que �(x)�(1� x) = �
sinx� se obtiene

jRj2 =
cos2

�
1
2�
q
1� 8mV0

~2�2

�
�
sinh2 (�k=�) + cos2

�
1
2�
q
1� 8mV0

~2�2

�� ; (3.18)
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si 8mV0~2�2 < 1. En otro caso

jRj2 =
cos2

�
1
2�
q
1� 8mV0

~2�2

�
�
sinh2 (�k=�) + cos2

�
1
2�
q

8mV0
~2�2 � 1

�� : (3.19)

Tomando en cuenta que jRj2 + jT j2 = 1 se obtiene

jT j2 = sinh2 (�k=�)

sinh2 (�k=�) + cos2
�
1
2�
q
1� 8mV0

~2�2

� (3.20)

si 8mV0~2�2 < 1. En otro caso

jT j2 = sinh2 (�k=�)

sinh2 (�k=�) + cos2
�
1
2�
q

8mV0
~2�2 � 1

� : (3.21)

3.1.3 Potencial exponencial

Sea V (x) = U0
1+e��x donde U0 > 0; � > 0 son constantes. Una grá�ca de dicho potencial

se muestra en la Figura 3.3

Figura 3.3: Grá�ca del potencial V (x) = U0
1+e��x con U0 = 1 eV y � = 1� 109 nm�1

en el intervalo x 2 [�10; 10] nm.
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Se observa de la grá�ca que limx!�1 V (x) = 0 y limx!+1 V (x) = U0: El compor-

tamiento asintótico de la solución  (x) está dado por

 (x) �
(
eik1x +Re�ik1x; x! �1

A2e
ik2x; x! +1

;

k1 =

p
2mE

~
; k2 =

p
2m (E � U0)

~
; E > U0:

En [43] la solución de la ecuación de Schrödinger (3.2) con potencial V (x) = U0
1+e��x es

igual a

 (x) = F

�
i[k1 � k2]=�;�i[k1 + k2]=�;

�2ik2
�

+ 1; �

�
;

donde � = �e��x, k1 =
p
2mE
~ and k2 =

p
2m(E�U0)

~ . La forma asintótica de la solución

(x! �1) es

u(x) � (�1)�ik2=�
h
C1e

ik1x + C2e
�ik1x

i
;

donde

C1 =
�(�2ik1=�)�(�2ik2=�+ 1)

�(�i (k1 + k2) =�)�(�i (k1 + k2) =�+ 1)
;

C2 =
�(2ik1=�)�(�2ik2=�+ 1)

�(i (k1 � k2) =�)�(i (k1 � k2) =�+ 1)
;

y aplicando la fórmula � (x) � (1� x) = �= sin (�x) se obtiene que el módulo de R es

igual a

jRj2 =
����C2C1

����2 = sinh2 (� (k1 � k2) =�)
sinh2 (� (k1 + k2) =�)

; k1 > k2: (3.22)

Aplicando la relación k2
k1
jT j2 +R se obtiene

jT j2 = k2
k1
(1� jRj2): (3.23)

3.2 Series de potencia de parámetro espectral

3.2.1 Problema de Sturm Liouville

Se de�ne como ecuación de Sturm Liouville a la ecuaciónh
r (x)u(x)

0
i0
+ [q (x) + �p (x)]u(x) = 0 (3.24)
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La ecuación (3.24) está de�nida en un intervalo [a; b] 2 R. Dentro de dicho inter-
valo, se suponen continuas p; q; r; r

0
, así como

p (x) > 0: (3.25)

En los puntos a y b se imponen las condiciones de frontera

k1u (a) + k2u
0
(a) = 0 (3.26)

l1u (b) + l2u
0
(b) = 0

con las constantes k1 y k2 sin ser ambas cero, y las constantes l1 y l2 sin ser ambas cero.

Al problema con valores en la frontera conformado por las ecuaciones (3.24)-(3.26) se

le conoce como problema de Sturm Liouville.
Las soluciones no triviales u(x) a la ecuación (3.24) que satisfacen las condiciones

de frontera (3.26) son las eigenfunciones del problema, y al número � se le conoce

como eigenvalor del problema.

Los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville, incluso en número inde�nido,

existen bajo condiciones bastantes generales sobre las funciones p, q, r de la ecuación

(3.24). Las demostraciones son proporcionadas en las referencias [10], [30]. Además,

si p; q; r y r
0
son funciones con valores reales y continuas en el intervalo a � x � b y

p es positiva en ese intervalo, entonces todos los eigenvalores del problema de Sturm-

Liouville son reales [42].

El producto interno en el espacio de las eigenfunciones del problema de Sturm-

Liouville fumg de�nidas en [a; b] 2 R, con respecto a la función peso p (x) > 0 es

(um; un) =

bZ
a

p (x)um (x)un (x) dx: (3.27)

Por lo tanto, la ortonormalidad de dichas eigenfunciones con respecto a la función peso

p (x) > 0 es
bZ
a

p (x)um (x)un (x) dx = (um; un) = �mn: (3.28)

La norma kumk de la función um se de�ne por

kumk =

vuuut bZ
a

p (x)u2m (x) dx: (3.29)

Aquí se supone que las funciones p; q; r y r
0
en la ecuación de Sturm-Liouville (3.24)

tienen valores reales y son continuas en el intervalo [a; b], y que p (x) > 0. Sean
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um (x) y un (x) eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville (3.24) y (3.26) que

corresponden a eigenvalores diferentes �n y �m, respectivamente. Entonces um (x) y

un (x) son ortogonales en ese intervalo con respecto a la función peso p [42].

Si r (a) = 0 entonces la ecuación superior del sistema (3.26) puede eliminarse

del problema. Si r (b) = 0, entonces la ecuación inferior del sistema (3.26) puede

eliminarse y entonces se requiere que u y u
0
permanezcan acotadas en tal punto.

Cuando el problema de Sturm-Liouville tiene las anteriores condiciones se le conoce

como singular [42]. Si r (a) = r (b), entonces las condiciones de frontera (3.26) pueden

sustituirse por las condiciones periódicas en la frontera

u (a) = u (b) ; u
0
(a) = u

0
(b) : (3.30)

El problema de valor en la frontera compuesto por la ecuación (3.24), y las condiciones

(3.30) se conoce como problema periódico de Sturm-Liouville.

Sean fumg un conjunto ortogonal con respecto al peso p (x) en un intervalo [a; b].
La serie de Fourier generalizada de la función f (x) en términos de um es igual a

f (x) =

1X
m=0

amum (x) : (3.31)

En el desarrollo (3.31) a los términos am se les conoce como constantes de Fourier de

f (x) respecto de um, cuya fórmula es

am =
(f; um)

kumk2
=

1

kumk2

bZ
a

p (x) f (x)um (x) dx: (3.32)

El desarrollo (3.31) converge y representa a f si

lim
k!1

bZ
a

p (x) [sk (x)� f (x)]2 dx = 0: (3.33)

En el límite (3.33), el término sk (x) es la suma parcial de (3.31)

sk (x) =

kX
m=0

amum (x) : (3.34)

Desarrollando el límite (3.33), y considerando que el integrando de la izquierda no

puede ser negativo [42], se obtiene la desigualdad

kX
m=0

a2m � kfk
2 =

bZ
a

p (x) f2 (x) dx. (3.35)
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Cuando fumg es un conjunto completo, en la ecuación (3.35) se cumple la igualdad a
ambos lados.

Una importante cantidad de problemas físicos se reducen al problema de Sturm-

Liouville. Uno de ellos es la ecuación de Schrödinger unidimesional. Supóngase que

en (3.24) r (x) = �1; p(x) = 1. Se obtiene por lo tanto la ecuación

�u(x)00 + q(x)u(x) = �u(x) (3.36)

que es similar a la ecuación de Schrödinger de�nida en (3.2) donde  (x) = u(x):

3.2.2 Introducción al método de series de potencias de parámetro
espectral (SPPS)

El método SPPS fue propuesto por V. Kravchenko [39] y es un método que resuelve

numéricamente ecuaciones diferenciales, entre las que se encuentra la ecuación de

Sturm-Liouville. El método SPPS ha sido aplicado exitosamente a diferentes proble-

mas de la Física Matemática que se reducen al problema de Sturm Liouville (ver [13],

[14], [36], [40]). En [7] el método SPPS fue aplicado al análisis de guías de onda

electromagnéticas. Sea

� (x)" + q(x) (x) = � (x); x 2 (a; b) (3.37)

una ecuación de Schrödinger en el intervalo (a; b) con un potencial continuo a trozos

q(x) en [a; b]. Dado que q 2 L1([a; b]) cada solución  de la ecuación (3.37) pertenece
a C(1)([a; b]): Siguiendo el método SPPS la solución general  de (3.37) es igual a

 = c1 1 + c2 2; (3.38)

donde c1; c2 son constantes arbitrarias complejas y

 1 = u0

1X
n=0

�n eX(2n); (3.39)

 2 = u0

1X
n=0

�nX(2n+1); (3.40)

donde u0 es una solución de la ecuación homogénea

�u000(x) + q (x)u0(x) = 0, x 2 (a; b); (3.41)

y u�10 2 C([a; b]): eX(2n); X(2n+1) son encontradas por las fórmulas recursivas

eX(0) � 1, X(0) � 1, (3.42)
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eX(n) (x) =

( R x
0
eX(n�1) (s)u20 (s) r(s)ds; n imparR x
0
eX(n�1) (s) 1

u20(s)p(s)
ds; n par

(3.43)

X(n) (x) =

( R x
0 X

(n�1) (s) 1
u20(s)p(s)

ds; n imparR x
0 X

(n�1) (s)u20 (s) r(s)ds; n par
(3.44)

La solución u0 de (3.41) está dada por una combinación lineal de dos soluciones

(y1, y2) linealmente independientes

u0 = y1 + iy2: (3.45)

donde y1 e y2 están dadas por

y1 =

1X
n=0

eY (2n) , y2 =

1X
n=0

Y (2n+1): (3.46)

Por su parte Y (n) y eY (n) también son integrales recursivas
eY (0) � 1, Y (0) � 1, (3.47)

eY (n) (x) =
8<: �

R x
x0
eY (n�1)(s)q(s)ds n impar;R x

x0
eY (n�1)(s) 1

p(s)
ds; n par;

(3.48)

Y (n) (x) =

8<:
R x
x0
Y (n�1)(s)

1

p(s)
ds; n impar

�
R x
x0
Y (n�1)(s)q(s)ds; n par:

: (3.49)

La prueba de la convergencia uniforme y de la independencia lineal de las soluciones  1;

 2 dadas por las series (3.39) y (3.40) se proporciona en [38]. Para la implementación

numérica de este método es necesario conocer la exactitud que se puede obtener en

términos del número de potencias N a las cuales se truncan las series (3.39) y (3.40).

Dicha expresión aparece en [38] y es igual a

j 1 �  1;N j = ju0j
�����

1X
k=N+1

�k eX(2k)

����� � max ju0j
1X

k=N+1

ck

(2k)!
(3.50)

= max ju0j
�����coshpc�

NX
k=0

ck

(2k)!

�����
donde  1;N = u0

PN
k=0 �

k eX(2k) y en el presente trabajo el valor de c es igual a c =

j�j
�
max

��u20��� �max ���� 1
u20

���� jb� aj2 :
Aplicando las soluciones partículares  1;  2 dadas por las series (3.39) y (3.40) de

la ecuación (3.37) se obtiene de las expresiones para los coe�cientes R y T dadas por

(3.10), (3.11).
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Figura 3.4: Grá�cas de los coe�cientes de transmisión T y re�exión R para un potencial
constante (V0 = 5 eV y b = 2 nm) obtenidos analíticamente y por medio de SPPS.

3.3 Resultados

Se muestran los resultados obtenidos por el método SPPS. Para el cálculo numérico

de R y T se trunca la serie 3.39 y 3.40, esto es

 1;N =  0

NX
n=0

�n eX(2n); (3.51)

 2;N =  0

NX
n=0

�nX(2n+1):

Los cálculos fueron realizados en MATLAB R usando las rutinas fnint y spapi para

el caso de las integrales (3.43), (3.44).

En la Figura 3.4 se presentan los resultados obtenidos para los coe�cientes de

re�exión R y transmisión T para un potencial constante obtenidos por medio de SPPS

(N = 120) y se compara con los resultados obtenidos analíticamente Se considera una

barrera de V0 = 5 eV y b = 2 nm. La masa efectiva m del electrón utilizada es la

reportada para el material GaAs (m = 0:067m0 = 6:1030 � 10�32kg). Se usa ese
material pues es ampliamente usado para fabricar alambres cuánticos [29]. El efecto

túnel aparece en la parte de la grá�ca correspondiente a E 2 [0; 5] eV .
En la Figura 3.5 se muestra la grá�ca de error abosluto entre los valores calculados

por medio de SPPS contra los valores analíticos para los coe�cientes de transmisión y

re�exión de la Fig.3.4.

En la Figura 3.6 se muestran los resultados para el coe�ciente de transmisión T
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Figura 3.5: Error absoluto para los coe�cientes de transmisión T y re�exión R en un
potencial constante (V0 = 5 eV y b = 2 nm).

para el potencial U0
cosh2(�x)

con valores U0 = 1 eV y � = 1 � 109 nm�1 obtenidos

analíticamente y por medio del método SPPS. Para la implementación del método se

aplicó al potencial en cuestión un truncamiento en el segmento [�5; 5] nm; porque
U0

cosh2(�x)
= 0 para jxj > 5 con la precisión que utiliza la máquina que realizó los

cálculos. La comparación se llevó a cabo en el intervalo de energía [0; 1] eV:

En la Figura 3.7 se muestra el error absoluto para el coe�ciente de transmisión de

la Figura 3.6.

En la Figura 3.8 los resultados del coe�ciente de re�exión R del potencial U0
1+e��x

con valores U0 = 1 eV y � = 1 � 109 nm�1 obtenidos analíticamente y por medio

de SPPS son comparados. Para la implementación del método SPPS se de�nen los

siguientes valores para el potencial

V (x) =

8><>:
0; x < �10
U0

1+e��x ; jxj � 10
U0; x > 10

;

esto debido a que fuera del segmento jxj � 10. la función V (x) = U0
1+e��x = 0 con la

precisión de la máquina usada para realizar los cálculos.

En la Figura 3.9 se muestra el error absoluto para el coe�ciente de re�exión de la

Figura 3.8.

En la Tabla 3.1 se presentan los errores absolutos máximos para los coe�cientes de

transmisión y re�exión que se mostrarón anteriormente.

Finalmente, se trabajó con una doble barrera con altura V0 = 5 eV y anchos
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Figura 3.6: Grá�ca del coe�ciente de Transmisión T para el potencial V0(x) = U0
cosh2(�x)

donde U0 = 1 eV y � = 1� 109 nm�1 obtenido analíticamente y por medio de SPPS.

Figura 3.7: Error absoluto del coe�ciente de transmisión T obtenido analíticamente y
por medio de SPPS para el potencial V0(x) = U0

cosh2(�x)
donde U0 = 1 eV y � = 1�109

nm�1.

Tabla 3.1: Errores Absolutos
V (x) Error absoluto máximo

5 eV (Coe�ciente de re�exión) 1:4451� 10�7
5 eV (Coe�ciente de transmisión) 1:4454� 10�7

U0
cosh2(�x)

7:3972� 10�6
U0

1+e��x 4:7137� 10�3



3. Investigación del problema de dispersión unidimensional por el método
SPPS 57

Figura 3.8: Grá�ca del coe�ciente de re�exión R para el potencial V0(x) = U0
1+e��x

donde U0 = 1 eV y � = 1� 109 nm�1 obtenido analíticamente y por medio de SPPS.

Figura 3.9: Error absoluto para el coe�ciente de re�exión R obtenido analíticamente y
por medio de SPPS para el potencial V0(x) = U0

1+e��x donde U0 = 1 eV y � = 1� 109
nm�1.
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Figura 3.10: Grá�ca de una doble barrera con altura V0 = 5 eV y ancho b = 2 nm:

b = 2 nm. La grá�ca del potencial se muestra en la Figura 3.10 y el coe�ciente de

transmisión obtenido con SPPS se muestra en la Fig 3.11.
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Figura 3.11: Coe�ciente de transmisión T para un doble potencial constante obtenido
por medio de SPPS.



Capítulo 4

Dispersión en guías de ondas
cuánticas con impurezas

Ahora se analiza el problema de dispersión dentro de una guía de onda cuántica para

lo cual se de�ne un dominio � = Dx � R en R3 donde Dx es un dominio acotado en
R2, x = (x1; x2) 2 
; z 2 R, en donde x es la sección transversal de la guía de onda,
y z es la dirección de propagación de la partícula. Para el problema de dispersión

se de�nen el potencial W (x; z) que es una función real y que describe la interacción

entre una partícula que se propaga en el interior de la partícula y una impureza en

la estructura de la guía de onda. Dicha impureza puede ser producto de los procesos

de fabricación de los nanotubos referidos en el Capítulo 1 o pueden ser generados

arti�cialmente como se explica en [66]. Cabe anotar que los resultados del presente

capítulo han sido enviados para su publicación en la revista Mathematical Methods in

the applied sciences.

4.1 Expresiones analíticas para matriz de transición

Sea

V (x) =
2m

~2
V(x);W (x; z) = 2m

~2
W(x; z); � = 2m

~2
E:

La ecuación de Schrödinger correspondiente al sistema es

Hu(x; z) = (��x �
@2

@z2
+ V (x) +W (x; z))u(x; z) = �u(x; z); (x; z) 2 �; (4.1)

u(x; z) j@�= 0:

Los potenciales V y W son funciones real-valuadas, V 2 L1(D); y

M = sup
x2D

Z
R
(1 + jzj) jW (x; z)j dz <1: (4.2)

60
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Se denota porA un operador no acotado en el espacio de Hilbert L2(D) de�nido por
el operador diferencial��x+V (x); x 2 D con dominoDA =

�
' 2 H2(D) : ' j@D= 0

	
:

Notar queA es un operador autoadjunto con espectro discreto f�1 � �2 � ::: � �m; ::::g
donde �m ! +1. Se denota por f'jg1j=1 el sistema normal de eigenfunciones de A:en
el espacio L2(D).

El operador de Schrödinger H con dominio DH =
�
' 2 H2(D � R) : ' j@D�R= 0

	
es autodjunto en L2(�), y H tiene el espectro esencial spessH = [�1;+1): Además,
de acuerdo a los resultados de la Sección 2.3 el operador H tiene el espectro discreto

localizado en el conjunto [infD�RW (x; z); �1); y si

inf
D�[0;H]

W (x; z) � �1 (4.3)

el operador H tiene espectro esencial unicamente. .

Se buscan soluciones del problema espectral (4.1) en forma de series

u�(x; z) =

1X
j=1

yj(z; �)'j(x); x 2 D; z 2 R:

donde f'jg1j=1 es un sistema completo y ortonormal de eigenfunciones de A: Por lo
tanto se obtiene un sistema in�nito de ecuaciones diferenciales ordinarias para los

coe�cientes de Fourier yj(z; �) en R

�d
2yj(z; �)

dz2
+ (�j � �) yj(z) +

1X
k=1

Ljk(z)yk(z) = 0; z 2 R; j = 1; :::;1 (4.4)

donde

Ljk(z) =

Z
D
W (x; z)'j(x) �'k(x)dx; j; k = 1; :::;1: (4.5)

La condición (4.2) implica que para cada j; k = 1; :::; NZ
R
Ljk(z)(1 + jzj)dz �M;

donde M está dado en (4.2)

Para el análisis posterior se considera que la dispersión de los modos cuánticos

propagados ��k (x; z; �) con asíntotas

��k (x; z; �) � e�i�k(�)z'k(x); k 2 N; z ! �1

donde

�k(�) =
q
�� �2k > 0; k 2 N;

y la rama de la raíz cuadrada
q
�� �2k es escogida de tal forma que

p
� > 0 si � > 0:
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Notar que debido a que lim k !1 �2k = +1 para cada eigenvalor � > �21 existe un

conjunto �nito de modos de propagación cuánticos ��k (x; z; �), k = 1; :::; N = N(�)

tal que �k(�) > 0. Por lo tanto, para el cálculo de los modos de propagación se tiene

un sistema truncado (�nito) de ecuaciones diferenciales ordinarias

�y00j (z; �) + (�j � �) yj(z; �) +
NX
k=1

Lj;k(z)yk(z; �) = 0; z 2 R; j = 1; :::; N; (4.6)

�j < �; j = 1; :::; N:

Sean

�N (�) = diag(�1(�); :::; �N (�));

E+ (z; �) = diag(ei�1(�)z; :::; ei�N (�)z); E� (z; �) = diag(e�i�1(�)z; :::; e�i�N (�)z)

matrices diagonales. Entonces el sistema (4.6) puede ser escrito de la forma

�d
2y(z; �)

dz2
+ �N (�)y(z; �) + LN (z)y(z; �) = 0; z 2 R; (4.7)

LN (z) = (Lj;k(z))
N
j;k=1 :

Sean y+(z; �); y�(z; �) las soluciones de Jost matriciales de la ecuación (4.7), esto es

las soluciones de (4.7) con asíntotas

y+(z; �) � E+ (z; �) ; z ! +1; (4.8)

y�(z; �) � E� (z; �) ; z ! �1:

Tales soluciones pueden ser expresados en la siguiente forma (ver para mayor referencia

[12])

y+(z; �) = E+ (z; �) +

Z 1

z
S(�; t� z)LN (t)y+(t; �)dt; z 2 (4.9)

y�(z; �) = E� (z; �) +

Z z

�1
S(�; t� z)LN (t)y�(t; �)dt; z 2 (4.10)

donde S(�; t) es una matriz diagonal

S(�; t) = diag

�
sin �1(�)z

�1(�)
; :::;

sin �N (�)z

�N (�)

�
:

Las ecuaciones (3.19),(4.10) tienen soluciones únicas en la forma de ecuaciones de

Volterra y sus soluciones pueden ser obtenidas por el método de aproximaciones suce-

sivas. Las soluciones y+; y� son conocidas como soluciones de Jost como análogos del

caso en una dimensión. Notar que

y+(z; �) � E+ (z; �); y�(z; �) � E� (z; �);
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y si �k(�) > 0 entonces los pares
n
y+(z; �); y+(z; �)

o
;
n
y�(z; �); y�(z; �)

o
son matri-

ces fundamentales del sistema (4.7).

Por lo tanto la solución matricial y�(z; �) deben ser una combinación lineal de las

soluciones y+(z; �); y+(z; �) con coe�cientes matriciales, esto es

y�(z; �) = ar(�)y+(z; �) + br(�)y+(z; �): (4.11)

Tomando el conjugado complejo se obtiene

y�(z; �) = ar(�)y+(z; �) + br(�)y+(z; �): (4.12)

Sobre el signi�cado físico de la igualdad (4.11). Nótese que las columnas

yj�(z; �) = (0; :::; e
�i�j(�)z; :::; 0)T ; j = 1; :::; N

de la matriz y�(z; �) corresponden al modo cuántico e�i�j(�)z'j(x) de la partícula

libre para z ! �1. El paso a través del potencial impureza W genera una función

de onda que es una combinación lineal de los modos yk+(z; �)'k(x) re�ejado desde W

y el modo yk+(z; �)'k(x) que pasa a través de W . Esto es

yj�(z; �) =
NX
k=1

arj;k(�)y
k
+(z; �) +

NX
k=1

brj;k(�)y
k
+(z; �); j = 1; :::; N:

Por lo tanto, las matrices ar(�) = (arj;k(�))
N
j;k=1 y br(�) = (brj;k(�))

N
j;k=1 de tamaño

N �N son las matrices de transmisión y re�exión.

En consecuencia se introduce la matriz de transición derecha Tr(�)

Tr(�) =

0B@ ar(�) br(�)

ar(�) br(�)

1CA : (4.13)

En modo similar se puede expresar y+(z; �) por medio de y�(z; �) y y�(z; �)

y+(z; �) = al(�)y�(z; �) + bl(�)y�(z; �)

y se introduce la matriz de transición izquierda Tl(�)

Tl(�) =

0B@ al(�) bl(�)

al(�) bl(�)

1CA :

Sean

Y+(z; �) =

 
y+(z; �)

y+(z; �)

!
; Y�(z; �) =

 
y�(z; �)

y�(z; �)

!
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son matrices de tamaño 2N �N evaluadas en función. Entonces

Y�(z; �) = Tr(�)Y+(z; �); (4.14)

y

Y+(z; �) = Tl(�)Y�(z; �): (4.15)

Por medio de la derivación de (4.14) con respecto a z se obtiene que

Y 0�(z; �) = Tr(�)Y
0
+(z; �): (4.16)

Se introducen las matrices Y+(z; �) =
�
Y+(z; �); Y

0
+(z; �)

�
;Y�(z; �) =

�
Y�(z; �); Y 0�(z; �)

�
de tamaño 2N � 2N tal que

Y�(z; �) =
�
Y�(z; �); Y

0
�(z; �)

�
= Tr(�)

�
Y+(z; �); Y

0
+(z; �)

�
(4.17)

= Tr(�)Y+(z; �);

De la expresión (4.17) se obtiene

detY�(z; �) = detTr(�) detY+(z; �) (4.18)

donde detY�(z; �); j = 1; 2 son los Wronskianos de las soluciones
n
y�(z; �); y�(z; �)

o
que son independientes de z y pueden ser calculadas aplicando las asíntotas (4.8)

detY�(z; �) = (�2i)N�1(�) � :::: � �N (�): (4.19)

Es claro que detY�(z; �) 6= 0 si toda �j(�) > 0:
Las igualdades (4.18) y (4.19) implican que jdetTr(�)j = 1: Por lo tanto la matriz

Tr(�) es invertible y

Tr(�) = Y�1+ (z; �)Y�(z; �); (4.20)

T�1r (�) = Y�1� (z; �)Y+(z; �)

donde la parte derecha en (4.20) es independiente de z 2 R:
Para el cálculo de las entradas de las matrices ar (�) y br(�) se usa el sistema de

ecuaciones

y�(z; �) = ar(�)y+(z; �) + br(�)y+(z; �); (4.21)

y0�(z; �) = ar(�)y0+(z; �) + br(�)y
0
+(z; �):

Notar que el sistema (4.21) tiene la solución única (ar(�); br(�)) debido a que el Wron-

skiano

W (�y+; y+) = det

0B@ y+(z; �) y+(z; �)

y0+(z; �) y0+(z; �)

1CA 6= 0:
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Se denota por y+�(z; �); y
+0
� (z; �); j = 1; 2 los términos principales de las asíntotas

y�(z; �); y0�(z; �) para z ! +1: Entonces el sistema (4.21) implica

y+�(z; �) = ar(�)E+(z; �+ br(�)E+ (z; �) ; (4.22)

y+0� (z; �) = ar(�)E0+ (z; �) + br(�)E
0
+ (z; �) :

El determinante W(�) del sistema (4.22) es

W(�)=det

0B@ E+(z; � E+ (z; �)

E0+ (z; �) E0+ (z; �)

1CA = (2i)N�1(�) � :::: � �N (�) 6= 0:

Debido a que las matrices E+ (z; �) ; E0+ (z; �) son diagonales se obtiene que

ar(�) =
y+�(z; �)E

0
+ (z; �)� y+0� (z; �)E+ (z; �)

(2i)N�1(�) � :::: � �N (�)
; (4.23)

br(�) =
y+0� (z; �)E� (z; �)� y+�(z; �)E0� (z; �)

(2i)N�1(�) � :::: � �N (�)
: (4.24)

De la misma manera se puede encontrar al(�) y bl(�) del sistema

y�+(z; �) = al(�)E� (z; �) + bl(�)E� (z; �) ; (4.25)

y�0+ (z; �) = al(�)E
0
� (z; �) + b(�)E

0
� (z; �) :

al(�) =
y�+(z; �)E

0
� (z; �)� y�0+ (z; �)E� (z; �)

(�2i)N�1(�) � :::: � �N (�)
; (4.26)

bl(�) =
y�0+ (z; �)E+ (z; �)� y�+(z; �)E0+ (z; �)

(�2i)N�1(�) � :::: � �N (�)
(4.27)

donde y�+(z; �); y
�0
+ (z; �) son los términos principales de las asíntotas y+(z; �); y

0
+(z; �)

para z ! �1:

4.2 Potenciales con soporte compacto

Sea

W (x; z) =

(
W0(x; z); 0 � z � H;x 2 D

0; z =2 [0;H]; x 2 D

donde W0 2 L1(D � [0;H]): Entonces la matriz L(z) = (Ljk(z))Nj;k=1 es de la forma

Ljk(z) =

Z
D
W (x; z)'j(x) �'k(x)dx
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tal que Ljk(z) = 0 si z =2 [0;H]:
Sean C(z; �); S(z; �) las soluciones matriciales de las ecuaciones (4.4) que satisfacen

las condiciones iniciales

C(0; �) = IN ; C
0(0; �) = 0; (4.28)

S(0; �) = 0; S0(0; �) = IN :

Las funciones matriciales C(z; �); S(z; �) son soluciones de los sistemas de ecuaciones

integrales de Volterra (ver para mayor referencia [12])

Ck(z; �) = cos �k(�)z +
1

�k(�)

Z z

0
[sin �k(�)(z � t)]

NX
j=1

Lkj(t)Cj(t; �)dt; (4.29)

z 2 (0;H); k = 1; :::; N (4.30)

Sk(z; �) =

�
1

�k
sin �k(�)z

�
+

1

�k(�)

Z z

0
[cos �k(�)(z � t)]

NX
j=1

Lkj(t)Cj(t; �)dt;

z 2 (0;H); k = 1; :::; N: (4.31)

Las ecuaciones (4.29) tienen soluciones únicas en el espacio C(2)(0;H);CN�N )) y sat-
isfacen las condiciones iniciales (4.28). Las soluciones C(z; �); S(z; �) son linealmente

independientes, su Wronskiano existe y es igual a

W (C;S) = det

 
C(z; �) S(z; �)

C 0(z; �) S0(z; �)

!
= 1: (4.32)

Las soluciones de Jost están de�nidas por los valores

y+(z; �) = E+ (z; �) ; z � H; (4.33)

y�(z; �) = E� (z; �) ; z � 0:

Se de�ne y+(z; �); z 2 R por la extensión de E+ (z; �) en el intervalo (�1;H) y
y�(z; �); z 2 R por la extensión de E� (z; �) en el intervalo (0;+1) aplicando las
soluciones C(z; �); S(z; �). Entonces

y+(z; �) = C(z �H;�)E+ (H;�) + S(z �H;�)E0+ (H;�) ; z < H;

y

y�(z; �) = C(z; �)E� (0; �) + S(z; �)E
0
� (0; �) ; z > 0:

Para este caso el sistema (4.22) acepta la forma

y�(H;�) = ar(�)E+ (H;�) + br(�)E+ (H;�) ; (4.34)

y0�(H;�) = ar(�)E0+ (H;�) + br(�)E
0
+ (H;�) :
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con

E+ (H;�) = diag
�
ei�1(�)H ; :::; ei�N (�)H

�
;

E0+ (H;�) = diag
�
i�1(�)e

i�1(�)H ; :::; i�N (�)e
�N (�)H

�
:

Entonces se obtienen las siguientes fórmulas para las matrices de transmisión y re�ex-

ión derechas

ar(�) =
y�(H;�)E0+ (H;�)� y0�(H;�)E+ (H;�)

(2i)N�1(�) � :::: � �N (�)
; (4.35)

br(�) =
y0�(H;�)E+ (H;�)� y�(0; �)E0+ (H;�)

(2i)N�1(�) � :::: � �N (�)
; (4.36)

De la misma manera se obtiene las matrices de transmisión y re�exión izquierda

al(�); bl(�)

al(�) =
y+(0; �)E

0
� (0; �)� y0+(0; �)E� (0; �)

(�2i)N�1(�) � :::: � �N (�)
; (4.37)

bl(�) =
y0+(0; �)E� (0; �)� y+(0; �)E0� (0; �)

(�2i)N�1(�) � :::: � �N (�)
; (4.38)

con

E� (0; �) = diag (1; :::; 1) ; E0� (0; �) = diag(�i�1(�); :::;�i�N (�)):

En consecuencia para la construcción de las matrices de transmisión y re�exión

se necesitan los valores de la soluciones de Jost y+(0; �); y0+(0; �); y�(H;�); y
0
�(H;�);

donde y+(z; �) es la solución matricial del problema de Cauchy para el sistema

�y00(z; �) + �N (�)y(z; �) + LN (z)y(z; �) = 0; z 2 (0;H); j = 1; :::; N; (4.39)

y(H;�) = diag(ei�1(�)H ; :::; ei�N (�)H); y0(H;�) = diag(i�1(�)e
i�1(�)H ; :::; i�N (�)e

i�N (�)H);

(4.40)

y y�(z; �) es la solución matricial del problema de Cauchy (4.39) con los valores ini-

ciales.

y(0; �) = diag(1; :::; 1); y0(0; �) = diag(i�1(�); :::; i�N (�)): (4.41)

4.3 Potenciales simétricos

Se considera el potencial impureza independiente de la variable transversal x esto es

W (z) =

(
W0(z); 0 � z � H

0; z =2 [0;H]
;

donde W0(z) 2 L1(D): En este caso la matriz
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LN (z) =

(
W0(z)IN ; z 2 [0;H]

0; z =2 [0;H]
(4.42)

es diagonal.

El proceso de dispersión ocurre por canales independientes, y las matrices de trans-

misión y re�exión son diagonales, esto es

ar(�) = diag(a1r(�); :::; a
N
r (�));

br(�) = diag(b1r(�); :::; b
N
r (�)):

obtenidos de la siguiente forma. Sean yj+(z; �); y
j
�(z; �) las soluciones de Jost de la

ecuación

�y00j (z; �) + (�j � �) yj(z; �) +W (z)yj(z; �) = 0; z 2 R; j = 1; :::; N; (4.43)

�j < �; j = 1; :::; N:

con asíntotas

yj+(z; �) � ei�j(�)z; z > H;

yj�(z; �) � e�i�j(�)z; z < 0:

Entonces los elementos ajr(�); b
j
r(�) de las matrices de transmisión y re�exión ar(�); br(�)

son soluciones del sistema diagonal de ecuaciones

yj�(H;�) = ajr(�)e
�i�j(�)H + bjr(�)e

i�j(�)H ; (4.44)�
yj�

�0
(H;�) = �i�j(�)ajr(�)e�i�j(�)H + i�j(�)bjr(�)ei�j(�)H :

Por lo tanto

ajr(�) =

ei�j(�)H
�
i�j(�)y

j
�(H;�)�

�
yj�

�0
(H; �)

�
2i�j(�)

; (4.45)

bjr(�) =
e�i�j(�)H(

�
yj�

�0
(H;�) + i�j(�)y

j
�(H;�))

2i�j(�)
;

j = 1; :::; N:

En consecuencia para el cálculo de ajr(�); b
j
r(�) se necesita resolver el problema de

Cauchy para las ecuaciones diferenciales ordinarias

�
d2yj�(z; �)

dz2
+ (�j � �)yj�(z; �) +W0(z)y

j
�(z; �) = 0; z 2 (0;H) (4.46)

yj�(0; �) = 1;
dyj�(0; �)

dz
= i
p
�� �j :
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4.4 Matrices de transición para potenciales simétricos
perturbados.

Se considera un potencial impureza de la forma

W (x; z) =

(
W0(z) + "W1(x; z); 0 � z � H;

0; z =2 [0;H]

donde W0(z) 2 L1([0;H]); W1(x; z) 2 L1(D � [0;H] ); y " > 0 es un pequeño

parámetro adimensional.

Para la construcción de las matrices de transmisión y re�exión a la derecha ar(�)

y br(�) por las fórmulas (4.35),(4.36) se necesita una solución al problema de Cauchy

(Ay�) (z; �) = �y00�(z; �) + �N (�)y�(z; �) +W0(z)IN + "L(z)y�(z; �) = 0; z 2 (0;H); j = 1; :::; N;
(4.47)

y�(0; �) = diag(1; :::; 1); y0�(0; �) = diag(�i�1(�); :::;�i�N (�));

donde L(z) = (Lk;l(z))
N
k;l=1 y

Lk;l(z) =

Z
D
W1(x; z)'k(x) �'l(x)dx; k; l = 1; :::; N: (4.48)

El sistema (4.47) se puede escribir como

(Ay�) (z; �) = A0y�(z; �) + "L(z)y�(z; �) = 0; z 2 (0;H); (4.49)

y�(0; �) = diag(1; :::; 1); y0�(0; �) = diag(�i�1(�); :::;�i�N (�))

donde

(A0y�) (z; �) = �y00�(z; �) + �N (�)y�(z; �) +W0(z)INy�(z; �) = 0; (4.50)

z 2 (0;H); j = 1; :::; N:

Por medio del método de perturbaciones se busca una solución al problema de Cauchy

(4.47), (4.48) con la siguiente forma

y"�(z; �) �
1X
j=0

y(j)(z; �)"j ; (4.51)

donde y(0)� (z; �) = diag(y
(0)
1 (z; �); y

(0)
2 (z; �); :::; y

(0)
N (z; �)) es una solución del problema

de Cauchy�
A0y

(0)
�

�
(z; �) = 0; (4.52)

y�(0; �) = diag(1; :::; 1); y0�(0; �) = diag(�i�1(�); :::;�i�N (�));
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y y(j)(z; �); j = 1; 2; ::: están de�nidas por un proceso iterativo para obtener las

soluciones de los problemas de Cauchy�
A0y

(j)
�
(z; �) = �L(z)y(j�1)(z; �); j = 1; 2; ::::; (4.53)

y(j)(0; �) = 0;
�
y(j)
�0
(0; �) = 0:

Sea A0 = diag(A10; A
2
0; :::; A

N
0 ); donde A

k
0u = �u00 + (�k � �)u +W0u, y y(j)(z; �) =�

y
(j)
k;l (z; �)

�N
k;l=1

: Entonces la fórmula (4.53) puede ser escrita como

Ak0y
(j)
k;l (z; �) = �

NX
r=1

Lk;r(z)y
(j�1)
r;l (z; �) := F

(j�1)
k;l (z; �); k; l = 1; :::; N; (4.54)

y
(j)
k;l (0; �) = 0;

�
y
(j)
k;l

�0
(0; �) = 0:

Notar que el sistema (4.52) es diagonal con condiciones iniciales diagonales. Sean

u1;k(z; �); u2;k(z; �) dos soluciones linealmente independientes de la ecuación

�u00(z; �) + (�k � �)u(z; �) +W0(z)u(z; �) = 0; z 2 (0;H); k = 1; :::; N: (4.55)

Entonces se obtiene la solución del problema de Cauchy para cada ecuación del sistema

(4.52) de la forma

y
(0)
k (z; �) =

�
u02;k(0; �) + i�k(�)u2;k(0; �)

�
u1;k(z; �)� (i�k(�)u1;k(0; �) + u01;k(0; �))u2;k(z; �)

Wk(�)
;

donde Wk(�) es el Wronskiano de las soluciones u1;k(z; �); u2;k(z; �):

Para la solución del problema (4.53) se usa el método de Lagrange de variación de

parámetros para ecuaciones diferenciales de segundo orden. Se buscan soluciones de

las ecuación (4.54) de la forma

y
(j)
k;l (z; �) = C1;jk;l (z; �)u1;k(z; �) + C

2;j
k;l (z; �)u2;k(z; �); k = 1; :::; N; (4.56)

donde�
C1;jk;l

�0
(z; �)u1;k(z; �) +

�
C2;jk;l

�0
(z; �)u2;k(z; �) = 0; (4.57)�

C1;jk;l

�0
(z; �)u01;k(z; �) +

�
C2;jk;l

�0
u02;k(z; �) = F

(j�1)
k;l (z; �); k; l = 1; :::; N:

El sistema de ecuaciones (4.57) tiene una solución única�
C1;jk;l

�0
(z; �) = �

F
(j�1)
k;l (z; �)u2;k(z; �)

Wk(�)
;
�
C2;jk;l

�0
(z; �) =

F
(j�1)
k;l (z; �)u01;k(z; �)

Wk(�)
:

Por lo tanto

y
(j)
k;l (z; �) =

1

Wk(�)

�
�u1;k(z; �)

Z z

0
F
(j�1)
k;l (t; �)u2;k(t; �)dt+ u2;k(z; �)

Z z

0
F
(j�1)
k;l (t; �)u01;k(t; �))dt

�
:

(4.58)
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4.5 Implementación Numérica

4.5.1 Método de Series de Potencia de Parámetro Espectral (SPPS)

Para los cálculos de las dos soluciones linealmente independientes de la ecuación (4.55)

se usa el método SPPS. Se reescribe la ecuación (4.55) de la siguiente manera

�u00(z; �) +W0(z)u(z; �) = �2ku(z; �); z 2 (0;H); k = 1; :::; N; (4.59)

�2k = �� �2k > 0; k = 1; :::; N:

Sea u0(z) 2 C2 ([0;H]) una solución diferente de cero (infz2[0;h] ju0(z)j > 0) de la

ecuación homogénea

�u000(z) +W0(z)u0(z) = 0; 0 < z < H: (4.60)

De acuerdo al método SPPS dos soluciones u1;k; u2;k linealmente independientes de la

ecuación (4.59) se buscan en la forma de las series

u1(z; �) = u0(z)
1X
n=0

�2nk
eX(2n)(z); u2(z; �) = u0(z)

1X
n=0

�2nk X(2n+1)(z); (4.61)

con eX(n) y X(n) de�nidas por las fórmulas recursivas

eX(0) � 1; X(0) � 1;

eX(n)(z) = (�1)n�1
Z z

0

eX(n�1)(s)
�
u20(s)

�(�1)n�1
ds; z 2 [0;H]

X(n)(z) = (�1)n
Z z

0
X(n�1)(s)

�
u20(s)

�(�1)n
ds; z 2 [0;H];

y ambas series de (4.61) convergen para cada valor de �k 2 C uniformemente con

respecto a z 2 [0;H] [38].

4.5.2 Cálculos numéricos para potenciales simétricos

Se considera una guía de onda � = D�R con una sección transversal rectangular D =

[0; d1]nm � [0; d2]nm. (nm=nanometros) El operador A del problema de Dirirchlet

en la sección transversal D tiene un espectro discreto

{2n1;n2 =
�
n1�

d1

�2
+

�
n2�

d2

�2
; (n1; n2) 2 N2: (4.62)
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El sistema ortonormal de eigenfunciones de A asociado con {2n1;n2 es

'n1;n2(x1; x2) =
2p
d1d2

sin

�
�n1
d1

x1

�
sin

�
�n2
d2

x2

�
; (x1; x2) 2 [0; d1]nm� [0; d2]nm;

(n1; n2) 2 N2:

En lo posterior se enumerará el conjunto N� N en orden lexicográ�co.
Se considera el potencial simétrico W0(z) 2 L1([0;H]) que es igual a 0 fuera

de [0;H] : Entonces para los cálculos de los elementos diagonales de las matrices

ar(�); br(�) se pueden usar las fórmulas (4.45), y para la solución del problema de

Cauchy (4.46) se usa el método SPPS..

Como ejemplo se considerá un potencial parabólico modi�cado

W0(z) =
2m

~2

(
az + bz2; z 2 [0; 2] nm

0; z =2 [0; 2] nm
; (4.63)

donde a = 2 eVnm , b = �1 eV
nm2 : Este potencial es usado para la simulación de barreras

de potencial en nanoestructuras semiconductoras como (GaAs/AlxGa1�xAs) [3].

Sea �1 = {21;1, �2 = {21;2; �j =
q
�� �2j ; j = 1; 2: Entonces aplicando las fórmulas

(4.45) y el método SPPS para el cálculo de y(j)� (z; �); j = 1; 2 se obtienen valores

numéricos para ajr(�) y b
j
r(�); j = 1; 2 donde � = 2m

~2 E; E es la energía del sistema.

En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran las grá�cas para las partes reales e imaginarias

de ajr(�) y b
j
r(�); j = 1; 2 para el potencial W0(z) dado por la expresión (4.63) en una

guía de onda rectangular con dimensiones d1 = 1 nm y d2 = 1 nm:

4.5.3 Implementación numérica para potenciales simétricos pertur-
bados

Se considera un potencial de la forma

W (x; z) =W0(z) + "W1(x; z) =
2m

~2
(W0(z) + "W1(x; z)): (4.64)

Las dimensiones de W (x; z), W0(z), W1(x; z) son [nm�2], las dimensiones de W0(z),

V(z) son [eV ]; y el parámetro pequeño en (4.64) " = 0; 1 es adimesional.
El potencialW0(z) =

2m
~2 W0(z) está dado por (4.63), yW1(x; z) = U(x)V(z) donde

U(x)=x1x2; x = (x1; x2) 2 [0; d1]� [0; d2] ; (4.65)

y
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Figura 4.1: Grá�ca de las partes reales e imaginarias de a(j)r (�); j = 1; 2:

V(z) =
(
U0; z 2 [0; 2 nm]
0; z =2 [0; 2 nm];

(4.66)

donde U0 = 0:1[ eVnm2 ].

Se restringió el cálculo numérico a solo dos modos de propagación y dos términos

asintóticos para y"�(z; �); esto es

y"�(z; �) = y(0)(z; �) + "y(1)(z; �); (4.67)

donde y(0)� (z; �) = diag(y01(z; �); y
0
2(z; �)) y y0j (z; �); j = 1; 2 son soluciones de los

problemas de Cauchy

�y00j (z; �) + (�� �2j )y1(z; �) +W0(z)yj(z; �) = 0; z 2 (0;H); (4.68)

yj(0; �) = 1; y
0
j(0; �) = �i

q
�� �2j ; j = 1; 2:

Para el cálculo de la matriz y(1)(z; �) =
�
y
(1)
k;l (z; �)

�2
k;l=1

se aplican las fórmulas

(4.58) y entonces se obtienen las siguientes entradas para la mátriz y"�(z; �) :

y"�(z; �) =

 
y1(z; �) + "y

(1)
1;1(z; �) "y

(1)
1;2(z; �)

"y
(1)
2;1(z; �) y2(z; �) + "y

(1)
2;2(z; �)

!
(4.69)

En la Figuras 4.3 y 4.4 se muestran las grá�cas de las partes reales e imaginaria

de y�(z; �), evaluadas en z = 2nm para el potencial simétrico impureza W0(z) dado

por la expresión (4.63).
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Figura 4.2: Grá�ca de las partes reales e imaginarias de b(j)r (�); j = 1; 2:

Aplicando las fórmulas (4.35),(4.36) se obtienen los valores aproximados para las

matrices de transición

a"r(�) =
y"�(H;�)E

0
+ (H;�)� y"0�(H;�)E+ (H;�)
�4�1(�)�2(�)

; (4.70)

E+ (H;�) = diag(1; 1); E0+ (H;�) = (�1(�); �2(�)); (4.71)

y

b"r(�) =
y"0�(H;�)E+ (H;�)� y"�(0; �)E0+ (H;�)

�4�1(�)�2(�)
: (4.72)

a"r(�) =

 
(a"r)1;1 (�) (a"r)1;2 (�)

(a"r)2;1 (�) (a"r)2;2 (�)

!
; b"r(�) =

 
(b"r)1;1 (�) (b"r)1;2 (�)

(b"r)2;1 (�) (b"r)2;2 (�)

!
:

En las Figuras 4.5 y 4.6 se muestran las grá�cas de las partes real e imaginaria de

las entradas de (a"r)i;j (�); i; j = 1; 2 para el potencial impureza simétrico W0(z) dado

por (4.63) y el potencial perturbado "W1(x; z) =
2m
~2 W1(x; z), " = 0:1, W1(x; z) =

U(x)V(z) donde U(x), V(z) esta dado por (4.65) y (4.66) respectivamente. En las
Figuras 4.7 y 4.8 se muestran las grá�cas correspondientes a las partes real e imaginaria

de (b"r)i;j (�); i; j = 1; 2, para los mismos potenciales.
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Figura 4.3: Grá�ca de las partes reales de las entradas de y�(z; �):

Figura 4.4: Grá�ca de las partes imaginarias de las entradas de y�(z; �):
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Figura 4.5: Grá�cas de las partes reales de las entradas de la matriz de transición
(ar)

" (�):

Figura 4.6: Grá�cas de las partes imaginarias de las entradas de la matriz de transición
(ar)

" (�) :



4. Dispersión en guías de ondas cuánticas con impurezas 77

0 20 40 60 80 100
0.2

0.1

0

λ [nm2 ]

R
ea

l [
(b

ε r) 1,
1(λ

)] Parte real de (b ε
r)1,1(λ) con respecto a λ

0 20 40 60 80 100
2

0

2 x 10 5

λ [nm2 ]

R
ea

l [
(b

ε r) 1,
2(λ

)]

Parte real de  (b ε
r)1,2(λ) con respecto a λ

0 20 40 60 80 100
5

0

5 x 10 5

λ [nm2 ]

R
ea

l [
(b

ε r) 2,
1(λ

)]

Parte real de (b ε
r)2,1(λ) con respecto a λ

0 20 40 60 80 100
0.2

0.1

0

λ [nm2 ]

R
ea

l [
(b

ε r) 2,
2( λ

)] Parte real de  (b ε
r)2,2(λ) con respecto a λ

Figura 4.7: Grá�cas de las partes reales de las entradas de (br)
" (�) :

Figura 4.8: Grá�cas de las partes imaginarias de las entradas de (br)
" (�) :
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Por medio del método del operador límite se obtuvieron estimaciones generales del

espectro esencial y discreto de las guías de onda cuánticas. A saber, en la expresiones

(2.43) y (2.44) se proporcionan fórmulas del espectro esencial para el caso de una guía

de onda estrati�cada horizontalmente que tiene asociado un operador del problema de

Dirichlet D�
 dado en (2.42). En ambas expresiones el espectro esencial depende del

espectro del operador �4 que aparece en (2.42)

Para el caso del problema de dispersión en guía de onda cuántica unidimensional

se obtuvieron fórmulas generales de los coe�cientes de transmisión y re�exión para la

dispersión de una partícula en potencial unidimensional, las cuales son expresadas en

(3.10) y (3.11). En dichas expresiones aparecen  1;2 las cuales son calculadas aplicando

el método SPPS. Se hace una comparación numérica de los resultados obtenidos por

el método SPPS con los resultados numéricos obtenidos de fórmulas analíticas bien

conocidas. Las comparaciones revelan un rendimiento satisfactorio del método SPPS

para dicho problema pues se obtuvieron errores absolutos tan bajos como en el orden

de 10�7 (Tabla 1).

Finalmente para el caso de dispersión para una guía de onda cuántica en tres dimen-

siones se implementó computacionalmente la solución matricial y�(z; �) de la ecuación

(4.7) donde LN (z) está dado por la expresión (4.42) y W0(z) en dicha expresión es un

potencial de soporte compacto y simétrico dado por la expresión (4.63) obteniéndose

resultados numéricos de las entradas de las matrices de transmisión y re�exión ajr(�);

bjr(�) para los dos primeros modos de propagación de la guía de onda, dichas grá�cas

son presentadas en la Figuras (4.1) y (4.2). También se implementó computacional-

mente un algoritmo de cálculo para la solución matricial y�(z; �) de la ecuación (4.7)

para un potencial simétrico perturbado (W (x; z) = W0(z) + "W1 (x; z)), para lo cual

se usó la expansión asintótica de y�(z; �) dada en la ecuación (4.51), calculándose

la solución para los dos primeros términos asintóticos y los dos primeros modos de

propagación. Dicha solución es representada por la matriz (4.69), las grá�cas de las

entradas de dicha matriz son mostradas en (4.3) y (4.4), también se gra�caron las en-

tradas de las matrices de transmisión y re�exión a�r(�); b
�
r(�) mostrándose las grá�cas

de las entradas en las Figuras 4.5 hasta 4.8. Por medio de dichas grá�ca se validan

los algoritmos de cálculo propuestos pues las grá�cas de ajr(�); b
j
r(�) del caso no per-

turbado son muy similares a las grá�cas de las entradas de la diagonal de a�r(�); b
�
r(�)

para el caso perturbado, lo cual era lo que se esperaba, pues el término "y(1)j;j (z; �) que

diferencia a dichas entradas es muy pequeño
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