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Parte 1

Objetivo



e Investigar analiticamente las propiedades espectrales de las guias de ondas cuén-
ticas, tales como su espectro esencial y su espectro discreto, asi como obtener
expresiones generales para el espectro de guias de onda estratificadas horizontal-

mente.

e Investigar analiticamente y numéricamente el problema de dispersién para una
barrera de potencial en una dimensién. Obtener expresiones generales para los
coeficientes de transmision y reflexién en términos de las soluciones de la ecuacién
de Schrodinger obtenidas a través del método de series de potencia de pardmetro

espectral.

e Investigar analiticamente y numéricamente el problema de dispersién en una gufa
de onda cudntica con una impureza en su direccién de propagacién. Obtener
expresiones generales para la matriz de transiciéon de dicha gufa de onda. In-
vestigar el caso de un potencial de impureza W (z,z) = Wy(z) + eWi (2, 2)
donde € > 0 es una perturbacién pequena adimensional,Wy(z) € L*([0, H]),
Wi(z,z) € L>®(D x [0,H]), [0, H] € z donde z es la direccién de propagacion de

la particula.



Parte 11

Resumen



En la presente tesis se estudia el problema de dispersién en guias de ondas cudnticas
unidiminesionales y en tres dimesiones, para lo cual primero se estudiaron los espectros
esenciales de los operadores electromagnéticos de Schrédinger con potenciales variables
en el dominio IT = Q xR, donde 2 C R” es un dominio acotado con una frontera suave
provista con condiciones de frontera admisible. Aplicando el método de operador
limite, se obtienen estimados explicitos de los espectros esenciales para una amplia
clase de gufas de ondas cudnticas. Posteriormente se estudia el problema de dispersién
en una guia de onda unidimensional; los coeficientes de transmisién y reflexién para
la dispersiéon de una particula en potenciales en una dimensién son calculados por
medio de series de potencia de pardmetro espectral. Los resultados son comparados
con resultados conocidos. Finalmente se considera la propagacion del electrén en una
gufa de onda cilindrica en tres dimensiones II = D xR donde D es un dominio acotado

en R? descrito por el problema de Dirichlet para el operador de Schrédinger

2 2
Hu(z,z) = [—h (Aw + (‘9) +V(z)+W(z,2)| u(z,z) =0,ulon =0, (z,2) € II

2m 022
2 92 . .
donde z = (z1,22), Ay = % %, V(x) es el potencial de confinamiento transver-
1 2

sal, y W (x, z) es el potencial impureza. Se construyeron las matrices de transicién
izquierda y derecha y se da un algoritmo numérico para los cédlculos basado en el

método de serie de potencia de pardmetro espectral.



Parte 111

Abstract



In the present thesis we study the dispersion problem in one-dimensional and three-
dimensional quantum waveguides, for which, in first place we study the essential spec-
tra of Schrodinger operators with variable potentials in cilyndrical domains II = Q xR,
where 2 C R” is a bounded domain with a smooth boundary provided by admissible
boundary conditions. Applying the limit operators method, we obtain explicit esti-
mates of the essential spectrum for a wide class of quantum waveguides. Later we
study the dispersion problem in a quantum onde-dimensional waveguide; the trans-
mission and reflection coefficients for the scattering of a particle on one-dimensional
potential are calculated by means of Spectral Parameter Power Series(SPPS). The
results were compared with known results. Finally we consider the electron propa-
gation in a cylindrical three-dimensional quantum waveguide II = D x R where D
is a bounded domain in R? described by the Dirichlet problem for the Schriodinger

operator

h? 0?

Hu(x,z)=|—— [ A — Vie)+ W (x,z)| u(z,z) =0,ulgn =0, (z,2) € II

(@29 = | =g (B 42 ) + V) + W (02)| ) = 0.0dan = 0.5,

where x = (z1,22), A, = ;—;24— 88722, V() is the transversal confinement potential, and
1 2

W (x, z) is the impurity potential. We construct the left and right transition matrices

and give a numerical algorithm for their calculations based on the spectral parameter

power series method.



Parte 1V

Introduccion



En esta tesis se trata el problema de propagacién y dispersién de las ondas de
materia (cudnticas) dentro de una gufa de onda. Las guias de ondas cudnticas son
estructuras de tamafno nanométrico con un solo grado de libertad para el movimiento
de las particulas [21]. Un ejemplo fisico de dicho modelo tedrico son los alambres cudn-
ticos [29]. La importancia de estas estructuras radica en sus potenciales aplicaciones
en la Nanoelectrénica. Algunas son como filtros pasabandas [63], y como interrup-
tores electrénicos que trabajan a partir de las interferencias de las ondas cudnticas
[62]. Propuestas tedricas mds recientes incluyen el uso de guias de ondas cudnticas
como interruptores electrénicos que operan en interaccién con radiacién de muy altas
frecuencias [68], o en la fabricacién de nanotransistores [9)].

La presencia de un defecto impureza en la estructura de la gufa de onda es el
caso que se estudia en la presente tesis. Dicha impureza puede ser resultado de los
procesos de fabricacién de la gufa de onda entre los que se encuentran la fotolitografia
o litografia de haces de electrones, o el método V-grooved [29], o pueden ser generados
de manera controlada [66]. En cualquier caso la consecuencia mds importante es una
modificacién en el comportamiento de la conductancia electrénica de dicha estructura
(para mayores referencias se pueden consultar [4], [33], [34], [35], [32], [44], asi como
las referencias ahf citadas).

En la presente tesis se analizé el problema de dispersién cudntico en una y tres
dimensiones. Para el caso unidimensional se trabajé principalmente sobre el cédlculo
de los coeficientes de transmisién y reflexién. Dichos célculos para algunos potenciales
unidimensionales como el potencial constante [67], Posch Teller [43], exponencial [43],
han sido calculados andliticamente, pero para la mayoria de los casos se usan méto-
dos de aproximacién numéricos como: WKB, aproximacién por funciones de Airy [47]
escalones muiltiples [3], matriz de transferencia y el método numérico Runge-Kutta
[6], [56]. Para dicho problema se usé en esta tesis el método de Series de Potencia de
Pardmetro Espectral (SPPS). Dicho método fue introducido por V. Kravchenko [39]
y es un método que resuelve numéricamente ecuaciones diferenciales, entre las que se
encuentra la ecuacién de Sturm-Liouville. El método SPPS ha sido aplicado exitosa-
mente a diferentes problemas de la Fisica Matemédtica que se reducen al problema de
Sturm Liouville (ver [13], [14], [36], [40]).

Para el caso de la dispersién en guias de onda cudntica en tres dimensiones se
consideré que dicha guia puede ser representada por un dominio IT = D, x R en R3
donde D, es un dominio acotado en R?, z = (x1,22) € 2, 2 € R. El Hamiltoni-
ano H que corresponde al problema de dispersién en una guia de onda cudntica es
H = f% ( z T 5%22) +V(x)+W(x, z),en donde = corresponde a las coordenadas del
plano transversal de la gufa, y z a la direccién de propagacién de las particulas dentro

de la gufa. El término V' (z) es el potencial de confinamiento de la gufa, y W(z, 2) es el



potencial impureza que modela la interacciéon de un defecto con una particula que se
propaga dentro de la estructura. La investigacién de la dispersién de los electrones por
las impurezas en las guifas de onda cudnticas es uno de los problemas tedricos méas im-
portantes en dicha drea (ver para mayores referencias [4],[33],[34],[35],[44],[32],[29],[66]
y las referencias citadas en dichos articulos). En esta tesis se consideraron algunos
métodos andliticos y numéricos de construccién de matrices de transicién generados
por potenciales impurezas.

A continuacién se presenta una descripcién de los Capitulos que conforman la

presente tesis

e En el Capitulo 1 se toma el contenido del capitulo 1 de [59] donde se hace una
breve introduccién de la Mecdnica Cudntica hasta la ecuacién de Schrodinger.
Se da una introduccién al andlisis funcional, en la cual se presentan conceptos
matemadticos que son de utilidad para el subsecuente desarrollo de la tesis. Se
aborda de forma breve el problema de propagacién de una particula libre y se

concluye con una introduccién a las gufas de ondas cudnticas.

e En el Capitulo 2 se toma el contenido del capitulo 2 de [59] donde se investiga
sobre las propiedades espectrales de los operadores de Schrédinger en una guia de
onda cudntica. El estudio de dicho problema ha atraido mucha atencién debido
a sus interesantes propiedades matemadticas, asi como sus aplicaciones (ver para
mayores referencias [48], [46], [19], [20], [21], [22], [23], [27], [41]). Se estudid
el espectro esencial de los problemas con valor en la frontera uniformemente
elipticos en dominios cilindricos para operadores diferenciales de segundo orden.
Para el estudio de dicho espectro se usé el método de operador limite (para mayor
referencia sobre dicho método consultar [53]). Después se consideré el caso del
operador electromagnético de Schrodinger con potenciales lentamente oscilantes
y coeficientes lentamente oscilantes en la condicién de frontera, y del cual se
obtiene una descripcién explicita de su espectro. A partir de dicho resultado se
obtuvieron estimaciones del espectro discreto y esencial para los operadores de

Schrodinger en una guia de onda estratificada horizontalmente.

e En el Capitulo 3 se trata el problema de dispersién cudntico unidimensional. Se
obtienen expresiones generales por medio del método SPPS para los coeficientes
de transmisién 7' (A) y reflexién R (A). Se presentan resultados de simulaciones
numéricas y se hacen las respectivas comparaciones con resultados reportados en
la literatura [67] y [43].

e En el Capitulo 4 se aborda el problema de dispersion de una guia de onda cuéntica

definida en un dominio cilindrico. Se obtuvieron expresiones andliticas para las



10

entradas de las matrices de transicién derecha 7). (\) e izquierda 7; (A) para un

potencial compacto

Wo(z, 2),2z € [0, H]

0, z ¢ [0, H]. W)

W(z,z) = {

Para el caso simétrico

Woy(z),z € [0, H]

0, z ¢ [0, H]. @)

W(z,z) = {
se han obtenido resultados anédliticos y numéricos para los coeficientes de tran-
sicién derecha T,.(\) e izquierda T;(A) aplicando el método SPPS. Finalmente se
analiza un potencial perturbado W (z, z) = Wy(z, 2) + Wi (z, z) donde € > 0 es
una perturbacién pequena adimensional, Wy(z, ) tiene la forma (1) y Wi (z, z)

la forma (2). Para este caso se aplican el método SPPS y de perturbacién.



Capitulo 1

Antecedentes Teoricos

En el presente Capitulo se hard una presentacién bédsica de algunos de los conceptos
mds importantes tanto fisicos como matemaéticos que se usardn en el resto del trabajo.
El contenido del presente capitulo se toma del primer capitulo de [59]. A su vez, el
presente contenido toma como base la introduccién a la Mecdnica Cuédntica presentada
en los libros [67] y [18], aunque también se refuerza el presente trabajo con los con-
tenidos de los libros [5] y [43]. Respecto a la introduccién a las guias de onda cuédntica
que se hace también este capitulo se toma como base la explicaciéon que sobre alambres

cudnticos se hace en el libro [29].

1.1 Introduccién a la mecanica cuantica

La mecédnica cudntica surge como una respuesta a los diversos problemas que pre-
sentaba la fisica a finales del siglo XIX y principios del siglo XX, y que no podian
ser explicados satisfactoriamente por las teorias entonces existentes. El primero de
dichos problemas fue la radiacién del cuerpo negro que es tratado a fondo en [67].
Las distribuciones de energia predichas en forma tedrica no se correspondian con los
resultados experimentales. Para resolver dicho problema, Max Planck propone su pos-
tulado: "Los osciladores arménicos que constituyen al cuerpo negro sélo pueden emitir

o absorber energia en multiplos enteros de hr". Mateméticamente se expresa asi:
E = nhv necN (1.1)

donde F es la energia de los osciladores, n = 1,2, 3, .., v es la frecuencia de oscilacién

del sistema y h es la constante de Planck

h = 6.626 x 10734 Js. (1.2)

11



1. Antecedentes Tedricos 12

En la ecuacién (1.2), J (Joules) representa las unidades de energia y s (segundos) las
unidades de tiempo. Otro problema que estaba fuera del alcance de las teorias cldsicas
en esos anos era el efecto fotoeléctrico [67]. Para solventarlo, Albert Einstein generalizé
los resultados obtenidos por Max Planck, y aseguré que la razén del comportamiento
discreto de la energfa en la radiacién del cuerpo negro no se debe a los osciladores en las
paredes del cuerpo negro, sino al campo de radiacién, el cual se encuentra cuantizado
por paquetes de energia de valor iw (donde h = % y w = 27v) llamados fotones.
Cada oscilador interactia con el campo absorbiendo o emitiendo n fotones.

En el ano de 1923, Louis De Broglie propone que toda la materia tiene asociada
una onda [67]. Por lo tanto una particula con momento p tiene asociada una onda
cuya longitud A y vector ? estdn definidos por las siguientes ecuaciones:

r=l ToZ (1.3)
P h

Al conjunto de ecuaciones (1.3) se les conoce como relaciones de De Broglie.

Un experimento que muestra la diferencia en el comportamiento entre particulas
clasicas y cudnticas es el experimento de la doble rendija. Este consiste en una fuente
de particulas (cldsicas o cudnticas), las cuales son lanzadas hacia una pantalla que
registra su arribo. En medio de la trayectoria se encuentra una barrera con un par de
rendijas A y B. Las diferencias en las distribuciones de las particulas tanto en el caso

cldsico, como cudntico se muestran en las Figuras 1.1 y 1.2.

11+12
11 12
S 51 S S1 S S1
—

s = =
—F —F —)
— — — ]
— — —F —_— —
) — — =3 ]

52 S2 S2 |
S: Fuente de haces de particulas. . . . .
$1:Rendija 1. 11: Intensidad registrada 12: Intensidad registrada
S2: Rendija 2 en la pantalla cuando sdlo en la pantalla cuando sélo

S1 estd abierto. 52 estd abierto.

Figura 1.1: Experimento de la doble rendija para particulas cldsicas [34].
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11
S
s1 s st s 51
— — —
— —) I — — 3
—F —F ) —F —)
— — — | <
- Sl
52
S2 ]
12 <
S: Fuente de haces de particulas. i . . . . .
$1: Rendija 1. 11: Intensidad registrada 12: Intensidad registrada 13: Intensidad registrada en la
$2: Rendija 2 en la pantalla cuando sdlo en la pantalla cuando sélo pantalla cuando 51y 52 estan
51 estd abierto. S2 estd abierto. abiertas.

Figura 1.2: Experimento de la doble rendija para particulas cudnticas [34].

Las diferencias en el comportamiento de la distribucién de las particulas se deben
a la dualidad onda-paticula en el regimen cuéntico, la cual produce el comportamiento
oscilatorio de dicha intensidad [18], [67]. En la Figura 1.2, la intensidad I3 # I1 + 12
[67]. Para determinar el nimero de particulas que participan en el experimento de la

Figura 1.2 se usa la siguiente expresion:

dn = p(r)dv (1.4)

donde 7 = (r1,r2,73) son las tres coordenadas ortogonales generalizadas, dn es el
nimero promedio de particulas en un elemento de volumen dv, y p (r) es la densidad
volumétrica de las particulas. El nimero total N de particulas en el experimento, en

el dominio © C R3? es igual a
N = /Qp(r) dv. (1.5)

Por medio de un anélisis cldsico se relaciona la densidad de carga p(r) con la
densidad de flujo 7 a través de la ecuacién de continuidad (para mayores detalles,
consultar [18]). Sin embargo, la ecuacién de continuidad no proporciona informacién
acerca de los patrones de interferencia que aparecen en la pantalla (Figura 1.2). Para
resolver dicho problema, un primer paso es relacionar a la densidad de carga p con la
intensidad v del haz electrénico. Esto significa que p (1) ~ |¢|2 = ¢* (donde ¥* es
el conjugado complejo de ). Por otra parte, la relacién que guarda v con el nimero

total de particulas N se puede establecer por medio de un factor A de la siguiente
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manera:

N:/ﬂp(r) dv :A/Qde (1.6)

donde A es un factor de proporcionalidad. Sin embargo, de manera usual se acostum-

bra establecer la relacién N = A, por lo tanto la funcién 1 estd normalizada

s = [ wvao=1. )

Dicho resultado fue interpretado por Born como la probabilidad de encontrar a una
particula en el espacio [67]. Por lo tanto |¢|* se puede considerar como una densidad
de probabilidad.

1.1.1 Ecuacién de Schrédinger

Para la construcciéon de una ecuacién de onda que se acople a la fisica cudntica se
propone una onda monocromética A (r,t) = Age’®* 7% donde k es el vector de onda
en un sistema de coordenadas ortogonales arbitrario. La ecuacién de onda electromag-

nética es igual a

1o
2 o2’

donde V2 es el operador laplaciano y ¢ = 3 x 103m/s es la velocidad de la luz en el

VA (1.8)
vacfo. A partir de la anterior ecuacién se obtiene la siguiente expresién

w2

—k?A(r,t) = —c—zA (r,t). (1.9)
donde k% = ||k||. A partir la ecuacién (1.9) se obtiene la relacién
w = ke. (1.10)

Recordando el postulado de Planck (1.1) bajo la forma E = g—:hv = hw, y la

relaciéon de De Broglie (1.3) se obtiene el siguiente resultado

E = hw = hkc = pc. (1.11)

La ecuacién (1.11) estd en contradiccién con la expresién en mecdnica cldsica de
la energia cinética £ = %. Es claro, entonces, que las ondas monocrométicas que
cumplen la ecuacién de onda (3.1), no son las mismas que cumplen con la relacién de
De Broglie. Para solventar dicho problema se reduce en una unidad el orden de la

derivada parcial respecto al tiempo.
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V2V (r,t) = agt\Il (r,t) (1.12)

En la ecuacién (1.12), o es un pardametro por calcular. Aplicando las derivadas
parciales en ambos lados de la igualdad, se obtiene la siguiente expresion:

—k20 (r,t) = o (—iw) U (r,1). (1.13)
Por lo tanto el valor de k? es igual a

k? = iwa.

(1.14)
Despejando el valor de w de la anterior expresién y sustituyendo en (1.11) se obtiene

k*h  R%k?

E="—= ) 1.15
16" tho (1.15)

Si se iguala (1.15) con FE = %, y se sustituye p por la relacién de De Broglie (1.3) se

obtiene

1 1
_— = 1.16
tha  2m ( )
Despejando « de (1.16) se obtiene la expresién
2m 2m
a=—=—-:.
ih h

(1.17)

Sustituyendo el nuevo valor de « en la ecuacién (1.12) se obtiene la expresién

2 __2m9
VU (r,t) = . at\I/(r,t)

P oy oy = in 2w () (1.18)
2m ot ’ '
La ecuacién (1.18) es la ecuacién de Schrodinger para una onda libre, en donde la

energia potencial V (7,t) = 0. En otro caso, la ecuacién de Schrédinger toma la forma

h? 0
—%V2\11(r,t)+V(r,t)\Il(r,t) = i W (1), (1.19)
La ecuacién (1.19) puede ser reescrita en términos del hamiltoniano H = —%V2 +
V (r,t) obteniéndose lo siguiente:
0
HY (r,t) = zha\lf (r,t). (1.20)

En coordenadas rectangulares, la ecuacién (1.19) adopta la siguiente forma
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[_ (8332 + 972 + 8z2> +V (r, t)} U (r,t) = zha\lf (r,t). (1.21)

Entre las condiciones que debe cumplir la funcién de onda W (r,¢) se encuentran:

2m

e U (r,t), debe ser derivable y sus dos primeras derivadas deben ser funciones

continuas ya que la ecuacién (1.21) implica derivadas de segundo orden.

e U (r,t) debe ser univaluada, ya que al ser funcién a cada argumento le corres-

ponde uno y solo un valor de la funcién.

e En lo general, ¥ (r,t) debe ser de cuadrado integrable. La cantidad |¥ (v, )] dv
representa la probablidad de encontrar en el tiempo ¢ a la la particula en un
volumen dv centrado en un punto r = 73. La probabilidad de encontrar la
particula en cualquier parte del espacio debe ser igual a uno, razén por la cual
U (r,t) es cuadrado integrable [67].

e U (r,t) debe de cumplir las condiciones de frontera del sistema, ya que esto
permite que de entre una familia de soluciones se seleccione la que es fisicamente

admisible.

Para el resto del trabajo sélo se considera el caso donde V (r,t) =V (7).
Si V(r,t) = V (r), la ecuacién (1.19) puede ser resuelta mediante la técnica de
separacién de variables. Se propone como funcién solucién ¥ (7, t) = 1 (7) x (t). Susti-

tuyendo dicha funcién en la ecuacién antes referida se obtiene

2 , dy (t
VR )+ V) v ()X (0 = i (1) D, (1.2)
2m dt
Dividiendo ambos lados de la ecuacién (1.22) entre ¢ () x (¢) se obtiene la siguiente
expresion
o1, L1 odx ()
- 14 =1h —_—. 1.23
s T V)V () = i (1.23)
La ecuacién (1.23) se puede descomponer en las siguientes dos ecuaciones
1 odx ()
5 _E 1.24
@) dt (124
P sV () =B (1.25)
2m ¢ (r) o '

En ambas ecuaciones, E es una constante. La solucién de la ecuacién (1.24) se obtiene

asi
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dx(t) _ @
o
Iny(t) = f%t
X (t) = e~ wt, (1.26)

Dado que la magnitud de |x (¢)| = 1 el proceso se considera estacionario. Por otra

parte la ecuacién (1.25) adquiere la forma

2
L () 4V (1) (r) = B () (1.27)

que es conocida como ecuacién de Schrodinger estacionaria. Para el caso de una
variable x de posicién unidimensional la ecuacién (1.27) toma la forma
n? d?
(@) +V (@) 6 (@) = B (). (1.28)

1.2 Elementos de andlisis funcional

Para el estudio de la mecdnica cuédntica, es necesario conocer algunos conceptos e ideas
propias del andlisis funcional. El contenido de la presente seccién esta mayormente
basado en el material de los libros [2], [60] y [37].

Un conjunto R de elementos f, g, h,...llamados vectores, es un espacio lineal (o

vectorial) si:

1. Hay una operacién llamada adicién, la cual estd denotada por el simbolo +, con
respecto a la cual R forma un grupo abeliano [2]. El elemento cero es denotado

por 0.

2. La multiplicacién de los elementos f, g € R por los elementos «, 3, v,... € C

estd definida de manera que

a(f+g9)=af +ag (1.29)
(a+B)f =aof +Bf (1.30)
a(Bf) = (aB) f (1.31)

1f =f, 0-f = 0. (1.32)
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Dado un espacio complejo lineal R, el producto interno es un mapeo binario que
asocia un par de vectores f, g € R con un numero complejo denotado con (z,y) que

satisface lo siguiente:

1. Simetria (f,g) = (g,f)"
2. Aditividad (f + g,h) = (f,h) + (g, h)
3. Homogeneidad (af , g) = a(f,g)

4. Positividad (f,f) > 0 para toda f # 0.

El espacio complejo lineal R sobre el que estd definido el producto interno recibe
el nombre de espacio con producto interno.

Los vectores f, g € R son ortogonales si (f,g) = 0.

Por otra parte, un conjunto de vectores g, gs,..., g,, € I es linealmente indepen-

diente si la combinacién lineal
aig; + asgs + ... +ang, =0 (1.33)

con ai, as,..., a, € C implica necesariamente que a1 = as = ... = a,, = 0.

Un espacio lineal R es finito dimensional (o de dimensién n) si R contiene n
elementos linealmente independientes. Si el espacio R tiene un nimero infinito de
elementos linealmente independientes, se dice que es de dimensién infinita.

El espacio lineal R con campo C es un espacio normado, si a cada elemento
g € R corresponde un elemento no negativo || g|| llamado norma de g y que cumple las

siguientes condiciones:
1. |lg|l =0siy solosig=0.
2. Sia e C, ||lag| = |a| | g|| donde |a| es el médulo de a.

3. [lg + Rl < llgll + [IR[].

La norma de un vector g € R definida en base al producto interno es igual a

lgll =/ (g, 9)- (1.34)

Con base a la anterior definicion se puede establecer el siguiente hecho: cada
espacio normado es un espacio métrico con la métrica d (g, h) definida de la siguiente
manera. Dado g, h € R, d(g,h) = ||g — k| [37].

Un conjunto que contiene todos sus puntos limite se dice que es un conjunto

cerrado [60].
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Si el espacio métrico R es la cerradura de un subconjunto contable () C R, entonces
R es un espacio separable ([2]).

Una secuencia {g,, € R | n € N} es conocida como secuencia de Cauchy si para
n,m > N, se cumple d (g, g,,) < €, en donde los nimeros N, e € N.

Un espacio R con métrica es completo si cada secuencia de Cauchy converge a un
punto z € R. Un espacio normado completo S se conoce como espacio de Banach
[37].

1.2.1 Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert H es un espacio de producto interno de dimensién infinita y
completo con respecto a la métrica generada por un producto interno [2]. La métrica

d (g, h) en un espacio de Hilbert estd definida de la siguiente manera:

N[

d(g.h)=|lg—hl|=(9—h,g—h) (1.35)

Si los elementos e, es,..., e, de un conjunto M C H son vectores ortogonales,
y si cada uno de ellos estd normalizado (norma igual a uno), entonces M es un
sistema ortonormal. Si M es un conjunto contable, entonces se le conoce como se-
cuencia ortonormal. Dada una secuencia de vectores independientes g;, g, ..y gys oo
pertenecientes a un espacio de Hilbert H, se puede construir una secuencia equivalente
ortonormal de vectores ej,es,...,e,,... El proceso por medio del cual se consigue lo an-
terior es conocido como ortogonalizacién y se puede resumir a lo siguiente: se calcula

el vector k, 41 con la siguiente férmula:

n

ko= 9n+1 — Z (gn+17 ek) €k. (1-36)
k=1

La obtencién del vector e, se consigue por medio de la férmula:

kn—l—l
1K1

€nt+1 = (137)

Un sistema ortonormal e;, es,..., e,,... € H es cerrado si y sélo si para toda g € H se

cumple:

lgl* =" I(g, ex)]*- (1.38)
k=1

La ecuacién (1.38) también se conoce como relacién de cerradura. Si la relacién de
cerradura se cumple, entonces los vectores g, h € H cumplen con la relacién general
de Parseval [2]:

(9.7) = (g.e) (ex; h). (1.39)

k=1
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Una secuencia ortonormal infinita e;, es,..., e,,... € H es completa en H si, y sélo
si dicha secuencia es cerrada en H [2].

Cada sistema ortonormal completo en un espacio separable es necesariamente una
secuencia infinita, también llamada base ortonormal del espacio H [2]. El producto
interno de los elementos {e;};2 de la base ortonormal del espacio H es igual a la delta

de Kronecker
1li=k
e, er) =0; Sip, = 1.40
(ei, ex) = o g {Oi;ék. (1.40)

Un ejemplo de espacio de Hilbert H es el espacio L2. Dado un intervalo (finito
o infinito) (a,b) sobre el eje de los nimeros reales, se denota por L2 (a,b) (o L?)
al conjunto de funciones f medibles en el sentido de Lebesgue [60], definidas en el
intervalo (a,b), y evaluadas en los complejos C, tal que |f |2 es integrable en el sentido
de Lebesgue (para mayor informacién sobre las integrales de Lebesgue, constiltese [60]).
Ademés, f + g € L? siempre que f, g € L?; y \f € L? donde A € C y f € L%. Por lo
tanto L? es un espacio lineal, donde el elemento cero es la funcién h = 0 en casi todo el

intervalo (a,b). El espacio L? tiene definido su producto interno de la siguiente forma:

b
(f.9) = / f () g (t)dt. (1.41)

La prueba de la completez de dicho espacio en el sentido de Cauchy es ofrecida por
Akhiezer y Glazman [2]. La convergencia de la funcién f en el espacio L? estd dada

por la siguiente ecuacién:

b
dim [ [f(8) = fa (D) dt =0. (1.42)

En la ecuacién (1.42) f, (t) es una secuencia de funciones que convergen a f (¢) en el
intervalo (a,b). Existen varias secuencias ortonormales completas para el espacio L2.
Un ejemplo de dichas secuencias son las funciones: \/%eikt (£k =1, 2,...) también
conocido como sistema trigonométrico, y cuya prueba de completez estd dada en las
referencias [60], [2].

Un ejemplo del anterior espacio es el conjunto de eigenfunciones v (z) € L? de la
ecuacién de Schrodinger (1.28) las cuales forman un conjunto completo tal como se
puede deducir de los siguientes desarrollos.

Sea f (z) una funcién bien comportada (que en este caso significa integrable en el

sentido de Lebesgue)

f@)=> anpn () (1.43)
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que estd en términos del conjunto de funciones ortonormales {yy, (z)}. Para calcular
los coeficientes a,, se multiplican ambos lados de la ecuacién por ¢r,, v se integra

obteniéndose:

[t @)= S [ Grpnts

Ay = /f (z) or, (x) dx. (1.44)

El producto interno (f (), pm (z)) en L? es igual a

(f () / f (@) ¢ (a (1.45)

El producto interno de las funciones f (z) = ), anen (2) v 9(z) = >, bupn ()

es igual a

(9 (), f(x)) = /g(ﬂf) [ (@) de = an'aﬁ/@nwidw = Z%f%%n . (L.46)

n,n’

Desarrollando el dltimo término de la ecuacién (1.46) se obtiene:

(9(z),f (z)) =) _bya. (1.47)

La tltima expresién es una forma alternativa de la relacién de Parserval. Para re-
cuperar la ecuacion (1.39) se reescribe la ecuacién (1.44) como b, = (g,¢n) ¥ a, =

(f,n)" = (n, f). Sustituyendo en la ecuacién (1.47) se obtiene lo siguiente

(9, ) =D (9,0n) (on, f) - (1.48)

n
A partir de (1.48), se puede concluir que el conjunto {y,} es completo. El conjunto
{¢n} conforma una base del espacio LZ.
Un caso especial se presenta cuando f(x) = g(x) = ¥ (z), donde 9 (z) es la
intensidad del haz electrénico que aparece en la Figura 1.2 y en las ecuaciones (1.6) y

(1.7). Sustituyendo en (1.46) se obtiene lo siguiente:

/W)I2 dz = |an|?. (1.49)

De la condicién de normalizacién de la funcién de onda (1.7) se obtiene:

D lan? = 1. (1.50)
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Por lo tanto, si la funcién de onda ¥ (x) estd formada por la superposicién de
funciones ¢,, con coeficiente a,, a partir del resultado (1.50) se puede interpretar
a |ap| como la contribucién de cada funcién ¢, a la funcién de onda (densidad de
probabilidad) v (z).

1.2.2 Operadores y funcionales lineales

Sean M y N dos espacios lineales. El operador L transforma los elementos del conjunto
M a elementos del conjunto N. Un operador lineal es aquél que para los elementos

f vy g€ M,y los nimeros complejos A y i cumple la ecuacién
L(\f+pg) =ALf+ ulLg. (1.51)

donde D (L) = M es el dominio de definicién del operador L. Si para toda f € M se
cumple Lf = f, entonces L es conocido como el operador identidad y se denota por I.

Dado un operador lineal L, con su dominio D (L), que es un espacio de Hilbert, se
define como kernel ker (L) al conjunto de elementos f € D (L) tal que Lf = 0. La

imagen del operador L es el conjunto de elementos g € N tal que
Im(L)y={9geN:g=Lf, feDr}. (1.52)

El operador lineal L, que mapea de M a N es un operador continuo si de la
convergencia fr — f cuando kK — oo en M, se obtiene Lf; — Lf cuando k — oo en
N.

El operador lineal L, que mapea los espacios lineales normados de M a N, es
un operador acotado si existe un nimero C > 0, tal que se cumple la siguiente

desigualdad:

ILf 1l < C Ll (1.53)

para toda f € M; donde ||| 5 ¥ ||| 5 son las normas de los espacios lineales normados
N y M respectivamente.

Dado un operador lineal L con dominio M, la ecuacién
Lu=F (1.54)
es conocida como ecuacién lineal no homogénea. Si F' toma como valor
Lu = \u (1.55)

y u # 0, al pardmetro complejo A se le conoce como eigenvalor del operador L. Por su
parte al conjunto de soluciones no triviales u € M se les conoce como eigenfunciones

del operador L.
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Un funcional lineal [ es un operador lineal que transforma un elemento f € M en
un elemento del campo de los complejos C. La accién del operador [ sobre f se denota
por medio del producto interno (I, f).

La continuidad de un funcional lineal significa que si fr — f cuando k — oo en

M, entonces la secuencia de nimeros complejos (I, fi) — (I, f).

Operadores adjuntos y autoadjuntos

Se tiene un operador lineal, continuo, no acotado A, que define la accién y = Ax,
mapeando de un espacio lineal D (A) = M (dominio del operador A) a un espacio
N. Ademads, hay un funcional continuo g definido sobre NNV, esto significa que g € N*
(espacio dual). Al aplicarse el funcional g sobre y = Az, se puede comprobar que
g (Ax) es también un funcional definido en el espacio M. Al nuevo funcional se le
puede denotar con f € M*. Un operador adjunto Af es aquel operador que mapea un
funcional lineal continuo g € N* a un funcional lineal continuo f € M*. Denotando

la accién del funcional f como (f,z) se obtiene

(9, Ax) = (ATg,x) =(f,x). (1.56)

A los operadores adjuntos también se les conoce como operadores conjugados [37].

Un operador adjunto tiene las siguientes propiedades
e El operador At es lineal.
t

° (AT) =A

t t t
e (A+B) =A +B.
o SikeC, (kA) =k A"
Un operador autoadjunto es un operador lineal acotado A = A", Por lo tanto

(Az,2) = (z, Az) (1.57)

y ademés el dominio de A (D (A)) es igual al dominio de A" (D (AT) ). En la ecuacién
(1.57) z, z € M.

Si la ecuacién (1.57) se cumple, pero D (A) # D (AT> entonces A es un operador
hermitiano [5].

La expresion (Az,x) es la forma cuadrética del operador A. La forma cuadrética

de los operadores hermitianos sélo toma valores reales ya que
(Az,z) = (z, Az)" = (Az,2)", x € M. (1.58)

Si el operador A es hermitiano, todos sus eigenvalores son reales, y sus eigenfun-

ciones correspondientes a diferentes eigenvalores son ortogonales [60].
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Operador de Schrédinger

A partir de la ecuacién (1.28) se obtiene la expresion

h2
(—2mV2 +V (a:)) v (z) = E (x) (1.59)
donde
K2 9

es el operador de Schrodinger multidimensional. Para el caso de la ecuacién (1.28) el

operador H toma la forma
h? d?
 2m da?

y dicho operador se conoce como operador unidimensional de Schrodinger. A partir

+V () (1.61)

de la ecuacién (1.7), se sabe que las funciones 9 (z) € L? (R). En la ecuacién (1.59)
¥ (z) son las eigenfunciones del operador H, y E los eigenvalores. El operador H es
autodajunto solo si V' (z) es real. Como es de esperarse, para operadores hermitianos
las eigenfunciones 1 (x) correspondientes a diferentes eigenvalores E son ortogonales

entre si.

Notacion de Dirac

Ademads de los trabajos de Schrodinger, Heisenberg presenté una formulacién de la
mecénica cudntica basada en matrices (mecdnica matricial) [18], [67]. Cabe senalar que
tanto la formulacién de Schrodinger como la de Heisenberg son equivalentes y conducen
a las mismas relaciones fisicas. Existe ademds una formulacién de la mecénica cudntica
aun més general realizada por Dirac [18], [67].

Se introduce la notaciéon de Dirac para representar a un conjunto de vectores en el
espacio de Hilbert. Un vector ¥ € H se denota por el simbolo |¥) conocido como ket.
Por otra parte, se define para cada vector ket un funcional lineal llamado vector bra
y denotado por (V|

(1) = (w]. (1.62)

Dados dos kets |¥) y |¢) se define el producto interno de la siguiente manera
(ol ) = ¢ (1.63)

en donde ¢ € C. Por lo tanto los vectores bra mapean kets al campo de los complejos.
El médulo al cuadrado del ket |¥) es

(T|w) = |[w]*. (1.64)
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La base de un espacio de Hilbert H en términos de la notacién de Dirac es un

conjunto de kets {|a;)}, tal que su producto interno da como resultado [18]
(ajla;) = bi; (1.65)

mientras que para el caso continuo la expresion es igual a [18] :

<x|xl> =9 (l‘ - .'L‘,> . (1.66)

Un ket |¥) puede ser expresado en términos de la base {|a;)} de la siguiente forma
[18] :

@) = cila). (1.67)
i
El valor de un coeficiente ¢j, se obtiene del producto interno de los kets |¥) y |ag)

(ar| W) = "ci(aklai) = cibri = c. (1.68)

K3 K3

Por lo tanto, la ecuacién (1.67) se puede escribir as:

|¥) = Zc lai) = |as) (ai|¥) (1.69)
= Z\m (a;] = 1I.

En la ecuacién (1.69) I es la matriz identidad. La anterior ecuacién es la relacién de
completez para variables discretas en notacién de Dirac. En el caso de las variables

continuas, la relacién es igual a [18] :

/ |z) (x| dz = 1. (1.70)

El anterior resultado es introducido en la expresién (1.68)
o = (| U) = / (ap|z) (2] ) da. (1.71)

Pero de la ecuacién (1.44) se sabe que ¢ = [ ¢} () ¥ (x) dz. Por lo tanto se puede
establecer la siguiente relacién
(x|T) = (z). (1.72)

La ecuacién (1.72) también es conocida como Teorema de Riesz [5]. Estos re-
sultados muestran la relacién que existe entre la notacién de Dirac y la funcién de
onda ¥. Sustituyendo estos resultados en la ecuacion (1.20), se obtiene la ecuacién de

Schrodinger en notacién de Dirac

H|U) = z'ha‘a?. (1.73)
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1.3 Postulados de la Mecanica Cuantica

Los postulados de la Mecédnica Cuédntica son el conjunto minimo de reglas a partir de
las cuales se desarrolla toda la teorfa cuantica. y las cuales resultan de las observaciones
experimentales. John Von Neumann fue el primero en formular dichos postulados en
[61]. Dichos postulados gobiernan a todos los sistemas cudnticos. La forma es que
se presentan dichos postulados en el presente trabajo estd basada en la forma en que
son expuestos en [67]. Para poderlos enunciar es necesario definir previamente algunos

conceptos:

e Sistema fisico.- Una porcién del universo que es aislable o sometible a manipu-

lacién experimental.
e Observables.- Cantidades fisicas, o atributos y propiedades de un sistema fisico.
e Estado del sistema.- La informacién fisica de un cierto sistema.

e Medicién.- Proceso de interaccién entre objetos cldsicos y cudnticos.

Los postulados son generalmente expresados en notacién de Dirac y son los sigui-

entes:

1. Una cantidad fisica medible «, llamada observable o variable dindmica, estd re-
presentada por un operador hermitiano A cuyas eigenfunciones forman una base

completa.

2. Toda la informacion fisica accesible del sistema estd concentrada en el ket | (1)) €

H donde t es un pardmetro y H un espacio de Hilbert.

3. El resultado de medir « sé6lo puede ser alguno de los eigenvalores del operador
correspondiente A. Es importante notar que si el operador A es hermitiano, los
eigenvalores correspondientes sélo serdn nimeros reales, lo cual se corresponde
con la naturaleza de las cantidades fisicas medibles. Si el resultado de medir «
en el estado |¥ (t)) es a, el estado del sistema inmediatamente después de la

medicién cambia a |¥,). Lo anterior se representa matematicamente asi

AW (1)) = an |Un) . (1.74)

En la ecuacién (1.74) a, = (¥, | ¥ (1)).

4. Sea |¥) € H el vector de estado del sistema. La probabilidad de encontrar el

eigenvalor A; como resultado de medir « es el médulo al cuadrado del coeficiente
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de |a1) en la expansién de |¥) en la base de eigenvalores de A. Para el caso
de espectro discreto (el cual se definird en el Capitulo 2), de acuerdo a [67]
la probabilidad P, (a,,) de obtener el eigenvalor a, cuando no es degenerado
(degenerado signifca que a dos o més eigenvectores disitinos les corresponde el
mismo eigenvalor) es igual a :

(Lo [ D) Janl

Palan) = S5 = gy (1.75)

Si a,, es m- degenerada, la probabilidad P, es

. 2 m (02
Siwif Skt

(vlw) (T

La expresion (1.75) puede ser extendida al caso continuo, para determinar la
densidad de probabilidad que una medicién de A entregue un valor entre a y

a + da en un sistema cuyo estado inicial es |¥) es

dP (a) _ |V (a)? _ |V (a)?
da (U | o) /|\Il(a)|2da.

(1.77)

5. La evolucién temporal del vector de estado |¥ (¢)) estd gobernada por la ecuacién
de Schrodinger
d|¥)

h——— = H|U). 1.78
i = 1) (1.78)

Los postulados de la mecédnica cudntica se pueden dividir en dos categorias: los
primeros cuatro describen el sistema en un tiempo determinado, mientras que el quinto

describe la evolucién en el tiempo del sistema.

1.4 Propagacion de particula libre y normalizacién de
Born

El caso de propagacién més simple corresponde a V (z) = 0, z € R. En tal caso la

ecuacién de Schrodinger toma la forma

2 2
L @) =B (1.79)

la cual se puede reescribir como

(j; + k2> ©(z) =0 (1.80)
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donde k? = Q;ZLQE , a k se le conoce como nimero de onda. La solucién mds general

para la ecuacién (1.80) es una combinacién lineal de ondas planas linealmente inde-

pendientes (o, (z) = e, p_ () = e77)

or (z) = Ape™® 4 A ek, (1.81)

La funcién de onda completa en términos de x y el tiempo ¢ es igual a

Uy (z,t) = Ayelkr=wt) 4 A emilkotot) (1.82)

Dado que E = hw = % se puede expresar la anterior solucién como
Uy, (2,1) = A+ez’(km—hk2t/2m) 1+ A e i(kathk?t/2m) (1.83)

El primer término del lado derecho de la igualdad representa a una onda plana
que se propaga a la derecha, mientras el segundo término representa una onda que
se propaga a la izquierda. Las intensidades de dichas ondas son iguales a |A|2 y
|B \2. Dichas ondas estdn asociadas a particulas libres que se propagan con energia
y momentos definidos. Estas soluciones sin embargo presentan varios inconvenientes

fisicos entre los que se encuentran

e Las densidades de probablidades |¥. (z,¢)|* = |A+|? son constantes, no depen-

den de zx, ni de t.

w hk

e La velocidad de la onda plana vyae = £ = 5, €s menor a la velocidad de la
particula v = £ = %
+oo +oo
e La funcién no es normalizable /\Il’jE (z,8) Uy (z,t) de = | A4 | /dw — 00.
oo —o0

La 1ltima condicién hace que la solucién no sea acpetable desde el punto de vista
fisico. De lo anterior llegamos a la conclusién que la particula libre no puede tener un
momento y una energfa definidas de manera tan precisa.

Para solucionar los anteriores inconvenientes, se recurre a la superposicién lineal de
ondas planas por medio de un paquete de ondas. Un paquete de ondas es una funcién
de onda localizada, esto es, con una amplitud grande en una regién definida en el
espacio y cero fuera de ella. El paquete de ondas consiste de un grupo de ondas con
diferentes longitudes de ondas, y con fases y amplitudes escogidas de tal manera que
las ondas intefieren constructivamente dentro de una regién y destructivamente fuera

de ella. Lo anterior se puede hacer de la siguiente forma. Supéngase que el momento



1. Antecedentes Tedricos 29

p = hk de las particulas se distribuye en un intervalo (ki, k2) con amplitud A(k). El

paquete de ondas es igual a

: hk?
U (2,t) = / A(k)el(’”*mt) dk (1.84)
k1
donde A(k) es la amplitud con la que una onda plana de momento hk y energia ﬁ;’fj
contribuyen al paquete. Por tanto
/\\p (2,0 dz = |A(k)]? /dw. (1.85)

Por esto si se elige bien el valor de A(k) se puede evitar la divergencia.

1.4.1 Normalizacién de Born

La idea bésica del método consiste en considerar que el espacio donde se propaga la
onda plana es periodico (x = = + L), por lo cual ¢ (z) = ¢ (x + L), lo cual conduce a

la expresion Ae?® = Ae*(@+L) con lo cual se llega a la igualdad

por lo cual kL = 2nm. Se integra en el segmento de normalizacién (—%, %) la densidad

de probabilidad de la funcién de onda

L
2
|2 dz = |AJ? /dx = AL =1 (1.86)

i

o[t

[t

1

de donde se determina que A = . Con dicha condicién se obtiene

S

1 - 21N

on (z) = ﬁe’T” (1.87)

Volviendo a aplicar la integral de normalizacién sobre ¢, (z) y su conjugado ¢} (z)

se obtiene
_ sin7 (n —n')]

o (%) on () dz = ) (1.88)

\M\h

[t

con lo cual se logra construir una funcién de cuadrado integrable. Para el caso L — oo,
notar que la parte derecha de la ecuacién de (1.88) no depende de L por lo que dicho

resultado sigue siendo valido.
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1.5 Guias de onda cuanticas

El contenido de esta seccién esta basado en la presentacién que sobre alambres cuédn-
ticos hace el libro [29], asi como los articulos [34] y [57].

Una gufa de onda cudntica es una estructura en tres dimensiones que tiene
confinamiento en dos dimensiones y cuyo didmetro es lo suficientemente pequeiio para
que el comportamiento cudntico sea el dominante. EI transporte electrénico dentro
de dicha estructura es esencialmente balistico, y andlogo a la propagacién de ondas
electromagnéticas en guias de onda cldsicas [34]. Debido a que existe un fuerte confi-
namiento en dos direcciones, el movimiento en la direccién longitudinal es el de mayor
interés.

Entre las caracteristicas mds importantes de dicha estructura estdn

e Tamanos pequenos, tipicamente de decenas a cientos of nm.

Alta pureza; la trayectoria media libre del electrén puede estar en el orden de

LT

Estructura cristalina

Las funciones de onda. estdn usualmente suprimidas en las fronteras entre distin-

tos materiales.

La direccién longitudinal debe ser de una longitud mucho mayor a la que se tiene en
las direcciones con confinamiento. Los alambres cudnticos son modelados como guias
de onda cudnticas. Entre las aplicaciones propuestas a las gufas de ondas cudnticas
destacan los sintonizadores de rama y sus superldtices, filtros pasabanda e interruptores

cuénticos de interferencia [57].

1.5.1 Heterouniones y heteroestructuras

Para poder definir y estudiar lo que es un alambre cudntico es necesario conocer lo
que son las heterouniones y heteroestructuras. Las heterouniones se forman a partir
de la unién de dos materiales con diferentes bandas prohibidas. Una banda prohibida
Eyqp es la diferencia de energfa que existe entre la banda de conduccién y la banda de
valencia de un material, tal como aparece en la Figura 1.3 [29].

La discontinuidad en las bandas de conduccién y valencia en una heterounién
puede ser representada por medio de un término constante. En [33] la ecuacién de
Schrodinger para ambas bandas a lo largo de la estructura es igual a

n?  d?
—— ¢ (x) +V (2) ¢ (z) = B¢ (2). (1.89)

Com*da
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Banda de valencia

Banda de conduccidn

~€——~Banda prohibida Egap

Energia

R 4 2 0 2 4 6
Vector de onda

Figura 1.3: Banda de conduccién, de valencia y prohibida para un material semicon-
ductor en bulto [22].

En la anterior ecuacion m* es la masa efectiva de la aleacién de materiales. En la
Figura 1.4 se muestra la grafica de potenciales unidimensionales V' (x) en las bandas

de conduccién y valencia de una heterounién.

1
W 1
! Banda de
conduccion
b
L
1 y X
Lad
Banda de
wvalencia
|
I
v 1
-

Figura 1.4: Discontinuidad de los potenciales unidimensionales V' (z) en la banda de
conduccién y la banda de valencia de una heterounién [30].

Una heteroestructura estd formada por multiples heterouniones. Si una estructura
A queda en medio de dos capas de material B, Fyqpa < Egqpp, y ademds la capa A es
lo suficientemente pequena para que el régimen cudntico sea el dominante, entonces tal
combinacién de materiales recibe el nombre de pozo cudntico simple [29]. Cualquier
electrén tiende a su estado base, por lo cual los electrones quedan concentrados en

dicho pozo de la banda de conduccién. La misma situacién ocurre con los huecos en
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la banda de valencia.
Variaciones a los pozos cudnticos simples son los pozos cudnticos asimétricos, los
cuales se pueden formar a partir de la inclusién de una aleacién entre los materiales A

y B. En la Figura 1.5 se muestran paredes cudnticas simples y asimétricas.

A A0.5B0.5

T . Banda de conduccidn ®

+
Fgap B Egap A

Ma de valencia 0

Figura 1.5: Pozos cudnticos simétrico y asimétrico [24].

La combinacién de més de dos heterouniones da lugar a los pozos miiltiples y los
superlétices. La diferencia entre ambos consiste en que mientras en los primeros los
pozos no interaccionan entre si, en los segundos si. Cuando los pozos cudnticos de las
bandas de conduccién y valencia estdn alineados (como en la Figura 1.5) el sistema es
de tipo I. Cuando los materiales A y B estdn alineados de tal manera que los pozos
en ambas bandas no coinciden en la misma regién espacial el sistema es de tipo II. Un

ejemplo de estructura tipo II se muestra en la Figura 1.6.

Figura 1.6: Heteroestructura de tipo II [13].
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1.5.2 Alambres cuanticos

En la fisica de semiconductores se conoce como dimensionalidad a los grados de libertad
que tiene el movimiento de una particula dentro de un sistema. Los cuatro sistemas

de dimensionalidad bésica se enlistan en la Tabla 1.1

Tabla 1.1: Sistemas de dimensionalidad bésica

Sistema Grados de confinamiento (D.) | Grados de libertad (Dy)
Material en bulto 0 3
Pozo cudntico 1 2
Alambre cudntico 2 1
Punto cudnico 3 0

La fabricacién de alambres cudnticos se logra por medio de fotolitografia o litografia
de haces de electrones [29]. Con dichos procesos es posible crear una pequena oblea
de los materiales que contienen pozos cudnticos. Las particulas confinadas no sélo
presentan confinamiento a lo largo del eje donde estd el pozo cudntico, sino también
en un eje adicional dependiendo del proceso de litografia al que hayan sido sometidas.
En la Figura 1.7 se muestra un ejemplo de alambre cudntico. Otro proceso para la

produccién de alambres cudnticos es el V-grooved [29].

£

k=

Figura 1.7: Alambre cudntico producto de la heterounién de Gay_,Al,As y GaAs
[24].

La ecuacién de Schrodinger que modela el comportamiento de un alambre cudntico
en coordenadas rectangulares es

2
W2,y 5) + V (@ 2) (23, 2) = Bu (2,9, 2). (1.90)

2m*



1. Antecedentes Tedricos 34

El potencial V (x,y, z) se puede expresar como una suma de los potenciales en el
eje x, que es el eje en el cual viajan las particulas dentro de la guifa de onda, més el
potencial en el plano (y, z), esto es V (z,y,2) =V (z) + V (y, 2) [29].

En la parte interior de los alambres cudnticos V (y, z) = 0, V (z) # 0. Por lo tanto,
V (z,y,z) =V (x) adentro de dicha estructura. Las eigenfunciones también se pueden
expresar como el producto de dos componentes u (z,y,z) = 1 (x) ¢ (y,2). A partir de
las anteriores consideraciones, y de que la energia se puede expresar como la suma de

dos componentes £ = E, + FE,., se obtienen las siguientes dos ecuaciones

R ()
om*  dx?

+V(2) 9 (2) = Exp (2) (1.91)

h? 0? 0?
(52 + 52 6102) = Buat(12). (192)

2m*



Capitulo 2

Teoria espectral de guias de

ondas cuanticas

En el presente capitulo se presenta el anélisis del espectro del operador de Schridinger
para gufas de onda cudnticas utilizando el método de operador limite. El contenido
del presente capitulo se toma del capitulo 2 del trabajo de tesis de Maestria [59], y los
resultados estdn publicados en el articulo [51].

El espacio de Sobolev H® () consiste de los elementos u € L2 (1), tales que
Dy (x) € L* () para |a| < s en el dominio Q C R™. La derivada es en el sentido de
distribuciones [60], [8]. El producto interno esta definido como

(w,0) s = > (D%u, D). (2.1)
lof<s

La norma de un elemento u € H® () es igual a

3
fullg: = (g = | 3 [ 10w (@) da| (22)
jaf<s 7

La funciones de clase C? (G) son el conjunto de funciones f que son continuas, junto

con sus respectivas derivadas D*f (x), |a] < p (0 <p < 00) en la regién G donde el

operador de diferenciacién estd dado por

@ a‘alf(lﬁl,(l,'g,ll?g,...)
DA ) = = gage... a0

El indice « es un vector a = (a1, ag, s, ...), por lo tanto |a] = a1 +ag + az + ...

(2.3)

2.1 Espectro esencial y operadores limite

Sea A un operador cerrado, no acotado en un espacio de Hilbert H con un dominio

D,. De acuerdo a [1] el operador A es un operador de Fredholm si ker (A) es un

35



2. Teoria espectral de guias de ondas cudnticas 36

espacio de dimension finita, y el espacio H/Im (A) también es de dimensién finita.

-1 .
existe y es

El nimero complejo A es un punto resolvente de A, si (A — AI)
acotado en H. Al conjunto de puntos resolventes se les denota como R (A) C C. El
espectro de A se define como sp (A) = C\R (A). El espectro discreto de A4, el cual se
denota por spg;s (A) es un subconjunto de sp (A) que consiste de eigenvalores aislados
de multiplicidad finita. El espectro esencial de A, el cual se denota por spess (4), es
el conjunto A € C, tal que A — Al no es un operador de Fredholm. Si A es autoadjunto
sp (A) = spais (A) U spess (A).

Sea x = <$I,$n+1) ER"xR, z' = (21, ..., ) €R™, Dy, = ia%j. Ahora, se plantea

el siguiente problema de valor en la frontera IIg = Q2 x R

Au () = A(z,D)u(x) zellg (2.4)
Yorg B (z,D)u(z) =0 z € dllg = 9N x R.
donde
n+1
A(z,D)u(x) = Z aij () Dy, Dy, + ij (%) Dg; +c(x) | u(x) x € llg
1<i,j<n+1 =1
(2.5)

es un operador diferencial de segundo orden con coeficientes en el espacio Cp° (Hﬁ) =
C> (Q) ® Cp° (R), donde Q es la cerradura del dominio €2, ® representa un producto
tensorial de espacios vectoriales y Cy° (R) es el espacio de funciones infinitamente
diferenciables en R, con todas sus derivadas acotadas. Por su parte B (z, D) se define

como
n+1

B(x,D) = a;(z) Dy, +d(x), (2.6)
j=1

donde a; (z), d(z) € C5° (Ig) ¥ Yam,, es el operador estandar de restriccién sobre la
frontera Ollq.

Para el desarrollo posterior se supone que el problema (2.4) es uniformemente
eliptico. Esto significa que el operador diferencial A (z, D) es uniformemente eliptico
en Ilg, esto es,

inf inf Z Qij (.%') fzfj > 0, (27)
rellp 5™ ) o i<nn
y los operadores A (z,D) y B (x,D) estdn conectados por la condicién de uniformi-
dad de Lopatinsky-Shapiro (para mayor referencia consultar Capitulo 2 de [24]). La

elipticidad uniforme del problema (2.4) implica el siguiente estimado a priori

lulzsg) < € (IA (@ D) ullgs-aqug) + iz ) s 8>3/ (28)
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con una constante C' > 0 e independiente de u € H® (TI,) (para mayor referencia
consultar Teorema 2.50 de [24]).
Se considera a A como un operador no acotado en el espacio de Hilbert L? ()

con dominio

D(A) = {u e H*(Ilg) : Yo, B (x, D) u = 0} (2.9)

y la accién: D (A) 5 u — A(xz,D)u. El estimado a priori (2.8) implica que A es un
operador cerrado (para mayor informacién consultar el teorema 2.3.5 en la referencia
1)).

Para el analisis posterior se considera la propiedad de Fredholm de A en términos
de sus operadores limites. Con ese propdsito, se introducen las siguientes definiciones
y hechos que aparecen en las referencias [11] y [52].

Sea ¢ € Cp° (Hﬁ) y h = (hy) una secuencia de puntos h,, € Z que tiende a
infinito. Entonces, el teorema de Arzela-Ascoli implica que existe una subsecuencia
g =(g™) de h, y una funcién ¢9 € Cg° (Ilg) tal que ¢ (- + g™) — ¢ en la topologia
de C* (Hﬁ), esto es, para cada multi-indice o = (a1, a2, 03, ...), a; € {0} UN, y para

cada conjunto compacto K C R
Gp(x+g™) — 0y¢ (x) (2.10)

uniformemente con respecto a cada x € Q x K.

Sea g la secuencia definida arriba, tal que los siguientes limites:

aj; (x) = lim_ay; (x+9"), (2.11)
bi(z) = lim b, (x+g™), (2.12)
d(x) = W}i_r}nooc (x+4g™), (2.13)
a? (@) = lim_a; (z + g7, (2.14)
I (z) = éi_r)nood (x+9¢™), (2.15)

existen en la topologia de C*° (Hﬁ)

En consecuencia, se puede definir el operador

A9 (z,D)u(z) xellg

Alu(@) = { o BY (2, D) u(z) =0« € dllg (2.16)
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donde AY (z, D)y BY (z, D) se obtiene a partir de A (z, D) y B (z, D), reemplazando
los coeficientes por los limites (2.10)-(2.15). El operador .AY tiene por nombre operador
limite definido por la secuencia g. El conjunto de todos los operadores limites de A es
denotado por Lim (A).

Teorema 1 Sea el problema (2.4) uniformemente eliptico. Entonces, el operador A
es de Fredholm si y solo si 0 ¢ sp (A9) para cada operador limite A9 € Lim (A) .

El operador A se puede tratar como un operador pseudo diferencial en R con el

operador evaluado en sfmbolo
RxR3(t7)— A (t7) (2.17)

donde A’ (t,7) es el operador del problema con valor en la frontera en el dominio €,
definido por el operador diferencial A (m/, t,D,, 7'), donde D = (Dgy, ..., Dg,), y la

condicién de frontera
’yaHQB, (:E,,t, DI/,T) v (m/) =0 z € dllg. (2.18)

Notar que el operador A del problema con valor en la frontera es un operador de
Fredholm localmente (para mayor referencia consultar pagina 156 de [52], y pédgina
61 de [11]) debido a que el problema (2.4) es uniformemente eliptico. Por lo tanto,
Teorema 1 sigue del Teorema 4.11 de [11].

El Teorema 1 implica el siguiente resultado.

Teorema 2 Sea (2.4) un problema eliptico, entonces

spess (A) = | sp(A9). (2.19)
AgeLim(A)

Definicién 3 Una funcion f € Cp° (Hﬁ) es lentamente oscilante en el infinito y

pertenece a la clase SO (Hﬁ) st

lim —af (95/7 $n+1>

Tn41—00 axn+1

=0 (2.20)
uniformemente con respecto a z eq.
Notar que si f € SO (Hﬁ) y Z 3 gm — 00 son secuencias tales que el limite
im f (4 gm) = 1)

existe en la topologia de C*° (Hﬁ), entonces la funcién f9 es independiente de z, 41 y
freC>(Q).
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Sean los coeficientes a;j, b; y ¢ de A(x,D) y los coeficientes a;, d de B (z,D)
pertenecientes al espacio SO (Hﬁ) Por consiguiente, todos los operadores limite A9 =
(Ag (at/, Dz) s Yori, BY (1:/, Dx,)> tienen coeficientes que son independientes de x,41
€ R, y A9 es unitariamente equivalente al operador de multiplicacién por el operador

evaluado en funcién R 5 7 — A 9 (), donde
A9 (m,,Dx/,T)v<m/>, e TeR

A9(r)v(2f) = , , , (2.21)
~org, BY ($ ,Dz/,7'> v (:c) =0 z €0llg, TeR.

Notar que A9 (7) es un problema elfptico en {2 para cualquier 7 € R. Entonces, el
operador A 9 (7) tiene un espectro discreto {X (7)), A (7),... A% (7),...} para cada
7 € R ( vea el Capitulo 2 de [24]). Sea I'; (AY) = {C eC: (= )\? (r), 7€ R} que es
la curva de dispersién del operador limite A9, entonces

[e. o]

sp(A9) = | T (A9). (2.22)

j=1
Por lo tanto, el anterior Teorema da a lugar a
Teorema 4 Sea el operador A uniformemente eliptico del problema de valor en la
frontera (2.4), con coeficientes a;j;, bj, aj y d € SO (Hﬁ), entonces

o0

spess (A) = | L (A9). (2.23)
A9 Lim(A)j=1

2.2 Guias de ondas cuanticas cilindricas

Para el anilisis se considera un operador electromagnético de Schrédinger en el dominio

cilindrico Ilg
Ligu(z) = (iV — ¢ (2))? u(z) + ® (z)u(z), = € g (2.24)

donde ¢ = (@1, ..., pry1) = <¢/, q§n+1> es el potencial vectorial del campo magnético
B =V x ¢y ® es el potencial escalar del campo eléctrico E = V®. Tanto ¢;, como
® son funciones evaluadas en los reales y pertenecen al espacio SO (Hﬁ) Ademas se

considera la siguiente condicién de frontera para el operador Ly,
ou
Yoo | cu + ﬁ% (x) =0, z € 0llg. (2.25)

donde «a, 3 son funciones evaluadas en los reales en el espacio SO (Hﬁ) tales que

xeualgn (a? (z) + B*(z)) > 0.
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Notar que el operador

Lpju(x) zellg

L, = 2.26
te { Yo (au+ﬂ%) (x) =0, x € Ollq, (2.26)

es uniformemente eliptico en Il (consultar Capitulo 1.6 de [49]).
Se considerard el operador Ly, como un operador no acotado en el espacio de
Hilbert L2 (Ilg) con dominio

D (Ln,) = {u € H?(Ilg) : va0 <au + 523) (£) =0, =z¢€ aHQ} (2.27)

actuando en u € D (Lyy,,) como u — Ly,u. Aplicando la férmula de Green

/ Luvdx — / uLvdr = / <8uv — u@v) do,
g g Al 8'1) 81}

donde do es la medida de Lebesgue de la superficie sobre 0llg y u, v € D (L),
se obtiene que el operador L, es simétrico. Esto implica que el operador Ly, es
autoadjunto (consultar Capitulo 2.4 de [55]).

Sea

L5 u(z) = L u(x) = <<1V — 9 (x’))Z + P9 (az’)) u(z) xz€ellg (2.28)
Yoo (a9u + ﬁg%) (x) =0, z € llg.

un operador limite de Ly, definido por la secuencia g = (¢™), donde ¢9, ®9, a9, y 39
dependen unicamente de 2’ € Q.
Como se mencioné anteriormente, se considera Egnﬂcomo un operador autoadjunto

no acotado en L2 (Ilg) con dominio
D (ﬁgnﬂ) = {u € H* (Ilg) : 7o0 (agu + 5925) (z)=0, z¢ aHQ} (2.29)

y la accién D (ﬁ%g) > u— Lu.

g

Por simplicidad se asume que ¢;,

! g
11(z ) = ¢,1 = a donde a es una constante,
para cualquier secuencia g. Entonces el operador EQHQ es unitariamente equivalente
al operador de multiplicacién por el operador evaluado en funcién R 3 7 — ,C%Q (1),

donde

i (7)o (ml) [(ivx/ — 9 (ZIJ’))Z + ®9 (x/> +7’2] v (1:') t e TER
T =
e Yoo (a9v + ng—ﬁ) (x,> =0, 2 €09, TER.
(2.30)
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Los operadores £{; (1) tienen un espectro discreto {X{ (1) < AJ (1) < ... <AJ (1) < ...}

para cada 7 € R, donde
M A7) =i + 72 (2.31)

y { ui}zozl es la secuencia de eigenvalores del operador del problema con valor en la

frontera en €
i () = | P = (9. - 0 (xf))f +as ()] o(#) weo
Yoq (@9v + B994) (:c ) =0, 7 €00
Por consiguiente
Co(Lh) = {AeR: A=pf, +7°, 7 €R}. (2.33)
La expresion (2.33) implica que
sp (c%g) = [min sp (M), +00) (2.34)
Aplicando el Teorema 4 se obtiene

SPess (EHQ) = [% (EHQ) , +OO) (235)
donde
x(Lng,) = inf min sp <['9HQ) . (2.36)

Lh €Lim(Lng,)

Ejemplo 5 Sean los siguientes limites uniformes con respecto a « € Q
lim ¢ <x/,xn+1> = qbi (ml) lim & (x/,xm_l) = o+ (x/)
Tpt+1—00 Tp1—00
lim « <x/,xn+1> =at (ac/) lim f (ml,wnH) = p* (x/>
Tn+41—700 Tn+4+1—00

Entonces, existen dos operadores limites Eﬁﬂ definidos por los potenciales gty ®*y

los coeficientes de la condicion de frontera o y BE. Por lo tanto

7 (L) = inf [y, +00) (2.37)
donde p = min {uf, ,uf} Y ,uli son los eigenvalores minimos de los operadores
’ 2 ’ ! /
oy [(ivw/—¢i<x>> +<I>i(x>]v<a:>, 7 e

Mzv (a: ) - (2.38)

Yoo (aFv + BEEY) (m') =0, = €090

Ejemplo 6 Sea

¢ (2) = ¢0 (2) + oo (Tns1), @ (2) = Po (7) + Poo (Tn11) (2.39)
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donde ¢g, o € C;° (Hﬁ) y lim  ¢g (:z/,an) = lim ¥y (x/,:zrnH) = 0 uni-

Tn+41—700 Tp+1—00

formemente con respecto a ' € Q. Se considera el operador Dr1,, del problema de
Dirichlet para el operador de Schrodinger (iV — ¢)2 + ®. Los operadores limite para el

operador Dri,, son equivalentemente unitarios a los operadores
Df u(z) = (—A+ &%) u(z), =ecllg, ulon, =0 (2.40)

donde ®9 € R. Entonces, sp (Dlg—[Q) = [fmin + P9, +00), donde pmin es el eigen-
valor minimo del problema de Dirichlet para el operador —A en el dominio Q2. Esto

implica que

Tp41—00

SPess (Dr1g,) = [,umin + lim inf &y (p41), —|—oo> . (2.41)

2.3 Guias de ondas cuanticas estratificadas horizontal-
mente

Considérese el operador del problema de Dirichlet (para la definicién de dicho pro-

blema, consultar [60])

h2
D, = <—2A + P (xn+1)) u(z), z €llg, ulan, =0 (2.42)

m

donde ® € SO (R). Aplicando la expresién (2.41) se obtiene

SPess (DHQ) = [Hmin + Diim inf +OO) . (243)
En la expresion (2.43) @pyy inf = lim  inf oo (Z141) ¥ fmin €8 un eigenvalor minimo
Tn41—00

del operador del problema de Dirichlet D, para —A en €. En el caso particular donde

lim inf @ (x,+1) = 0, se obtiene
Tn41—00

SPess (DHQ) = [,Uumin, +OO) . (2.44)

Por lo tanto el espectro discreto de Dry,, tiene valores menores a fimin. El operador
D, tiene puntos espectrales de la forma {u; + l/k}szl, donde {,uj}]o.il = sp(Dq)
(donde Dq es el operador Dry, en el dominio ) y v, es el espectro discreto del operador
L= —%%—Hﬁ en el espacio L2 (R). Sea el potencial ® negativo e igual a cero fuera del
segmento [a,b] C R. Entonces el operador L puede tener un conjunto finito de puntos
negativos del espectro discreto {v; < 12 < ... < v, < 0}. En consecuencia, el espectro
discreto de Dy, es finito y consiste de los puntos {\i; = pj + v : p1j + vk < fomin}-
Los eigenvalores fi; + Vg > fimin estdn embebidos en el espectro esencial [fimin, +00) de

Dn

Q-



Capitulo 3

Investigacion del problema de

dispersiéon unidimensional por el
método SPPS

En el presente capitulo se hard un andlisis de la dispersién de ondas cudnticas de-
bido a potenciales unidimensionales. El contenido del presente capitulo, incluidos los

resultados numéricos y graficas fueron publicados en [54].

3.1 Problema de dispersién unidimensional

El comportamiento dindmico en procesos cudnticos unidimensionales estd descrito por
la ecuacién de Schrodinger en una dimensién con un potencial asociado V' (z) que es un
potencial acotado, real y diferente de cero en [a,b] como el que aparece en la Figura

3.1y E es el eigenvalor del sistema (energia)

n? d?
" 2mda?

Hip(x) = V()| ¢(x) = Bu(z), (3.1)

en donde H es el operador de Schrodinger en una dimensién y ¢ (x) es la funcién de
onda en una dimensién. Sin pérdida de generalidad, en (3.1) el potencial V(x) es una

funcién real continua a trozos tal que

Vi, € (—00,a),
V(z)=q Vo(z),z € [a, ],
Vo, z € (b, 400).
Por definicién V; < Va. El operador H es un operador autoadjunto en L?(R) con un

dominio H?(R) y con un espectro continuo [V7,00).

43
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Potencial unidimensional

3 T T T T T T
-ik (xb)

25l ok, 0a) Te™ 4
_ 2+ Re-ikw(x a) .
S
2
)

215 ]
[O]
o
i
1+ —
0.5+ -
0 | 1 1 | | | 1 | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Posicion x [nm]

Figura 3.1: Potencial unidimensional y funciones de onda de entrada y salida

La ecuacién (3.1) se puede reescribir como

d2
Hus(a) = (3 +4l0) ) 6(0) = W) A € Roz € (32
donde
@1, € (—00,a),
Q(.’L') = QO(x)ax € [CL, b}a (33)
g2,z € (b, +00),
2mVy(z) 2mV; . 2mE
qo(z) = T;Qj = 717 J=L12 A= R2

Sea la energfa total de la particula E € (V3,00). Esto implica que A > g2 > ¢1. Se

establece
k‘j: \/)\—qj >0,7=1,2.

Se definen las soluciones de (3.2) con la forma

eikl(acfa) + Reiikl(w*a),m <a

Y(@) = cati(z)+cea(z),z € (a,b) (3.4)

Tetk2(@=b) 2 > p

donde 11 (), 12 (x) son soluciones linealmente independientes de (3.2) en (a, b). La fun-
cién de onda 1 (x) describe el proceso de dispersién de la particula con energia F > V;

moviéndose de izquierda a derecha. Por definicién el coeficiente de transmisién es igual
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al moédulo del cociente de la densidad de corriente de probabilidad de la onda trans-
mitida entre la densidad de corriente de probabilidad de la onda incidente; mientras
que el coeficiente de reflexiéon es el mdédulo del cociente de la densidad de corriente
de probabilidad de la onda reflejada entre la densidad de corriente de probabilidad de
la onda incidente [67]. A partir de las soluciones (3.4) dichos coeficientes son |R|? y
TP

La suma de ambos coeficientes debe cumplir la ecuacién

k
IR? + é IT? = 1. (3.5)

Sean 1, 12 soluciones linealmente independientes de (3.2) en [a, b] que satisfacen

las condiciones de Cauchy

¢1<a) = 17¢{L(a) =0, (36)
¥a(a) = 0,5(a) = 1. (3.7)
Aplicando a (3.4) las condiciones (3.6),(3.7) se obtienen las ecuaciones
1+ R=c, (3.8)
ik1(1 — R) = ca,

T = 611/11(1)) + 62"(/12(())7
ikoT = c10,(b) + catbh (D).

Las ecuaciones (3.8) implican que

_ U1 (B) + kakatpy (b) + i [k19py(b) — kot ()]
kaokitpa (b) — 7 (b) + i [k2tp1 (D) + katby(b)]

(3.10)

T =[(14 R)y1(b) +iki(1 — R)tp2(b)] - (3.11)

Es claro que kj = kj(A) = /A —¢; > 0,57 = 1,2,¢;(b) = ¢;(b,\),7 = 1,2 y por lo
tanto R = R(\),T = T(\) depende del pardmetro espectral A = 22E v por lo tanto

h2

de la energia E de la particula.
Existe una extensa literatura sobre el cdlculo numérico de los coefcientes de trans-

misién y reflexién (consultar para mayores detalles [3], [15], [17], [28], [47]).
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Una implementacién numérica de R y T estd basada en las soluciones del problema
de Cauchy para la ecuacién (3.2) en el intervalo (a,b). En este trabajo las soluciones

la problema de Cauchy (3.6), (3.7) se buscan en la forma de series de potencia

P(zA) = ap(2)AF (3.12)
k=0

con respecto al pardmetro espectral A € C con coeficientes ay, los cuales son calculados
por medio del método de Series de Potencia de Parametro Espectral (SPPS) que serd
analizado en la seccién 3.2.€ C con coeficientes ay los cuales son calculados por medio
del método de Series de Potencia de Pardmetro Espectral (SPPS) que serd analizado

en la Seccion 3.2.

3.1.1 Potencial rectangular

Sea
U 0 0,b
V({L‘): 0> 71’.6[ Y ] ,
0,z # [0, b]
y E > Up. Sean

2mE v 2m(E — U
k1 o vko = V2B = o)
h
En este caso la solucién u(x) en dicho segmento es igual a

P(x) = Agef?® + Boe*2% 2 € (0,b), (3.13)
donde ko = @

(3.4), (3.13) y sus primeras derivadas en los puntos z = 0 y = b se pueden obtener

. Aplicando las condiciones de continuidad entre las soluciones

las siguientes expresiones para Ry T (para mayor detalle consultar [67])

—1
1 (k2 +k2\?
T=|1+4+=(21"_"2 h2 (kob 14
+4(k1k2)sen (k2b)| (3.14)
1 (K +k2\>
-7 h2 (kob) . 1
R 1 ( it ) senh” (kob) (3.15)

3.1.2 Potencial Posch-Teller

Un potencial Posch-Teller es V(z) = Cosh%zaz), donde Uy > 0, > 0. Una gréfica se
muestra en la Figura 3.2.

Este potencial no es finito, pero V(z) decrece exponecialmente en infinito, esto es

V(z) < Ce 2l ¢ > .
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Potencial V(x)=V0/cosh(cc X)

! T T T T T T T

Potencial V(x) [eV]
R
| | | |

o
ha
T
1

e
T
1

l 1 | 1
0 1 2 3 4 5

7 Posicién x [nm]

we
N
&
Ho -

Figura 3.2: Gréfica del potencial V(z) = Cosh%(zw) conlUp=1eVya=1x10°nm™!

en el intervalo z € [—5,5] nm.

Se considera una solucién ¢ de la ecuacién (3.2) con las asintotas

e*T L Re T x — —00 V2mE
P(z) ~ { k= -

Teke x — 400 ’ h

Aqui Ry T son los coeficientes de transmisién y reflexién . En [43] la solucién

U
cosh?(ax)

¥ (z) de la ecuacién (3.2) con potencial es obtenida como

Y(x) = (1 — &)~/ p [(—ik/a) — s, (—ik/a) + s+ 1, (—ik/a) + 1, % (1— g)] ,

(3.16)

;4 : Lt _ _ V2mE _1( _ 8mUp
donde F' es una funcién hipergeométrica, { = tanh (ax), k = Y512y s = 5 ( 1+4/1—- 57 )
La asintota de ¢ (x) para  — —o0 es

by m e ite D ER/QT (= Gh/0) |y T (ikf) T(1 = (/)
F'(—s)I'(1+s) [ ((—ik/a) —s)T ((—ik/a) + s+ 1)
(3.17)
Considerando que I'(z)I'(1 — 2) = z"— se obtiene
cos? < my/1 — %@;@)
|R” = : (3.18)

[sinh2 (rk/a) 4 cos? (2771 /1— SETO‘;())}
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si %’SXS < 1. En otro caso
, cos? <§m/1 — 8@’3)
|R|” = . (3.19)
[sinh2 (rk/a) 4 cos? (;w %TXQO — 1)}
Tomando en cuenta que |R|* +|T|* = 1 se obtiene
inh? (rk
IT? = sinh” (mh/o) (3.20)
sinh? (1k/a) + cos? <§m /1— %?;@)
si %TXQO < 1. En otro caso
inh? (rk
T2 = sinh” (rk/a) . (3.21)
sinh? (7k/a) + cos? <;7r %’;";Vg — 1)
3.1.3 Potencial exponencial
Sea V(x) = 1+(e]79w donde Uy > 0, a > 0 son constantes. Una gréfica de dicho potencial

se muestra en la Figura 3.3

Potencial V(x)=V,/1+e" x

Potencial V(x) [eV]

0 | ! \ \ \ I | |

-10 8 6 4 2 0 2 4 6 8
Posicion x [nm]

Figura 3.3: Grafica del potencial V(z) = !

en el intervalo = € [-10, 10] nm.

%conUozleVyozzlxlOgnm*
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Se observa de la gréafica que lim, o V(z) = 0y limg_, 4o V(z) = Up. El compor-

tamiento asintético de la solucién ¢ (z) estd dado por

w( ) eiklx —I—Reiiklx,m - —00
xX) n .
Ageth2® 2 40

VomE V2m(E =T
ky mb o V2E=To) b

h h
En [43] la solucién de la ecuacién de Schrédinger (3.2) con potencial V(x) = H(ejigwes
igual a
: . ks
1/}(%) =F Z[kl—kg]/a, —Z[k1+k2]/a7 - +1,¢],

donde £ = —e™* k1 = 7‘2{{”5 and ko = 7@771(5—(]()) La forma asintética de la solucion

(x — —0o0) es

u(z) = (1) 7/ | Ot 4 Cyemthim |

donde
[(—2ik1 /a)T(—2iky/ac + 1)

(=i (k1 + k2) /o) (=i (k1 + k) /o + 1)

O =

) — F(Qikl/a)I‘(—Qz’kg/a + 1)
27 T(i (k1 — ko) Ja)D(i (k1 — k) Ja+ 1)’

y aplicando la férmula I" (z) ' (1 — ) = 7/ sin (7x) se obtiene que el médulo de R es

igual a
2 . 2
h —
R = 22| <t m k) ja) g, g, (3:22)
Ch sinh® (7 (k1 + k2) /)
Aplicando la relacién % IT> + R se obtiene
2 ko 2
|T|* = k—l(l — |R|%). (3.23)

3.2 Series de potencia de parametro espectral

3.2.1 Problema de Sturm Liouville

Se define como ecuacién de Sturm Liouville a la ecuacion

!

[7" (x) u(x),} +[q(x) + Ap(z)]u(z) =0 (3.24)
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La ecuacién (3.24) estd definida en un intervalo [a,b] € R. Dentro de dicho inter-

valo, se suponen continuas p, g, r, 7 , asi como
p(x) > 0. (3.25)
En los puntos a y b se imponen las condiciones de frontera

kiu (a) + kou' (a) =0 (3.26)
L (b) +lpu () =0

con las constantes k1 y k2 sin ser ambas cero, y las constantes 1 y lo sin ser ambas cero.
Al problema con valores en la frontera conformado por las ecuaciones (3.24)-(3.26) se
le conoce como problema de Sturm Liouville.

Las soluciones no triviales u(x) a la ecuacién (3.24) que satisfacen las condiciones
de frontera (3.26) son las eigenfunciones del problema, y al nimero A se le conoce
como eigenvalor del problema.

Los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville, incluso en nimero indefinido,
existen bajo condiciones bastantes generales sobre las funciones p, q, r de la ecuacién
(3.24). Las demostraciones son proporcionadas en las referencias [10], [30]. Ademés,
si p,q,7 y r son funciones con valores reales y continuas en el intervalo a < z < by
p es positiva en ese intervalo, entonces todos los eigenvalores del problema de Sturm-
Liouville son reales [42].

El producto interno en el espacio de las eigenfunciones del problema de Sturm-

Liouville {u,,} definidas en [a,b] € R, con respecto a la funcién peso p () > 0 es

b
(Umy Up) = /p () U () uy, () dz. (3.27)
a
Por lo tanto, la ortonormalidad de dichas eigenfunciones con respecto a la funcién peso

p(x) >0es
b

/p () U (@) Uy, () dz = (U, Un) = Omn- (3.28)

La norma ||u,,|| de la funcién u,, se define por

b

| = / p(2) 2, (z) da. (3.20)

a

Aqui se supone que las funciones p,q,7 y 7 en la ecuacién de Sturm-Liouville (3.24)

tienen valores reales y son continuas en el intervalo [a,b], y que p(z) > 0. Sean



3. Investigacion del problema de dispersién unidimensional por el método
SPPS 51

Um () ¥ up () eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville (3.24) y (3.26) que
corresponden a eigenvalores diferentes A, y Ay, respectivamente. Entonces u,, () y
uy, (z) son ortogonales en ese intervalo con respecto a la funcién peso p [42].

Si 7 (a) = 0 entonces la ecuacién superior del sistema (3.26) puede eliminarse
del problema. Si r(b) = 0, entonces la ecuacién inferior del sistema (3.26) puede
eliminarse y entonces se requiere que u y u permanezcan acotadas en tal punto.
Cuando el problema de Sturm-Liouville tiene las anteriores condiciones se le conoce
como singular [42]. Sir (a) = 7 (b), entonces las condiciones de frontera (3.26) pueden

sustituirse por las condiciones periddicas en la frontera
u(a) =wu(b), u (a) =wu (b). (3.30)

El problema de valor en la frontera compuesto por la ecuacién (3.24), y las condiciones
(3.30) se conoce como problema periédico de Sturm-Liouville.
Sean {u,,} un conjunto ortogonal con respecto al peso p (x) en un intervalo [a, b].

La serie de Fourier generalizada de la funcién f (x) en términos de u,, es igual a
[e.o]
F@) = amm (z). (3.31)
m=0

En el desarrollo (3.31) a los términos a,, se les conoce como constantes de Fourier de

f (z) respecto de u,, cuya férmula es

b
Uy = (f, um) _ Hul ||2/p () f (z) um (z) d. (3.32)

- 2
[[um|

El desarrollo (3.31) converge y representa a f si

b
lim [ p(x)[sk (z) — f (z)]>dz = 0. (3.33)

k—o0
a

En el limite (3.33), el término si () es la suma parcial de (3.31)

k
Sk (2) =) amtty, (2) . (3.34)

m=0

Desarrollando el limite (3.33), y considerando que el integrando de la izquierda no

puede ser negativo [42], se obtiene la desigualdad

k b
S a2 <|fJ2 = / p(x) 2 () de. (3.35)
m=0 a
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Cuando {u,,} es un conjunto completo, en la ecuacién (3.35) se cumple la igualdad a
ambos lados.

Una importante cantidad de problemas fisicos se reducen al problema de Sturm-
Liouville. Uno de ellos es la ecuacién de Schrodinger unidimesional. Supdéngase que

en (3.24) r (x) = —1, p(z) = 1. Se obtiene por lo tanto la ecuacién
—u(z)" + q(z)u(z) = Iu(z) (3.36)

que es similar a la ecuacién de Schrodinger definida en (3.2) donde ¥ (z) = u(z).

3.2.2 Introduccién al método de series de potencias de pardametro
espectral (SPPS)

El método SPPS fue propuesto por V. Kravchenko [39] y es un método que resuelve
numeéricamente ecuaciones diferenciales, entre las que se encuentra la ecuacién de
Sturm-Liouville. El método SPPS ha sido aplicado exitosamente a diferentes proble-
mas de la Fisica Matemadtica que se reducen al problema de Sturm Liouville (ver [13],
[14], [36], [40]). En [7] el método SPPS fue aplicado al anédlisis de guias de onda

electromagnéticas. Sea

—(@)" + qla)(e) = Mb(a), € (a,b) (3.37)

una ecuacién de Schrodinger en el intervalo (a,b) con un potencial continuo a trozos
q(x) en [a,b]. Dado que ¢ € L'([a,b]) cada solucién v de la ecuacién (3.37) pertenece
a CM([a,b]). Siguiendo el método SPPS la solucién general ¥ de (3.37) es igual a

P = c191 + cato, (3.38)

donde c;, co son constantes arbitrarias complejas y

Y1 =ug Z AT X @) (3.39)
n=0
g =g Y APX Y, (3.40)
n=0

donde ug es una solucién de la ecuacién homogénea

—ug(z) + q (z) ug(z) =0, x € (a,b), (3.41)

y ugt € C([a, b]). X(@n) x(2n+1) gon encontradas por las férmulas recursivas

X0 =1, (3.42)
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) () — JT X1 (s)ud (s)r(s)ds, n impar )
(z) = I x (n—1) (s) =—L—ds, n par (3.43)
0 ug(s)p(s)
T x(n-1)(g) 1 ,
X™ () = Lo X (s) HORO) ds, n impar (.40
fox XD (s) U(Z) (s)r(s)ds, n par

La solucién ug de (3.41) estd dada por una combinacién lineal de dos soluciones

(y1, y2) linealmente independientes

ug = Y1 + i¥Yo. (3.45)
donde y; e ys estdn dadas por
yr=> Yem gy =y Gt (3.46)
n=0 n=0

Por su parte Y y Y (™ también son integrales recursivas
;o YO =1 (3.47)

- ffﬂ Y (=D (s)q(s)ds n impar,

Y (z) = - 1 (3.48)
T y(n=1)(s)——ds, n par,
Ja ( )p(S) P
1
T y-D(s)——ds, ni
y () () = fxo (S)p(s) S, Tumpar ' (3.49)

- f;} Y =1 (s)q(s)ds, n par.
La prueba de la convergencia uniforme y de la independencia lineal de las soluciones 11,
19 dadas por las series (3.39) y (3.40) se proporciona en [38]. Para la implementacién
numérica de este método es necesario conocer la exactitud que se puede obtener en
términos del nimero de potencias N a las cuales se truncan las series (3.39) y (3.40).

Dicha expresion aparece en [38] y es igual a

00 00 k

_ _ k 3 (2k) c
1 — in] =luol | D NXCH| <max|ug| H @] (3.50)
k=N+1 k=N+1
N Ck
= max |ug| |cosh /¢ — kzo k)]

donde ¥1 y = ug Zgzo Mk X (2K) y en el presente trabajo el valor de c es igual a ¢ =
|\l (max}ug‘) max | — ) b—al?.
Aplicando las soluciones particulares 11, 19 dadas por las series (3.39) y (3.40) de

2
Uo

la ecuacion (3.37) se obtiene de las expresiones para los coeficientes R y T' dadas por
(3.10), (3.11).
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Graficas de coeficientes de transmisidn respecto a la energia E para potencial constante
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Figura 3.4: Gréficas de los coeficientes de transmisién 7'y reflexién R para un potencial
constante (Vo =5 eV y b =2 nm) obtenidos analiticamente y por medio de SPPS.

3.3 Resultados

Se muestran los resultados obtenidos por el método SPPS. Para el cdlculo numérico

de R y T se trunca la serie 3.39 y 3.40, esto es

N
Yy =10 Y A"XC, (3.51)
n=0
N
Yo =10 ) AXEHD,
n=0

Los célculos fueron realizados en MATLAB ®) usando las rutinas fnint y spapi para
el caso de las integrales (3.43), (3.44).

En la Figura 3.4 se presentan los resultados obtenidos para los coeficientes de
reflexién R y transmisién 1" para un potencial constante obtenidos por medio de SPPS
(N = 120) y se compara con los resultados obtenidos analiticamente Se considera una
barrera de Vo = 5 eV y b = 2 nm. La masa efectiva m del electrén utilizada es la
reportada para el material GaAs (m = 0.067mg = 6.1030 x 10732kg). Se usa ese
material pues es ampliamente usado para fabricar alambres cudnticos [29]. El efecto
tinel aparece en la parte de la grafica correspondiente a E € [0,5] eV.

En la Figura 3.5 se muestra la gréfica de error abosluto entre los valores calculados
por medio de SPPS contra los valores analiticos para los coeficientes de transmisién y
reflexion de la Fig.3.4.

En la Figura 3.6 se muestran los resultados para el coeficiente de transmisién T
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Graficas de error absoluto para los coeficientes de transmisién del potencial constante
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Figura 3.5: Error absoluto para los coeficientes de transmisién T y reflexiéon R en un
potencial constante (Vo =5 eV y b =2 nm).

Ug
cosh?(azx)
analiticamente y por medio del método SPPS. Para la implementacion del método se

para el potencial con valores Uy = 1 eV y a = 1 x 10° nm~! obtenidos

aplicé al potencial en cuestién un truncamiento en el segmento [—5,5] nm, porque
Uo

cosh?(azx)

célculos. La comparacién se llevé a cabo en el intervalo de energia [0, 1] eV.

= 0 para |z| > 5 con la precision que utiliza la maquina que realizé los

En la Figura 3.7 se muestra el error absoluto para el coeficiente de transmisién de
la Figura 3.6.

En la Figura 3.8 los resultados del coeficiente de reflexién R del potencial HI@JiEW
con valores Up = 1 eV y a = 1 x 10° nm ™! obtenidos analiticamente y por medio
de SPPS son comparados. Para la implementacién del método SPPS se definen los

siguientes valores para el potencial

0,2 < —10
Viz) = 1+(e]79ax7 2| <10,
Up,x > 10
esto debido a que fuera del segmento |z| < 10. la funcién V(z) = 14579(” =0 con la

precisién de la méquina usada para realizar los cdlculos.

En la Figura 3.9 se muestra el error absoluto para el coeficiente de reflexién de la
Figura 3.8.

En la Tabla 3.1 se presentan los errores absolutos maximos para los coeficientes de
transmision y reflexion que se mostrarén anteriormente.

Finalmente, se trabajé con una doble barrera con altura Vo = 5 eV y anchos
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Graficas de coeficientes de transmision respecto a la energia
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Figura 3.6: Gréfica del coeficiente de Transmisién T' para el potencial Vj(x) = ms}g%

donde Uy =1 eV y a =1 x 10° nm ™! obtenido analiticamente y por medio de SPPS.

Gréfica de error absoluto de los coeficientes de transmisién para potencial Posch Teller
10 ¢ \ \ \ \
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Figura 3.7: Error absoluto del coeficiente de transmisién T' obtenido analiticamente y
por medio de SPPS para el potencial Vp(z) = —%— donde Uy =1 eV y a = 1 x 10°

cosh? (o)
nm71 .

Tabla 3.1: Errores Absolutos

V(x) Error absoluto maximo
5 eV (Coeficiente de reflexién) 1.4451 x 1077
5 eV (Coeficiente de transmision) 1.4454 x 1077
o an) 7.3972 x 107°
Tl 4.7137 x 1073
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Graficas de coeficientes de reflexion del potencial exponecial respecto a la energia E
1 T T

08- ——SPPS ]
: Analitica
0.6} .
D: I
0.4t .
0_2,‘\ _
0 i S L |
1 15 2 2.5
E[eV]
Figura 3.8: Gréfica del coeficiente de reflexiéon R para el potencial Vp(z) = Hgiﬂw

donde Uy =1 eV y a =1 x 10° nm ™! obtenido analiticamente y por medio de SPPS.

Graficas de error absoluto para coeficientes de reflexion del potencial exponencial
107 \ ‘

107}

10° 3

Error
N
o

T

107L

-
O\
T

Lol ol

10 ‘ ‘
’ E[eV]

-
-
(4]
[\S]
[\S]
(&)

Figura 3.9: Error absoluto para el coeficiente de reflexién R obtenido analiticamente y

por medio de SPPS para el potencial Vy(x) = % donde Uy =1eV y a=1x10°
-1

nm



3. Investigacion del problema de dispersién unidimensional por el método
SPPS 58

Potencial q(x)

E [eV]

Figura 3.10: Gréfica de una doble barrera con altura Vo =5 eV y ancho b = 2 nm.

b = 2 nm. La gréfica del potencial se muestra en la Figura 3.10 y el coeficiente de

transmisién obtenido con SPPS se muestra en la Fig 3.11.
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Coeficiente de transmisién

1
T T T

Figura 3.11: Coeficiente de transmisién 1" para un doble potencial constante obtenido
por medio de SPPS.



Capitulo 4

Dispersion en guias de ondas

cuanticas con impurezas

Ahora se analiza el problema de dispersién dentro de una guia de onda cudntica para
lo cual se define un dominio IT = D, x R en R3 donde D, es un dominio acotado en
R% z = (21,22) € Q, 2 € R, en donde z es la seccién transversal de la gufa de onda,
y z es la direccién de propagaciéon de la particula. Para el problema de dispersién
se definen el potencial W(x, z) que es una funcién real y que describe la interaccién
entre una particula que se propaga en el interior de la particula y una impureza en
la estructura de la gufa de onda. Dicha impureza puede ser producto de los procesos
de fabricacién de los nanotubos referidos en el Capitulo 1 o pueden ser generados
artificialmente como se explica en [66]. Cabe anotar que los resultados del presente
capitulo han sido enviados para su publicacién en la revista Mathematical Methods in

the applied sciences.

4.1 Expresiones analiticas para matriz de transicién

Sea
2m 2m 2m
V(SU) = ﬁV(.ﬂU), W(ZL', Z) = ﬁW(.’E, Z), A= ﬁE
La ecuacién de Schrodinger correspondiente al sistema es
82

Hu(z, z) = (—Ay + V(z) + W(z,2))u(z, 2) = Mu(z, 2), (z,2) € II,  (4.1)

022
u(z, z) |gn= 0.

Los potenciales V' y W son funciones real-valuadas, V € L>®(D), y

M = sup/(l +|2]) [W(z, 2)|dz < 0. (4.2)
zeD JR

60
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Se denota por A un operador no acotado en el espacio de Hilbert L?(D) definido por
el operador diferencial —A,+V (z),z € D con domino Dy = {¢ € H*(D) : ¢ [sp=0}.
Notar que A es un operador autoadjunto con espectro discreto {1 < po < oo <l e}
donde jt,,, — 400. Se denota por {p; };’il el sistema normal de eigenfunciones de A.en
el espacio L?(D).

El operador de Schrédinger H con dominio Dy = {¢ € H*(D x R) : ¢ |gpxr= 0}
es autodjunto en L2(IT), y ‘H tiene el espectro esencial spessH = [p1, +00). Ademds,
de acuerdo a los resultados de la Seccion 2.3 el operador H tiene el espectro discreto
localizado en el conjunto [infpyr W(z, 2), 11), y si

inf W > 43
ot (@, 2) = m (4.3)

el operador H tiene espectro esencial unicamente. .

Se buscan soluciones del problema espectral (4.1) en forma de series
o0
up(z,z) = Zyj(z,)\)goj(x),x eD,zeR.
j=1

donde {903'};11 es un sistema completo y ortonormal de eigenfunciones de A. Por lo
tanto se obtiene un sistema infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias para los

coeficientes de Fourier y;(z,A) en R

_ d2yj (Za )‘)

T =Ny + Y Lin(z)yr(z) =0,z €R,j=1,...,00 (4.4)
k=1

donde
Lin(z) = /DW(:U,z)goj(m)cﬁk(:U)dx,j,k 1,00 (4.5)

La condicién (4.2) implica que para cada j,k=1,..., N
/ Lin()(1 + |2)dz < M,
R

donde M estd dado en (4.2)
Para el andlisis posterior se considera que la dispersiéon de los modos cudnticos

propagados CDZE(:U, z, A) con asintotas

@f(w,z,)\) ~ eii”k()‘)chk(x), keN,z— +oo

Vk()\):\//\_ﬂz>07k€N7

y la rama de la raiz cuadrada 4/ A — ,u% es escogida de tal forma que /¢ > 0 si ¢ > 0.

donde
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Notar que debido a que lim k — oo ,u% = 400 para cada eigenvalor A > p? existe un
conjunto finito de modos de propagacién cudnticos @f(m, z,A\), k=1,..., N = N(}\)
tal que v (A) > 0. Por lo tanto, para el célculo de los modos de propagacion se tiene

un sistema truncado (finito) de ecuaciones diferenciales ordinarias

N

Y (20 + (1 = N i (2 A) + Y Lip(2yr(z,0) =0,z € R, j=1,.. N, (4.6)
k=1

i <A, j=1,...,N.
Sean

An () = diagn (), .. i (M),
Ey (2, )) = diag(e™ WV e N2 B (2, \) = diag(e” ™1V em N (N2)

matrices diagonales. Entonces el sistema (4.6) puede ser escrito de la forma

_dy(z,))

1.2 + AnN(Ny(z,A) + Ly(2)y(z,A) =0,z € R, (4.7)

Ly(2) = (Lin(2) Ny

Sean y4(z,\),y—(z,\) las soluciones de Jost matriciales de la ecuacién (4.7), esto es

las soluciones de (4.7) con asintotas

er(Za )‘) ~ E+ (Za )‘) y 2 00, (48)
Yy—(2,A) ~ E_(z,\),z2 = —00.

Tales soluciones pueden ser expresados en la siguiente forma (ver para mayor referencia

[12])
v (20) = By (2,\) + / SO0t — 2) Ly (s (6, N, = € (4.9)

z

y(z0) = B (2,0) + / SO0t — 2) Lty (6 \)dt, = € (4.10)

—00

donde S(\,t) es una matriz diagonal

S(\t) = diag <Sin vi(A)z  sin VN(,\)Z>

vri(A) 7T uv(N)

Las ecuaciones (3.19),(4.10) tienen soluciones tunicas en la forma de ecuaciones de
Volterra y sus soluciones pueden ser obtenidas por el método de aproximaciones suce-
sivas. Las soluciones y4, y— son conocidas como soluciones de Jost como analogos del

caso en una dimensiéon. Notar que

Y+(2,A) ~ B4 (2,A),y—(2,A) ~ E_(2,A),
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y si v(A) > 0 entonces los pares {y+(z, A), y+(z, )\)} , { —(z,A),y—(z, /\)} son matri-
ces fundamentales del sistema (4.7).
Por lo tanto la solucién matricial y_(z, A) deben ser una combinacién lineal de las

soluciones y4(z,\), y+(z,\) con coeficientes matriciales, esto es

y*(% )‘) = ar()‘)y+(zv )‘) + br()‘)er(zv )‘) (4'11)

Tomando el conjugado complejo se obtiene

Y—(2,A) = ar(Ny+ (2, A) + b (N y+ (2, N). (4.12)
Sobre el significado fisico de la igualdad (4.11). Nétese que las columnas
¥ (2, N) = (0,...,e N )T j=1,...,N

de la matriz y_(z,\) corresponden al modo cudntico e~ N?p;(z) de la particula

libre para z — —oo. El paso a través del potencial impureza W genera una funcién

de onda que es una combinacién lineal de los modos y* (2, A)py(z) reflejado desde W

y el modo yff_(z, ANek(x) que pasa a través de W. Esto es

N
)‘):Za;’k( y+z)\ —i—Z y+z>\ 1,...,N.
k=1

Por lo tanto, las matrices a,(A) = (a;k()\));.\fk:l y br(A\) = (bg’k()\));\szl de tamano
N x N son las matrices de transmisién y reflexién.

En consecuencia se introduce la matriz de transicién derecha T}.(\)

T,(\) = . (4.13)
ar(X) b (V)

En modo similar se puede expresar y, (z, A) por medio de y_(z, \) y y_(2,v)
y-‘r(za )‘) - al()‘)y— (Z, )‘) + bl()‘)y— (Z, )‘)
y se introduce la matriz de transicién izquierda 7j(v)

al()\) bl()\)

£
—~
>
S~—
S
—~
S—

Sean
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son matrices de tamano 2N x N evaluadas en funcién. Entonces

Y_(2,A) = To(\)Y (2, N), (4.14)

Yi(2,A) = i)Y (2, ). (4.15)
Por medio de la derivacién de (4.14) con respecto a z se obtiene que
Y (2,A) = T,(N)Y{ (2, A). (4.16)

Se introducen las matrices Vi (2, A) = (Y4(2,A), YL (2, X)), V-(2,\) = (Y_(2,A), Y (2, \))
de tamano 2N x 2N tal que

VN = (V- () V(5 N) = TN (Ve (5 AL YL N) (417)
= TT()‘)y—i—(z? >‘);

De la expresion (4.17) se obtiene

det V_ (2, \) = det T,(\) det Yy (2, \) (4.18)

donde det Y1 (z,A),j = 1,2 son los Wronskianos de las soluciones {yi(z, A),y+(z, )\)}

que son independientes de z y pueden ser calculadas aplicando las asintotas (4.8)
det Vi(z,A) = (F20) N1 (N) - oo - un(N). (4.19)

Es claro que det Y+ (2, A) # 0 si toda v;(A) > 0.
Las igualdades (4.18) y (4.19) implican que |det 7;.(A)| = 1. Por lo tanto la matriz
T(X) es invertible y

T.(\) = Yz, Y- (2, \), (4.20)

donde la parte derecha en (4.20) es independiente de z € R.
Para el célculo de las entradas de las matrices a, (A) y b-(\) se usa el sistema de

ecuaciones

y_(Z, >‘) = CL,«()\)Z/...(Z, )‘) + br(/\)y-i-(z: /\)7 (4'21)
y'_(z, l/) = ar(A)y;(zv >‘) + br(A)yg-(za >‘)

Notar que el sistema (4.21) tiene la solucién tnica (a,(\), b-(A)) debido a que el Wron-

skiano

y+(z,)\) y+(2’,)\)
W(g-‘rv y+) = det 7é 0.

Yo (2,A) ¥4 (2,2)
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Se denota por y*(z,A\),y""(2,)\),5 = 1,2 los términos principales de las asintotas

y—(z,v),y (2, \) para z — +00. Entonces el sistema (4.21) implica

U N) = ar VB (5 A+ BV (2, 0), (4.22)
vy (z,v) = ar (V) E' (2, ) + b (N E'y (2, M)

El determinante W(\) del sistema (4.22) es

Ei(z,N Ei(z,\)
W(\)=det = (20) Vi (\) oo (N) # 0.

E' (z,\) E'Y(z,\)
Debido a que las matrices E (2, \), E' (2, A) son diagonales se obtiene que

yir(z> )‘)El (Z, >‘) - yir/(za V)EJr (Z, )‘)
ar(A) = (25%1@) OV ’ (423)

y (2, NVE_ (2,\) =y (2, E" (2,0

br(A) = @OV (A oo v () (424)
De la misma manera se puede encontrar a;(A) y b;(\) del sistema
y—;(% )‘) = al(A)E* (Zv )‘) + bl()‘)E* (Zv )‘) > (4'25)
v (2,A) = (V) E- (2, A) + b(A)EL (2, \).
yr (2, NEL (2,A) =y (2, N E— (2, A)
ald) = = (—20)Nvy(N) - + -uN(A) ’ (4.26)
b\ = v (2, N E4 (2,A) — y7 (2, \) B/ (2, A) (4.27)

(—=20)Nuv (A) - oo - N (N)
donde y7 (2, A),y; (2, A) son los términos principales de las asintotas y4 (z, A), ¥/ (2, A)

para z — —o00.

4.2 Potenciales con soporte compacto
Sea

Wo(z,2),0<z< H,z €D

W(x’z):{ 0,2¢[0,H],z €D

donde Wy € L*°(D x [0, H]). Entonces la matriz L(z) = (ij(z))jykzl es de la forma

Li(e) = [ W2y (@)ute)da
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tal que Lji(z) =0si z ¢ [0, H].
Sean C(z,\), S(z, A) las soluciones matriciales de las ecuaciones (4.4) que satisfacen
las condiciones iniciales
C(0,\) = In,C'(0,)) =0, (4.28)
S(0,)) =0,5(0,\) = Iy.

Las funciones matriciales C'(z, ), S(z, A) son soluciones de los sistemas de ecuaciones

integrales de Volterra (ver para mayor referencia [12])

1
Ve(A)

2€(0,H),k=1,..,N (4.30)

. N
Cr(z,A\) = cosvg(N)z + /0 [sinvg(N)(z — t)] Z Li;(t)Cj(t, N)dt, (4.29)
j=1

. N
Sk(z,A) = <y1ksin I/k()\)2’> + Vli/\) /0 [cos Vg (A)(z — )] ;ij(t)cj(t, A)dt,

2€(0,H),k=1,..,N. (4.31)

Las ecuaciones (4.29) tienen soluciones tinicas en el espacio C? (0, H), CN*N)) y sat-
isfacen las condiciones iniciales (4.28). Las soluciones C(z, A), S(z, A) son linealmente

independientes, su Wronskiano existe y es igual a

C(z,\) S(z,A
W(C:8) =det [ €N SEN (4.32)
C'(z,\) S'(z,N)
Las soluciones de Jost estan definidas por los valores
y+(za)‘) :E+ (Z,)\),Z > H, (433)

Se define y;(z,\),z € R por la extensién de E; (z,A) en el intervalo (—oo, H) y
y—(z,A),z € R por la extensiéon de E_ (z,A) en el intervalo (0,+00) aplicando las
soluciones C(z, ), S(z, ). Entonces

y+(2,\) =C(z — HNEL (H,\)+ S(z— H A\)E' (H,\), z < H,

y—(2,\) = C(z, \)E_ (0,\) + S(z, \)E" (0,\), 2z > 0.

Para este caso el sistema (4.22) acepta la forma

_(H, ) = a,(NEy (H,\) + b\ E, (H,\), (4.34)
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con

E, (H,\) = diag (eiw(A)H’ » eiuN()\)H) ’

E', (H,)\) = diag (iyl( N O A)eVN(A)H) .

Entonces se obtienen las siguientes férmulas para las matrices de transmisién y reflex-

i6n derechas

ar(v) = V(N v (V) ’

(4.35)
H, )‘)E"r (H7 )‘) B y_(O,V)Eg_ (Ha >‘)

(20)Nvr(A) - o vy () ’
De la misma manera se obtiene las matrices de transmisiéon y reflexién izquierda

al()‘)7 bl()‘)

be(v) = U= (4.36)

a()) = Y+ (0, ) E" (0,)) — /. (0, \)E_ (0, \)
: (—=20) Ny (N) - oo - (V) ’

(4.37)

o yﬁr(O, /\)E— (07 )‘) - y+(07 )‘)El— (07 /\)

b = (20N () - oo v (V) ’ (4.38)

con
E_(0,)\) = diag (1,...,1), E" (0, ) = diag(—iv1(N), ..., —ivn(N)).
En consecuencia para la construccién de las matrices de transmisién y reflexion

se necesitan los valores de la soluciones de Jost y4(0, ), v/, (0, N),y—(H,\),y"_(H, \),

donde y4 (2, A) es la solucién matricial del problema de Cauchy para el sistema
—4"(2,A) + An(N)y(z,A) + LY (2)y(z,0) = 0,z € (0,H),j = 1,..., N, (4.39)

y(H,\) = diag(e™”MH NN /(1 X) = diag(ivg (Ve N vy (A)e? NN

(4.40)
y y—(z,A) es la solucién matricial del problema de Cauchy (4.39) con los valores ini-
ciales.

y(0,\) = diag(1,...,1),y' (0, \) = diag(ivi(\), ..., ivn(N)). (4.41)

4.3 Potenciales simétricos

Se considera el potencial impureza independiente de la variable transversal x esto es

)

W()_ W()(Z),OSZSH
9= 0,z ¢ [0, H]

donde Wy(z) € L*>®(D). En este caso la matriz
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(4.42)

. W()(Z)IN,Z S [O,H]
Ln(z) = { 0,2 ¢ [0, H]

es diagonal.
El proceso de dispersién ocurre por canales independientes, y las matrices de trans-

misién y reflexiéon son diagonales, esto es

(ar(X),; s (A),
(br(A), ey B (N)).

ar(A)
br(A)

obtenidos de la siguiente forma. Sean yi(z, A),yi (z,A) las soluciones de Jost de la

diag
diag

ecuaciéon
47 (2, A) + (1 — N (2, A) + W(2)y;(2,A) = 0,2 €R,j = 1,..., N, (4.43)
i <A j=1,...,N.
con asintotas
yi(z, A) ~ eViNz o> |,
Y (2,0) ~ e Nz 5 <.

Entonces los elementos aZ (), bi.(\) de las matrices de transmisién y reflexion a, (A), by ()

son soluciones del sistema diagonal de ecuaciones
v () = a (e T+ ()et (4.4
() (H ) = =ivs (i (e D 4 iy (B ()5,
Por lo tanto

e iy (11,0) = () (#5.0))

al(\) = 5,00 : (4.45)
(Y () + iy (Vg (], 0)
b)) = 2iv;(\) ’

j=1,..N.

En consecuencia para el calculo de aZ()),b()\) se necesita resolver el problema de

Cauchy para las ecuaciones diferenciales ordinarias

(2,0

Tz (- Ny’ (2, A) + Wo(2)y (2,0) =0,z € (0, H) (4.46)

:i\/)\—,uj.

dy’ (0,))

y4

¥ (0,)) =1,
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4.4 Matrices de transicién para potenciales simétricos

perturbados.

Se considera un potencial impureza de la forma

Wo(z) +eWi(z,2),0 <z < H,

Wie,2) = { 0,2 ¢ [0, H]

donde Wy(z) € L*=([0, H]), Wi(x,z) € L*(D x [0,H]), y € > 0 es un pequeno
pardmetro adimensional.
Para la construccién de las matrices de transmisién y reflexion a la derecha a, ()

y br(A) por las férmulas (4.35),(4.36) se necesita una solucién al problema de Cauchy

(Ay_) (z,A) = =" (2, A\) + AN N)y—(2,\) + Wo(2) Iy + eL(2)y_(2,\) =0,z € (0,H),j =1,..., N,

(4.47)
y—(0,\) = diag(1,...,1),4" (0, ) = diag(—iv1(N), ..., —ivn(N)),
donde L(2) = (Liu(2)p 1y ¥
Ly (2) :/ Wiz, 2)pr(x)gi(x)dx, k, 1 =1,...,N. (4.48)
D
El sistema (4.47) se puede escribir como
(Ay-) (z,\) = Apy—(z,\) + eL(2)y_(2,A\) =0,z € (0,H), (4.49)
y—(0,\) = diag(1,...,1),4" (0, \) = diag(—ivi(N), ..., —ivn (N))
donde
(Aoy-) (2, A) = =" (2, ) + An(N)y—(2,A) + Wo(2)Iny-(2,4) = 0, (4.50)

z€(0,H),j=1,...,N.

Por medio del método de perturbaciones se busca una solucién al problema de Cauchy
(4.47), (4.48) con la siguiente forma

v (2 0) ~ 3 g9 (2 ), (4.51)
j=0
donde yg))(z, A) = diag(ygo)(z, A), yéo)(z, A)y ooy y](\?)(z, A)) es una solucién del problema
de Cauchy
(Ag];@) (z,A) =0, (4.52)

y—(0,\) = diag(1,...,1),4"(0,\) = diag(—ivi(N), ..., —ivy (M),
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y y(j)(z,)\), j = 1,2,... estdn definidas por un proceso iterativo para obtener las

soluciones de los problemas de Cauchy
(Agy(j)) (2,\) = —L(2)yU D (2, \), 5 = 1,2, ..., (4.53)
. Y
y (0,0 =0, () (0, 1) =

Sea Ay = diag(A}, A2, ..., AY), donde Aku = —u" + (g — Nu + Wou, y y9) (2, \) =
, N
(y,(j l) (2, )\)) . Entonces la férmula (4.53) puede ser escrita como

Ay} (2,0 ZL,M Dy (N = STV (2 0,k =1, N, (4.54)

u)(0,3) =0, (ygz) (0, 1) = 0.

Notar que el sistema (4.52) es diagonal con condiciones iniciales diagonales. Sean

u1k(2, A), ug (2, A) dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién
—u" (2, \) + (g — A) u(z, A) + Wo(2)u(z,A\) =0,z € (0,H),k=1,..,N.  (4.55)

Entonces se obtiene la solucién del problema de Cauchy para cada ecuacién del sistema
(4.52) de la forma

(0, X) i (N2 (0, 0)) w2, A) = (N (0, X) + 1 (0, )iz (2, )
Yy, (2,A) = Wi(\) )

donde Wy,(X) es el Wronskiano de las soluciones uy (2, A), u2 (2, A).

Para la solucién del problema (4.53) se usa el método de Lagrange de variacién de
pardmetros para ecuaciones diferenciales de segundo orden. Se buscan soluciones de

las ecuacion (4.54) de la forma

) (2. 0) = Cpd (2, Nu (2, A) + Cpf (2, Nua (2, 0), k = 1,..., N, (4.56)
donde
1.7\’ 2,5\’
(ChT) o ura(z ) + (CHF) (2 uap(z0) =0, (4.57)

N/ N/ .
(CF) N k(2 0) + (CRF) (2 A) = B0 (2, 0) kil = 1, V.
El sistema de ecuaciones (4.57) tiene una solucién unica

GV Nuaidz, ) BV (2, At (2, 0)
(C;l> (2,4) = Wi (V) (C;fl) (z,A) = Wil )

Por lo tanto

y) () = (—ul,k<z, iy / FUD(t, Mgt Nt + (2, ) / FUD (6, Ml A>>dt) .
0 0

(4.58)

Wi(A)
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4.5 Implementacién Numérica

4.5.1 Meétodo de Series de Potencia de Pardametro Espectral (SPPS)

Para los célculos de las dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién (4.55)

se usa el método SPPS. Se reescribe la ecuacion (4.55) de la siguiente manera

viu(z,\),z € (0,H),k=1,...,N, (4.59)

—u"(2,\) + Wo(2)u(z, \)
vE=A—pui>0,k=1,..,N.

Sea ug(z) € C? ([0, H]) una solucién diferente de cero (inf,ep p [uo(z)| > 0) de la

ecuacion homogénea
—ug(2) + Wo(2)uo(z) =0, 0<z<H. (4.60)

De acuerdo al método SPPS dos soluciones u; , us 1, linealmente independientes de la

ecuacion (4.59) se buscan en la forma de las series
wr(2,0) = ug(2) S VXN (2), un(z, ) = ug(2)S WX (z), (4.61)
n=0 n=0

con XM y X (" definidas por las férmulas recursivas

X0 = 1, X0 = 1,

n

)N((")(z) = (-1t /Oz )Z'(”_l)(s) (u%(s))(_l) - ds,z € [0, H]

XM(2) = (1) / XD () (u3(s)) V" ds, = € [0, H],
0
y ambas series de (4.61) convergen para cada valor de p; € C uniformemente con
respecto a z € [0, H] [38].
4.5.2 Calculos numéricos para potenciales simétricos

Se considera una gufa de onda II = D xR con una seccién transversal rectangular D =
[0,d1] nm x [0, d2] nm. (nm=nanometros) El operador A del problema de Dirirchlet

en la seccién transversal D tiene un espectro discreto

2 2
ni1m Nnam
%%1,712 = < dl > + <d2> 7(n17n2) S Nz- (462)
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2

El sistema ortonormal de eigenfunciones de A asociado con s, .. es

2 . (mn . [T
Onyme (X1, T2) = i sin <dllx1> sin <d22$2> , (z1,22) € [0,d1] nm x [0, d2] nm,

(nl, ng) € N2.

En lo posterior se enumerard el conjunto N x N en orden lexicogréfico.

Se considera el potencial simétrico Wy(z) € L*([0, H]) que es igual a 0 fuera
de [0, H]. Entonces para los célculos de los elementos diagonales de las matrices
ar(A),by(N) se pueden usar las formulas (4.45), y para la solucién del problema de
Cauchy (4.46) se usa el método SPPS..

Como ejemplo se considerd un potencial parabdlico modificado

2 b2?, 2z € 10,2
Wo(z) = 77721 az +bz%, z € [0,2] nm (4.63)
h 0, z ¢ 1[0,2] nm
donde a = 2%, b= —1;7‘;2. Este potencial es usado para la simulacién de barreras

de potencial en nanoestructuras semiconductoras como (GaAs/Al,Ga1_,As) [3].

Sea 11 = %%71, Lo = %%72, Vi = /A — ,ujz,j = 1, 2. Entonces aplicando las férmulas
(4.45) y el método SPPS para el cdlculo de y(j)(z,)\),j = 1,2 se obtienen valores
numéricos para a’ Ny bi(\),j = 1,2 donde A = %"E , E es la energfa del sistema.

En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran las gréficas para las partes reales e imaginarias
de al(\) y bl()\), j = 1,2 para el potencial Wo(z) dado por la expresién (4.63) en una

gufa de onda rectangular con dimensiones dy =1 nm y do = 1 nm.

4.5.3 Implementacién numérica para potenciales simétricos pertur-

bados

Se considera un potencial de la forma

2m

V[/'(x7 z) = Wo(Z) + 5W1(~757 Z) = B2

Wo(z) + eWi(z, 2)). (4.64)

Las dimensiones de W (z, z), Wy(z), Wi(x, 2z) son [nm~2], las dimensiones de Wy (2),
V(z) son [eV], y el pardmetro pequenio en (4.64) € = 0,1 es adimesional.
El potencial Wy(z) = QH—TWO(Z) estd dado por (4.63), y Wi (z,z) = U(z)V(z) donde

U(x)=x129, T = (21,22) € [0,d1] X [0,d2], (4.65)
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Psarte real de ap) con respecto a A Parte real de a£2) con respectoa
5X 10 ‘ . . . 5X 10
ST 8. of
uk s
%20 e s 100 120 1% 100 150
S [nm'z] A [nm'2]
Partéa imaginaria de ap) con respectoa A Partae imaginaria de aﬁz) con respecto a A
x 10° x10°
5 ‘ . . . 5
:E.h ot \ﬁ/\—m/‘ uﬂ_ Or V\/x/‘—/\
S .l |9 4l |
E E
%40 e e 100 120 1% 100 150
IS [nm'2] A [nm'2]

Figura 4.1: Gréfica de las partes reales e imaginarias de aq(j )()\), 7 =12

2

V(z) = Uo, z €[0,2 nm)| (4.66)
0, z ¢ 0,2 nm),

donde Uy = 0.1[-25].

nm
Se restringié el cdlculo numérico a solo dos modos de propagacién y dos términos

asintéticos para y° (z, \), esto es
(2 0) =40z, 0) +eyV(z,0), (4.67)

donde y@(z,/\) = diag(y)(z,\),y3(2,\)) vy y?(z,)\),j = 1,2 son soluciones de los
problemas de Cauchy

_y;',(z’ )‘) + ()‘ - M?)yl(z> >‘) + WO(Z)yj(Zv >‘) =0,z ¢ (07 H)? (468)
y;(0,0) = 1,5/,(0,\) = —im,j —1,2.

2
Para el célculo de la matriz y(M(z,\) = (y,gll)(z, )\))k L e aplican las férmulas

(4.58) y entonces se obtienen las siguientes entradas para la métriz y© (z, ) :

(1) 1)

n Z,)\) +ey (Zv>‘) €y (27)‘)

yi (Z, )\) = ( (1) L1 1.2 (1) (469)
€Y2,1 (Za )‘) yQ(Z, )‘) + €y2,2(27 )‘)

En la Figuras 4.3 y 4.4 se muestran las gréficas de las partes reales e imaginaria
de y_(z, ), evaluadas en z = 2nm para el potencial simétrico impureza Wy(z) dado

por la expresion (4.63).
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Parte real de bg) con respecto a & Parte real de bﬁz) con respecto a &
0 ‘ : : : 0 ;
S 8 _
2 01 . 2 01 .
1] 1]
Q Q
4 4
0% 20 60 s 100 120 035 100 150
A [nm'z] A [nm'z]
Parte imaginaria de bp) con respecto a h Parte imaginaria de bﬁz) con respecto a h
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:E 0.06 uﬁh -0.06
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g 0.08} E 0.08}
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A [nm'z] A [nm'2]

Figura 4.2: Gréfica de las partes reales e imaginarias de bg«j )()\), j=12.

Aplicando las férmulas (4.35),(4.36) se obtienen los valores aproximados para las

matrices de transicién

Y= (H,\)E', (H,\) —y=(H,\)E; (H,\)

a(A) = EPNONAON : (4.70)
E+ (Hv A) = diag(lv 1)7 Ejr (Hw >‘) = (Vl()‘)v VZ()‘))a (471)
y
e YIHNEL (H ) —y= (0, \)E!, (H,\)
bE(\) = EPNGIAON : (4.72)

c) = ( (a1 (V) (@)1, (V) ) ) = ( (7)1 (V) (5515 (V) ) |
(ai)m (A) (ai)zg (M) (bi)zg (A) (bi)m (A)

En las Figuras 4.5 y 4.6 se muestran las grificas de las partes real e imaginaria de
las entradas de (a7); ; (A), 4,7 = 1,2 para el potencial impureza simétrico Wy(z) dado
por (4.63) y el potencial perturbado eWi(z,2) = 22Wi(z,2), € = 0.1, Wi(z,2) =
U(x)V(z) donde U(x), V(z) esta dado por (4.65) y (4.66) respectivamente. En las
Figuras 4.7 y 4.8 se muestran las gréficas correspondientes a las partes real e imaginaria

de (b7); ; (A),4,7 = 1,2, para los mismos potenciales.
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Parte real de ¢ y(11)2 con respecto a A
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Figura 4.3: Grafica de las partes reales de las entradas de y_(z, \).

Parte imaginaria de ygﬂz con respecto a

Parte imaginaria de y, te yﬂ con respecto a A -
: x 10
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g _2 I L L L _4 L | | L
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E o))
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-5 : : : : E 2 ' ‘ ‘ :
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
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Figura 4.4: Grafica de las partes imaginarias de las entradas de y_(z, A).
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Partae real de (ai)1 1(?») con respecto a A Parge real de (aj)2 1(?L) con respecto a A
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Figura 4.5: Gréficas de las partes reales de las entradas de la matriz de transicién

(ar)” (A).

Parte ignaginaria de (af)2 2(}L) con respecto a A Parte ignaginaria de (af)2 1(}L) con respecto 2
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2o oS
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Por medio del método del operador limite se obtuvieron estimaciones generales del
espectro esencial y discreto de las guifas de onda cudnticas. A saber, en la expresiones
(2.43) y (2.44) se proporcionan férmulas del espectro esencial para el caso de una guia
de onda estratificada horizontalmente que tiene asociado un operador del problema de
Dirichlet Dy, dado en (2.42). En ambas expresiones el espectro esencial depende del

espectro del operador —A que aparece en (2.42)

Para el caso del problema de dispersién en guia de onda cudntica unidimensional
se obtuvieron férmulas generales de los coeficientes de transmisién y reflexién para la
dispersién de una particula en potencial unidimensional, las cuales son expresadas en
(3.10) y (3.11). En dichas expresiones aparecen 91 2 las cuales son calculadas aplicando
el método SPPS. Se hace una comparacién numérica de los resultados obtenidos por
el método SPPS con los resultados numéricos obtenidos de férmulas analiticas bien
conocidas. Las comparaciones revelan un rendimiento satisfactorio del método SPPS
para dicho problema pues se obtuvieron errores absolutos tan bajos como en el orden
de 1077 (Tabla 1).

Finalmente para el caso de dispersién para una gufa de onda cudntica en tres dimen-
siones se implementé computacionalmente la solucién matricial y_(z, A) de la ecuacién
(4.7) donde Ly(z) estd dado por la expresion (4.42) y Wy(z) en dicha expresién es un
potencial de soporte compacto y simétrico dado por la expresién (4.63) obteniéndose
resultados numéricos de las entradas de las matrices de transmisién y reflexién ai(A),
bZ(A) para los dos primeros modos de propagacién de la guia de onda, dichas graficas
son presentadas en la Figuras (4.1) y (4.2). También se implementé computacional-
mente un algoritmo de cdlculo para la solucién matricial y_(z,\) de la ecuacién (4.7)
para un potencial simétrico perturbado (W (z, z) = Wy(z) + Wi (x, 2)), para lo cual
se us6 la expansién asintética de y_(z,\) dada en la ecuacién (4.51), calculdndose
la solucién para los dos primeros términos asintéticos y los dos primeros modos de
propagacién. Dicha solucién es representada por la matriz (4.69), las graficas de las
entradas de dicha matriz son mostradas en (4.3) y (4.4), también se graficaron las en-
tradas de las matrices de transmision y reflexion a&(\), bS(A) mostrandose las graficas
de las entradas en las Figuras 4.5 hasta 4.8. Por medio de dichas grifica se validan
los algoritmos de calculo propuestos pues las graficas de af;()\), bf;()\) del caso no per-
turbado son muy similares a las graficas de las entradas de la diagonal de a& (), bS(\)
(1)

para el caso perturbado, lo cual era lo que se esperaba, pues el término ey;

53 (2, A) que

diferencia a dichas entradas es muy pequeno



Parte VI

Bibliografia

80



Bibliography

[1]

[12]

Agranovich, M.S., Elliptic Boundary Problems, Partial Differential Equations,
IX, Encyclopedia Math. Sci., Vol. 79, Springer: Berlin, 1997.

Akhiezer, N.I, Glazman, .M, Theory of linear operators in Hilbert space, Dover
Publications, 1993.

Ando Y., Itoh T., Calculation of transmission tunneling current across arbitrary
potential barriers, J. Appl. Phys., Vol. 61, Num. 4, pp. 1497-1502, 1987.

Bagwell, P.F., Evanescent modes and scattering in quasi-one-dimensional wires,
Phys. Rev B, Vol.41, pp. 10354-10371, 1990.

Ballentine, L. E., Quantum Mechanics: a modern development., World Scientific

Publishing Company Incorporated, 1998.

Ban S.L., Hasbun J.E., Liang X.X., A novel method for quantum transmission

across arbitrary potential barriers, J. Lumin., Vol. 87, pp. 369-371,2000.

Barrera-Figueroa,V., Kravchenko,V.V., Rabinovich,V.S., Spectral parameter
power series analysis of isotropic planarly layered waveguides, Appl Anal,
http://dx.doi.org/10.1080/00036811.2013.794940, 27 pages, 2013.

Berezin, F. A., Shubin, M. A., The Schridinger Equation, Vol. 66, Springer, 1991

Bindal A., Hamedi-Hagh S., Silicon Nanowire Transistors, First Edition, Springer
International Publishing, 2016.

Birkhoff, G., Rota, G. C., Ordinary differential equations, Ginn & Co., 1969.

Burlak, G., Karlovich, Y., Rabinovich, V.S., Fredholm property and essential
spectrum of pseudodifferential operators with operator-valued symbols, Commun.
Math. Anal., (Conference), pp. 50-65, 2011.

Carlson, R., Eigenvalue Estimates and Trace Formulas for the Matrix Hill’s Equa-
tion, J. Diff. Egs., Vol. 167, pp. 211-244, 2000.

81



BIBLIOGRAPHY 82

[13]

[14]

[25]

Castillo-Pérez R., Khmelnytskaya K.V., Kravchenko V.V., Oviedo-Galdeano H.,
Efficient calculation of the reflectance and transmittance of finite inhomogeneus
layer. J. Opt. A: Pure Appl. Opt. , Vol. 11, pp 1-6, 2009.

Castillo-Pérez, R., Kravchenko, V. V., Oviedo-Galdeano, H., Rabinovich, V.S.
Dispersion equation and eigenvalues for quantum wells using spectral parameter
power series, J. Math. Phys., Vol. 52, 043522, 2011.

Chandra A., Eastman L.F. Quantum mechanical reflection at triangular ‘planar-
doped’ potential barriers for transistors., J Appl. Phys. , Vol. 53, pp. 9165-9169,
1982.

Cheng, D.K., Fundamentals of electromagnetic engineering Addison-Wesley, pp.
400-409, 1993.

Christodoulides D.N.; Andreou A.G., Joseph R.I., Westgate C.R., Analytical
calculation of the quantum-mechanical transmission coefficient for a triangular,
planar-doped potential barrier, Solid State Electron, Vol. 28, Num.8, pp 821-822,
1985.

De la Pena, L., Introduccion a la mecdnica cudntica, Fondo De Cultura

Econémica, México, 2006.

Dittrich, J., Kriz, J., Bound states in straight quantum waveguides with combined
boundary conditions, J. Math. Phys, Vol. 43, pp. 3892-3915, 2002.

Dittrich J, Kriz J. Curved planar quantum wires with Dirichlet and Neumann
boundary conditions, J. Phys. A , Vol. 35, pp.269-275, 2002.

Duclos P, Exner P, Curvature induced bound states in quantum waveguides, Rev.
Math Phys, Vol 07 , pp. 73-103, 1995.

Duclos P, Exner P, Meller B., Open quantum dots: Resonances from perturbed
symmetry and bound states in strong magnetic fields, Rep. Math. Phys, Vol. 47,
pp-253-267, 2001.

Ekholm T, Kovarik H. Stability of the magnetic Schrédinger operator in a
waveguide. Commun. Part. Diff. Eq., Vol. 30, pp. 539-565, 2005.

Egorov, Y. V., Shubin, M. A, Partial differential equations I. Foundations of the
classical theory. Encyclopedia of Math. Sciences, Springer-Verlag, 1990.

Fligge, S., Practical quantum mechanics, Springer Verlag, 1994.



BIBLIOGRAPHY 83

[26]

[27]

28]

[29]

[36]

Gaponenko, S. V. . Optical properties of semiconductor nanocrystals, Cambridge

university press, Vol. 23, 1998.

Goldstone J., Jaffe R.L., Bound states in twisting tubes. 4ZPhys. Rev. B, Vol. 45,
pp. 5750-5762, 1992

Gundlach K.H., Zur Berechnung des Tunnelstroms durch eine trapezférmige Po-
tentialstufe, Solid State Electron,Vol. 9, Num.10, pp. 949-957, 1966

Harrison, P., textitQuantum wells, wires and dots: theoretical and computational

physics of semiconductor nanostructures, Wiley-Interscience, 2005.
Ince, E. L., Ordinary differential equations, Dover, 1956.

Jin, G. J., Wang, Z. D., Hu, A., Jiang, S. S., Quantum waveguide theory of serial
stub structures, J. Appl. Phys , Vol. 85, Num. 3, 1597-1608, 1999.

Joe Y. S., Cosby R. M., Resonant tunneling in a quantum nanosystem with an
attractive impurity. J. Appl. Phys, Vol. 81, pp. 6217-6220, 1997.

Kim C. S., Satanin A. M., Tunneling through a quantum channel with impurities,
An exactly solvable model, Physica E, Vol. 4 , p. 211-219, 1999.

Kim C. S., Satanin A. M. , Joe Y. S., Cosby R. M. , Collapse of resonance in
quasi-one-dimensional quantum channels. JETP Lett, Vol. 89, pp. 144-150, 1999.

Kim C. S., Satanin A. M., Rozanova, Stenberg, Interference of quantum states in
electron waveguides with impurities, J. Fxp. Theor. Phys, Vol. 94, No. 5, p. 992,
May 2002.

Khmelnytskaya, K.V., Kravchenko, V.V., Eigenvalue problems, spectral para-
meter power series, and modern applications, Appl. Math. Comput, Vol. 219, pp.
3610-3624, 2012.

Kolmogorov, A. N., Fomin, S. V., Elementos de la teoria de funciones y del
andlisis funcional, Vol. 1, Editorial Mir, 1975.

Kravchenko, V. V., Applied pseudoanalytic function theory, Springer, 2009.

Kravchenko, V. V., A representation for solutions of the Sturm—Liouville equation,
Complex. Var. Elliptic, Vol. 53, Num. 8, pp. 775-789, 2008

Kravchenko, V.V., Porter, R.M., Spectral parameter power series for Sturm-
Liouville problems, Math. Meth. Appl. Sci., Vol. 33, Num. 4, pp. 459-468, 2010



BIBLIOGRAPHY 84

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[51]

[53]

Krejcirik, D., de Aldecoa, R. T., The nature of the essential spectrum in curved
quantum waveguides, J. Phys. A,Vol. 37, Num. 20, pp. 5449, 2004

Kreyszig, E., Advanced engineering mathematics, John Wiley & Sons, 2007.

Landau L.D., Lifshitz E., Quantum Mechanics: Non-relativistic theory Pergamon
Press, pp. 76-78, 1977.

Lesovik G.B., Sadovskyy I.A., Scattering matrix approach to the description of
quantum electron transport, arXiv:1408.1966, 2015, [cond-mat.mes-hall] , Uspekyi
Fiz. Nauk., Vol. 181, pp. 1041-1096, 2011

Levitan, B. M., Sargsjan, 1. S., Sturm-Liouville and Dirac Operators, Kluwer
Academic, 1991.

Londergan J.T., Carini J.P,. Murdock D.P., Binding and Scattering in Two-
Dimensional Systems, Lecture Note In Physics, Vol. 60, Springer, 1999.

Lui W.W., Fukuma M., Exact solution of the Schrédinger equation across an
arbitrary one-dimensional piecewise-linear potential barrier, J. Appl. Phys , Vol.
60, pp.1555-1559, 1986.

Lin K, Jaffe R.L. Bound states and quantum resonances in quantum wires with
circular bends, Phys. Rev. B, Vol. 54, pp. 5750-5762, 1996

Paneah, B. P., The oblique derivative problem: the Poincaré-problem, Wiley-
VCH, 2000.

Rabinovich, V. S., Essential spectrum of perturbed pseudodifferential operators.
Applications to the Schrédinger, Klein—Gordon, and Dirac operators, Russian J.
Math. Phys, Vol. 12, Num.1, pp 62-80, 2005.

Rabinovich, V. S., Castillo-Pérez, R., Urbano-Altamirano, F., On the essential
spectrum of quantum waveguides, Math. Meth. Appl. Sci., Vol. 36, Num.7, pp.
761-772, 2013.

Rabinovich, V., Roch, S., Exponential estimates of solutions of pseudodifferential
equations with operator-valued symbols: Applications to Schrédinger operators
with operator-valued potentials, Contemp. Math., Num. 554, pp. 147-163, 2011.

Rabinovich, V. S., Roch, S., Silbermann, B., Limit operators and their applica-
tions in operator theory, Vol. 150, Springer, 2004.



BIBLIOGRAPHY 85

[54]

[58]

[59]

[63]

[64]

[65]

[66]

Rabinovich V. S., Urbano-Altamirano F, Application of the SPPS Method to the
One-dimensional Quantum Scattering, Commun. Math. Anal, Vol. 17, pp. 295 -
310, 2014.

Rozenblum, G. V., Solomyak, M. Z., Shubin, M. A., Spectral theory of differential
operators. Itogi Nauki i Tekhniki. Seriya” Sovremennye Problemy Matematiki.
Fundamental’nye Napravleniya”, Vol. 64, pp. 5-242, 1989.

Su P, Cao Z, Chen K, Yin C, Shen Q. Explicit expression for the reflection and
transmission probabilities through an arbitrary potential barrier., J. Phys. A 1,
Vol. 4, pp. 1-7, 2008.

Tachibana, H., Totsuji, H., Characteristics of a quantum waveguide: Effects of
finite confinement potential and geometrical deformations and comparison with
simple theoretical approach, J. Appl. Phys, Vol. 79, Num.9, pp. 7021-7028, 1996.

Tikhonov, A. N., Samarsky, A. A., FEquations of Mathematical Physics, Dover
Publications, 1990.

Urbano Altamirano, Francisco Eduardo, Investigacion del problema espectral en
guias de onda cudntica por medio de los métodos de operador limite y funciones
pseudoanaliticas (Tesis de Maestria), UPIITA IPN, México, 2013.

Vladimirov, V. S., Fquations of mathematical physics, Marcel Dekker, Inc, 1971.

Von Neumann J., Mathematical Foundations of Quantum Mechanics (translated

from german), Princeton University Press, 1996.

Wang J., Guo H, Harris R., Electron waveguide coupler: A four-terminal device,
Appl. Phys. Lett, Vol. 59, pp. 3075, 1991.

Wang Y., Chou S. Y, Quantum wave bandstop filters, Appl. Phys. Lett, Vol. 65,
pp. 2072, 1994.

Weisshaar, A., Lary, J., Goodnick, S. M., Tripathi, V. K., Analysis and modeling
of quantum waveguide structures and devices, J. Appl. Phys., Vol. 70, Num. 1,
pp. 355-366, 1991.

Wyld, H. W., Mathematical Methods in Physics, WA Benjamin, 1976.

Yamada S., Yamamoto M. , Small mesas and holes in splitgate quantum wires
acting as “artificial impurities” fabricated with scanning tunneling microscope. J.
Appl. Phys, , Vol. 79 ,pp. 8391-8396, 1996.



BIBLIOGRAPHY 86

[67] Zettili N. Quantum Mechanics: concepts and applications, Second Edition. John
Wiley&Son, LTD: Chichister, West Sussex, England, 2009.

[68] Zhou G., Li Y., Cheng F., LiaoW., Electron transport of a quantum wire con-
taining a finite-size impurity under terahertz electromagnetic-field illumination J.
Appl. Phys, Vol. 97 , pp. 123521, 2005.



Parte VII

Articulos publicados y congresos

87



