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Resumen

El uso apropiado del espectro electromagnético es de vital importancia en el campo de las radiocomu-
nicaciones. El estudio de la propagacion de las ondas electromagnéticas en medios estratificados permite la
caracterizacion de la radiacion electromagnética en estructuras de guia de ondas. Una de esas estructuras
consiste en tres estratos apilados, donde el estrato central actia como el micleo de la guia de ondas donde las
ondas son confinadas y las capas externas establecen las condiciones de frontera que garantizan el confina-
miento. Esta guia de ondas puede servir como un modo simple para describir los procesos ondulatorios que
son establecidos en el sistema Tierra-troposfera-ionostera. Las ecuaciones de onda para medios estratificados
dispersivos se estudian de modo que la funcién de Green se pueda construir para la ecuacién de Helmholtz
asociada. La transformada de Fourier nos permite simplificar las ecuaciones diferenciales dependientes de tres
variables espaciales a una a una ecuacion de Sturm-Liouville dependiente de una sola coordenada vertical,
que lleva a una ecuacion tipo Schrodinger. En esta tesis presentamos un analisis matemaético que nos permite
encontrar soluciones modales del campo electromagnético asi como expresiones asintoticas en la region de
campo lejano, que son adecuadas para su analisis numérico

Palabras clave: Funcién de Green; medio estratificado dispersivo; guia de ondas; sistema Tierra-Troposfera-
Tonosfera; expansion en eigen-funciones; ondas transversales eléctrica (TE); ondas transversales Magnéticas

(TM).
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Abstract

The appropriate usage of the electromagnetic spectrum is of vital importance in the field of radio commu-
nications. The study of propagation of electromagnetic waves in stratified media allows the characterization
of the electromagnetic radiation in waveguide structures. One of these structures consists of three stacked
strata, where the central stratum acts as the nucleus of the waveguide where the waves are confined and the
outer layers establish boundary conditions that guarantee the confinement. This waveguide can serve as a
simple model to describe the wave processes that are established in the Earth-troposphere-ionosphere system.
Wave equations for dispersive stratified media are studied so that the Green’s function can be constructed
for the associated Helmholtz equation. The Fourier transform allows us to simplify the differential equations
depending on the three spatial variables to Sturm-Liouville equations depending on only the vertical coor-
dinate, which leads to a Schrodinger-type equation. In this thesis we present a mathematical analysis that
allows us to find modal solutions of the electromagnetic field as well as asymptotic expressions in the far field
region, which are suitable for their numerical analysis.
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Capitulo 1

Introduccion

El control del espectro electromagnético es de vital importancia en el ambito de las telecomunicaciones.
El estudio de propagacion de ondas electromagnéticas en medios estratificados permite caracterizar el com-
portamiento de la radiacion electromagnética en estructuras de guiado de ondas. Una de estas estructuras
consiste en tres estratos apilados, donde el estrato central actia como el niicleo donde las ondas son confi-
nadas y los estratos exteriores establecen condiciones de frontera que garantizan el confinamiento. Esta guia
de onda puede servir como un modelo simple para describir los procesos ondulatorios que se establecen en el
sistema Tierra-troposfera-ionosfera. En esta tesis se presenta un analisis matematico que permite encontrar
expresiones modales del campo electromagnético asi como expresiones asintoticas en la regiéon del campo
lejano, que pueden calcularse por un método numérico.

El movimiento ondulatorio puede ser analizado bajo diferentes perspectivas como lo son acustico donde la
propagacién necesita un medio mecanico para que la onda viaje, electromagnético donde los campos analizados
son el eléctrico y magnético y cudntico en el cual el modelo matematico predice su posicién por densidad de
probabilidad. El modelo de una ecuacion de onda nos lleva a utilizar ecuaciones diferenciales para explicar su
comportamiento como una ecuacion de onda que se propaga en tres dimensiones, bajo este criterio es necesario
utilizar una herramienta matematica que nos permita simplificar el anélisis de la onda. En el presente trabajo
se estudian las ecuaciones de onda para medios estratificados dispersivos tal que se pueda construir la funcion
de Green para la ecuacion de Helmholtz. La transformada de Fourier nos permite simplificar las ecuaciones
diferenciales de tres variables a ecuaciones de una sola variable de tipo Sturm-Liouville, lo que nos lleva a
una forma de ecuacién tipo Schrédinger, que en la literatura han sido ampliamente estudiados, y hacer un
analisis de un problema espectral unidimensional. Por un método numeérico se pretende modelar la funcion
de Green de ésta guia de onda descrita con una fuente puntual fija.

La atmosfera terrestre es la capa exterior de gases que rodean a la Tierra, conformada por un 78 % de
nitrogeno, un 21 % de oxigeno y un 1% de otros gases. La mayor concentracién de masa se encuentra en los
primeros 11 Km sobre el nivel del mar. En el ambito de las radiocomunicaciones la atmosfera es ampliamente
estudiada debido a sus efectos sobre la propagacion de ondas electromagnéticas en los enlaces de radio. La
capa mas importante de la atmosfera que afecta la propagacion de ondas de radio es la iondsfera, debido
a la variacion de sus caracterfsticas eléctricas por parte de la actividad solar. La ionosfera es la parte de
la atmosfera terrestre ionizada permanentemente, compuesta principalmente de ozono y otros gases como
oxigeno, nitrogeno y argén. Tiene una altitud variable aproximadamente de 80 Km a 600 Km [17, pp 231]
(en otros textos se considera que la iondsfera se encuentra entre 90 Km a 800 Km). La iondsfera tiene una
capa denominada como termosfera en la cual la temperatura ronda alrededor de los -73°C hasta los 126°C
dependiendo de la actividad solar. Asi mismo la iondsfera suele dividirse en capas cuyas alturas varfan con
respecto a la hora del dia. Entre estas se encuentra la capa D, la cual se caracteriza por su absorcién de
frecuencias por debajo de los 10 MHz (actia como una especie de filtro pasa-bajas). La siguiente capa se
le denomina capa E la cual estd situada entre los 80 y 100 Km; y por ultimo estin las capas F1 y F2,
de 180 Km a 300 Km, y de 300 Km a 600 Km, respectivamente [17, pp. 212], ver Figura 1.0.1 Existen
modelos matematicos para tratar de modelar la atmésfera como una guia de onda formada por dos capas,
con ciertas condiciones de frontera. Los parametros constitutivos de estas capas (es decir, la permitividad
eléctrica, permeabilidad magnética, y conductividad eléctrica) varian con respecto a la altitud. En nuestro
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Figura 1.0.1. Perfil de temperatura de las diferentes capas de la atmosfera. Adaptado de
hitp:/ /www.geociencias.unam.mz/ “rmolina/Diplomado/Atmosfera.html

trabajo se toma en consideracion a la atmosfera como una guia de onda de tres capas que forman un sistema
litosfera-troposfera-iondsfera, con condiciones de frontera establecidas entre las interfaces de los estratos.

Los problemas de radiacién en la atmosfera han sido considerados desde hace muchos anos debido a su
importancia en la propagacion de senales de radio, en la identificacién de particulas energéticas provenientes
del espacio exterior, en la propagacion de senales extraterrestres generadas por satélites artificiales, asi como
la influencia del Sol en los sistemas de radiocomunicaciones terrestres, entre otros problemas de interés.
Los anéalisis se basan en las ecuaciones de Maxwell dependientes del la frecuencia ya que se consideran los
efectos dispersivos de la atmasfera. Por lo tanto tener un modelo de la atmasfera suficientemente simple pero
preciso para describir sus caracteristicas fisicas es importante para analizar la atmosfera correctamente. No
obstante, considerar a la atmoésfera como homogénea resulta un caso altamente idealizado que conduce a
expresiones relativamente simples, sin embargo, las variables principales de las que depende la propagacion,
por ejemplo los parametros constitutivos, dependen en general de multiples factores tales como la hora del
dia, la actividad solar, la humedad, etc. lo cual complica el anéalisis. Al analizar el fenémeno de la dispersion
en un medio con pérdidas, se tiene que expresar a los parametros constitutivos en su forma compleja, lo que
es de mas interés en el estudio de las radiocomunicaciones. Es bien sabido, que la principal capa que influye
las radiocomunicaciones atmosféricas es la ionésfera, por lo que un analisis méas preciso deberia considerar
sus cambios con respecto a las horas del dia y tomar en cuenta su altura en el andlisis de la guia de ondas.
En esta tesis, sin embargo, asumimos que el estrato de la guia de ondas que representa a la iondsfera es
homogéneo y su altura se mantiene constante. Esto conduce a expresiones que muestran aproximadamente el
comportamiento de la radiacion electromagnética en la atmosfera lo cual arroja un modelo simple del proceso
ondulatorio.

La presente tesis se encuentra organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se encuentra el Estado
del Arte, donde se recopilan trabajos realizados con el objeto de investigacion, los cuales estan relacionados
principalmente con la propagacion de ondas de radio en la atmosfera y gufa de ondas estratificadas. Ademas,
se encuentran los objetivos del trabajo, el planteamiento del problema y la propuesta de solucion. En el
Capitulo 3 se consideran las ecuaciones de Maxwell armoénicas en el tiempo para medios dispersivos. Se
divide el analisis en propagacion de ondas polarizadas y no-polarizadas, y se establecen las condiciones
de frontera para ambos casos con el objetivo de tratar los planos de discontinuidad en la guia de ondas
considerada. Se obtienen las ecuaciones de onda para ambos casos y se establecen las condiciones de frontera
con el fin de plantear un problema con valores en la frontera. Posteriormente, en el Capitulo 4 se particulariza
el problema con valores en la frontera del capitulo anterior con el fin de tratar la gufa de ondas considerada
en este trabajo. Se introducen los términos fuente para los casos polarizado y no-polarizado, mismos que
sirven para obtener las soluciones a los problemas planteados a partir de la funcién de Green asociada a
cada problema, asi mismo se expresan las soluciones formalmente a partir de las convoluciones para los casos
de estudio. En el Capitulo 5 se toman las ecuaciones de onda y se aplica la transformada de Fourier con
respecto a las coordenadas transversales para obtener un problema unidimensional y bidimensional para
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los casos polarizado y no-polarizado, respectivamente. Al tener los problemas de este tipo, se introduce un
problema espectral auxiliar tipo Schrodinger, del cual se tienen soluciones bien conocidas, mismas que se van
a utilizar para dar solucion a los problemas en consideracion. Por medio de una expansion en eigen-funciones
se determina la funcién de Green para ambos problemas, usando el principio de absorcion al limite. En el
Capitulo 6 se hacen las estimaciones asintdticas usando el método de la fase estacionaria de las funciones de
Green correspondientes que se encontraron en el capitulo anterior y se obtienen expresiones explicitas de la
solucion a los problemas. Finalmente, se hace la discusion de los resultados obtenidos al final del capitulo
donde se especifican las partes de las soluciones encontradas y sus significados fisicos.






Capitulo 2

Estado del Arte

En 1865 (y posteriormente en 1873) Maxwell publico un trabajo en el que unifico las teorias de la elec-
tricidad y magnetismo proponiendo que la luz se propagan en forma de ondas electromagnéticas. Pero fue
hasta 1886 cuando Heinrich Rudolph Hertz demostr6 experimentalmente la teorfa de Maxwell. Hertz observo
mediante unos experimentos que las ondas electromagnéticas pueden ser generadas a partir de corrientes
eléctricas oscilantes en circuitos resonantes que excitaba con un transformador de alta tension. Las ondas
eran recibidas en un receptor que consistia de otro circuito resonante que mostraba la presencia de las ondas
electromagnéticas a través de una chispa que saltaba entre las esferas que formaban un capacitor en el re-
ceptor. A partir de los experimentos de Hertz, muchos cientificos notables en aquella época fueron inspirados
para continuar con la investigacion de las ondas electromagnéticas. La propagacion de ondas electromagné-
ticas terrestres ha sido estudiada desde que se tienen aparatos transmisores y receptores de radio utilizados
para las comunicaciones a largas distancias. Algunos investigadores de forma notable han pasado a la historia
como Marconi, Tesla y Popov, y otros que lograron transmitir ondas de radio a grandes distancias utilizando
la ionosfera como un medio reflector. En 1902, Marconi experimenté con la deteccion de ondas Hertzianas
a través del Atlantico, notando asf que las ondas recibidas son més intensas en la noche [9], sin embargo
Tesla habfa patentado anos antes instrumentos con los que Marconi habia realizado sus experimentos. En
1896 en San Petersburgo, Alexander Stepanovich Popov mostré en el Instituto de Fisica un aparato de radio
que transmitia y captaba senales electromagnéticas en lugares distantes del edificio del instituto, y en 1900
se llevo a cabo la construccion de una estacion de radio y se establecié una comunicacion entre Kokta y una
isla llamada Gogland a 25 millas de la estacion en el Golfo de Finlandia. En sus experimentos utiliz6 un
cable suspendido para generar la onda electromagnética, por lo que se le atribuye la invencion de la antena.
En 1909 Sommerfeld hizo un anilisis de la propagacion de ondas de radio terrestres y consider6 a la Tierra
como un conductor finito plano y tomd6 como una fuente de ondas electromagnéticas a una antena vertical
idealizada que consiste de un dipolo Hertziano sobre la superficie de la Tierra, asumiendo que el campo
electromagnético se compone tnicamente de las componentes E,., Ey y H,, las cuales son independientes de
la coordenada azimutal ¢ en el sistema de coordenadas esféricas (r, p, 8). Sommerfeld aport6 una explicacion
de la influencia de la ionosfera en las comunicaciones trasatlanticas realizadas por Marconi varios anos antes.
El analisis de Sommerfeld en 1919 produjo los primeros modelos de propagacion de ondas electromagnéticas
que involucraba a la atmosfera de la Tierra y a un suelo conductor imperfecto . Por otra parte, K. G. Budden
en 1939 analiz6 la propagacion de ondas en una guia acotada por la Tierra y la ionosfera, donde desarrollo
varias aproximaciones con respecto a la propagacion en extra-bajas frecuencias, y muy bajas frecuencias.
La teoria de una ionosfera anisotrépica ha sido considerada con mas detalle en los trabajos [32], [42], [10] ¥
[15]. Muchos trabajos abordan la propagacion de las ondas electromagnéticas terrestres como una guia de
onda plana formada por diferentes partes de la atmaosfera tal como se ha realizado en los trabajos 2], [4],
[3]. Con el paso del tiempo, los medios electromagnéticos estratificados han sido ampliamente estudiados y
sus propiedades como gufas de ondas han sido consideradas en diferentes formas. Existen diferentes maneras
de abordar mateméaticamente un problema para describir la propagacion de las ondas electromagnéticas en
un medio dispersivo, como por ejemplo, a partir de las ecuaciones de Maxwell, las ecuaciones de onda, o la
ecuacion de Helmholtz, entre otras. Varios métodos han sido aplicados en la solucion de tales ecuaciones,
principalmente métodos numéricos. El presente trabajo de tesis es un analisis tedrico dedicado al estudio de
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la propagacion de ondas electromagnéticas en el sistema litosfera-troposfera-ionosfera, a partir de la técnica
de la funcién de Green, el método de fase estacionaria, y el método de series de potencias del parametro
espectral. Este método de analisis puede utilizarse ademéas para realizar calculos numéricos.

2.1. Propagacion en guias de onda estratificadas

Existen diferentes modelos de gufas de onda dependiendo de la geometria involucrada y de los materiales
que conforman a las gufas. En nuestro caso analizamos una guia de ondas plana dispersiva estratificada, que
se encuentra frecuentemente en la naturaleza como el océano y la atmosfera. En anteriores estudios sobre
propagacion de ondas como en [30] se usan las ecuaciones de Maxwell armonicas en el tiempo, y se aplica
la transformada de Fourier, para encontrar ecuaciones de onda que describan la propagacién de ondas TE
y TM en medios dieléctricos dispersivos y homogéneos. Este anélisis permite simular una fuente puntual
en movimiento en un plasma frio no-magnético que genera el campo electromagnético. El objetivo de este
trabajo consistioé en encontrar para este medio, las ecuaciones que describen las componentes de los campos
eléctrico y magnético en forma de ecuaciones diferenciales, y se obtuvieron soluciones a partir de la aplicacion
del método de la funcion de Green. Esto permitié encontrar los modos guiados que se establecen en la guia
de ondas y sus expresiones asintoticas que pueden ser simuladas por medio de un método numérico. Todo lo
anterior se puede ver como una secuencia de pasos para analizar de esta manera ciertas estructuras de gufas
de ondas plana.

En estudios de guias de onda 6pticas como se puede ver en [28], el objetivo consiste en encontrar expresiones
modales para el campo electromagnético, donde un modo representa una solucion valida de la ecuacion de
onda (y consecuentemente de las ecuaciones de Maxwell) sometida a las condiciones de frontera impuestas
por la guia. Los modos 6pticos permiten caracterizar la energia electromagnética de forma precisa, la cual
estd confinada principalmente en el nicleo de la guia. A partir de la transformada de Fourier aplicada a
la ecuacion de onda se llega a una representacion armoénica en el tiempo, lo cual reduce la complejidad del
problema original y permite obtener expresiones del campo electromagnético en términos de componentes
armonicas. Dado que la geometria de una fibra 6ptica es cilindrica se establece una interfaz entre el nicleo
y el recubrimiento 6ptico los cuales son coaxiales, esto implica que las condiciones de frontera se rigen por
una simetria cilindrica. Se construye la funcion de Green para la ecuacién de onda correspondiente y por
medio de la introduccion de un problema espectral se encuentran soluciones que derivan en una ecuacion de
dispersion, que describe los ntmeros de onda validos de las ondas transversales que pueden propagarse en la
gufa. La solucién del problema espectral puede implicar la aplicacion de un método numeérico para encontrar
informacion especifica relativa a la propagacion de las ondas como son las velocidades de grupo que puede
soportar la fibra y la dispersion de la energia a través de la fibra.

En el trabajo [37] se aborda la propagacion de ondas acisticas en el océano estratificado producido por
una fuente en movimiento. Este estudio puede llevarnos a pensar en una cierta analogia con respecto a la
propagacién de ondas electromagnéticas. La analogia implica encontrar una ecuaciéon de onda que describa
la propagacion un medio material estratificado que esta en funciéon de la presion, coordenadas espaciales y el
tiempo. El andlisis implica llegar a una ecuacién no homogénea tipo Helmholtz sometida a condiciones en la
frontera. Se encuentra la funcién de Green de esa guia de ondas para obtener una representacion del campo
que se propaga en su interior y calcular expresiones asintoticas de los modos guiados para ser implementada
por un método numérico. De igual manera se implementa una fuente puntual en movimiento con cierta
amplitud y frecuencia para producir un campo aciistico, a partir de lo cual se encuentran los modos que se
establecen en la guia.

Un tipo de guia de onda considerado ampliamente en la literatura es la guia de ondas cuantica. Este tipo
de guia de ondas transporta ondas cuanticas que interactiian con las paredes de la guia de la misma forma en
que la luz interacta con una fibra optica, la diferencia que se tiene es que las dimensiones de la guia de ondas
cuéntica tienen que ser lo suficientemente pequenas para que los fenomenos cuanticos se expresen. En [36] se
desarrolla una investigacion sobre el espectro esencial y discreto del operador de Schridinger definido en una
gufa de ondas cuantica en tres dimensiones con un potencial tipo pozo definido en direccion en que viaja una
particula. En ese trabajo se analizan las componentes esencial y discreta del espectro por separado. Se utiliza
el método de operadores limite para determinar el espectro del operador de Schrédinger en tres dimensiones.
Para el espectro discreto se plantean dos problemas espectrales, el primer problema es de tipo Dirichlet en
el plano transversal de la direccién de propagacion de la particula, y otro de tipo Schrodinger en el plano
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ortogonal al primero que esta en direccion de propagacion de la particula, el cual tiene un potencial tipo pozo.
Se realiza el calculo de los eigen-valores del espectro utilizando el método de series de potencias de parametro
espectral (SPPS). Existen varios trabajos enfocados al estudio de guias de onda planas estratificadas, por
ejemplo en el trabajo 3] se considera una guia que se compone de un nicleo y un revestimiento en donde
los pardmetros constitutivos varian en una sola coordenada espacial. En tal medio estratificado se establecen
modos TE y TM descritos por ecuaciones de onda escalares desacopladas [14]. Se establecen condiciones de
frontera en los planos de discontinuidad, las cuales conducen a ecuaciones tipo Sturm-Liouville asociadas a
las direcciones espaciales donde ocurren las no-homogeneidades de las gufas de ondas. Los modos guiados que
se establecen en las gufas de ondas estan representados por expresiones que incluyen a las eigen-funciones
de los problemas de Sturm-Liouville asociados. Las representaciones obtenidas permiten calcular soluciones
asint6ticas del problema que pueden ser modeladas mediante algin método numeérico.

De los analisis de los trabajos realizados anteriormente, se puede observar que tienen ciertas caracteristicas
en comiin. En todos los trabajos implica el estudio del movimiento ondulatorio que puede ser analizado bajo
perspectivas de ondas electromagnéticas, actsticas o cudnticas. Implica también analizar el medio por el cual
se van a propagar, como el vacio o un medio material como un gas o un dieléctrico. Las ecuaciones de onda
obtenidas dependen de dos o tres variables y es necesario la aplicacion de un método para transformarla
en una ecuacion diferencial unidimensional, tal como transformada de Fourier o el método de separacion de
variables. Esto nos va a llevar a una ecuacion diferencial en derivadas ordinarias a la que se puede analizar
como un problema espectral unidimensional para encontrar las eigen-funciones del problema, caracterizar el
espectro en una representacion modal y encontrar un significado fisico de nuestro problema.

Encontrar soluciones al problema de propagacién de ondas en una guia de onda estratificada puede
implicar el uso de técnicas analiticas y numéricas a las ecuaciones de onda que resultan del problema bajo
anélisis. La guia de ondas considerada en esta tesis es una guia de ondas asimétrica compuesta por una capa
central (niicleo) que es rodeada por dos capas homogéneas (recubrimiento). Las capas del recubrimiento tienen
diferentes indices de refraccion, en este sentido la guia es asimétrica. El enfoque considerado en esta tesis
consiste en establecer un problema espectral unidimensional auxiliar cuyas soluciones permiten obtener los
modos que se establecen en la gufa de ondas. Las expresiones resultantes permiten obtener en forma explicita
la funcion de Green del problema, a la cual se puede aplicar el método de fase estacionaria para obtener
estimaciones asintoticas del campo electromagnético a grandes distancias. El objetivo de la presente tesis es
modelar una guia de ondas electromagnéticas formada por tres estratos con el propoésito de obtener un modelo
simple para el sistema Tierra-troposfera-ionosfera. Para esto se sigue un método similar al que se describio
anteriormente, el cual implica trabajar con las ecuaciones de Maxwell para encontrar ecuaciones de onda que
describan al medio estratificado dispersivo, utilizar la herramienta de la transformada de Fourier con respecto
al tiempo y a las coordenadas espaciales con el objetivo de llegar a un problema espectral unidimensional. Esto
conduce a ecuaciones escalares no homogéneas tipo Helmholtz, que definen un problema espectral auxiliar.
Se encontraran las eigen-funciones del problema y el espectro discreto a partir de una ecuacion de dispersion.
Cabe mencionar que a diferencia de los trabajos el tipo de guia de onda considerado es una gufa de onda
asimétrica y dispersiva. Siguiendo la filosofia de los trabajos realizados en este &mbito, se aplicara la misma
metodologfa para obtener expresiones asintoticas de los campos. A partir de las expresiones obtenidas se
puede aplicar un método numeérico para analizar los modos guiados y ondas laterales que se establecen en
la gufa. El presente modelo permitird entonces considerar la propagacion de ondas electromagnéticas en
el sistema Tierra-troposfera-iondsfera, y la validez de los resultados se basa en la correcta eleccion de los
parametros constitutivos que pueden establecerse en la atmosfera.

2.1.1. Propagacién en la atmdsfera estratificada

El estudio de la propagacion de ondas en la atmoésfera puede dividirse en dos grupos principalmente:
analisis en altas frecuencias y andlisis en bajas frecuencias. Con respecto al anélisis en bajas frecuencias las
bandas consideradas son: menor a 4 MHz para las bandas de baja frecuencia y de 3 a 12 GHz para las
bandas de alta frecuencia. En el estudio de la propagacion de ondas, debe considerarse el disefio de antenas.
Esto depende de la aplicacién en que se va a a utilizar la banda de frecuencias. Por ejemplo, para bajas
frecuencias, una estimacion del tamano de una antena lineal debe ser cercana a la longitud de onda a la
frecuencia de trabajo. Con base en esto las senales portadoras de bajas frecuencias tendran longitudes de
onda muy grandes y por lo tanto necesitaran antenas de dimensiones mayores. En microondas, las antenas
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se vuelven de un tamano muy reducido debido a que las frecuencias de operacién son muy elevadas. Como se
puede ver en el libro [8, Cap. 11] existe una dependencia entre la frecuencia de operacion de las senales y las
dimensiones de las antenas, de modo que la eleccién de una antena apropiada depende de las aplicaciones. El
diseno de una antena se basa principalmente en el ancho de banda de la informacién a transmitir asi como
de la impedancia del equipo transmisor/receptor, los cuales dependen estrechamente de la geometria de la
antena. Por otra parte un factor muy importante que depende de la aplicacion es la directividad de la antena,
es decir la capacidad dirigir el haz hacia una region especifica del espacio.

En el articulo [32] se trata la propagacion de bajas frecuencias en la atmosfera estratificada donde se
analizan los modos guiados generados por una fuente. Debido a las bajas longitudes de onda de la senal
portadora es posible que el campo puede propagarse a largas distancias. En este articulo se analiza cémo
afectan los disturbios de la ionosfera en la propagacion de ondas y su dispersion. El articulo realiza céalculos
basados en un modelo de la atmosfera a cierta temperatura y coordenadas geogréficas especificas, y se
comparan los resultados obtenidos con un andlisis numérico basado en los métodos WKB (Wentzel-Kramers-
Brillouin) y DSAS (Dissipative Solution Above Source). Con base en los andlisis realizados se obtuvieron
resultados para la gufa de ondas estimando el nimero de modos que se pueden establecer en la atmosfera
baja. El método DSAS da excelentes resultados en comparaciéon con el método WKB en la atmosfera baja.

Con respecto a las altas frecuencias se puede mencionar el articulo [39] dedicado al estudio del haz del
radar. En este articulo se analiza a la atmosfera como una guia de ondas cuyo funcionamiento depende de las
condiciones climatologicas que puedan influir en la propagacion de ondas de radar, sin embargo no descarta
la variaciéon vertical del indice refractivo de la atmosfera y su dependencia con el clima. En este trabajo
se modela la atmoésfera como una gufa de ondas formada por dos cascarones esféricos siendo el primero la
superficie de la tierra y el segundo localizado a una altura de un tercio del radio de la tierra. Se encuentra
la ecuacion diferencial que describe la propagacion de ondas de radio con base en el fenémeno de la reflexion
interna total en el estrato en el que el haz de radar es confinado dentro de la guia. Si bien el anélisis es similar
al de una guia de ondas de placas paralelas éste no es un modelo adecuado para este caso debido a que no se
toma en cuenta el efecto del clima en la atmésfera.

Los libros [14], [21], [11], [33] v [26] dedicados a la propagacion de ondas de radio, consideran a la atmosfera
como un medio estratificado verticalmente, donde las variaciones instantaneas de temperatura o presiéon no
son tomadas en cuenta. La forma en que atacan el problema consiste en establecer un modelo idealizado, que
podria tomar en cuenta las variaciones de la temperatura o la densidad de los iones en la ionosfera. En un
medio no homogéneo el cual se puede considerar como una guia de onda plana en capas, la forma de abordar
el problema es usando ecuaciones de onda escalares desacopladas para cada estrato como se menciona en
[14, Cap 2|. Se garantiza la continuidad de las soluciones que se obtienen aplicando las condiciones en la
frontera apropiadas entre los estratos. El campo resultante de una fuente en un medio estratificado, puede
expresarse en términos de integrales tipo Fourier, lo cual permite calcular estimaciones a partir de métodos
asintoticos tales como el método de la fase estacionaria. En algunos trabajos (e.g., [39],[42]) se consideran
también cuestiones geograficas en donde la densidad de los iones depende de la region donde se establece la
comunicacion.

Propiedades de la ionosfera

La ionosfera esta compuesta por gases ionizados como el oxigeno Og, dinitrogeno Ny y oxido nitrosoN,O
por lo cual se le debe considerar como un plasma. Sobre todo en las capas D y E de la ionésfera y son los
principales gases que afectan a las radiocomunicaciones tanto como ondas terrestres como espaciales [10]. La
influencia en la propagacion de ondas electromagnéticas afectan sobre todo a las altas frecuencias debido a
la ionizacion de los gases y la densidad de electrones. Pueden aparecer efectos como centelleo, dispersion,
reflexion, difraccion, retardos de propagacién o cambios de frecuencia. En la siguiente tabla se muestran las
principales fenémenos que afectan a las radiocomunicaciones.

Las ondas de radio cuando se propagan por la atmoéstera pueden interactuar con la iondsfera, y ciertas
frecuencias presentan un mayor efecto en la dispersion de la energia electromagnética. La interaccion de
la onda de radio con el plasma de la ionostera da lugar a fenémenos que afectan las caracteristicas de
propagacion de la onda. Ciertas bandas de frecuencias presentan mayores atenuaciones debido a que los gases
que la componen tienen frecuencias de resonancia cercanas a las frecuencias de las portadoras, principalmente
en las bandas de microondas. Por ejemplo el vapor de agua resuena a 22.3 GHz mientras que el oxigeno
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Deterioro de la propagacion

Causa fisica

Importancia primordial

Atenuacion y incremento de
ruido por el cielo

Gases atmosféricos, nubes y
lluvia

frecuencias superiores a 10
GIz

Despolarizaciéon de la senal

Lluvia, cristal de hielo

Sistemas de polarizacién dual
en bandas C y Ku (depende de
la configuracion del sistema)

Refraccién, multitrayectoria
atmosférica

(Gases atmosféricos

Comunicacién y seguimientos
en angulos de baja elevacion

Centelleo de senal

Fluctuacion de refractividad
de la ionosférica y troposférica

Troposférica a frecuencias
arriba de 10 GHz e ionosférica
a frecuencias abajo de 10 GHz

Reflexion multitrayectoria,
bloqueo

Superficie de la Tierra,
objetos en la superficie

Servicios de satélite para

moviles

Retardos en la propagacion,

variaciones

Troposfera, ionosfera

Tiempos precisos y sistemas

de localizacién; sistemas de

acceso multiple por division
de tiempo (TDMA)

Interferencia entre sistemas

efecto de ducto, dispersion y
difraccion

Principalmente presente en la
banda C; la dispersion por la

lluvia puede ser significativa a

frecuencias mas altas

Cuadro 2.1. Problemas de propagacion de los sistemas de comunicacion por satélite [31]

resuena a 60 GHz . Este incremento en la atenuacion degrada las senales y se pueden presentar fenémenos de
desvanecimiento. La concentracion de electrones en la iondsfera hace que se formen varias capas ionosféricas.
Su estudio fue hecho por Sydney Chapman [15], quienes consideran los mecanismos de la formacion de la
capa de ozono. Su aporte fue introducir una ecuacién de la densidad del aire a una temperatura constante y
una determinada altitud [11]. Otros libros centran su atencion a la propagacion de ondas cortas (HF, de 3 a
30 MHz) en la troposfera. Tales libros toman en cuenta las condiciones meteorologicas, debido a que el indice
de refraccion cambia de tal manera que las condiciones favorables de las capas de la ionosfera forman un
“conducto” por el cual a cierta frecuencia las ondas pueden ser guiadas donde existen condiciones de frontera
apropiadas establecidas en las masas de aire.

Para las ondas de radio de muy bajas frecuencias (3 a 30 KHz) existe un trabajo [34] que analiza las
regiones polares donde la conductividad predominante es reactiva (donde aparece una parte imaginaria en la
conductividad debido a que en las zonas polares el suelo interactiia aun més a la frecuencia de propagacion)
y las ondas transversales electromagnéticas se modelan por funciones de Hankel de primer tipo. Se considera
que se forma una gufa de ondas de dos estratos: la tierra y la iondsfera. Debido a su facil generacién, las
ondas en esta banda de frecuencias se propagan en esta guia de ondas donde la energia electromagnética
queda confinada en estas dos capas.

Existen varias formas de modelar la atmosfera terrestre como una guia de onda, donde cada modelo se
basa en la descripcion de los parametros constitutivos de la permitividad €, permeabilidad g, y conductividad
o de las capas de la atmosfera terrestre. Por ejemplo, el modelo conocido como “knee-model”, debido a la
apariencia de rodilla que tiene la grafica semi-logarftmica de la conductividad en funcion de la altitud, permite
representar la conductividad del plasma ionosférico como una funcion continua a trozos, donde los trozos en
la escala semi-logarftmica tienen forma lineal y en el punto de unién forman un dngulo, ver figura (2.1.1). El
modelo fue desarrollado para obtener una representacion de la conductividad de la ionésfera como funcion
de la altitud, en la banda de las extra bajas frecuencias (ELF). En este medio se define la expresion

Z<hkn
Z>hkn’

Okn €XP [(z — hn) /Gl

7 (Z) - Okn €XP [(Z - hkn) /Ca]

que representa la conductividad o en funcion de la altitud z, donde oy, representa la conductividad donde
ocurre el efecto de “rodilla” (knee effect), hin es la altura donde ocurre el doblez de la grafica, y (a, {» son

9



2.1. Propagacion en gufas de onda estratificadas

h, km < E(f) P>
9% 1 .
80 4 44
70
60 3
I - Pierce and Cole
50
—— 2-Knee modl
40 1 24
—&@— 3 -Knee 'electric’
30 1 1 - Knee model
1
20 1 —— 2 - Full wave solution
10 4 4
: 1 ) 0 : f.Hz
-13 <12 <11 -10 9 -8 -7 6 -5 -4 -3 =2 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
Figura 2.1.1. Perfil de conductividad de la Figura 2.1.2. Espectro de potencia en funcion de
atmdsfera: Modelo exponencial (1), modelo de la frecuencia
rodilla (2)
00 T T T
100 =
80 - - OO Oelnee MEASUREMENTS
sl . EXPONENTIAL MODEL
60 B
=
H 60—
g
——— NIGHT ]
40— - =
£ S el
v E:
£
e
g
x
20~ -1 20
o ! 1 1 | 1 ! L 1 1 1 0
107 0" 1077 107° 0t 0* 0+ 0°*
COMDUCTIVITY | mbo/cm FREQUERCY - CPS
Figura 2.1.3. Perfil de conductividad en funcion de Figura 2.1.4. Perfil de conductividad en funcion de
la altura la altura

escalas de alturas de la funcion exponencial.

Por otra parte, el modelo del perfil exponencial es atribuido a Galejs [23] (ver también Pierce y Cole
[16]), donde el indice de refraccion de la ionosfera es calculado a partir de las mediciones experimentales
de la interaccion de la portadora de muy baja frecuencia con la densidad de iones de las capas de la ionos-
fera. Galejs [22] realiz6 varios intentos para modelar la conductividad de la iondsfera con datos obtenidos
experimentalmente para horarios diurnos, donde la aproximacion de la conductividad que obtuvo fue

z—"T0
=108 _— S.m!
o (2) exp[ - ] , Seml,

donde z es la altitud medida en kilémetros. Por otra parte Pierce y Cole lograron obtener un modelo de la
conductividad de la ionosfera tanto para horarios diurnos como nocturnos, como se muestra a continuacion

2% 10 P exp (&) +6 x 1072 exp [ £5],  din,

o (2) =~ -13 h —27 h
10~ * exp (ﬁ) +2 x 107" exp [2—'0 , noche,
donde h representa la altitud medida en kilémetros. En la figura (2.1.3) se puede ver el perfil de la conduc-
tividad de la iondsfera en funcion de la altitud para ambos horarios.

En los analisis antes mencionados las frecuencias consideradas estan en la banda de las extra bajas
frecuencias (ELF). Esto tiene una explicacién basada en que en la atmasfera la propagacion de ondas electro-
magnéticas confinadas en la cavidad ionosférica ocurre principalmente a bajas frecuencias como se puede ver

10



Capitulo 2. Estado del Arte

en las figuras (2.1.2) y (2.1.4), que representa las frecuencias de resonancia que se establecen de forma natural
en esta guia de ondas. Utilizando el modelo matematico de “knee-model” se realizo el anélisis numérico para
determinar las frecuencias de resonancia de la guia de onda. En la figura (2.1.4) podemos apreciar que la
solucién numérica obtenida es muy cercana a las mediciones experimentales realizadas, en las cuales se midié
la densidad de potencia del ruido atmosférico que produce un relampago cuando éste ocurre.

Modelos mas recientes incluyen la descripcion de los pardametros de propagacion de senales ELF basados
en un modelo de la ionostera baja como una cavidad uniforme con un perfil de conductividad homogéneo y
por capas, 0 una combinacion de estratos homogéneas [29]. Otro modelo para la conductividad de la ionosfera
en funcion de la altitud z es el modelo doble exponencial [29], el cual representa el perfil de conductividad
de las capas inferiores y superiores como una funcién exponencial, a saber,

o(2) = o (ho) exp [(z — ho) /Co], capas inferiores,
"o (h)exp[(z—h1) /1], capas superiores,

donde z es la altitud, y hg, hy son las alturas asociadas a las capas superior e inferior, todas medidas en
kilémetros, y (o, €1 son escalas de alturas de la funcién exponencial de cada capa, respectivamente. Los valores
de hg y hise toman como 50km y 90 km, respectivamente. Cabe mencionar que este modelo se aplica para
portadoras de muy bajas frecuencias, sin embargo, las condiciones donde los modelos pueden ser aplicados
depende de las caracteristicas de la ionosfera tales como el grosor de las capas estratificadas formadas, la
altitud, ionizacion y calentamiento.

Un modelo ionosférico encontrado en [19] considera diferentes estratos apilados verticalmente en términos
de la altitud z. En z = 0 se encuentra el suelo, el cual se considera como un conductor perfecto. El plasma a la
altitud de 90 Km es magnetizado por el campo geomagnético By. En la region de 150 a 200 Km, que cubre las
capas F1 y F2, las ondas MHD (ondas magnetohidrodinamicas, las cuales afectan principalmente a las ondas
de Alfvén) se hacen presentes. En la parte mas alta del estrato F2, a una altitud de z = 300 Km, la densidad
electronica es modulada por ondas electromagnéticas de alta frecuencia que llegan hasta la ionosfera. En este
modelo se considera un plasma frio Hall-MHD caracterizado por los tensores de conductividad y permitividad

0 = Wej (Fin +Fen),

o= (22) e,

VA

respectivamente, donde T, = Ven/Wee, Lin = Vin/Wei, Vin, Ven son las frecuencias de colisién de iones y
electrones, siendo we;, wee las frecuencias de ciclotron del i6n y electron; € es la permitividad del vacio, ¢
es la velocidad de fase de la luz y v4 es la velocidad de Alfvén; los tensores R;, R. son tensores especifican
informacion del campo geomagnético By y de la velocidad de los iones y electrones, respectivamente, ver
[19, Ap. A]. Del modelo, se obtienen resultados numéricos del campo eléctrico E y el potencial vectorial A
para las condiciones de frontera establecidas entre la parte baja del plasma frio en zp = 90 Km y el espacio
libre. El interés particular de este estudio recae en la penetracion de las ondas electromagnéticas de ultra
baja frecuencia (ULF) en la ionosfera. Se hace la comparacion de los resultados obtenidos con HAARP (High
Frequency Active Auroral Research Program) el cual su principal objetivo es el estudio de la iondsfera para
mejorar las radiocomunicaciones.

En el medio atmosférico donde la ionosfera se puede considerar como un plasma frio, ésta se divide en
capas conocidas como D, E, F, siendo la capa F la de mas importancia para las radiocomunicaciones ya que
actia como un reflector de las ondas electromagnéticas. Debido a la influencia del campo magnético de la
tierra, en |2 tratan a la ionosfera como un medio anisotropo. La guia de ondas analizada en ese articulo se
encuentra formada por dos placas paralelas de diferentes impedancias intrinsecas, y una tercera placa con
diferente impedancia intrinseca inmersa en un plasma frio, donde el interés se encuentra en el efecto de la
permitividad del medio en la propagacion de ondas de radio, donde el tipo de radiacién dominante son las

1La aproximacion del conductor ideal permite simplificar los calculos grandemente, sin embargo en la practica el suelo no
F F F g 3 g I

podria considerarse como tal. De hecho para el suelo se comporte como un conductor sus parametros constitutivos a la frecuencia

de trabajo w deben satisfacer o/we > 1. [25, Cap. 12, 387
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2.1. Propagacion en gufas de onda estratificadas

ondas TEM. El modelo de la permitividad usado (ver, e.g. [21, p. 82]) se representa por una matriz:

€1 —i82 0
e= |iea €1 0f,
0 0 £,

- c
P omey’ m

donde e, Nym, w, w,, w, representan la carga eléctrica del electrén, la densidad electrénica en el plasma, la
masa del electron, la frecuencia de trabajo, la frecuencia de ciclotron, y la frecuencia del plasma, respectiva-
mente. La solucion que gobierna el modelo matemético en el plasma frio es determinada mediante el uso de
la técnica de Wiener-Hopf, la cual consiste en considerar una solucién a la ecuacion de Helmholtz derivada
de este modelo donde el campo puede ser expresado como

oo {H @) y>"
(HI™ (2,y) + H (2,9)) 0 (~2) + H2 (2,9) 0 (z) 0<y<b’

donde b es la separacion de las placas paralelas y es el punto donde ocurre la diferencia de impedancias
intrinsecas; 0 (z) es la funcion de Heaviside, H"*¢ es el campo incidente dado por

H;.nc (1‘, y) = eikeffm,
y H? (j=1,2,3) son los campos dispersados que satisfacen la ecuacion de Helmholtz en el plasma frio

[A(:x:,y) + szf] Hg (I? y) = O, J = 1)2a3,

2
donde kgff = kg (51_52), ko = wy/Eopo, sometidas a condiciones de continuidad en y = b, y condiciones de

€1
frontera expresadas por

(nakess +0y) HL (z,b) =0, z <0,
(nskess — 8y) HZ (z,b) = 0, z < 0,
0 (—z) (nikess + 0y) H? (2,0) + 6 () (n2kess + 0y) H: (2,0) =0, —00 < & < 00,
H! (z,b) = H3 (z,b), z > 0,
Oy H! (z,b) = 0,H3 (z,b), z > 0,
HZ™ (0,y) + HZ (0,y) = HZ (0,), 0<y <b,
0-HZ™ (0,y) + 0. HZ (0,y) = 0:H7 (0,9), 0 <y <0,

donde 1; (j = 1,2,3,4) es la impedancia intrinseca en la superficie de las placas paralelas, ver figura (2.1.5).

En este estudio se demuestra como predomina la propagacion de las ondas TEM por el efecto del tensor
de permitividad del plasma frio. Para el andlisis computacional utilizan un método numeérico basado en la
discretizacion de la ecuacion de Wiener-Hopf que da a lugar a un sistema de ecuaciones algebraicas que pueden
resolverse con métodos usuales del anéalisis numeérico. El efecto del campo radiado es analizado en términos
de diferentes parametros fisicos tales como la separacion de los estratos, la impedancia de la superficie, y las
caracteristicas de permitividad del plasma frio.

Por otra parte, en el libro [40] se muestra que a las longitudes de onda de siper baja frecuencia y extra
baja frecuencia en una gufa de onda con altura h (aproximadamente de 60 a 90 Km) , la propagacion a estas
frecuencias afectan significativamente la trayectoria de propagacion. La estructura de esta guia de ondas se
muestra en la figura
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Figura 2.1.5. Geomeiria de impedancia localizada en las placas paralelas inmersas en un plasma frio
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Figura 2.1.6. La tierra como guia de ondas Figura 2.1.7. Guia de ondas conformada por la

Tierra e Ionosfera [42]

13



2.1. Propagacion en gufas de onda estratificadas

A estas bajas frecuencias la permeabilidad y la permitividad en la atmésfera (incluyendo la ionosfera)
es cercana a permeabilidad y permitividad del vacio po, €0, respectivamente. Ademas, la atmosfera puede
considerarse como un medio no conductor con conductividad o despreciable; mientras que en la litosfera, su
permitividad relativa €, a estas frecuencias no tendra un efecto dominante en la direccién de propagacion.
Esto permite construir un modelo de una guia de ondas esférico compuesto por la tierra (la litosfera) y la
iondsfera, donde cada estrato se representa por cascarones concéntricos, y la guia de ondas es excitada por
una fuente que consiste de un dipolo vertical eléctrico el cual es representado por una densidad de corriente
filamentaria zIdld (z) 6 (y) d (2 — b), donde b = z5 + a, zs > 0, denota la altura del dipolo sobre la superficie
de la tierra y las componentes del campo electromagnético para las ondas TM generadas por el dipolo se

expresan Ccomo
2
B - (3 k"’)(U),

82
1 92
o= 00, ()
we 0O
H, =
¢ raa(U)

H,=Hy=E,;=0.

En este modelo se consideran las condiciones de frontera

E E
5] (8]
771H¢ r=a ThH¢ r=a+h

donde 7 = a representa el cascarén de la tierra, y r = a + h representa el cascaron de la ionosfera; la
impedancia de la onda en el aire se denota por n, y Ay, A; son las impedancias normalizadas de la superficie
de la tierra y de la iondsfera, respectivamente. En [42] tratan de manera similar, a la tierra como una gufa de
ondas esférica, donde analiza la propagacion de ondas electromagnéticas con el método de diferencias finitas
en el dominio del tiempo (FDTD por sus siglas en inglés) y a muy bajas frecuencias utilizando una fuente de
22.2 KHz donde se considera que la superficie de la tierra tiene una permitividad relativa de €, = 13,0, y una
conductividad de o = 7 x 1073S/m. Se considera una antena de un cuarto de onda (es decir un monopolo) y
se realizan mediciones a una distancia aproximada de 897 Km entre dos ciudades de China, ver figura 2.1.7.
En esta figura el radio de la Tierra es representado por Ry = 6370Km, RoA0 = 0,5Km y Ryax = 128Km es
la distancia desde la superficie de la Tierra hasta la ionosfera. La corriente en la antena se expresa por

Iyexp ( M) sin (wot) t < to,

I(t)=
I() sin (wot) t g t(),
donde wy = 27 fo(rad/s) es la frecuencia de la portadora, to = 10/ fo, o = 2/ fo, y la amplitud I se mide en
amperes.

El articulo [3] analiza gufas de ondas electromagnéticas planas estratificadas no dispersivas. Estas gufas
de onda se encuentran conformadas por un niicleo no homogéneo entre dos capas homogéneas que forman un
recubrimiento. Los parametros constitutivos € (z3), 1 (z3) varian con respecto a la la coordenada vertical 3,
y se consideran complejo-valuados si el medio es con perdidas o real-valuados si el medio es sin perdidas. En
un sistema de coordenadas rectangulares (x, z3) = (21,22, z3) € R? se sittia a la gufa de ondas y se asume una
dependencia arménica en el tiempo e~ | donde w es la frecuencia angular del campo electromagnético. En
este medio se establecen ondas TE y TM. Si se asume que el campo eléctrico esta polarizado linealmente en
la direccion y, entonces las ondas transversales pueden ser descritas por ecuaciones diferenciales desacopladas

[14, p. 45]

0? o _, 0 2 .
(8.11 ‘uc’)m Ozs +wpe | By, = —twpdy,,

o? 0 0 —1
(B—z%+€8—x3€ 83+w ,ue)H =-e(Vxe 1),
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Capitulo 2. Estado del Arte

Por otra parte, si el campo no estd polarizado las ecuaciones que representan a las ondas transversales son

o L0 1 B 8J,, OJa, Do
(Bntrga 0y = ) B = (s~ ) (112)

o _, 0 1 02 104, o , )
(Ax +€3:1:3€ dzy c_28t2) =T ot +€3£B3 (7). (2.1.1p)

donde Ax es el operador Laplaciano con respecto a las coordenadas horizontales x = (z1,22) € R2.

Si se considera una region libre de fuentes y cargas, al aplicar el método de separacion de variables, o la
trasformada de Fourier con respecto a las coordenadas horizontales, las ecuaciones de onda anteriores pueden
reducirse a ecuaciones unidimensionales del tipo Sturm-Liouville como sigue

0 0
-1 2
V—V  — fwue | &= %€
( 3:1)3 3:123 ’

donde v (z3) corresponde a p(z3) o € (z3), dependiendo del problema en consideracién. Las condiciones de
frontera que gobiernan el campo electromagnético en el plano de discontinuidad x3 = 230 son

O -0

dl‘3

donde la notacion [¢ (z3)]
r3 = a.

Se construye la funciéon de Green de la gufa de ondas que satisface el principio de absorcion al limite en las
coordenadas horizontales, para investigar el campo que se propaga en la guia de onda generado por una fuente.
El calculo de la funcion de Green se reduce a resolver un problema espectral unidimensional, el cual puede
resolverse numéricamente mediante el método de series de potencias del parametro espectral (SPPS por sus
siglas en Inglés). Con base en las soluciones del problema espectral unidimensional se obtiene una expresion
en forma cerrada para la relacién de dispersion que define los eigen-valores del problema los cuales estin
relacionados con las constantes de propagacion de los modos guiados. Las eigen-funciones de este problema
dadas como series de potencias del parametro espectral permiten encontrar los campos que se propagan en la
guia de ondas como modos guiados. Las expresiones correspondientes admiten una implementacién numérica
inmediata ya que las series que los representan pueden truncarse debido a su convergencia uniforme.

En ese mismo articulo se prueba que el comportamiento asintotico de las ondas laterales esta dado por

ra—a = L, indica que la funcion ¢ (z3) tiene un salto de magnitud [ en el punto

gom (|%],z3;2%) = O ((k1 |x|)_2) ,m=1,2, (k1 |x]) = oo,

por lo cual pueden ser despreciados a grandes distancias de la fuente. Por otra parte el comportamiento
asintotico de los modos guiados esta dado por

i N gisla]

w; (x3) @ (x5), (ky [x]) = oo,

9;(Ix| @5325) ~ ——
\/8_7“/ (Ig) j=1 X |1"1|
por lo cual estos modos pueden propagarse a grandes distancias en la gufa de onda.

En [4] se analiza la propagacion de una onda electromagnética modulada en amplitud generada por una
fuente puntual fija en una gufa de ondas plana estratificada. En la region de campo lejano se obtienen las
expresiones asintoticas a partir del método de fase estacionaria, al asumir que el espectro de frecuencias de la
fuente tiene un ancho de banda reducido. El anélisis se basa en un problema espectral auxiliar unidimensional,
el cual se encuentra intimamente relacionado con la ecuacion de Helmholtz para medios no homogéneos.
El articulo se basa en el calculo de la funcién de Green realizado en [3] y considera que los parametros
constitutivos € (z3), p (z3) varfan con la coordenada vertical z3, sin embargo, la guia de ondas considerada
en ese trabajo es no-dispersiva.

La fuente puntual modulada que se considera en el trabajo [4] tiene la forma

J(x,23,t) =a (;) e wot§ (x) 8 (z3 — x5) e,
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2.2. Hipo6tesis

donde e = (ey, ey,€e3)es un vector unitario que apunta en la direccién de la densidad de corriente, wqy es la
frecuencia de la portadora e~*°t q es la amplitud modulante de la fuente, y A 3> 1 es un parametro adimen-
sional que controla el ancho de banda de la fuente y que sirve para aplicar el método de fase estacionaria.
En ese articulo se muestra que las asintoticas de las soluciones de las ecuaciones de onda (2.1.1) consisten en
modos guiados conforme |x| — oo, es decir

N(wo) N(wo)
st (X, 1'3,133,15) ~ Z BJ (x, I3,£L‘§,t), Da:3 (X, 1'3,1:&,!:) ~ Z DJ (X, 13,$gat))
i=1 =1

donde los modos TE y TM tienen respectivamente los siguientes comportamientos asintoticos

B (0 24,8) ~ b P (1= B ) an) g on) 3 G () =2 ["(‘”j ((:; o “ot)]
>y o) | X
Dj (x, z3,z5,t) ~ #:(xg) [i”j (wo) (%’)’x3 (z33wo) (81% + ez I%) +e3 (%’);13 (Is;wo)]

e (- XL ) expli Gy (wo) [x] — wot)]
e °“(t U]-(wo>> (5 (wo) [x)?

donde ay (t) := a (t/A) es la amplitud modulante que presenta lentas variaciones en el tiempo y cuyo espectro
de frecuencias se encuentra en una vecindad del cero, 3¢ := 3¢ (w) es la constante de propagacion permitida
para el j-ésimo modo guiado y Uj (w) = l/x; (w) es su velocidad de grupo; b(x) := (egl%l +e1 %) es la
direccién de propagacion del modo guiado; y ¢; son las eigen-funciones de un problema espectral unidimen-
sional asociada a la direccién vertical. Se puede ver por lo tanto que la aplicacion conjunta de las ecuaciones
de onda (alternativamente las ecuaciones de Helmholtz) y el método de fase estacionaria conducen de manera
natural a la representacién modal del campo electromagnético en la gufa de ondas estratificada. Por otra
parte para determinar las eigen-funciones ¢; del problema espectral unidimensional es posible aplicar el mé-
todo de series de potencias del parametro espectral (método SPPS por sus siglas en Inglés). Todo lo anterior
permite llegar a métodos numéricos para el analisis de guias de onda lo cual serda abordado en esta tesis para
el estudio del sistema litosfera-troposfera-iondsfera, como una guia de ondas estratificada aproximadamente
plana con caracteristicas dispersivas.

2.2. Hipoétesis

La propagacion de ondas electromagnéticas en la atmosfera puede ser descrita en términos de soluciones
modales a partir de las cuales es posible obtener expresiones asintoticas utilizando el método de fase estacio-
naria. Al proponer un modelo simplificado del sistema litosfera-troposfera-iondsfera como una guia de ondas
formada por tres estratos dispersivos, es posible obtener una expresion para la funcion de Green asociada a
este sistema.

2.3. Objetivos

2.3.1. Objetivo general

Es de constante interés el anélisis de la atmosfera terrestre debido a que es el medio principal utilizado
por las radiocomunicaciones, por ejemplo para la radiodifusion, para las comunicaciones satelitales, y para
las comunicaciones a grandes distancias en banda aérea, maritima y terrestre, entre otras. Existe una gran
cantidad de estudios en los que se describe a la atmosfera como una gufa de ondas. El objetivo general
de la presente tesis es establecer un modelo simple que permita el estudio de la propagaciéon de ondas
electromagnéticas producidas por una fuente puntual en el sistema litésfera-troposfera-ionosfera considerado
como una guia de ondas estratificada dispersiva.
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2.3.2. Objetivos especificos
= Analizar las ecuaciones de Maxwell para medios dispersivos.

= Obtener las ecuaciones de onda para medios dispersivos no-homogéneos e isotropos para ondas polari-
zadas y no-polarizadas, asi como obtener las condiciones de frontera para los medios estratificados.

= Plantear el problema de la funcion de Green para una guia de ondas estratificada dispersiva.

= Aplicar la transformada de Fourier con respecto al tiempo y a las coordenadas transversales en las
ecuaciones de onda de los medios estratificados.

= Establecer problemas con valores en la frontera para el anilisis de la propagacién en guias de onda
dispersivas considerando los términos fuente correspondiente.

= Establecer un problema espectral unidimensional auxiliar en la coordenada vertical donde la guia de
ondas presenta sus no-homogeneidades.

= Obtener las eigen-funciones y eigen-funciones generalizadas del problema espectral auxiliar.

= Obtener la ecuacion de dispersion que permita calcular los eigen-valores del problema espectral auxiliar,
y las constantes de propagacion permitidas para los modos guiados y las ondas laterales.

= Obtener expresiones explicitas para la funcion de Green de la gufa de ondas.

= Obtener expresiones asintoticas de los modos guiados en la guia de ondas en la region de campo lejano.

2.4. Planteamiento del problema

Los medios estratificados aparecen de forma natural en los problemas de propagacion de ondas electro-
magnéticas. Por ejemplo, la Tierra y su atmosfera establecen de manera natural una gufa de ondas en la cual
sus parametros constitutivos varian principalmente en la direccion vertical correspondiente a la altitud. En
una forma muy simplificada la guia de ondas puede considerarse compuesta por tres estratos: la litésfera, la
troposfera, y la iondsfera. En las interfaces litosfera-troposfera y troposfera-iondsfera se establecen condicio-
nes en la frontera no absorbentes para el campo electromagnético. Tal sistema puede ser modelado como una
guia de ondas dieléctrica utilizando métodos convencionales, y el campo electromagnético que produce una
fuente puntual puede describirse por la correspondiente la funciéon de Green que satisface las condiciones de
frontera en las interfaces y la condicion de radiacion en el infinito.

2.5. Propuesta de solucién

A partir de las ecuaciones de Maxwell se establecen las ecuaciones de onda para los medios dispersivos
estratificados, y se establecen las condiciones de frontera adecuadas en las interfaces de los medios dieléctricos.
A partir de las ecuaciones de onda y de la aplicacion de la transformada de Fourier con respecto a las coor-
denadas espaciales se llega a un problema espectral unidimensional cuyas eigen-funciones y eigen-funciones
generalizadas permitan obtener expresiones para los modos transversales que se establecen en la guia de on-
das. Esto permite analizar las ondas TE y TM, polarizadas y no-polarizadas en el dominio de la frecuencia. La
aplicacion de las condiciones de frontera en las interfaces donde ocurre las discontinuidades entre los estratos
conduce a una ecuacion de dispersion cuyos ceros estin relacionados con los niimeros de onda permitidos
para los modos guiados y las ondas laterales. Se consideran términos no-homogéneos para los problemas con
valores en la frontera que representan las fuentes que establecen el campo electromagnético en el interior de
la guia de ondas. A partir de las convoluciones entre los términos fuente y la funcién de Green se obtiene
el comportamiento de los modos guiados y ondas laterales generados por estas fuentes. De las expresiones
obtenidas es posible aplicar el método de la fase estacionaria con el objetivo de obtener expresiones asintoticas
de los modos guiados y ondas laterales de la gufa de onda en estudio cuando se consideran grandes distancias
medidas a partir de la fuente, reducidos anchos de banda, y lentas variaciones de las amplitudes modulantes.
Las eigen-funciones del problema auxiliar pueden obtenerse de forma explicita a partir de la aplicaciéon del
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2.5. Propuesta de solucion

método de series de potencias del parametro espectral. El estudio desarrollado de esta forma permite analizar
el problema de la propagaciéon de ondas electromagnéticas en el sistema litosfera-troposfera-ionosfera, el cual
es abordado como una guia de ondas estratificada dispersiva y se aplican las soluciones asintoticas obtenidas
previamente. Se dan interpretaciones fisicas de los resultados obtenidos.
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Capitulo 3

Propagacion de ondas electromagnéticas
en medios dispersivos

3.1. Ecuaciones de Maxwell para los medios dispersivos

Las ecuaciones de Maxwell en medios dispersivos son obtenidas por sustitucion de los parametros consti-

tutivos €, p por operadores £(8;), u(8;) donde 8; denota la derivada con respecto al tiempo, definidos de la

siguiente manera !

1 [ R ) 1 [ R '
8(6t)u(t) = %/ s(w)u(w)e—'“’ldw, ,Lt(ag)u(t) = %/ #(w)u(w)e_“‘"dw,
de manera que las transformadas inversas de Fourier son
s(w)ﬁ(w) :/ €(at)u(t)e—iwtdt’ u(w)ﬁ(w) :/ ﬂ(az)u(t)e_i“)tdt_

Con los parametros £(w) y pu(w) es posible definir la velocidad de fase en el medio dependiente de la frecuencia
como sigue

1
c(w) = ,
e(w)p(w)
ademas es posible introducir el nimero de onda k(w) = c(“’w) de la manera usual.

Suponemos que [12]:

1. Las funciones e(w) , p(w) son limites en el sentido de las distribuciones de funciones acotadas, analiticas
en el semi-plano superior complejo;

2. La funcion k% (w) tiene un numero finito w; < ... < wg de ceros simples en R, y ademas inf,eRr\ w1 —ewp+e] k*(w) >
0 para un pequeno € > 0;

3. La velocidad de grupo vy(w) = ﬁ > 0 para todo w € R\[w1 — €,wi. + €.

El sistema de las ecuaciones de Maxwell para los medios dispersivos, no-homogéneos es

VxH= %(s(@,,r)E)—kJ(f)t,r), (3.1.1a)
VxE= —% (1 (0, v)H), (3.1.1b)

V : (E (atar) E) = g(ahr)a (31.1()

V (8, r)H) =0, (3.1.1d)

IPara una definicion de la Transformada de Fourier en el sentido de las distribuciones vea el Apéndice A
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3.2. Condiciones en la frontera para las ecuaciones de Maxwell

con la ecuacién de continuidad

00 (O, r
v 3,1+ 220ur) g
ot
Después de aplicar la transformada de Fourier con respecto al tiempo el sistema de Maxwell y la ecuacion

de continuidad toman la forma

V x H(w,r) = iwe(w, r)E(w, 1) + I(w, 1), (3.1.2a)
V x B(w,r) = —iwp(w, r)H(w, r), (3.1.2b)
V- (s, 1)B(w,r)) = A1), (3.1.20)

v. (,u(w,r)ﬁ(w,r)) -0, (3.1.2d)

V - J(w,r) + iwp(w,r) = 0. (3.1.2¢)

3.2. Condiciones en la frontera para las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial consisten en derivadas con respecto a las coordenadas
espaciales de los campos vectoriales. En los puntos de discontinuidad de los pardmetros constitutivos, las
derivadas de los campos vectoriales no tienen significado y no pueden calcularse ser apropiadamente. Sin
embargo, el comportamiento de los campos vectoriales en los puntos de discontinuidad debe ser representado
en términos de los vectores del mismo campo electromagnético y no de sus derivadas. A partir de la repre-
sentacion integral del sistema de Maxwell es posible deducir el comportamiento del campo electromagnético
en las regiones de discontinuidad a partir de integraciones apropiadas [8]. A continuaciéon se muestran las
condiciones en la frontera que rigen el comportamiento del campo electromagnético en la interfaces de dos
medios diferentes.

Medios dieléctricos

Consideremos una interfaz que separa a dos medios dieléctricos con pardmetros constitutivos &1 (w,r),
p1(w,r), o1(w,r) y e2(w, ), po(w,r), o2(w,r) , como se puede observar en la Figura (3.2.1).

Figura 3.2.1. Condiciones de frontera en dos estratos

Asumamos que los pardametros constitutivos tienen singularidades de tipo salto en la interfaz, es decir
las discontinuidades de los parametros son finitas. Ante estas circunstancias el campo electromagnético es
gobernado por las siguientes condiciones en la frontera
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Capitulo 3. Propagacion de ondas electromagnéticas en medios dispersivos

n x @l(w,r) - @(w,r)) =0,
n x (Hl(w,r) - Hz(w,r)) = 0,

las cuales establecen que las componentes tangenciales de los vectores de intensidad E y H son continuas en
la interfaz, donde n es un vector unitario normal a la interfaz. Por otra parte también se tienen las siguientes
condiciones en la frontera para los vectores de densidad de flujo D, B

(w,r) - Dg(w,r)) =0,
(w,r) - B2(w,l‘)) =0,
las cuales establecen que las componentes normales de los vectores de densidad de flujo son continuas, pero

ademas establecen que las componentes normales de los vectores de intensidad del campo son discontinuas
como se observa

=T

. (]’51
. (ﬁ1

n- (51(0.), r)El(wa l‘) — €2 (w’ I')E2 (wa l‘) =0,
n- (ul(wa r)Hl (w, l‘) — M2 (wa I‘)Hz(w, l')) =0.
Debe tomarse en cuenta que estas condiciones son vélidas cuando o1 (w,r) < 00 y o2(w,r) < 0o. En el caso

de que esto no se cumpla (por ejemplo si uno de los medios es el conductor ideal), otras condiciones en la
frontera deben especificarse.

3.3. [Ecuaciones de onda para los medios dispersivos, no-homogéneos
e is6tropos

Al multiplicar la ecuacién (3.1.2a) por €71, y aplicar el operador rotacional a ambos lados de la identidad
resulta

V x e }w,r)V x ﬁ(w, r) =iwV x ﬁ(w,r) + V x (e‘l(w,r)j(w,r),>
Debido a la ecuacion (3.1.2b) la identidad anterior toma la forma
V x e w,n)V x Hw,r) = iw (iwB) + ¥ x (e (w,0)(w,1)),
al multiplicar por € la ecuacién anterior y al considerar la relacion constitutiva para el campo magnético
resulta la siguiente ecuaciéon de onda
e(w, 1)V x e Y(w, 1)V x H(w, 1) — w?p(w, r)e(w, r)H(w, 1) = e(w, 1)V x (e_l(w,r)j(w,r)) . (3.3.1)

1

De la misma manera tomamos la ecuacién (3.1.2b) al multiplicar por =" y aplicar el operador rotacional

resulta

V x p H(w,r)V x ﬁ(w,r) =iwV x ﬁ(w,r).

Por la igualdad en (3.1.2a) y multiplicar por g obtenemos la ecuacion de onda para el campo eléctrico

w(w, 1)V x g~ Hw, 1)V x B(w, 1) — w?p(w, r)e(w, r)E(w, r) = iwp(w, r)I(w, ). (3.3.2)

Las ecuaciones (3.3.1) y (3.3.2) representan ecuaciones de onda vectoriales en su forma méas general con
términos fuente en los lados derechos, que son aplicables para medios dispersivos no-homogéneos [14].
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3.4. Ecuaciones de onda para los medios dispersivos, estratificados,
en el caso de las ondas polarizadas

Nos interesa obtener soluciones de las ecuaciones de onda (3.3.1) y (3.3.2) para los medios estratificados.
Un medio estratificado es un medio no-homogéneo cuyos parametros constitutivos dependen de solo una coor-
denada espacial. En un medio estratificado el campo electromagnético se propaga como ondas transversales
(TE o TM). Supongamos que un medio estd estratificado en la direccion de ag, es decir, e(w,r) = £(w, z3)
v p(w,r) = p(w,z3). Con base en esta suposicién obtendremos las ecuaciones de onda que describen el
comportamiento del campo electromagnético en tales medios.

Ondas TE polarizadas

Consideremos la ecuacion vectorial del campo eléctrico para describir ondas TE caracterizadas por E3 = 0.
Supongamos que el campo eléctrico estd polarizado en la direccion de ag, es decir

E = Ez(w, r)ag.

La operacion que involucra al rotacional del campo eléctrico da como resultado

. 2B E
V x 1w, 2)V x Blw,r) =p~ o, 2) T2 g 0 -1y, g 2B2000) )
0xo01 O3 Ox3
_ 8?Ey(w,r) _ 9%Es(w,r)
1 2 3 _ 1 2 3
) g 2 Dy w,0) g

Al sustituir este resultado en la ecuacion (3.3.2) e igualar las respectivas componentes vectoriales se obtienen
tres ecuaciones escalares

82E2(wa l‘) . T ‘
TN iwp(w, z3)J1 (w, 1), (3.4.1)
~ 8%Es(w, ) o [ _ OBy (w,r)\ . -
—w?p(w, 23)e(w, z3) Ea(w, r) — o ﬂ(%zs)a—zg Iz 1(0~’,-’l?3)a—$3 = iwp(w, z3)J2(w, T),
(3.4.2)
3252(4&),1’) . T
ma3 = iwp(w, z3)J3(w, 1), (3.4.3)

La ecuacion (3.4.2) representa una ecuacion de onda escalar para el campo eléctrico en estado estacionario

|27 + 1w, 28) g2 1™ (w, ) 52 +wPpa(w, Ta)e(w, 3) | Ba(w, 1) = —iwp(w, 25) Ta(w, ) (3.4.4)

Por su parte las ecuaciones (3.4.1) y (3.4.3) no representan ecuaciones de onda, por lo cual no seran
consideradas en este trabajo.

Ondas TM polarizadas

Consideremos ahora la ecuacién de onda vectorial del campo magnético para describir ondas T'M carac-
terizadas por H3(w,r) = 0. Se puede elegir que el campo magnético apunte en la direccion zo a partir de una
rotacion adecuada alrededor del eje z3, es decir

H= Hg(w,r)ag.

Al desarrollar la operacion V x e~ (w, z3)V X ﬁ(w,r) se tiene
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_ ~ _ 82 Hy(w, ) o [ _ OH,(w,r)

1 S | 2\W, _ 1 2\W,

V xe H(w,z3)V x H(w,r) =¢ (“’””3)73123951 a; 92s <5 (w,xg)iax3 a
9%Hy(w,r) 82Hy(w,r)

+ & (w, z3) az — & H(w, z3)

as.
31‘2 ox 3 az‘%

De esta forma, al sustituir este resultado en la ecuacion de onda (3.3.1) y al igualar las respectivas componentes
vectoriales resultan las siguientes ecuaciones

2Hy(w,xr)  8J3 (w,r) o N )
81‘261,'1 - 81;2 € (w’ 13) 3_1::3 (E (w’ ‘13) J2 (w, l‘)) ’ (340)
—w?p(w, T3)e (w, 23) Ha (w,r) — e(w, 23) —— 0 5_1(w,x3)3H2(w,r)
Oz3 Oxs

321?2(%1') _ 0 1 -~ (9.73 (w,r) o

_T% = —¢(w,z3) 923 (5 (w,z3) J1 (w,r)) + oz, (3.4.6)

92 H, (w,r) n oH, (w,r) 9! (w,z3) dJa (w,r) 3 T (w,r) (3.4
09013 Oxs 0y - 0z, ory 4.

Se puede ver que en la ecuacion (3.4.6) representa una ecuacion de onda escalar para el campo magnético:

32 -1 8 2 £
57 + €0, 23) e 0, 23) o+ e, 20)e(w,23)| B
_ 0 -1 T 817:3 (w) I')
= ¢ (w,x3) o, (s (w, z3) J1 (w, r)) B (3.4.8)

Las ecuaciones (3.4.5) y (3.4.7) no representan ecuaciones de onda y no serdn consideradas en este trabajo.

3.5. Ecuaciones de onda para los medios dispersivos, en el caso de
las ondas no-polarizadas

Ondas TE no-polarizadas

En las ondas TE el campo eléctrico satisface E3 = 0, mientras que el campo magnético cumple con
H3 # 0. Asumamos que todas las componentes del campo magnético existen. Después de desarrollar el
rotacional V x e (w, 23)V x H(w, r) y el término V x e~ (w, z3)J (w, r), de la ecuacién (3.3.1), y al igualar
componentes vectoriales correspondientes obtenemos tres ecuaciones (recordemos que € y ¢ dependen de la
frecuencia y la coordenada x3)
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19 (3_1?2 - a_ﬁl) et 9 (8_1;’1 - 8_ﬁ3> _e1 9 (a—ﬁl - a—ﬁ") (3.5.1)
Oxy \ Ox1 O0xo Oxz \ Oz3 oz Ozz \ Oz3 o0z
—w?pH, = e‘lg—xj: - _lg—sz - %E—g:;,
Va5 5 ) o (o) o (o) oo
—w?pH, = e‘lg—i - E:;Z: Ji — 5‘1g—£,
—wzuﬁg = 5_12—2 — a_lg—f:,

Por otra parte, la ley de Gauss del campo magnético da lugar a la ecuacién

7 (H(%%)Hl(w,r)) N 0 (#(%-’%)ﬁz(w,r)) N 0 (p(w,m3)ﬁ3(w,r))

4 (u(w, IB) (w,r)) 81.'1 8132 81‘3 0
que establece la siguiente identidad
81?1(0),1’) n 81?2(0.},1’) _ _l(w - )a (,u(w, :1:3)H3(w,r)) (‘3 5 4)
3:121 8:122 =TH 3 8:1)3 T
Al intercambiar el orden de diferenciacion en la ecuacion (3.5.3), y al agrupar factores comunes se obtiene
_ 0 (0H(w,r) 0Hy(w,r) _ 02Hs(w,r)  0*Hs(w,r)
1 1\W, 2\W, 1 3\, 3\W, -
— - 3.5.
€ (w,:z:3)8$3 ( o, + D2 e (w,z3) 922 + 922 (3.5.5)
= _ Jy(w,r)  BJi(w,r)
w2 H — 1 ’ _ )
w /»‘(%173) 3(0),1’) € (waxB) ( 81'1 8:1)2 ’

y al sustituir la identidad (3.5.4) en la ecuacién anterior (3.5.5) resulta una ecuaciéon en términos de Hj
inicamente

?Hs(w,r)  0*Hs(w,x) 0 [ _, d ~
ot o o M @5y, (em) ) (35
~ Jy(w,r)  BJi(w,r)
2 _ 2\W, _ )
+wp(w, z3)e(w, z3) H3(w, r) = ( o2, D29 .

Finalmente al multiplicar la ecuacién (3.5.6) por el parametro p(w, z3) resulta la ecuacién de onda escalar

0 0 =
A, A p(w, z3) m—p Hw, z3) s— + w?p(w, z3)e(w, 23) | B3(w,r) (3.5.7)
81‘3 81,'3
B 8.72(w,r) le(w,r) .
= —p(w,z3) ( 92, O (3.5.8)
donde §3(w,r) = p(w, :z:;;)ﬁ:;(w,r), y Dy = 63_:2 + 6%2; es el Laplaciano en el plano horizontal(zy,z2). La
2

ecuacion que se acaba de obtener es una representacion alternativa de las ondas TE.

24
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Ondas TM no-polarizadas

Para las ondas TM tomamos (3.5.9) y desarrollamos para V x p~!(w, z3)V x ﬁ(w, r), lo que obtendremos
tres ecuaciones al igualar componente a componente

V x p~ 1V x B — w2eE = iwd, (3.5.9)

& 25 25 5 -1 E E
#—1i (Q) _#—16 Ey _“_13 Ey +#_18% (%) _ou <% _ %) — 2By = iwly,
1

Ox1 o dx2 z2 Ox3 Ox3 \ Ozz Oz
(3.5.10)
o (oE 9*E, o2u' (0E, OE 9*E. o (oFE ~ ~
-1 9 [983) 197 E2 K oby OB2 ) 10782 1 O [OE1) o 5.
ko oz, ( :1:3) A 0x3 Ox3 (81:2 813) oz? Tt Oz, (8:1:1) weby =iy,
(3.5.11)
. 8 [0E, _0%E; 9By _, 8 (0K, S -
1~ ot _ 1 _ 1 1_~ bt 42 — PR D
© O3 (82:1) 2 822 © 02 + p 925 \ D weFls; =iwdJs, (3.5.12)

Adicionalmente tenemos a la divergencia de D(w,r)

OB (w, 1) N 8B, (w, )

V. ﬁ(w,r) = e(w, z3) ( ) - 5(w,x3)iE3(w,r) + Eg(w, r)is(w,x3)= P,

B.Tl 612 01'3 613
(3.5.13)
al desarrollar (3.5.12) multiplicando toda la ecuacién por —p(w, z3) :
O (wz3)p) & 9 - 9*E3(w,r)
B + 8—1:36 (w,z3)a—23 (a(w,z3)E3(w,r)) + o7 (3.5.14)
8?EBs(w, ~ -
% + w2p,(w, 1'3)6(“"'7 :1:3)E3(w, l') = _iw/'l'(w) 13)‘]3(“)) I'),
2
Multiplicando toda la ecuacioén (3.5.14) por &(w, z3) y acomodando los términos :
0 0 o ~ _
Ay +e(w,z3)—e Hw,23) =— + wp(w, z3)e(w, z3) | D3(w, ) (3.5.15)
81.'3 313
. =~ 6(5_‘(w,x3)p)
= —iwp(w, z3)e(w, 23)J3(w, 1) + &(w, 23) =5, (3.5.16)

3.6. Condiciones en la frontera para los medios estratificados

En la interfaz de dos medios donde los parametros constitutivos se hacen discontinuos las ecuaciones de
Maxwell en su forma diferencial no pueden ser aplicadas. El campo electromagnético sin embargo debe existir
y ser continuo. En este tipo de discontinuidades el campo electromagnético se rige por las condiciones en
la frontera que se definieron en la Seccion 1.3. En el caso de los medios estratificados las condiciones en la
frontera toman una forma mas sencilla como se muestra a continuacion. Sea x3 = 2 el plano donde ocurre
una discontinuidad de tipo salto de los parametros constitutivos.
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3.6.1. Condiciones para ondas polarizadas

Las condiciones de frontera de las ondas polarizadas TE y TM son respectivamente

[Eg(w,r)] =0,

Iaz=

[Raw] =0, [e-l(w,x:;)%j;”} ~o.

=0, [ﬂ_l(w,fs)—aE2(w’r)]

313

3.6.2. Condiciones para ondas no-polarizadas

Las condiciones en la frontera para las ondas no-polarizadas TE y TM son respectivamente

~ 0B ,T
[B3(w7r)]x — = Oa |\/’l‘_1(w,13)+1:) = O,
~ oD ,T

[Ds(w,r)]m _. =0 le_l(w,xs)g#;:)] =0.
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Capitulo 4

Propagacion de ondas en guias de onda
dispersivas

La funcién de Green juega un papel importante en la solucion de ecuaciones diferenciales, ésta permite
resolver problemas con términos fuente sometidos a condiciones de frontera, debido a sus propiedades con
respecto al operador diferencial del que surge. Mas precisamente, consideremos un operador diferencial lineal
L que acttia sobre una funcion u de acuerdo con

Lu(z) = f(z), z€eQCR" (4.0.1)

donde f es un término fuente conocido. La solucién u de esta ecuacion se puede obtener a partir de la funcion
de Green g(z;z’) del problema asociado

Lg(z;x') =6 (x—2'), (4.0.2)

como sigue
u@ = [ o@ia)fa)s, (4.0.3

lo cual es equivalente a encontrar un operador inverso £~ para el operador £ el cual se aplica por la izquierda
a ambos lados de la ecuacion (4.0.1), es decir,

u(z) = L7 f(2), (4.0.4)

en efecto al aplicar formalmente el operador £ a la soluciéon (4.0.3) se obtiene igualdad

=£/Qg(:1:;:1:')f(m')d:1:'=/Qﬁzg(m;m z')da’ —/6 z—2z')f(z")da" = f (),

donde £, denota que el operador £ acttia tinicamente sobre la variable z de la funcién de Green g. Con base
en estas ideas calcularemos la funcién de Green del problema que resulta al analizar la propagacion de ondas
en la gufa de ondas bajo estudio, la cual se describe a continuacion.

4.1. Descripciéon de la guia de onda

En el presente trabajo se considera una guia de ondas estratificada, la cual esta conformada por tres estra-
tos diferentes, que constituyen el revestimiento electromagnético y un niicleo. Buscamos obtener expresiones
para los modos guiados, los cuales se puedan propagar grandes distancias en la gufa de ondas, y describiremos
de forma explicita la ecuacion de dispersion para este medio estratificado y dispersivo. A partir de las ecua-
ciones de onda consideradas en el capitulo anterior, plantearemos el problema que describe la propagacion
de ondas en la estructura de la Figura 4.1.1.

Denotemos los parametros constitutivos en el revestimiento por &;(w), 1 (w) y €3(w), p3(w) lo que indica
que estos dependen solamente de la frecuencia w. Por otra parte, en el nucleo los parametros constitutivos se
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Va(w,x3)
£1(W)
Hy(w)

V]

Va(xg)
v{xg)

Ha(w)

h h

Figura 4.1.1. Estructura de la guia de onda

denotan por ea(w, z3) y pe(w,z3), lo que representa que varian con la frecuencia y con la coordenada vertical
z3. Los parametros constitutivos de la guia de onda se describen por las siguientes funciones a trozos

€1 (w) x3 < hy pl(w) z3 < hy
e(w,z3) = S ea(w,z3), h1 < x5 < hy, p(w,x3) = po(w,x3), hy < z3 < ho,
e3(w), x3 > ha, p3(w), x3 > ha,

que representan los tres estratos de la guia: el nucleo y el revestimiento que lo rodea. Supongamos que
estas funciones son suficientemente suaves y que estan acotados. Estas funciones tienen discontinuidades
tipo salto en los puntos de interfaz entre el niicleo y el revestimiento correspondientes a los planos x3 = hy
y 3 = ha. Recordemos del capitulo anterior que el nimero de onda k se calcula a partir de la relacion
k?(w, z3) = w?u(w, z3)e(w, z3) y que la velocidad de fase ¢ se determina a partir de la expresion c?(w, x3) 1=
1/p(w, x3)e(w, x3), por lo tanto a partir de las expresiones de € y u se tienen expresiones para k? y ¢ como
sigue,

k%(UJ) T3 < hl, C%(UJ) T3 < hl,
K (w,x3) =  k3(w,23), h1 < a3 < hy, *(w,23) = B(w,z3), h1 < a3 < hy,
kW), @3> hy, 3w),  z3>hs,
donde k?(w) = w?pi(w)er(w), k3(w) = w?pz(w)esz(w) para las capas del revestimiento, y k3(w,z3) :=

w? g (w, 3)ea(w, z3) para el nicleo. Definiciones similares aplican para las funciones que definen a ¢?. Con
el objeto de que la guia de ondas permita la propagacién en su interior de modos guiados asumimos que la
siguiente condicion
sup co(w,z3) <min{cy,cs}
z3€[h1,h2]
se cumple, por lo que el campo propagado quedard confinada principalmente en el ntcleo de la guia y se
propagaran en la direccién horizontal.

4.2. Propagacion de ondas en la guia

4.2.1. Propagacion de ondas polarizadas en un medio dispersivo estratificado

Consideremos el medio estratificado donde los pardmetros constitutivos dependen tnicamente de la fre-
cuencia y de la coordenada vertical 3, es decir, p = p(w,z3) y € = e(w, z3). En este caso las ecuaciones de
onda para un campo electromagnético linealmente polarizado en la direccion de x5 son

82 a -1 3 2 =5 _ —1 -
(3_:5% +€(w,z3)a—z36 (o.;,:z:;;)a—z3 + k% (w, z3)) Hy(w,z1,23) = e(w, z3) (V X € (w,z3)J(w,z1,z3))2, TM,

9? o _ 0 ~ . ~
(@ + u(w,z3)a—z3u 1(w, z3)8_z3 + kz(w,z3)) Es(w, z1, 23) = lwp(w, z3)Jo(w, 21, z3), TE.
1
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Ambas ecuaciones pueden representarse en términos de un mismo operador diferencial como sigue

0? o 0 2 . ~
(8_1:%’ + u(w,z3)a—z3u (u.v,z:;;)a—x3 +k (w,:z:3)> U(w,z1,23) = f (w,z1,23), (4.2.1)

donde las funciones que describen el proceso ondulatorio linealmente polarizado son independientes de 2.
Dependiendo del problema bajo consideracion los coeficientes de la ecuacion anterior se definen como sigue

e(w,z3), TM, _ Hy(w,21,23), TM,
v(w,z3) = y UW(w, z1,23) = < A
w(w,z3), TE. Ey(w,z1,23), TE.

bl

7 ’ v - ) j ) ) ) T]\r[,
Flw, 1, 23) = {5("-’ r3) ( x e~ Hw, z3)J (w, 21 :1:3))2

iwp(w, Is)c};(w,xl,z3), TE.

Para la guifa de ondas considerada el campo electromagnético en los planos de discontinuidad z3 = hy y
x3 = hy es gobernado por las condiciones de frontera

~ . 9
[u(w, z1,23)],,—p, =0, |:l/ 1(w,zg)a—mu(w,x1,1:3)] =0. m=1,2, (4.2.2)

zz=h;,

donde el parametro v estd explicitamente dado por

v (w), —00 < z3 < hy,
v(w,z3) = vy (w,z3), hi <z3<hs, ,
v3 (w), hy < x3 < 00,

donde v; corresponde a ; (TM) 6 p; (TE) (5 =1,2,3) dependiendo del problema en consideracion. La
solucién de un problema con valores en la frontera (4.2.1)-(4.2.2) que describe la propagaciéon de ondas
transversales polarizadas en un medio estratificado puede abordarse a partir del problema bidimensional de
la funcién de Green

9?2 0 _ 0 ~
(8_1:'{’ + V(w,zs)a—%l/ 1((41,1'3)8—x3 + kz(w,$3)> Gap(w, x1, 235 x3) = 6(x3 — 25)8(x1),

~ 0 -~
[G2D(wyzl,z3;x§3):| = 0) |:l/_1(w,$3)—-G2D(w,l'1,1'3;17&) = Oa

81?3

x3=h
3 m z3=hm

donde z§ representa la posicion vertical de una fuente puntual, la cual acttia como un parametro en el calculo
de la funcion de Green Gap. La solucion del problema (4.2.1)-(4.2.2) esta dada por la convolucion

a(w,zlax-?) = G2D(W,$1,IL‘3;I§) * f (w,xl,z3),

la cual se calcula explicitamente como
ey — vl 1o ! /
(Gw * f) (w,z1,23;23) = / / Gap(w, 21,235 73) f (w, 77, %) do'i das.
—00 -0

De modo que la solucién del problema electrodindmico se calcula a partir de la transformada inversa de
Fourier con respecto al tiempo como sigue

1 [ /. -
u(t,z1,23) = —/ e wt (GgD * f) (w, 21, 23) dw. (4.2.3)

2 J_ o
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4.2. Propagacion de ondas en la guia

4.2.2. Propagacion de ondas no-polarizadas en un medio dispersivo estratificado

Para las ondas no-polarizadas las ecuaciones que describen a las ondas TE y TM son las siguientes

(Ax + e(w, 1:3)i<‘:_1(£:.1,$3)i + kz(w,zs)) ﬁ3(w,r)
81.'3 62:3
2 —~
=i T 5 0) e, 25) 20 (¢, 25)Pl, 1)), T

8133

3233 81,'3

7] 9 =
DAy + p(w, 23) =—p Hw, 23) — + k?(w, x3) ) B3(w,r) = p(w, z3)
O0xo oz

donde r := (21,2, 23) € R? es un vector de posicion. Ambas ecuaciones pueden describirse en términos del
mismo operador diferencial

7] 7] ~ ~
(Ax + ll(a.),:z:;-,)a—xg1/_1(9.1,13)6—m3 + kz(w,z;;)) U(w,r) = h(w,r), (4.2.4)

~ _ 53(w)r)
O r) = {Es(w, r), TE.

i) 7 (w0, 1) + e(w, 23) 52 (671 (w, 23)p(w, 1)), TM,

h(w,r) = > > (4.2.5)
OTi(w,r)  0Ta(w,r) 2.
#(w,l‘g) ( Oz, - Oz, 3 TE.
2 2
donde Ay = % + %, es el Laplaciano con respecto a las coordenadas horizontales x := (z1,z2). En la
1 2

gufa de ondas el campo electromagnético en los planos de discontinuidad z3 = hy y 3 = ho es gobernado
por las condiciones de frontera

[O(w,r)],,—p. =0, [u_l(w,r)(,)%ﬁ(w, r)] =0, m=1,2. (4.2.6)
) 3

zz=hm

La solucion del problema con valores en la frontera (4.2.4)-(4.2.6) que describe la propagacion de ondas
transversales no-polarizadas en la guia de ondas puede abordarse a partir del problema tridimensional de la
funcion de Green

0 0 ~
(Ax + ll(w,31:3)8—1:31/_1(9.;,:1:3)8—:‘j3 + kz(w,:z::;)) Gap(w,r;25) = 6(1)8(x2)0 (23 — 25),

[63D(w, r; xg)] =0, [u_l(w,m)iagm(w,r; x) =0.

zr3=Hhm 31}3

z3=hm
La solucién del problema (4.2.4)-(4.2.6) se calcula con la convolucién

U(w,r) = a3D(w,r;m'3) *Tz(w,r),

la cual se expresa explicitamente como
! ! ! ! / / / !
(G3D * f) (w,r;z5) := / / / Gsp(w,x1, T2, x3; 25)h (w, 27, 5, 25) dz| dzsdas,
—oo J —o0 J—o0

donde z% es la posicion de la fuente puntual que actiia como un pardametro en el calculo de la funcion de

Green Gsp. De modo que la solucién del problema electrodinamico se calcula a partir de la transformada
inversa de Fourier con respecto al tiempo

v(t,r) = 1 /oo e wt (@;;D *E) (w,r) dw. (4.2.7)

2 J_ o
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Capitulo 4. Propagacion de ondas en gufas de onda dispersivas

4.3. Términos fuente para los problemas con valores en la frontera

Para determinar las convoluciones de las expresiones anteriores es necesario especificar las fuentes en
el problema electrodindmico. En nuestro caso consideramos fuentes puntuales armonicas en el tiempo y
moduladas en amplitud por senales con espectro de frecuencias angosto como se muestra a lo largo de esta
subseccion.

La densidad de corriente J generalmente es producida por una fuente de corriente que tiene una amplitud
variante en el tiempo. La corriente pasa por una antena y produce una onda estacionaria de corriente a lo
largo del conductor de la antena. En general, para un elemento infinitesimal de corriente de longitud ! donde
la corriente apunta en la direccion e, la densidad de corriente puede ser representada por la expresion, ver,
e.g. [14, Cap 1, p 173]

J(r)=1Iled(r—1'),
donde I es la magnitud de la corriente, ¥’ es la posicion de la fuente puntual, y r es la posicién del punto de
observacion. Tal representacion es una idealizacion cuando las dimensiones de una antena tienden a reducirse
arbitrariamente quedando en el limite una fuente puntual la cual es representada por la delta de Dirac. Por
otra parte una fuente arbitraria no necesariamente infinitesimal puede representarse como una superposicion
de fuentes puntuales de acuerdo con las propiedades de la delta de Dirac, de tal forma que el campo que
genera esta fuente consiste de una superposicion de ondas generadas por los elementos puntuales.

4.3.1. Fuente para las ondas polarizadas
Consideremos la fuente puntual expresada por la densidad de corriente
J(t,z1,23) = A(t) €“0'(z) — 29)6(z3 — 23)e, e = (e1,e2,€3), (4.3.1)
donde A representa una seiial modulante de banda angosta, wp es la frecuencia de la portadora e“o!, e es la

direccion de la densidad de corriente, y (z‘l’,mg) € IR? es la posicion de la fuente. El espectro de frecuencias
de esta densidad de corriente se calcula a partir de la transformada de Fourier con respecto al tiempo

J (w,z1,23) = / J (t,21,23) €“'dt
=6(z1 — 29)d(x3 — xg)e/ A(t) e w—woltgy
= X(w —wp) 8(z1 — 29)6(z3 — 29)e,

donde A (w) es el espectro de frecuencias de A (t). A continuacién obtendremos expresiones para el término
f de las ecuaciones de onda para los casos TE y TM a partir de la expresion de J (w, z1,z3) considerada.

= Para las ondas TM el término fuente esta definido como
—~ . ~
flw,z1,23) = e(w, x3) (V x e (w,z3)d (w,xl,z3))2
Para obtener una expresion del término fuente necesitamos calcular el siguiente rotacional

V xe ' (w,23) J(w,z1,23) =¢ (w,23) A (w — wo) [6(z1 —29)8 (x5 — 29)eza
+ (8(z1 — 29)0 (x5 — 23)er — &' (z1 — 29)d(z3 — 29)e3) as

+ &' (z1 — 29)8(x5 — :I:g)e2a3] )

donde {a;, ay, a3} representan los vectores unitarios del sistema de coordenadas rectangulares (z1, z2,z3) €
R3. Al tomar la segunda componente del vector que resulta de esta operacion y multiplicando por el
término € (w, z3) se obtiene el término fuente buscado

Flw,z1,23) = A (w — wp) (6(z1 — 29)0' (z3 — 28)er — &' (z1 — 27)6(x3 — 2§)es) .
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4.3. Términos fuente para los problemas con valores en la frontera

» Para las ondas TE el término fuente se define como
f(b), Ty, 1‘3) = iw,u(w, 1:3)‘]2((‘), Ty, 1"3)'
En este caso se toma tnicamente la segunda componente de la expresion de J (w,z1,3) y se multiplica
por iwg, N R
flw,z1,23) = iwp (w, 23) A (w — wo) 8(z1 — 29)0(x3 — 23)es.
4.3.2. Fuente para las ondas no-polarizadas
Consideremos la fuente puntual expresada por la densidad de corriente
J(t,r) = A(t) “"'6(z1 — 23)d(zo — 29)d(z3 — 23)e, e = (e1,€2,€3), (4.3.2)

donde A representa una senial modulante de banda angosta, wg es la frecuencia de la portadora e'“°t, e es

la direccion de la densidad de corriente, y (a:(l),mg,xg) € R? es la posicion de la fuente. Observe que esta

fuente, a diferencia de la fuente para las ondas polarizadas, incluye el término & (z2 — 29). De forma analoga,
el espectro de frecuencias de esta densidad de corriente se calcula a partir de la transformada de Fourier con
respecto al tiempo

J (w,r) =/ J (t,r)e“tdt
= 6(zy — 29)8(zy — 29)8(z3 — 23)e / A(t) emiw—woltyy (4.3.3)

. /ll\(w —wo) b(z1 — 29)d(ze — x9)8(x3 — 23)e.

Debemos encontrar un expresion para la densidad de carga p(w, r) a partir de la densidad de corriente j(w, r),
lo cual hacemos a partir de la ecuacion de continuidad
V - J(w,r) + iwp(w, r) = 0. (4.3.4)

Despejando el término p(w,r) de la expresion anterior y realizando la divergencia de (4.3.3) se llega a lo
siguiente

~ i

plw,r) = 5A(w —wo) [&'(z1 — 20)6(zo — 29)d(z3 — 23)e1 + d(zy — 298 (2o — 29)d(z3 — 29)es |

+68(z1 — 29)8(z2 — 29)8' (25 — 28)e3]
donde &' representa la derivada de la distribucion de Dirac. A partir de las expresiones de J (w,r) y p(w, r)
obtendremos expresiones para el término fuente h(w,r) definido en (4.2.5), para los casos TE y TM.
= Para las ondas TM el término fuente esta expresado de la siguiente manera

ik2 (w,x3)

B(w,r) = :]\S(w)r) + s("‘*)ax3)aix3 (e_l(w,m3)ﬁ(w,r)) .

Observamos que el lado derecho esta compuesto de dos partes, la primera parte toma la forma
2
lk (w,:z:3) T n

i
J3(w,r) = ;kz (w,z3) A (w — wo) 8(z1 — 29)8(x2 — 29)(z3 — 23)es,

mientras que la segunda parte resulta en una expresion mas complicada

0 , _ - i , 0
€ (w,z3) 924 (5 1 (w,m)p(w,r)) =;A (w — wo) (&' (z1 — 29)8(zy — 23) (6’(1:3 —29) - 92s Ine (w,z3)d(z3 — zg)) el
+8(xy — 29)8 (g — ) (6'(1:3 —z9) - ai% Ine (w,z3) 6(z3 — xg)) e

+6(z1 — 29)6(z2 — 9) (6"(1:3 —z9) — 8% Ine (w,z3) 8 (z3 — :1:3)) es.
3

32



Capitulo 4. Propagacion de ondas en gufas de onda dispersivas

Sea 1 (w,x3) = % Ine (w, z3), entonces al unir las partes obtenemos el término fuente buscado

~ i~
h(w,r) =;A (w—wo) [(&'(z1 — 29)é(z2 — 29)er + 8(z1 — 29)8 (22 — 28)e2) (6 (x5 — 28) — 1 (w, z3) 6(z5 — 3))]
+6(z1 — 29)d(zy — 29) (k2 (w,z3) 8 (23 — 23) — 1 (w, 23) &' (x5 — 23) + 8" (23 — zg)) e3
= Para las ondas TE el término fuente esta expresado por
N _ 8.71 (w,r) aj;(wa l')
h(w’ r) - ll‘(w’ 1"3) ( 81'2 - 621 )

lo cual da a lugar a una expresion mas sencilla
0 0
T3 — T3).

E(W, r) = p(w, 273)1:1\(‘%’ — wo) (5(931 - 95(1))5'(952 - 17(2))62 —&'(zy — 27)0(2s — 272)"31) §(
4.4. CAalculo de las convoluciones con los términos fuentes

Para obtener la solucion del problema electrodindmico es necesario realizar las convoluciones entre los
términos fuente y las funciones de Green dependiendo del tipo de operador y de la polarizacion de la onda.
A continuacion se calculan las convoluciones (4.2.3) y (4.2.7) para usarlas posteriormente.

4.4.1. Para las ondas polarizadas

= Caso TM
(éw * f) (w,y,73) = A\(W — wy) azD(waxhxs;I'g) * (5(171 - 35(1))5'(933 - -’53)61 — &' (zy — -’5(1))5(953 - 1»'3)63)

N ~(0,0,1) 0 0., ~(0,1,0) ’
= A(w—wop) [G’2D Nw,zy — 2y, w3 — x5 x8)er — Gy (w, 21 — xY, T3 — x325)es| .

» Caso TE
(@w * f) (w, 21, 23) = iwp (23,w) A (W — wo) Gap (W, 21, 73; 5) * §(z3 — 23)8(z1 — 29)es

= iwp (T3, w) A\(w —wo) @gp(w,zl —z9, 3 — 23; 2%)es.

4.4.2. Para las ondas no-polarizadas
= Caso TM: con el propésito de simplificar, supongamos que e = (1,0,0) = a; lo cual conduce a

(égD * B) (w, 21, T2, 73) = iﬁ(w —wp) &' (1 — x9)d(z — 29)
(&' (ws — 28) — n(w, 23)3(z3 — 23)8(21 — 2)) * Gap (w, 71, T2, 73; 25)

4 7(0,1,0,1) 0 0 /
= —A(w—wp) [G3D (w, 21 — 27,22 — TH, T3 — T3;T3) .

2(0,1,0,0) 0 0 ot
—n(w,23)G3p " (W, T1 — T, T2, — Ty, T3 — T3;T3)

Por otra parte supongamos que e = (0,1,0) = az, entonces

(G;;D * B) (w, 1, T2, 23) = ig(w —wo) 8(zy — 290 (22 — 29)
(&' (ws — 28) — n(w, 23)3(z3 — 23)8(21 — 2)) * Gap (w, 71, T2, 73; 25)

i ~(0,0,1,1) 0 0 ,
= ;A(w—wo) [G3D (wyzq — 27,29 — x5, 3 — 25;25) .

2(0,1,0,0) 0 0 0. 7
—n(w,23)G3p " (W, T1 — T, T2, — Ty, T3 — T3;T3)
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4.5. Solucién asintética del problema con valores en la frontera para ondas polarizadas

Finalmente, supongamos que € = (0,0,1) = a3, de modo que

(égD *’ﬂ) (w, z1, T2, x3) =$2(w —wp) & (z1 — x9)(x2 — 29)

(k2 (23, w) 8(x3 — 23) — n(w, 23)8' (x3 — 23) + 8" (x3 — xg)) * égp(w, T1,T2,T3;Th)
T
=;A(w — wo)

2 ~(0,1,0,0) 0 0 o
[k (z3,w) G5} (w,z1 — 2%, 20 — T3, T3 — T3; T4)—

~(0,1,0,1) 0 0 0.,/
n(w,z3)G3 (w,z1 — &7, 22, — Ty, T3 — T3; T3)

7(0,1,0,2 0 0 0.,/
+G§§D, )(waml — T1, T2, — T, T3 _1:313:3)] :
A partir de una combinacién lineal de estas expresiones es posible obtener la expresion correspondiente

a una fuente dirigida en la direccion de un vector e = (e1, ez, e3) € R? arbitrario.
= Caso TE

(éSD *’I;,) (w,ml,x2,1:3;$'3) = u(w,m:;) A\(w - UJO)

~

(6(z1 — 20)0 (z2 — 23)er — &' (z1 — 29)d(z2 — 29)e3) * Gap(w, 21,22, T3; 74)
= p(w,z3) A (w — wo)

£(0,0,1,0) 0 0 0.,/
[GBD o (waxl —Xy,T2 — Ty, T3 — 233,1‘3)61 .
£(0,1,0,0 0 0 0.

_GSD o )(w)xl — Xy, T2, — T2, T3 — 233,1‘3)82

Solucion asintética del problema con valores en la frontera para
ondas polarizadas

Sea Gap la funcién de Green del problema con valores en la frontera (4.2.1)-(4.2.2) que satisface el

principio de absorcion al limite en el infinito con respecto a 1 € R. Supongamos que el término principal de
la asintotica de la funcion de Green Gap se expresa por los modos guiados gj, es decir

o0

E;72D(W,1»'1,-’E3;93§) ~ Z?j(%xl,zs;-’fé)a |z1| — oo,
J=1

de modo que resultan las siguientes expresiones asintéticas para los términos de convolucion.
= Caso TM

o0
=5 2 ~ 0,0,1
(GgD * f) (w,z1,23) ~ A(w — wp) Z [_?jﬁ ’ )(w,ml — 29,23 — x3; 7%)e;
i=1
~(0,1,0
4" w, 1 — af, w5 — 2 ab)es] , Jo1] - oo.

de modo que el término principal de la solucion del problema con valores en la frontera (4.2.1)-(4.2.2)
conforme |z,| = oo est4a dado por

1 oo oo N
H; (t,z1,23) ~ o E / A (w — wp) [gj(.o’o’l)(w,xl — 20, x3 — 23; x5 )ey
=17

0,1,0 i
330w, 1 — 29, 25 — xg;xé)es] e“dw
= Caso TE

o0
(GgD * f) (w,z1,23) ~ iwp (w,z3) A (W — wo) €2 Zﬁj(w,xl — 1z, x3 — 23; 2%),
j=0
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Capitulo 4. Propagacion de ondas en gufas de onda dispersivas

de modo que que el término principal de la solucién del problema con valores en la frontera (4.2.1)-(4.2.2)
conforme |z1| = oo esta dado por

Ey (t,z1,23) ~ —Z/ iwp (w, z3) A (w wo) eaGj (W, 1 — 29, T3 — 2; 2 )e“ dw.

4.6. Solucién del problema con valores en la frontera para ondas
no-polarizadas

Sea Gsp la funcién de Green del problema con valores en la frontera (4.2.4)-(4.2.6) que satisface el
principio de absorcién al limite en el infinito con respecto a x € R2. Supongamos que el término principal de
la asintotica de la funcion de Green @3D se expresa por los modos guiados g, es decir

. o0
G3D (wa X, I3; Ié) ~ Z .a? (UJ, X,T3; Ig)$ le — 00,
7=0

de modo que resultan las siguientes expresiones asintoticas para los términos de convolucion.

= Caso TM: dada la complejidad que tiene el término de la convolucion 63D * h obtenemos algunas
expresiones mas sencillas considerando que el vector unitario e que acompana a la fuente de corriente
apunta solamente en las direcciones de cada uno de los ejes coordenados. Los resultados obtenidos
pueden sumarse de forma vectorial cuando se considera un vector e arbitrario.

e Sea e = aj, entonces conforme |x| — oo,

(@;;D *TL) (w,r) ~—A (w — wp)

i
w
oo

A(0101) 0 0 0.,
E [ (w,z1 — 27,22 — Ty, T3 — T3;T3)—
7=0

~(0,1,0,0
)30

0 0 0. ,./
) 77(“),13 g W, Ty — 1‘1,22 - 1‘2,1'3 - 1‘3,1'3)]

entonces obtenemos el término principal de la densidad de flujo eléctrico

I o= [ i~
Djs (t,r) ~or E / aA(w—wo)
j=07—c0

~(0,1,0,1) 0 0 0.,/
[gj , ((4),1.'1 — T, T2 — Ty, T3 — 1133,1,‘3)
~(0,1,0,0) 0 0 0.,./ iwt
U(W z )gy . (w,11—$1,12—$2,13—$3,1‘3) e dw.

e Sea e = ay, conforme |x| — oo resulta

~ — i~
Gsp *h) (w,r) ~—A(w—wg
’ w
o0
A(0011) 0 0 0.,
E [ TN w, — X7, Tp — Ty, Ty — Ty; Ty)
J=0
~(0,1,0,0) 0 0 0.,/ iwt
—n(w,z3)g; " (W, Ty — 27, Ty — Ty, T3 — T3;25) | € dw,

entonces obtenemos el término principal de la densidad de flujo eléctrico

1 o= [ i~
Ds (t,r) Ngz\/ aA(UJ—UJo)
§=0"7%°

~(0,0,1,1) 0 0 0.,/
[gj , ((4),1.'1 — T, T2 _332,1'3_1:371‘3)
~(0,1,0,0) 0 0 0.,./ iwt
U(W z )gy ' (w,11—$1,12—$2,13—$3,1‘3) e dw.



4.6. Solucion del problema con valores en la frontera para ondas no-polarizadas

e Finalmente sea e = ag, lo cual conduce a la siguiente expresion asintotica

(@gD *E) (w,r) ~ : A (w — wo)

1
w

o0
0 0 0.1
E k (z3,w g](w T — 1?1,332—1?2,333—173,333)

i=
~(0,0,1,0) 0 0 0.,
—77(‘41,173).% (waxl —T1, %2 — Ty, T3 _ISiz.’i)
~(0,1,0,0) 0 0 0.,.7] niwt
+g; T (w1 — 2y, T2 — 23, 23 — 73;25) | € dw,

conforme |x| — 00, entonces obtenemos el término principal de la densidad de flujo eléctrico

D3 (t,r) ~or Z/ —A(w wo)

[k2 (zg,w)g,-(w T — 27(1),1?2 - 17(2),1?3 - a:g;a:g)

- 77(“ 1:3)/\(0 0,1,0) (waxl - 17(1),1‘2 - Ig,x3 - Ig7x,3)

0,1,0,0 ] i
+§§ " )(w,zl — 20, zy — 23,23 — :1:3;1:3)] e“tdw.

= Caso TE: en este caso el término principal de la convolucién conforme [x| — oo es

oo

- = 0,0,1,0
(Gw * h) (w,r) ~ #(W,ﬂ?s) (w —wo) Z ['g\f ’ )(W,xl - 1?(1),332 - 13,333 - xg;zg)el )

=0
~(0,1,0,0) 0 0 0./
_gj w (w)zl _1‘1)1’2_1‘2)13_1‘3313)62

de modo que el término principal de la densidad de flujo magnético conforme |x| — oo toma la siguiente
forma

Bs (t,r) N—Z/ 1 (w, 3) A (w — wp) X

~(0,1,0,0)
) (

~(0,0,1,0) 0 0 0., 0 0 0./ iwt
X (g]- TN w, g — 2y, T2 — Ty, T3 — T3;T5)€1 — g W, T — T, T2 — T, T3 — T3; T3)ez | €“ dw.

En el siguiente capitulo obtendremos expresiones explicitas para los modos guiados g; de las funciones de
Green Gap y G3p de la gufa de ondas considerada.



Capitulo 5

Determinacion de la funcidén de Green
para la guia de ondas

5.1. Aplicaciéon de la Transformada de Fourier

Vamos a suponer a partir de este momento que las funciones que dependen de w de antemano fueron
calculadas con la transformada de Fourier con respecto al tiempo y por cuestiones de escritura suprimiremos
el uso del acento = el cual se utilizard ahora para denotar la transformada de Fourier con respecto a las
coordenadas espaciales. Consideraremos ahora las ecuaciones de onda para medios dispersivos estratificados
que fueron presentadas en el capitulo anterior. Comenzamos con las ecuaciones de ondas polarizadas a las
cuales se le aplicara la transformada con respecto a la coordenada z1. Continuamos con las ecuaciones de
ondas no-polarizadas a las cuales se le aplicara la transformada de Fourier con respecto a las coordenadas
horizontales x. La definicion de la transformada de Fourier puede encontrarse en el Apéndice 1. Cabe men-
cionar que la aplicacién de la transformada de Fourier debe entenderse en el sentido de las distribuciones
definidas en el espacio 5.

Ecuaciones de onda para las ondas polarizadas

Anteriormente se establecidé que las ondas TE polarizadas en la guia de ondas se rigen por el problema
con valores en la frontera (4.2.1)-(4.2.2). Aplicando la transformada de Fourier con respecto a z; el problema
anterior toma la siguiente forma

—~

ey u(w,zs)a%u-l(w,zs)a% + k2<w,z3)] A(w,€,23) = Flw,&,3). (5.1.1)

con las condiciones de frontera
- 1 9 .
[u(w>£a ‘2:3)]13=h,n =0, |v (waz3)87u‘(w>€a -7:3) =0. m= 1a2
3 z3=hm

~

Para la funcién desconocida @ y el término fuente f empleamos las siguientes notaciones

(w, £, 73) Ey(w,€,23), TE, Flw, &, z3) —iwp(w, z3) J2(w, €, 3), TE,
= ~ — o - R
o Hy(w,&,w3), T™M.7T &(w, z3) (05 (“”“752;’(“”5”") +i§€_1(w,23).l(w,€,23))a TM.

Con base en el problema con valores en la frontera analizaremos la propagacion de ondas polarizadas en
la gufa de ondas considerada.



5.2. Problema auxiliar de la gufa de onda asimétrica

Ecuaciones de onda no-polarizadas

Anteriormente se establecié que las ondas transversales no-polarizadas en la guia de ondas se describian
por el problema con valores en la frontera (4.2.4)-(4.2.6). Aplicando la transformada de Fourier con respecto
a las coordenadas horizontales x se obtiene

ad d - ~
_|£|2 + V(w$ 1,‘3)—1/_1(0.),:1)3)— + k2(wa 1"3) U(W,ﬁaxs) = h(w,&,l‘;}). (512)
31‘3 81,'3
con las condiciones de frontera
[8(w,£,233)]x —h = 05 |:l/_1(w,1'3) 0 a(w,s,xS):I =0, m=12,
: " axs z3=hm

donde la funcién incognita y el término fuente se definen de acuerdo con las expresiones

6(&) £ - ) — §3(W,§a1?3), TE,
5 Ds(W,E,ZB), TKI,

—i,u.(w,a:3) (51;72((4),&,1)3) - 52'71(“),6,273)) 3 TE,
lwll‘(wa 1"3)6((‘)’ 1"3)'7:3((‘), E, 2:3) + 5(0.1, 2,‘3)813 (e_l(w, I3)ﬁ(w) €a 1‘3)) ) Tl\la

Este problema esta relacionado con la propagacion de las ondas TE y TM no-polarizadas en la guia de ondas,
donde el término |€ |2 es formalmente equivalente a €2 en el caso de las ondas polarizadas. A continuacién se
introduce un problema espectral auxiliar unidimensional que permitird abordar los problemas unidimensio-
nales que resultaron de aplicar la transformada de Fourier con respecto a las coordenadas espaciales x y z1,
respectivamente.

Tl(w) €, 233) = {

5.2. Problema auxiliar de la guia de onda asimétrica

Vamos a considerar un problema espectral unidimensional el cual nos permitira analizar una guia de onda
asimétrica estratificada dispersiva. Para este problema introducimos el siguiente operador diferencial

0 0 ,
Luusp (r23) = 0 (0,20) o (7 0,0) 22T ) 4V (0,20 0, 20), 20 € RN s}, (52

donde el coeficiente v quedd definido por la funcién continua a trozos

1 (w), —00 < z3 < hy,
v (UJ,l‘g) =\ (w,ZS)) h'l <z3< h2a ’ (522)
vs (w), hy < z3 < 00,
y la funcién V se define como sigue
0, —o0 < x3 < hy,
V(w,iltg) =< W (w,m3), hi <x3 < hz, s
0, h2 < T3 < 00,

donde V; es una funcion que satisface ciertas condiciones de suavidad. Asociado al operador £, , consideramos
las siguientes condiciones de frontera

[¢ (w, 3)] 23=h, = 0; [u‘l (w, z3) M] =0, (5.2.3a)
81.'3 za=hy
b
lp (@, 25)] gy, = O; [u—l(w,xg) M] = 0. (5.2.3)
3 2 81.3 2a—hs
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Capitulo 5. Determinacion de la funcién de Green para la gufa de ondas

Consideramos al operador £, , en un espacio de Hilbert #, ,, dotado de la norma

1/2
ol = ( [ @) |so(x3)|"'dz3)

la cual es inducida por el producto interno
(u1 v)’}{y w = / V_l (zBa w) u (:113) v (zB)sza u,v € HV,W'
‘ R

Las funciones que pertenecen al espacio de Hilbert H, . deben satisfacer las condiciones asintéticas en el
infinito
lim ¢ (z3,w) =0, vEH,u (5.2.4)
|z3|—o0

para todo w € R. Si el coeficiente v (w, z3) es una funcion real-valuada que no se anula, entonces el operador

vw asi definido es auto-adjunto en el espacio de Hilber vws ¥ tiene un conjunto finito de eigen-valores
L, lefinid to-adjunt 1 esp le Hilbert H, 0, y t to finito de eigen-val
a? <0 (j=1,...,N), los cuales estan localizados en el intervalo

a?» (S (Vmin, O) s Vintn = infa:ae[hl,hz],VO (1‘3,(4)) s
weR
y tiene también una parte continua del espectro en R* := [0,+00). El dominio de L, se especifica por
Dom (£, .,) = H?(h1,h2) U H? (R/ [h1, hs]), donde H? (o, B) es el espacio de Sobolev.
Consideremos el siguiente problema espectral

Ly .p(T3,w) = o (w,x3), —00 < T3 < 00, (5.2.5)

donde a2 es el parametro espectral. Para el célculo del espectro discreto del operador £, de antemano
sabemos que sus eigen-valores son negativos [38, §19, Cap. 5]. Sea a = i3, B > 0, entonces las soluciones
correspondientes de la ecuacion diferencial estan sometidas a las condiciones de frontera (5.2.3) y las con-
diciones asintoticas en el infinito (5.2.4). Consideremos la ecuacion diferencial (5.2.5) en (—oo, h1), la cual

toma la forma
92

Fcp(w,zg) = B%p (w,z3), —00 < x3 < h;.
Z3

Las soluciones linealmente independientes de esta ecuacién son de la forma e*8(#s =) de modo que ¢ (w, x3; B)
C1 (w; B) ePz3=h1) 4 Oy (w; B) e~ P#3—h1) o5 una solucién general en la region (—oo, hy), donde Cy y Ca son
coeficientes arbitrarios. Para la region (hg, 00) la ecuacion diferencial toma la misma forma

32

Fcp(w,zg) = [32<p(w,a:3), ho < 23 < 00. (5.2.6)
T3

Las soluciones linealmente independientes de esta ecuacion son de la forma e*# =1 de modo que ¢ (w, z3;8)
Cs (w; B) eP@3=11) 4 Cg (w; B) e #®3=h1) es una solucion general en la region (hy, o), donde Cs y Cg son
coeficientes arbitrarios. Finalmente en la region (hq, hs) la ecuacién diferencial toma la forma

ad d ,
~ Do (VEI (w,z3) @) + vyt (w,23) Vo (w, 23) @ (w, 23) = =85 ! (w,23) ¢ (w,23) , 1 < 23 < ha.
3 3
(5.2.7)

Denotemos por ¥ y ¥, las soluciones linealmente independientes de esta ecuacion de modo que

Y (w, x3; 8) = C3 (w; B) Y1 (w, x3; B) + Ca (w; B) Y2 (w, z3; B)

es una solucion general en la region de (hy, ha), donde Cs y Cy son coeficientes arbitrarios. Las condiciones
de continuidad en las interfaces x3 = hy y 3 = hg permiten calcular cuatro de las constantes arbitrarias. La
condicién asintética conforme z3 — —oo implica que Cy = 0, por otra parte la condicion asintética conforme
z3 — 00 (5.2.4) da como resultado que Cs = 0. Esta condicién da lugar a la relacion de dispersion
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5.2. Problema auxiliar de la gufa de onda asimétrica

V3 (w)

Y (w, he; B) + va (@, ha) B ()., (w, ho; 8) =0, B #0.

Finalmente la solucion de la ecuacion diferencial se expresa como una funcion continua a trozos

eﬁj(ma—hl), —00 < 23 < hy,
B (w,z3; 85) = { ¥ (w, 235 B;) hy < z3 < hy,
¥ (W, ho; B) €% (h2=3) - hy < 33 < 00,

donde B es un cero de la ecuacion de dispersion. La eigen-funciéon normalizada asociada al eigen-valor
2 _ 32 g
aj = =55 es

1 eﬁj(ma_hl)a -0 < x3 < hl’
@i (w,z3;8;) = ¥ i zsiBy), hy < z3 < hy, . (5.2.8)
P9 (W, ho; B5) €81h2=3) | hy < 23 < o0,

donde M; = ||4; (w,z3; B; )||Hw es la constante de normalizacién correspondiente.

Las eigen-funciones generalizadas normalizadas correspondientes a & > 0, denotadas por {¢o1 (w, z3; @) , do2 (w, T3; @)} el
son soluciones acotadas de la ecuacion (5.2.5), las cuales no pertenecen al espacio de Hilbert H, .. Conside-
remos la ecuacién diferencial en la region (—oo, h1),; la cual toma la forma
02 o
8—1:‘.";(’0(“)’1:3) = —a®p (w,x3), —00 < 3 < hy.

Las soluciones linealmente independientes de esta ecuacion son de la forma e**(#3=51) "de modo que ¢ (w, z3; @) =
C1 (w,a) e*@=m) 4 O (w, a) e~1@(=3=h1) 5 yna solucion general en la regioén (—oc, hy), donde Cy y Cy son
coeficientes arbitrarios. Para la regién en donde (hg,00) la ecuacion diferencial toma la misma forma

02 o
8—1::330(441,9:3) = —a®p (w,x3), hy < T3 < 0.

Las soluciones linealmente independientes de esta ecuacion son de la forma e**("2=%3) ' de modo que ¢ (w,z3;0) =
Cs (w, a) e*h2=23) 4 Cp (w, o) e~1@(h2=23) o5 yna solucién general en la region (hg,oc), donde Cs y Cg son
coeficientes arbitrarios. Finalmente en la region (hi, h2) la ecuacién diferencial toma la forma

d 0y (w, _ _
s ( ;1 (w,z3) %:3)) + vyt (w,x3) Vo (w, 23) @ (w,23) = &®vy  (w,z3) @ (w,23), hy < 23 < ho.
(5.2.9)

Denotemos por ¥ y 2 las soluciones linealmente independientes de esta ecuacion de modo que
¢ (w, z3;0) = C391 (w, 2350) + Cat2 (w, 73; @)

es una solucion general. Finalmente las condiciones de continuidad en las interfaces 3 = hy y z3 = ho
permiten calcular cuatro de las constantes arbitrarias restantes lo cual da lugar a la siguiente solucion de la
ecuacion diferencial.

Si suponemos que la fuente de las ondas se encuentra a la derecha de la region de interaccion (z3 > ha),
entonces existiran una onda incidente € *(*3="2) y una onda reflejada e~i*(*3—h2) A la salida de la region
de interaccion (zz < hi) tendremos solamente una onda transmitida el*(@a—h1) Fsto permite definir una
primera familia de eigen-funciones generalizadas normalizadas

glx(®a—h1), —00 < 23 < hy
¢01(w,1:3;a) = m of] (w,z3;a), hy < x3 < ha,
* 61 (w, ho; ) cosa (z3 — hg) + % (<f>1);3 (w,ho;a)sina (z3 — ha), ha < z3 < 00,
(5.2.10)

=i \/1<w i)+ (8 @, hase))

40



Capitulo 5. Determinacion de la funcién de Green para la gufa de ondas

donde ¢, (w,z3;a) es una solucion del problema con valores en la frontera

2
£u,w¢1 (wa x3; Ct) =« ¢1 (UJ,Ig;a) ’ hl <x3 < h2,
. — -1 / . —
[¢1 (w,:r3, a)]zg=h1 =0, [V2 (1"3) (¢1) z3 (w, T3; a)] za=h1 0.
Si ahora suponemos que la fuente de las ondas se encuentra a la izquierda de la region de interaccion
(3 < h1), entonces existiran una onda incidente e~ ia(za—hi) y una onda reflejada etia(za=h1) A 1y salida

de la regién de interaccion (zz > hg) tendremos solamente una onda transmitida e~ ialz3—h2) Esto permite
definir una segunda familia de eigen-funciones generalizadas normalizadas como sigue

¢2 (w, h1;a) cosa (3 — hy) + ) (¢2);3 (w,hy;a)sina (x3 — hy), —oo <3 < hy,

va(w,hy)a
do2(w, z3; ) == W= b2 (w,x3; ), hi <23 < ha,
« e—ia(a:;;—hg)’ h2 < x3 <00,
(5.2.11)

m\/ 2 (@ s (1/2 2/}111(,&))) (¢2):, (w,hl;a))2,

donde ¢ (w, z3; @) es solucion del siguiente problema con valores en la frontera

Ly b2 (w,x3;0) = a*do (w,z3;0), by < 23 < ha,
(62 (w,23; )], =0, [V5 " (w, 23) ($2),, (w, z3;0)] =0.

I3=h.2

El conjunto de eigen-funciones normalizadas {¢; (2; ﬂ)} 1 ¥ las eigen-funciones generalizadas normaliza-
das {po1 (2,w; @) , do2 (2,w; @)} cp+ forman un sistema (()mpl(rt() de eigen-funciones en el espacio de Hilbert
H,. .. Por esta razon cualquier funcién f € L? (R) admite una expansion en eigen-funciones del operador £,

) 1 I g I \
como se muestra a continuacion.

Expansion en eigen-funciones en H,,

N . . . .
Teorema 1 ([6]). Sea {¢; (zg;ﬂ)}jzl un sistema de eigen-funciones normalizadas de H, ., y sean
{b01 (w, z3; @) , Po2 (w, :z:;;;oz)}msm+ dos familias de eigen-funciones generalizadas normalizadas del operador
Hyw- Entonces cada f € L? (R) admite una expansion de la forma

N

f (3) =Z w) p; (z3) + /Rf01 (w, ) do1 (w,x3;a)da+/f02 (w, @) do2 (w, z3; ) da, (5.2.12)

R

donde los coeficientes de esta expansion se calculan a partir del producto interno definido en H, .

f5@) = [ 17 @,20) £ (@) 05 @, 20)daa, = 1,000, N
R
fom (w, @) = /Ru_l (w,z3) f (x3) dom (w, z3;a)dx3, m =1,2.

Ademds, la identidad de Parseval

I1£113 =fj|f~(w>|"’+ / | for (w, @)[* da + / |foz (w, @) da
Hew P J R+ R+

se cumple.
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5.3. La funcion de Green para las ondas polarizadas

Corolario 2. [[6]]Formalmente, la distribucion de Dirac 6 (x3 — %) admite la ezpansion

N

§ (w3 —25) = v (w,25) Y ¢; (w,23) 5 (w, 25)
7j=1

+v! (w,xé)/ do1 (w, z3; @) do1 (w, z5; a)da
R+

+v1 (w,x’3)/ d02 (w, z3; @) do2 (w, zh; a)da,
R+

donde las integrales convergen en el sentido de las distribuciones.

5.3. La funcion de Green para las ondas polarizadas

A continuacién determinaremos la funcion de Green asociada al problema que describe la propagacion de
ondas polarizadas en la guia de ondas, es decir, el siguiente problema con valores en la frontera que se obtuvo
anteriormente

-£+ l’(w,-’l?3)il/_l(w,1»'3)i + k3n2(w,-’£3)] U(w, €, 3) = f(w, € 23), (5.3.1a)

3333 81:3
Ou(w, &, x3)

[a(w)§,$3)]x3=hm =0, V_l(wa 1"3) O3

] —0, m=1,2, (5.3.1b)
z3=hm

donde el ntiimero de onda k se expresa ahora en términos del indice de refraccion del medio, mas precisamente

ny (w), —o00 < 23 < hy,
n(w,x3) == ny (w,z3), hi <3 < hy, (5.3.2)
nz(w), hy < 23 < 0

la cual representa el perfil del indice de refraccién de la gufa de ondas, y el término kg = 27/\g = w/cqg es el
namero de onda en el vacio asociado a la longitud de onda de trabajo Ao, donde ¢p es la velocidad de fase en
el vacio. El problema asociado que define la funcién de Green es el siguiente

€ 1 1w, 55) o1 (0, 85) e+ kEn?(w, 73) | Ba (w, €, 73 74) = 8(zs — 74), (5.3.3)
81‘3 8:1)3
[é2D(w)§,m3;x§3):| = Oa [V_l(w)zB)ia2D(w,£a I3;Ié):| = 0, m = 1a2) (5331))
z3=hm 813 z3=hm

donde Gap(w, &, z3; x%) es la transformada de Fourier con respecto a 1 de la funcién de Green Gap (w, z1, z3; 24).
La soluciéon @(w, &, z3) del problema con valores en la frontera (5.3.1) esta dada por la convolucion

—~

Aw, £, 23) = / Bap(w, €, z3;25) Flw, €, 24)dzs. (5.3.4)

Una vez obtenida esta funcion serd necesario aplicar la transformada de Fourier inversa con respecto a xq
y después con respecto al tiempo para obtener la solucion u(t, z1,x3) del problema original que depende de
(z1,23) y del tiempo t.

Podemos ver que el problema unidimensional tiene una forma similar a la del problema espectral auxiliar,
la tinica diferencia es que en lugar de tener a V (w,z3) se tiene una funcion k2n?(w,z3) que no se anula
fuera de la region del nicleo (hi, h2). Sin embargo, es posible representar la ecuacion (5.3.1) en términos del
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Capitulo 5. Determinacion de la funcién de Green para la gufa de ondas

operador L, al restar y sumar un término que permita anular a la funcién k2n?(w,z3) fuera de la region
del niicleo como sigue

- J _ 0 ~ ~
—€ + kg (w, x3) + v(w, 23) v (W, 23) — + kgn®(w, 73) — kg’ (w, 23) | Gap(w, &, z3;75) = 0(z3 — ah),

3333 81,'3
donde la funcion 7%(w, z3) se define como
ny(w), —00 < x3 < hy,
it (w,m3) v= { MHdna@) gy < by, (5.3.5)
n3(w), hy < 3 < 0.

Por lo tanto, podemos identificar que el término Vp (w, z3) := k (n3(w, z3) — 7*(w, 23)) juega el papel de la
funcion potencial en el problema espectral auxiliar, por lo tanto podemos reescribir la ecuacion (5.3.3a) como

0 7] ~
_52 + kgﬁz(w)zii) + V(b),273) V_l(wa 1‘3) + VE) (1'3,(4.!) GZD(wag)IS; 1’3) = 6(1:3 - Ié),
3:123 82,‘3

de modo que el problema con valores en la frontera anterior puede ser expresado en términos del operador
L, ., como sigue

[—€% + k§i®(w, z3) + Low] Gaop(w, z3;74) = (x5 — a4), (5.3.6a)
~ 0 -~
|Gan (w,€,25:%)] =0, v (w, z3) 2—Cap (W, &, z3; 75) =0, m=12  (53.6b)
z3=hm Ox3 za=h,

Asumamos que la solucién generalizada de este problema admite una expansion formal en términos de las
eigen-funciones del operador L,

N(w)
G2D(w,£a 1,‘3;1'&) = Z A] (wag)zlﬁmg) ®j (waxB)
j=1
+/ By (w, €, 35 2%) do1 (w, 735 ) dv (5.3.7a)
R+

!
+ Ca (w)§,$3;1"3) ¢02 (wax3;a) da)
R+
donde Aj (w,&, z3;a}), Eia (w, &, x3;25) v Co (w, &, x3;2%), son coeficientes a determinar. La construccion
de la funcion de Green Gap esta determinada por la descomposicion espectral de la distribucién de Dirac

d (z3 — x%) y de la solucion fundamental del operador de Helmholtz unidimensional que satisface el principio
de absorcion al limite conforme |z1| — oo. En el problema (5.3.6) sustituimos formalmente la expansion de

GZD(wa ga T3; 27&)

N(w)

[_52 + k(2)ﬁ2 (UJ, 1"3) + Cu,w] Z AJ (b), g, T3, 1'?3) 50,7 (b), 3:3) +
7j=1

[_52 + k(z;ﬁ‘z(wa 1‘3) + ['U,w] /+ Ba (b), g, T3, 1.'3) ¢01 (UJ, x3; a) da
R

[—€% + k§n®(w, 23) + Low] / Ca (w, &, T3;73) o2 (w, z3; @) da = (x5 — x3).
R+

Igualando término a término la expansion anterior con la expansion de la distribucion de Dirac dada en el
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Corolario (2), obtenemos tres igualdades

N(w) N(w)
3 Aj (w, & w53 7h) [—€ + K (w, 23) + Low] 05 (w,23) = v (w,25) D ) (w,23) @5 (w, 25),
Jj=1 j=1

/ Ba (w, é‘a x3; Ié) [_62 + kgﬁ2 (wa 1"3) + ['u,w] ¢01 (UJ, x3; a) da = U_l (wa IL‘;) / ﬁbOl (w, T3; a) ¢01 (w, IL‘%; a)daa
Rt Rt

/ Ca (w, é‘a &3, Ié) [_62 + kgﬁ2 (wa 1"3) + ['u,w] ¢02 (UJ, &3, a) da = U_l (wa IL‘&) / ¢02 (w, xr3; a) ¢02 (w, IL‘%; a)daa
R+ R+

que permiten determinar los coeficientes A, B, y Cade forma directa, a saber

v (w,75)
_52 + kgﬁz("-’, Z3

Aj (w,f,z:;;xg) = — ¥ (w,z’3),
) — B3

v (w, %)

—€2 + k§n?(w, z3) + o2
v ! (w, %)

—€2 + k§n?(w, z3) + a2

Ba (wag)zng) = ¢01 (wﬂ?é;a),

d02 (w, 4; ).

Ca (w, £, x3; IL‘%) =

Una vez encontrados los coeficientes de la expansion de Gap(w, €, z3;25), los sustituimos en 5.3.7a para
I 1 S 143/ I

obtener
5 W v~ (w,a})
el — )
G2D(wa§’ 17371:3) Z _§2 + kgﬁ2(w,1:3) _ 13‘72

j=1

) @j (w,z3) pj (w, %)

v~ (w,z}) S —
+/]R+ (_52 + kgﬁ"’(w,::3) T a2> bo1 (w, 735 @) dago; (w, z5; @) (5.3.8)

-1 /

v (w,zf) ———

+/ = bo2 (w, T3; @) do2 (w, z3; a)dar.
r+ \—&% + ki (w, z3) + o?

Para obtener una tnica solucién al problema (5.3.6) que define a la funcién de Green, aplicamos la trans-

formada inversa de Fourier y el principio de absorcion al limite, ambos con respecto a z1, lo cual conduce

a

Ganlio,mnaat) = 3 vt () [ >/ s 8€ ) ¢ (w,25) 23 (0,75)
2D\W, 21,23, T3) = ; vty (51—% 21 J_oo —€2 + i + k32 (w, z3) — B2 )% B CAnti
. , ) 1 00 e—ifxl
N /R+ v (@,25) (Eh_r’% 2m /_oo —€2 +ie + k§n?(w, x3) + azdg) Por (0, 253 @) don (1,255 2)dx
+/ v (w,2f) (h'm L/C’o S df) o2 (w, z3; @) doz (w, 25 @)da.  (5.3.9)
R+ ’ e—0 27 J_ o —€2 +ie + k2n2(w, x3) + a2 Y T

El calculo de las integrales que involucran la transformada inversa de Fourier es bien conocido (ver, e.g., |38,
pp. 152-153|) y se expresa en términos de la siguiente formula

1 oo e~ i€z eiﬂl:rl]
lim — = ) .
a‘i’%zw/_m 2% T >0

De acuerdo con este resultado la funcién de Green toma la siguiente forma

N(w) el
Pij (wa 1"3) P (w, zg)

Gap(w, x1,z3;25) = v (w, z5)
i=1

. , el
+v (w,z‘3)/ 2.—¢01 (w, z3; @) Po1 (w, zh; a)day
R+ 1y

2is;

-1 / el T
+r7 (w, 1‘3)/ iy P02 (W, T3; @) Po2 (w, z4; a)da,
R+ 417
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donde

»j(w, z3) = \/kgﬁ"’(w,a:g) - ,832, v(w, z3, @) := \/kgﬁz(w,zg) + a2

Para que la expresion \/ k§n?(w, x3) — B tenga sentido es necesario que k3n?(w,z3) — B7 > 0. Observe que
las expresiones
! -1 / einlml /
g]'(w,ml’x-?;a::}) =v " (w,5) %ise: ¥j (w, z3) Pj (w, z5)
j

estan asociados a los modos guiados los cuales decrecen exponencialmente conforme |z3| — oo, como se puede
observar en la expresion (5.2.8) que define a las eigen-funciones ¢; del operador £, ., y son oscilatorias con
respecto a x1. Por otra parte las expresiones

ei"llxl | e —

e — ,,—1 / . 7. .

go,m(w,l'l,m&l';;) =V ((.d,l'g)/ p ¢Om (UJ,I;},Q) ¢0m (w,zS,a)da, m = 1,2
r+ 2y

estan asociadas a las ondas laterales en la gufa (ver e.g. [41] y [13]), los cuales son oscilatorios conforme

|z3| = 00, asi como con respecto a z;.

5.4. La funciéon de Green para las ondas no-polarizadas

El siguiente problema

1€+ v, 23) 21 (w0, 23) 2+ K22 (w, 23) | D, &, 3) = B(w, &, 23), (5.4.1a)
81.'3 8:123

aa(wa £) 13)

0, 20 o, =0, [v7 ) S

] -0, m=1,2 (5.4.1b)
23=hy,

caracteriza la propagacion de ondas transversales no-polarizadas en la guia de ondas, el cual se encuentra
intimamente ligado al problema de la funcién de Green

ad a ~
_|£|2 + l/(w,l‘;;) V_l(w)x3) + k§n2(w,m3) G3D(wa£)z3;x3) = 6(1:3 - Ié), (542‘1)
81‘3 81,'3
~ 0 -~
[GSD(w)€,$3;x§3):| = 0) |:l/_1(b),273)—G3D(w,£,1.'3;17&) =0. (542b)
r3=hm 81:3 zz=hm,

donde G3p(w, &, z3; 24) es la transformada de Fourier con respecto a x de la funcion de Green Gsp (w, X, z3; x4).
La solucion U(w, &, z3) del problema con valores en la frontera 5.4.1 es

~

B(w, &, 23) = / Gap(w, & 25 7) Flw, &, 7). (5.4.3)

Una vez obtenida esta convolucion sera necesario aplicar la transformada inversa de Fourier con respecto a
x y después con respecto al tiempo para obtener la solucién v(t,r) del problema original que depende de
r = (z1,z2,23) y del tiempo .

Podemos ver que el problema unidimensional tiene una forma similar a la del problema espectral auxiliar
introducido anteriormente, la tnica diferencia es que en lugar de tener a V (w,z3) se tiene una funcién
k2n?(w,x3) que no se anula fuera de la region de interaccién (hy, ha). Sin embargo es posible representar la
ecuacion 5.4.1 en términos del operador £, al restar y sumar un término que permita anular a la funcion
k2n?(w,x3) fuera de la region de interaccion tal como se hizo en la seccién anterior

. 0 d _ ~
— |€]* + k2R2(w, z3) + u(w,x3)a—x3u_1(w,a:3)a—m + k2n%(w, z3) — k2% (w, z3) | Gap(w, &, x3; x5) = d(x3 — x5),



5.4. La funcién de Green para las ondas no-polarizadas

donde la funcién 7i?(w, z3) fue definida en (5.3.5). Por lo tanto, podemos identificar que el término Vj (w, z3) 1=
k3 (n}(w,z3) — 7?(w, z3)) juega el papel del potencial V; (w, z3) en el problema espectral auxiliar, por lo tanto
podemos reescribir la ecuacion (5.4.2a) como

- o _ 0 ~
- |£|2 + k§n2(w$ 1‘3) + V(wa 1‘3) v 1((‘)) 1:3) + VO (UJ, 1"3) GSD(w) €a x3; 1.'&) = 6(1‘3 - xi{i)
81‘3 3:1)3

En términos del operador £, ., el problema con valores en la frontera toma la forma

[_ |€|2 + kgﬁ’z(w,IB) + £u,w:| aBD(w,sa T3] Ig) = 6(13 - 1'?3)’ (5443)
[63D(W,£a1'3;zg)] = O, V_l(w,x3)ié3D(w,£,z3;xg) = 0) m = 1)2 (544b)
zz3=hm 8133 za=hp;,

Asumamos que la solucion generalizada de este problema admite la expansion formal en términos de las
eigen-funciones del operador £,

N(w)
GSD(w)galB;xé) = Z A] (wag)ziﬁzg) i (UJ,l‘g)
j=1
'+'/ B, (w,§, z3;23) do1 (w, z3; @) dav (5.4.5a)
R+

+ Ca (%&1'3;335) ¢02 (w,z3;a) daa
R+

donde A (w, &, z3;2%), Bo (w, &, z3;25) v Cqo (w, &, x3;25), son coeficientes a determinar. La construccion de
la funcion de Green estd determinada por la descomposicion espectral de la delta de Dirac d (zg — z%) y de
la solucion fundamental del operador de Helmholtz bidimensional que satisface el principio de absorcion al
limite conforme |x| — oo. En el problema 5.4.4 sustituimos la funcion Gsp(w, &€, z3; %)

N(w)

[_ |£|2 + kgﬁZ(w,zB) + Eu,u] Z A] (%&133;1',3) ¥ (UJ,l‘g) +
7j=1

[_ |£|2 + kgﬁz(w)z3) + Cu,w] / Ba (%&133;1',3) ¢01 (wa &3, Ct) da

R+
[_ |£|2 + kgﬁ‘2(wa 1"3) + ['U,w] /+ Ca (%&133;1',3) ¢02 (wa &3, Ct) da = 6(1:3 - Ig)
R

Igualando término a término la expansion anterior con la expansion de la delta de Dirac dada en el Corolario
(2), obtenemos tres igualdades

N(w) N(w)
Z AJ (W,E,zml'g) [_ |£|2 + kgﬁ2(wa1:3) + ['U,w] ¥ (UJ,:D;;) = V_l (w’zg) Z Pj (w,l'3) Yi (w,zg),
=1 i=1

/ Ba (w, &, z3;7%) [— |£|2 + k27%(w, z3) + [,,,'w] do1 (w, z3; ) da = v~1 (w,zg)/ d01 (w, z3; @) do1 (w, z4; a)day,
R+ R+

Ca (W,ﬁa 1:371&) [_ |€|2 + kgﬁ’z(w,IB) + £u,w:| ¢02 (b),:l)3; a) da = V_l (w,zg)/ ¢02 (UJ,IL‘3; a) ¢02 (w,zg; a)da)
R+ R+

por ultimo haciendo las operaciones indicadas determinamos los coeficientes A;, B, y C,

v (w,2}) —_—
Aj (%&13313) = — — Pij (UJ,I{;),
— [€[* + k3R (w, 23) — B2
v (w,2}) _—
B w,ﬁ,z3;x' = 23 ¢01 w,xl;a’
e 3= €|* + k372(w, 23) + a2 (. 75;)
v (w, z%)

Ca (W,ﬁ, &3, Ié) = ¢02 (UJ,I&;Q).

— &% + k372 (w, z3) + a2
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Una vez encontrados los términos de la expansion Gzp(w, €, 23; %) en 5.4.5a sustituimos los coeficientes para

obtener
W ( vt (w,a})

ésD(W,ﬁ,%;l‘Q) = Z

j=1

— € + k2R2(w, z3) — 5;;) ¢; (W, 23)9; (w, 23)

— €] + k2ii2(w, z3) + a2

v (w, xh) — .
' /m (— €7+ B2, m2) 1 a2) Yoz (w, 253 @) doz (w, 235 ) da.

+/ ( v (w,z5) ) m¢01 (w, z3; ) da (5.4.6)
R+

Para obtener una tnica solucion al problema 5.4.4 de la funcién de Green, aplicamos la transtformada inversa
de Fourier con respecto a x y el principio de absorcion al limite con respecto a x| — oo , lo cual conduce a

N(w) .
; 1 e~ i€x SR
Gsp(w,r;xh) Z v (w, xh) (hm / 2dE) ©j (w,z3) p; (w, xh)

<=0 (2m)? Jrz — [€|° + ie + kZR2(w, z3) — B2

1 e~ i€x S
+ [ v (w,ab) [ lim / d W, T3; w, zh; a)da
/R+ (w,3) <E—>0 (0m)? Jre (€% + e + k272w, z3) + o E) do1 (w, z3; @) do1 (w, T45; )

—i€-x
+/]R+ v (w, ) (h 1) /1112 PT ¢ - dﬁ) bo2 (w, T3; @) do2 (w, h; a)da.  (5.4.7)

=0 (27)? ? fie+ k2n2(w, x3) + a2

El calculo de las integrales que involucran la transformada inversa de Fourier es bien conocido (ver, e.g., [38,
pp. 153-154]) y se expresa en términos de la funcion de Hankel de primer tipo y orden cero Hy () como sigue

1 e—i€x i
lim / d¢ = ~HY (k|x]).

De esta manera la funcion de Green se expresa por

N(w)

Gap(w,rizy) = Y v (w,a5) 5 LHD (545 1x]) 05 (w23) 25 (@, 75)
7j=1

v (wya5) [ GHS (1x) bm (0,235 0) dor (@, T 0)da
R

i _—
v ) [ GHS (1) o2 (w,9:0) G (o 55 0)dor

donde

»#j(w, z3) \/k 1% (w, z3) + B3, v(w, 23, a) := \/kgﬁ"’(w,a:g) —a?.

Para que la expresion \/ kin2(w,z3) + ﬂ? tenga sentido es necesario que k3n?(w,z3) + ﬁf > 0 para cualquier
z3 € R. Observe que las expresiones

gi(w,r;zy) = vt (w, %) 5 LHD G 1)) 05 (@, 23) 9 @ 75),  G=1,...,N ()

estan asociados a los modos guiados los (:unles decrecen exponencialmente conforme |z3| — oo. Por otra parte
las expresiones

a0 1i5) = 0™ @,35) [ ZHE (i) o (0,235 ) B (25 e, m = 1,2

estan asociadas a las ondas laterales en la gufa, los cuales son oscilatorios conforme |z3| — oo asi como
|x| = o0.

En el siguiente capitulo se obtendrin estimaciones asintoticas de las expansiones de la funcion de Green
obtenidas para los casos polarizado y no-polarizado. Estas estimaciones se basan en el comportamiento de la
funcion de Green en la region del campo lejano y se calculan a partir del método de fase estacionaria.
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Capitulo 6

Estimaciones asintoticas de la funciéon de
Green

6.1. Asintética de la funciéon de Green para las ondas polarizadas

A continuacion se busca el comportamiento asintético de las diferentes partes que componen a la funcion
de Green Gap que describe a las ondas polarizadas generadas por una fuente puntual. De acuerdo con el
analisis del capitulo anterior se establecié que los modos guiados se comportan de la siguiente manera

eixj |11|

-—Iﬁoj (w,(l?:;)(pj (waxé)a Jj= 1;---aNa

030,00, 5525) = v () G

lo cual demuestra el caracter ondulatorio con respecto a x; de los modos guiados, los cuales se propagan
como ondas planas en la direccion longitudinal z;. Sin embargo el comportamiento asintotico de las ondas
laterales debe establecerse a partir de las expresiones que los define

ei')'lxll e —
ol — =1 / . . —
gO,m(Wa T1,T3; 1"3) =V (w’ 13)/ 21’7 ¢0m (w, T3, a) ¢0m (w,l'é, a)da, m = 1,2a
R+
donde y(w,z3,@) = \/kZi2(w,z3) + a2 se defini6 anteriormente. Busquemos el término principal de la

expresion asintGtica anterior, la cual en general es una integral divergente. Por las definiciones de ¢o1 (w, z3; @),
b02 (w, T3; @) se tiene

> il a?¢y (w,z3; ) ¢y (w, z%; @)

T |0208 (wihaa) + (1 (@) v (0, h2) (91), (@, has )]

i
gO,l(wazlaI3;‘Té) = - (w) -~ /
V213, (w, z4) Jo

da,

v (w)e's /°° elrlzl a? s (w, 33 ) P2 (w, 755 ) da
) Jo

go,2(W, 21, T ;'TI =
02w, 21,2325) V2miyy (w, x4 g [a2¢% (w, h1; ) + (v3 () vyt (w, h) ((j)g);3 (w, hq; a))2]

Dado el caracter divergente de estas integrales es necesario buscar su regularizacién para obtener una expresion
que describa el comportamiento de los ondas laterales, sin embargo usando el método de fase estacionaria es
posible obtener el término principal de las asintoticas de estas integrales, para lo cual se usa la formula

b : [ o : p > 1 /1" k[ d\* :
/ f (.’L‘) eu\s(x)dx ~ Weu\s(z)+lqsgn(s (zo)) |:k§ F (ﬁ) (SII (IO)) (E) [f (.’L‘) el/\h(m,zo)] zzzo] ,
a —0

(6.1.1)
donde h (z,z0) = s (z) — s (z0) — 35" (o) (z — 20)°, v o representa un punto de fase estacionaria no dege-
nerado localizado en el intervalo [a, b], el cual se calcula a partir de las soluciones de la ecuacion s’ (zg) = 0.
Cuando se realizan las operaciones indicadas, se puede identificar que la funcién y(w, 3, @) corresponde a la
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fase de la integral, de modo que la ecuacion ('y); (w, z3,a9) = 0 define los puntos de fase estacionaria . En
este caso el unico punto de fase estacionaria es ag = 0. Al desarrollar la formula asintética anterior resulta
que el término dominante de la expansiéon anterior ocurre cuando k£ = 1. De acuerdo con esto los términos
principales de las asintoticas son

2 k3n?(w, x
govl(waxl)z.’s;l‘g) ~ \/j 0 ( sy L3
Ty (w

3w
el

(v

3w
ela

~—

. /. ikoi(w,z3)|z1|
1(“}_11;310) ¢1 (w,:z:3,0) 5 6~ =, |£L‘1| — 00,
w) vy (W, he) ¢1 (w, h2;0))” (kot(w, 23) |21])
. /. ikoi(w,z3)|z1|
2(“‘),_11;370) ¢2 (w,:z:3,0) 5 6~ =, |£L‘1| - oo.
w) vy (W, h1) @2 (w, h1;0))” (koe(w, 23) |21])

Se puede ver que los términos principales de las asint6ticas de go,m(w,z1,z3;245) (m =1,2) se comporten
como

vyt (w, 74

2 k272 (w, x
90.2(W,171,13;x’3)~\/j 0 1( , T3
g (w

vy (w,ah

—~ |5

©-

~—
—_

(vs

_3
gom(w, 71,23375) = O (|| %)

conforme |z1| — 00, es decir en la regién de campo lejano, su influencia es despreciable y la principal
contribucion en la asintética de la funcion de Green se debe solamente a los modos guiados. De esta manera
la asintotica de la funcion de Green esta dada por

N@) gisej(w,es) ||

R (w, z3) @; (W, x5), |z1| = oo. (6.1.2)

1
Gyop(w,zq,z3; 2] —v 1 (w, 2! e —
2D( y L1, T35 3)N2i ( ) 3) xj(w,z3

j=1

6.2. Asintética de la funcién de Green para las ondas no-polarizadas

En el capitulo anterior se determiné que la funcién de Green Gsp(w,r;x%) se componfa de una superpo-
sicion de modos guiados y ondas laterales. La expresion que define los modos guiados es

i — .
9,5(w,%,z3;75) = v (w,z5) LH; (35 [x]) 0 (w, 23) 9 (w,25), j =1,..., N,

mientras que la expresion para las ondas laterales es
_ i _
gO,m(w,x, :113;1‘3) =v ! (wa 13) / ZH(S ) (’7 le) ¢0m (wa I3; Ct) ¢0m (wa 1"’37 a)daa m = 1a 2.
R+

El comportamiento de estas expresiones conforme |x| — oo puede obtenerse a partir del comportamiento
asintético de la funcién de Hankel Hél) de primer tipo de orden cero [1]

3 s
HY (o) ~ \/ﬂ—ge‘(" M ol = oo,

donde g es un nimero complejo arbitrario que satisface —m < argp < 27. Con base en esta formula se
obtienen las siguientes expresiones asintoticas para los modos guiados y las ondas laterales
ei7r/4 el [x|
=0 (w, z3) p; (w,2%), =1 N
\/— P y L3) Py y&3)y, J = L.y IV,
81 /3 | x|
eim/4 elvlx|
P -1 / .
go,m(w,x, 1:3:13) ~V (w,z3) ¢0m (w,a:3,a
V8w Jr+ /7 |x]
conforme |x| — oo. Las integrales que resultan de la estimacion asintotica de las ondas laterales en general
son divergentes por lo que es necesario regularizarlas. Sin embargo aplicando el método de fase estacionaria

es posible obtener el término principal de la asintotica aplicando la formula (6.1.1) tal como se hizo en la
seccion anterior. Por las definiciones de ¢o1 (w, z3; @), ¢o2 (w, z3; @) se tiene

gsj(w’xa 1"3?1;8) ~y! (w’zg)

) ¢0m (W,zgﬁ a)da, m = 1,2)

v (w)e'd > el a’¢1 (w,23;0) ¢1 (w, ;@)

V2m3vy (w,24) Jo \/m[a%f(hz,w;aH(w (W) 3" (h2,w) (¢1);, (hz,w:a))z]

9o (w,x, T3;24) ~ da,
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v (w) els o0 givlx| a?¢s (w, x3; @) P2 (w, 25; @)

b ) ; ~ d .
90.2(w, X, 23; 75) Vermivy (w,zf) Jo o v/ [x] [a%ﬁg (h1,w; ) + (v3 (w) vyt (h,w) (<f>2);3 (hl,w;a))z] ¢

Cuando se realizan las operaciones indicadas en la formula (6.1.1), se puede identificar que la funcién
¥(w, z3, @) corresponde a la fase de la integral, de modo que la ecuacién ('y); (w,z3,00) = 0 define los
puntos de fase estacionaria ag. En este caso el tinico punto de fase estacionaria es ag = 0. Ademas, se puede
notar que el término dominante de la expansion (6.1.1) ocurre cuando k = 1 de modo que

1 (w) (kof(w, 23))° 61 (w, 3;0) ¢y (w, 25;0)  eikofi(wzs)lx]
imvs (w,5) (1 (@) v (ha,w) (1)), (ha,w; 0))” (koft(w) [x[)*
v3 (w) (koft(w, 23))° ¢2 (w, 3;0) ¢z (w, 25; 0) ko (w)|x|
iy (w, 24) (v (W) v3 * (ha,w) (62)), (h1,w;0))” (koi(w, z3) [x])*

bl le _) m’

go,1 (wa X, T3, l'é) ~

90,2 (w, X, T3;Ty) ~ , |x| = oo,

lo que hace que los términos principales de las asintéticas de go ., (w,r;24) (m = 1,2) se comporten como

goum(w,r325) = O (|x|7?)

cuando |x| — 00, es decir en la region de campo lejano, su influencia es despreciable y la principal contribucion
en la asintotica de la funciéon de Green se debe solamente a los modos guiados

eim/4 N(w) el x|

(w,zh), x| = oc. (6.2.1)

(UJ,I{;) \/— \/—90.7 (w :1}3 Pj

G3D(UJ, X, T3, 1.'3) ~ V_l

6.3. Expresion de la solucion de la ecuacion de onda

En la Seccion 4.5 del Capitulo 4 se establecié que las soluciones asintéticas de la ecuacién de onda

02 0 1 7] 1 0?

—5 + VW, 23) =—V (W, T3) 57— — 57— u(t,z1,x t,x1,T

83:% ( ’ 3)3:123 ( s 3)81‘3 2((4) 1,3) o2 ( 1, 3) f( » L1, 3)

sometida a las condiciones en la frontera en las interfaces entre los estratos y que satisface el principio de
absorcion al limite conforme 1 — oo estaba dada en términos de los modos guiados que se establecen en la
guia de ondas como sigue

R .
Hy (t,z1,23) ~ o Z/ A(w — w) [g§0’0’1)(w,1:1 — 2, x5 — 2%; 2% )e;
=170

0,1,0 i
—§§ ’ )(w,zl — 29, x3 — :z:g;a:‘f,)e;;] e“'dw, ™

E; (t,z1,23) ~ — Z/ iwp (w, z3) (w wo) e2g; (w, x1 — 23, z3 — 23; 5 ) e dw, TE

dependiendo del problema bajo consideracion. Entonces tenemos que realizar las operaciones indicadas en
las formulas anteriores sobre los modos guiados

el (w,za) | |

~ 1 _ —_—
9;j (w,zl,x3;z§) ~ o5V ! (w,z3 ) Pj (w,z:;;) P (w’zg)

2i »; (w, 3
para obtener el comportamiento asintético del campo electromagnético en la gufa de ondas. Observe que en
esta expresion para los modos guiados hemos escrito nuevamente el acento = para denotar la transformada de
Fourier con respecto al tiempo. Con base en la expresion que define a los modos TE se obtiene la siguiente
expresion asintotica

51



6.4. Expresion de la solucion de la ecuacion de onda

i 0 0
elxj (w,a:;;—:ta) |a:1 —&y |

1 - > (A AN iw
Es (t,z1,23) E;/_ A(w - wo) o wzs—a) (w, 23 — 23) 9j (w, 25)F (w,23,25) €“'dw,  TE

donde
F (w,x3,25) := eqwp ™" (w, 25) p(w, z3) .

Para las ondas TM la solucion del problema con valores en la frontera es

i _ .0 .0
ex,tj(w,a:;, ma)lzl xll

1 & —— iw
H, (t,zq,x3) ~ = Zz:/ A (w — wy) v (.75 — 20) ©; (w, x5 — 29) ¢; (w, 25)G (w, z3, 75) €“"dw, ™

donde

G (w,x3,75) := e (w, z}) [aim (|:z:1| sj (w,z3 — 2§) —iln %) e1 — 3 (w,z3 — 29) sgn (z1) e3

6.4. Expresion de la soluciéon de la ecuaciéon de onda

En la Seccion 4.6 del Capitulo 4 se establecio que las soluciones asintéticas de la ecuacién de onda

0 0 - ~
(Ax + V(W,zs)a—mV_l(W,-%)a—m + kz(wﬂ?s)) v(w,r) = h(w,r),

sometida a las condiciones en la frontera en las interfaces entre los estratos y que satisface el principio de
absorcion al limite conforme x — oo estaba dada en términos de los modos guiados que se establecen en la
guia de ondas como sigue

Bg(trN—Z/ (W, z3) A (w — wp) X

0,1,0,0) 0 0 0., iwt
’, (w,ml _11)172_1‘2)173_1‘3:13)62)6 dw) TE,

~(0,0,1,0) 0 0 0
X (gj w (w,ml — T, T2 — Tp, T3 — 1:3:13)61 —9;
Para la expresion anterior que define a la componente Bs del campo magnético utilizaremos el término
principal de la asintotica de los modos guiados

17r/4 isej|x|

€

-~ ! -1
gj(w,x,:z:3;a:3) (w) )\/—\/—90_7 w, 1'3 Yj (w 3:3)
 |x

para obtener el comportamiento asintético del campo electromagnético en la guia de ondas. Observe que en
esta expresion para los modos guiados hemos escrito nuevamente el acento ™ para denotar la transformada de
Fourier con respecto al tiempo.

Para las ondas TE la solucién de la ecuacién de onda se expresa por

1 eB37/4 ((1:2 — mg) e; — (ml — 1:1 €s
B3 (t,l‘) NE \/2_71_ |x_x0| Jz;)/ w I3 —m3)A(w UJO)

ei%j (“’,Ea—a:g)lx_xol}fj (UJ, r3 — Ig)

V% (w, 3 — 28) [x — %ol

Xt (w, 7f)

P (w’ T3 — Ig) P (w,mé)eiuﬂdwa TE,

donde xg := (2, z9) representa las coordenadas horizontales de la fuente. Para las ondas TM obtenemos una

expresion que depende del vector e asociado con la fuente puntual, los calculos para las ondas TM pueden
realizarse de forma analoga.
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» Sea e = aj, entonces conforme |x| — oo, entonces

1 & 0o 5 eim/4 eixj(w,a:;.;—:tg)lx—xol
Ds(t,r) ~ — E —A(w—wo) p (w, ;
3 (t,r) 27rj=0/_°°w ( o) i (w,s) V8T /3 (w,z3 — 29) |x—x0|%(

donde
Fy (x,z3) :=In M +1i|x| /5 %],
V7 x|

. x

G1(x,23) := i (w, z3) —

|x|

= Sea e = ag, conforme |x| — oo resulta
1 & 0o 4 eim/4 eixj(w,a:;.;—:tg)lx—xol
D)~ 5> [ LA ut @) v

—_— 0? d
©j (w,z}) [(MFQ (x — Xg, T3 — zg) - 8_:1:3F2G2 (x — Xq, T3 — :z:g))

_77((.0, 1'3)G2 (X — X0,T3 — zg)] eiutdw.
donde

Pj (w,z3)
V7 (w,z3 — 23) x|

G (x,z3) := i3 (w, x3) o2

x|

F, (x,z3) :=In

+ilx| /7 x],

= Finalmente sea e = ag, lo cual conduce a la siguiente expresion asintética

1 [~
D3(t,1‘)~%2/ LA (W —wo)
j=0" 7%

eim/4 eixj (u,a:g—a:g)|x—xo|

3 (w,x3 - zg) Pj (w,zg) [k2 (1"3,“))

) V8T /3 (w, x5 — x3) |x—x0|50

—n(w,z3 — 23)Ga (x — Xo, 23 — 28) + G1 (X — X0, z3 — 23)] ' dw.

pt (w, ah

6.5. Discusion

Ww,r3 — Ig)

i (@23 —23)

El analisis considerado aborda el problema de propagacion de ondas en dos casos bien definidos cada uno
de los cuales tiene dos variantes clasificadas como TE o TM, a saber, los casos polarizado y no-polarizado. En
el caso polarizado el campo eléctrico tiene una direccion bien definida especificada por la tnica componente
que puede propagarse. Por ejemplo en el caso TE polarizado la inica componente que tiene el campo eléctrico
es la componente Es, la cual es horizontal con respecto al sistema de coordenadas utilizado. En el caso TM
polarizado, el cual esta descrito por la componente Hy del campo magnético, el campo eléctrico asociado
debe ser ortogonal a Has, es decir, el campo eléctrico debe tener una componente vertical. Por lo tanto para
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o
L]

Figura 6.5.1. Antena polarizada horizontal. Figura 6.5.2. Antena polarizada vertical. Adaptado
Adaptado de Figura 8-6[26] de Figura 8-6[26]

generar un modo TE polarizado se necesita de una fuente de ondas electromagnéticas que genere un campo
eléctrico con componente horizontal, mientras que para producir un modo TM polarizado se necesita una
fuente que genere un campo eléctrico con una componente vertical. Una de las formas méas simples de lograr
esto es por medio de una antena lineal delgada, por ejemplo, una antena dipolar. De esta manera si se
tiene una antena dipolar con orientacion horizontal esta podria generar un campo electromagnético que se
propague como modos TE en la gufa de ondas, mientras que si la antena dipolar tiene orientacion vertical
el campo electromagnético generado se propagarfa como modos TM. Por supuesto, es posible generar modos
TE o TM con una antena arbitraria, a condicion de que ésta tenga las componentes horizontal o vertical,
respectivamente, adecuadas.

El caso no-polarizado abordado en este trabajo esta representado por las componentes B3 (TE) y D3(TM)
del campo electromagnético. Por ejemplo, en el caso TE el campo eléctrico estd definido a partir de las
componentes Ej y Es (recordando que el caso TE esta caracterizado por E3 = 0) sin embargo el vector
resultante podria tener cualquier orientacién en el plano horizontal. Por lo tanto si se quisiera generar un
modo TE no-polarizado podria lograrse a partir de una antena que genere un campo magnético vertical, por
ejemplo, una antena de lazo circular colocada horizontalmente. Por otra parte, el caso TM esta definido por
la componente D3 de la densidad de flujo eléctrico (la cual se genera a partir de la componente E3 del campo
eléctrico), de modo que el campo magnético tendra componentes Hy y Hs (recordando que el caso TM esta
caracterizado por Hz = 0). En este caso es posible que existan las otras dos componentes del campo eléctrico
es decir, las componentes E; y E5, por lo que para producir un modo TM no-polarizado es necesario contar
con una antena cuyo campo magnético tenga una orientacion horizontal arbitraria, por ejemplo una antena
de lazo circular en posicion vertical.

Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que para una antena arbitraria el campo electromagnético que genera
puede dar lugar a modos TE y TM que se propagarian simultdneamente en la guia de ondas dependiendo
de si el campo eléctrico que genera la antena tiene componentes horizontales y verticales. La guia de ondas
establece qué componentes y con qué frecuencia de corte los modos empezaran a propagarse. Sin embargo,
en la practica es deseable generar tinicamente un modo guiado para disminuir problemas de dispersion en
la gufa de ondas los cuales limitan la velocidad de transmision de datos y afectan negativamente el enlace
radioeléctrico. En la bisqueda de establecer un modo especifico en nuestra gufa de ondas, la fuente que genera
el campo electromagnético debe ser lo suficientemente simple. Por ejemplo si se usa una antena dipolar, la
cual tiene una polarizacién lineal, al orientarla de forma horizontal se producen modos TE 6.5.1, mientras
que si se desea establecer modos TM debemos orientar la antena en forma vertical 6.5.2 (ver, e.g., [26, p. 252]
donde analizan la forma de excitar una guia de ondas metalica por medio de una sonda construida a partir
del conductor central de un cable coaxial).

Los resultados obtenidos para las ondas polarizadas para los modos TE y TM se encuentran conformados
por un conjunto de expresiones tales que forman la solucién a nuestro problema de guia de ondas. Existen en
las soluciones, parametros que normalmente aparecen, como la amplitud A, frecuencia w, wg, constante de
propagacion, s y eigen-funciones normalizadas ¢;, cada una con un significado especifico. En las soluciones,
la suma nos indica que para la guia de ondas en consideraciéon, va a establecerse una superposicion de
modos los cuales comienzan a expresarse dependiendo de si la frecuencia w es mayor que la frecuencia de
corte correspondiente a cada modo. En este sentido w es un parametro fundamental el cual determina las
caracteristicas dispersivas de la gufa y la constante de propagacion »¢; que define la periodicidad espacial de
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los modos. En el caso polarizado, la expresion que define los modos guiados tiene un término oscilatorio

: 0 0
el){j (w,xg—a:_.,)la:l —Ell

< (w,x3 _Ig) '

donde el parametro z° indica el punto donde se encuentra localizada la fuente puntual, mientras que el punto
de observacion se representa por z,. Por lo cual |1:2 - zn| denota la distancia entre la fuente puntual y el
punto de observacion. Observe que el término oscilatorio incluye un factor de amplitud 1/5¢; el cual depende
de la frecuencia. Por lo tanto si este término es creciente con respecto a la frecuencia el término oscilatorio
disminuira su amplitud.

Los términos que involucran a las eigen-funciones normalizadas ¢; nos indica el comportamiento del
campo electromagnético con respecto a z3 el cual es exponencialmente decreciente conforme |z3| — oo. En el
intervalo de hy a hg el comportamiento del campo electromagnético es oscilatorio. De esta manera se puede
ver que hy y hg definen en efecto las fronteras del nicleo de la guia, ya que dentro del nucleo se tienen
modos guiados con el comportamiento oscilatorio usual tanto en la direccién horizontal como en la direccion
vertical, mientras que fuera del ntcleo el campo se atentia rapidamente. Por otra parte aquellos campos que
no estan confinados al nicleo se propagan de forma oscilatoria sin atenuaciéon formando ondas laterales, que
consisten de una superposicion continua de modos de radiacion, los cuales se encuentran caracterizados por
las eigen-funciones generalizadas del problema [41]. De acuerdo con el anélisis presentado, el comportamiento
asintotico de las ondas laterales en la region del campo lejano permite despreciarlos comparado con los modos
guiados, por lo cual las expresiones obtenidas solo consisten de modos guiados.

En el caso no-polarizado, las expresiones encontradas se vuelven mas interesantes. Observamos un término
oscilatorio )

e (w,x3—23)|X|%j (w, T3 — zg)

V#j (W, 3 — 25) [x — X

para ambos tipos de modos TE y TM, los cuales expresan que existe una atenuacion que depende de las

’

. -1/2 ]
componentes horizontales conforme O (|x — Xg| / ) lo cual establece de qué forma se atentan las ondas

conforme se alejan de la fuente. El término A (w — wp) que aparece en todas las expresiones, es la transformada
de Fourier con respecto al tiempo de la amplitud modulante A (¢) de la fuente puntual, la cual se asume que
es de banda angosta. Fisicamente, el término A (w — wp) representa el espectro de frecuencias de A (t) el
cual esta desplazado a la frecuencia wy que representa la frecuencia de la portadora e“°! por lo cual se
puede ver que se trata de un esquema de modulacion en amplitud. Se puede ver en las expresiones obtenidas
que cada modo transporta la misma informacion de A (¢) contenida en el espectro A (w — wy), vy cada modo
tiene su propia portadora dentro del término oscilatorio explicado anteriormente. Por lo tanto a grandes
distancias de la fuente es posible recuperar la informacion transmitida a partir del proceso de demodulacion
correspondiente.

Las expresiones de las soluciones se encuentran tinicamente en términos de la frecuencia w, pero al expresar
el espectro de frecuencias A (w — wp) en términos de la transformada de Fourier, a saber,

A (w—wp) = / A(T) e~ i(w—wo)Tqr

y al sustituirlo en las expresiones anteriores se obtendrin integrales oscilatorias del tiempo y la frecuencia,
por lo cual es posible aplicar una vez mas el método de fase estacionaria a condicion de expresar la amplitud
A (t) en términos de un parametro adimensional grande A como sigue

A(t) = a(t/\)

y hacer tender A hacia infinito tal como se hace en los articulos [12] y |4]. Este anélisis sin embargo no se
realiza en esta tesis y queda como trabajo a futuro.

Es importante considerar que en este trabajo, al considerar la guia de ondas sin perdidas, se genera un
problema mas sencillo de resolver, debido a que los parametros constitutivos considerados en este tipo de gufa
de ondas estan dados por funciones real-valuadas. En el Capitulo 5 donde se considera el problema espectral
auxiliar y se hace la expansion en eigen-funciones. La expansion obtenida es valida para los problemas auto-
adjuntos donde la teoria de los problemas de tipo Sturm-Liouville nos permiten obtener soluciones acordes
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con el modelo de la guia de ondas sin perdidas considerada en este trabajo. Cabe mencionar que al considerar
una guia de onda con perdidas, los parametros constitutivos que describen al medio seran funciones complejo-
valuadas de la forma

e=¢ +ie”,
p=p +ip”,

los cuales estan asociados con una tangente de pérdidas, donde el medio puede afectar la propagacion por
medio de absorciones de energfa (pérdidas) o regeneraciones (ganancia). Esto nos llevara a considerar otro
tipo de condiciones en la frontera para el problema, el cual estara expresado por un operador no auto-adjunto.
Por lo tanto la expansién en eigen-funciones previamente obtenida ya no es posible aplicarla en este caso.
Al obtener un operador que no es Hermitiano, las eigen-funciones y eigen-valores resultaran complejos y se
pueden obtener expresiones que describan la propagacion modal mediante otro método como se puede ver
en [12] y [35], por lo que un medio con pérdidas puede considerarse como un trabajo a futuro que se pueda
complementar con la presente tesis.
Otro trabajo a futuro es considerar una fuente en movimiento de la forma

A(t) et (z1 — vy (8)1) 6 (z2 —va (£) 1) 8 (21 — w3 (1) 1),

donde v; (t) son las componentes de un vector de velocidad que describe el movimiento de la fuente. Al incluir
una fuente en movimiento se pueden analizar efectos de interés como el efecto Doppler. Este fendmeno en las
radiocomunicaciones, crea un aparente corrimiento en la frecuencia a medida que el transmisor se mueve con
respecto al receptor. El anélisis de este problema nos permitiria tratar de compensar los efectos adversos en
los sistemas de radiocomunicaciones. Otro fenomeno que se produce al introducir fuentes en movimiento es la
radiacion de Cherenkov. Al ser una fuente de tipo puntual, podemos considerar la radiacién que emite cuando
se mueve con velocidad uniforme siempre y cuando las fuentes tengan velocidades mayores a la velocidad de
fase en el medio atmosférico. Este efecto es considerado de gran utilidad en los observatorios, detectores de
particulas y de radiaciones ionizantes.



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo, se analiz6 la propagacion de ondas electromagnéticas en una gufa de ondas estratificada,
no-homogénea, y dispersiva por medio de las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo, donde se
consideraron los pardametros constitutivos como operadores dependientes del tiempo. Esto nos permite la
aplicacion de la transformada de Fourier con respecto al tiempo para obtener las ecuaciones dinamicas
del campo electromagnético en términos de la frecuencia angular. Ademaéas se consideran las condiciones de
frontera que se establecen en las interfaces entre los diferentes estratos. Las ecuaciones de Maxwell junto
con las condiciones en la frontera conducen a las ecuaciones de onda para medios dispersivos no-homogéneos
que caracterizan las ondas transversales TE y TM que se propagan en esta estructura en la forma de ondas
polarizadas y no-polarizadas. Se obtienen expresiones para las ecuaciones de onda cuando se consideran
términos no-homogéneos que representan las fuentes del campo electromagnético, las cuales se obtienen por
medio de la funcién de Green del problema con valores en la frontera asociado. Ademas se obtienen expresiones
asintoticas del campo electromagnético en la region del campo lejano debidas a fuentes que varfan lentamente
en el tiempo y que tienen un espectro de frecuencias de banda angosta. El andlisis presentado en esta tesis
puede ser aplicado al sistema Litostera-Troposfera-Ionosfera, el cual puede ser aproximado con un modelo
sencillo que consiste de una estructura de gufa de ondas plana, en la cual se desprecian los efectos de
curvatura de la Tierra, asf como las variaciones de altitud de la capa ionosférica la cual depende fuertemente
de la interaccion de la atmosfera con el sol.

La guia de ondas considerada se compone de tres estratos diferentes, por lo que se establecié un problema
con valores en la frontera que describe la propagacién de ondas electromagnéticas en esta estructura. El
término no-homogéneo de este problema condujo a considerar una fuente puntual que representa una senal
modulada de banda angosta montada en una portadora de frecuencia wg. A partir de esta fuente se encon-
traron aproximaciones asintéticas a largas distancias del campo electromagnético propagado en esta guia de
ondas.

El calculo de las soluciones de las ecuaciones de onda se desarrollo a partir de la determinacion de la funcion
de Green de la guia de ondas la cual se representa en términos de modos guiados y ondas laterales, para
ambos campos polarizados y no-polarizados. El calculo de la funcion de Green se basa en la aplicacion de la
transformada de Fourier con respecto a las coordenadas horizontales a los problemas con valores en la frontera
que describen la propagacion de ondas transversales. Esto conduce a problemas espectrales unidimensionales
que se resuelven a partir de un problema auxiliar espectral en términos de un operador tipo Schrédinger, el
cual es caracterizado espectralmente en esta tesis. El cdlculo de la funcion de Green se reduce a encontrar
un conjunto de eigen-funciones normalizadas y dos sistemas de eigen-funciones normalizadas generalizadas
del problema espectral unidimensional. Estas familias de eigen-funciones forman un sistema completo que
conduce a una expansion para las soluciones del problema unidimensional. La relaciéon que existe entre el
problema espectral auxiliar y el problema unidimensional que se deriva del analisis de la gufa de ondas, nos
llevo a considerar una funciéon que representa el potencial en la ecuacion de Schrédinger que queda descrita
en términos del indice de refraccion del medio. Por aplicacion del método de fase estacionaria encontramos
expresiones asintoticas que describen los modos guiados, los cuales estan caracterizados por sus constantes de
propagacion permitidas que se calculan a partir de una relacion de dispersion. Asf mismo se utilizé el método
de fase estacionaria para encontrar las expresiones asintoticas de las integrales divergentes que representan
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a las ondas laterales, las cuales se comportan como O (|x1|_%> y O (|x|_2) para los casos polarizado y
no-polarizado, respectivamente, lo cual indica que estas ondas se atentian rapidamente conforme se alejan de
la fuente, por lo cual la principal contribucién del campo electromagnético proviene solamente de los modos
guiados.

Como trabajo a futuro podemos considerar aplicar nuevamente el método de fase estacionaria a las
expresiones obtenidas que consisten de integrales oscilatorias del tiempo y la frecuencia, para encontrar los
términos principales de las asintoticas que describen a los modos guiados en la region del campo lejano.
Otra consideracién importante es introducir perfiles especificos g y € que modelen la atmosfera como una
gufa de ondas, y obtener datos numéricos. En este sentido es posible aplicar el método de las series de
potencias del parametro espectral (método SPPS) para obtener las soluciones del problema espectral auxiliar
en términos del parametro espectral 8 del problema lo cual conduce a expresiones analiticas de la relacion
de dispersion que pueden truncarse para obtener polinomios cuyas rafces pueden encontrarse con métodos
numeéricos usuales. Esto permitira hacer modelado numérico de los problemas de propagacién en la atmosfera
de forma aproximada.

En la presente tesis se considerd una fuente puntual modulada en amplitud fija con respecto a un sistema
de coordenadas la cual generaba el campo electromagnético propagado en la guia. Como trabajo a futuro
también se puede considerar introducir un parametro adimensional A tal que A (t) = a (t/)), donde se puede
modelar la fuente puntual en banda angosta. Asi mismo esta misma fuente, pueda desplazarse con una
velocidad y analizar los efectos de una fuente puntual en movimiento y desarrollar los efectos que causan en
la propagacion de ondas como el efecto Doppler y radiacion de Cherenkov los cuales son de importancia en
el tema de las radiocomunicaciones.



Apéndice A

Transformada de Fourier en el sentido de
las distribuciones

En la seccion anterior se procedio a utilizar la transformada de Fourier con respecto al tiempo, en la cual
se desarrollaron las ecuaciones de Maxwell, asi como también las ecuaciones de onda. En este capitulo se
desarrollara el problema unidimensional tomando en cuenta que las ecuaciones ya estan transformadas con
respecto al tiempo y a partir de ahora se aplicara la transformada con respecto a las coordenadas espaciales.
Vamos a introducir por definicion la transformada de Fourier

Flg)(€) = /cb(r)eie"dr, o €S, (A.0.1)
y su respectiva transformada inversa
-1 — 1 —igr 1 ‘
F=yl(r) = W/w(&)e d¢, e S'. (A.0.2)

en el cual actia en un espacio reciproco, donde S es el espacio de prueba las cuales son todas las funciones
de clase C*°(R™) que decrecen conforme |r| — oo junto con todas sus derivadas, mas rapido que cualquier

potencia de |r _1, y S’son las funciones generalizadas de lento crecimiento tal que cada funcional lineal
actuando sobre una funcion de prueba S es conocida como funcion generalizada. En las formulas anteriores el
producto punto £ - r es el producto punto usual del espacio R", es decir £ -r = &121 + €20+ .. . + En . Aqui
F[¢](€) es la transformada de Fourier de la funcion ¢(r), la cual se define en el sentido de las distribuciones
de la siguiente manera:

(Flo],¥) = (6, F[¥]), ¥ €S, ¢ € 5" (A.0.3)

Una vez definido esto, la transtormada de Fourier puede diferenciarse bajo el signo de la integral como se
observa a continuacion:

DeFIg(€) = [ ()" 6 @) €D = F ()" 61 ©), (A.0.4)

F[D*¢](§) = / D¢ (§) &) dr = (—i€)* F [¢] (), (A.0.5)

[38] donde « := (o, as, ..., @, )es un multi-indice que en conjunto con el simbolo D* indican el nimero
de veces en que se tienen que realizar las derivadas parciales

_ alalf(IIrTZa e ,fl?.n)

Daf(r) = 81:‘{”31:3‘2...81:?{" 3 DOf(r) = f(l‘), (AO())

En el caso particular de las funciones escalares que representan a sefiales en el tiempo t € R, la transfor-
mada de Fourier toma la forma particular
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f(w) = /_ ft)e“tdt, f(t) = %/_ Flw)e “tdw,

donde w se define como la frecuencia angular de la senal la cual se mide en rad/seg. A partir de ahora el
simbolo ~ denotar4 la transformada de Fourier con respecto al tiempo.Para las funciones vector-valuadas la
transformada de Fourier se define en forma similar

oC

u(w) = /00 w(t)e“'dt, u(t) = %/ u(w)e “dw, (A.0.7)

—00 —00

donde las integrales se entienden en el sentido de las distribuciones.
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