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Resumen

Los operadores de Schrödinger con interacciones puntuales han sido de gran interés en la física-matemática
durante las últimas décadas debido a sus aplicaciones en mecánica cuántica, electrodinámica, óptica, etc..

En esta tesis se hace un análisis matemático considerando el operador unidimensional de Schrödinger libre
de unidades, con un potencial especificado formalmente por un potencial singular y otro regular. El potencial
singular se representa por distribuciones de primer orden representadas por deltas de Dirac y sus derivadas.
En particular se consideran N interacciones puntuales localizadas en los puntos h1, . . . , hN . Asociado con este
operador se tiene un operador auto-adjunto no-acotado de Schrödinger que consiste únicamente del potencial
regular y de ciertas condiciones de frontera especificadas en los puntos donde las interacciones puntuales
se encuentran localizadas. Estas condiciones de frontera se expresan en forma matricial en términos de los
valores que toman la solución y la derivada a la izquierda y derecha de los puntos de interacción hi. El
operador así especificado se enmarca en el espacio de Hilbert L 2 (R) = L 2 (R \ {h1, . . . , hN}) de modo que
se determinan las eigen-funciones y los eigen-valores, los cuales a su vez se pueden calcular por medio de un
procedimiento matricial recursivo. En particular por medio del uso de las matrices de monodromía se obtiene
la relación de dispersión (ecuación característica) del problema espectral correspondiente. Por otra parte, el
análisis se hace suficientemente general para considerar un potencial acotado y para el calculo de las matrices
de monodromía se utiliza el método de Series de Potencias del Parámetro Espectral (método SPPS). Para los
cálculos numéricos y la implementación computacional correspondiente se hace uso de Wolfram Mathematica
11.0.1.0.

Palabras clave: Interacciones puntuales; ecuación de Schrödinger unidimensional; matrices de monodro-
mía; método matricial recursivo; potencial singular; método SPPS.
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Abstract

The Schrödinger operators with point interactions have been of great interest in the mathematical physics
during the last decades due to their applications in quantum mechanics, electrodynamics, optics, etc..

In this thesis we perform a mathematical analysis on the free of units one-dimensional Schrödinger operator
with a potential specified formally by a singular potential and regular real-valued potential. The singular
potential is represented by distributions of the first order, given in terms of Dirac deltas and their first
derivatives. In particular we consider N point interactions located at the points h1, . . . , hN . Associated with
the formal operator there exists a unbounded Schrödinger self-adjoint operator that consists on only the
regular potential and certain boundary conditions specified at the points where the interactions are located.
These boundary conditions are expressed in a matrix form in terms of the values that takes the solution and
its derivative from the left and the right of the interaction points hi. The operator thus specified is considered
in the Hilbert space L 2 (R) = L 2 (R \ {h1, . . . , hN}) so that the eigenfunctions and their corresponding
eigenvalues can be determined by means of a matrix recursive method. In particular, by the use of monodromy
matrices a dispersion relation (i.e., characteristic equation) of the corresponding spectral problem is obtained.
On the other hand, the analysis is general enough to consider a compact support bounded potential and for
the calculation of the monodromy matrices by means of the Spectral Parameter Power Series Method (SPPS
method for short). For the numerical calculations and the corresponding computational implementation we
use Wolfram Mathematica.

Keywords: Point interactions; one-dimensional Schrödinger equation; monodromy matrices; matrix re-
cursive method; singular potential; SPPS method.
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Notaciones

A lo largo de la tesis consideremos la siguiente notación para representar los limites laterales

ϕ (h−) := ĺımϵ→0 ϕ (h− ϵ), ϵ > 0.

ϕ (h+) := ĺımϵ→0 ϕ (h+ ϵ), ϵ > 0.

ϕ′ (h−) := ĺımϵ→0 ϕ′ (h− ϵ), ϵ > 0.

ϕ′ (h+) := ĺımϵ→0 ϕ′ (h+ ϵ), ϵ > 0.

Además utilizamos las siguientes notaciones para algunos espacios funcionales:

L 2 Espacio de las funciones cuadrado-integrables.

L p Espacio de Lebesgue.

L ∞ Espacio de funciones esencialmente acotadas.

Hs Espacio de Sobolev.

C Espacio de las funciones continuas.

C p Espacio de las funciones continuamente diferenciables hasta las derivadas de orden p.

C∞
0 Espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto.

D Espacio de funciones de prueba.

D ′ Espacio de funciones generalizadas en el sentido de Sobolev-Schwartz.

N0 Conjunto de los números naturales incluyendo al cero.
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Capítulo 1

Introducción

El análisis espectral de los operadores de Schrödinger con interacciones puntuales representadas por
distribuciones de primer orden localizadas en un conjunto finito de puntos ha sido de gran interés debido a
que permite describir fenómenos altamente localizados en los sistemas cuánticos por medio de términos que
se agregan a la función potencial.

Estas interacciones pueden modelar defectos o perturbaciones de los medios para describir a los sistemas
cuánticos de forma más realista. En el ámbito electromagnético las interacciones puntuales permiten describir
corrientes laminares o filamentos de corrientes inmersos en los medios dieléctricos. Este tipo de operadores
son implementados también en otras áreas tales como la óptica, la física del estado sólido, etc. En esta
Tesis se presenta un análisis matemático que permite encontrar un método matricial recursivo para calcular
los eigen-valores y eigen-funciones de un problema espectral que involucra este tipo de operadores usando
matrices de monodromía.

1.1. Objetivo general
Encontrar la ecuación de dispersión que define los eigen-valores del operador de Schrödinger con po-

tenciales compuestos por potenciales singulares que consisten en interacciones puntuales representadas por
distribuciones de primer tipo y potenciales regulares real-valuados continuos a trozos haciendo uso del método
SPPS y empleando un algoritmo matricial que involucra a las matrices de monodromía.

1.1.1. Objetivos específicos
Determinación de un método para obtener la ecuación de dispersión de los problemas de eigen-valores
que involucran interacciones puntuales.

Cálculo de eigen-valores y eigen-funciones de los problemas que involucran interacciones puntuales.

Cálculo de matrices de monodromía.

Elaboración de un método matricial que permita encontrar las entradas de las matrices de monodromía
involucradas en cada problema.

Aplicación del método SPPS para el cálculo de soluciones de las ecuaciones de Schrödinger involucradas
en los problemas de eigen-valores con potenciales regulares acotados.

Desarrollo de algoritmos computacionales para el cálculo de eigen-valores con base en el método SPPS.

1.2. Antecedentes teóricos
Consideremos el operador de Schrödinger unidimensional libre de unidades

H = − d2

dx2
+ q (x) , x ∈ R,

1



1.2. Antecedentes teóricos

donde q es continuo, semi-acotado por abajo (es decir, q (x) ≥ −c, c > 0), y satisface la siguiente condición
∫ ∞

−∞
|x| |q (x)| dx < ∞.

Este operador surge de la ecuación de Schrödinger que describe la amplitud de probabilidad u de una
onda cuántica interactuando con un potencial q. La ecuación de Schrödinger incluye un término de energía E
que se interpreta como el parámetro espectral de la ecuación Hu = Eu. Cuando se consideran condiciones en
la frontera (establecidas por las propiedades del potencial) las soluciones enmarcadas en un espacio funcional
apropiado (por ejemplo, el espacio L 2) tienen una interpretación probabilista tal que

∫ ∞

−∞
|u (x)|2 dx = 1

representa una certeza de encontrar a la partícula en todo el espacio. En los problemas de la mecánica
cuántica la energía de las partículas forman un espectro de valores que se divide principalmente en una parte
discreta de valores de energía negativos asociados con los estados ligados, y de una parte continua de valores
de energía positivos asociados con los estados de dispersión de las partículas interactuando con el potencial.
El determinar el número de eigen-valores (es decir, de estados discretos de energía) se puede realizar con
base en métodos rigurosos bien conocidos. A continuación, en los siguientes resultados se muestran teoremas
generales que permiten determinar las características espectrales de los problemas que involucran a la ecuación
de Schrödinger.

Teorema 1.1 ([13, pp. 97]). Sea H un operador de la forma

H = − d2

dx2
+ q (x)

en (−∞,∞) y suponga que el potencial q es localmente acotado, acotado por abajo, y que tiene una parte
negativa continua q− (x). Denotemos por N− (H) al número de eigen-valores negativos de H. Entonces

N− (H) ≤ 1 +

∫ ∞

−∞
|x| |q− (x)| dx.

De acuerdo con el Teorema 1.1 podemos deducir que la parte negativa del espectro discreto del operador H
consiste en un conjunto finito de eigen-valores simples k21, k22, . . ., k2N (se puede ver entonces que los números
kj son puramente imaginarios, es decir, kj = iκj , donde κj > 0), y que las eigen-funciones asociadas decrecen
exponencialmente conforme |x| → ∞.

A partir de las características del potencial q es posible determinar el comportamiento asintótico de las
soluciones de la ecuación

Hu = k2u, (1.2.1)

donde k2 representa el parámetro espectral que en general puede ser complejo. Considere los siguientes
teoremas.

Teorema 1.2 ([13, pp. 70]). Sea q una función que satisface
∫ ∞

−∞
|q (x)| dx < ∞, (1.2.2)

y sea k ̸= 0 un número fijo. Entonces la ecuación (1.2.1) tiene dos soluciones y1 e y2, tales que

y1 (x) =eikx (1 + o (1)) , (1.2.3)

y2 (x) =e−ikx (1 + o (1)) ,

conforme x → +∞.

Si el parámetro espectral k2 es un número complejo podemos determinar el comportamiento asintótico
de la solución y1 descrito en el teorema anterior conforme al siguiente resultado.

2



Capítulo 1. Introducción

Teorema 1.3 ([13, pp. 79]). Si q satisface la condición (1.2.2), y si el número complejo k2 satisface la
propiedad Imk ≥ 0, entonces la solución y1 del Teorema 1.2 que satisface la condición (1.2.3) para k ̸= 0,
tiene la asintótica

y1 (x) = eikx
(
1 +

o (1)

|k|

)

conforme x → +∞, donde o (1) es uniforme con respecto a k. Si, más aún, q satisface la condición
∫ ∞

−∞
x |q (x)| dx < ∞,

entonces para k = 0 también existe una solución única que satisface la condición (1.2.3), con la asintótica

y1 (x; k) = eikx
(
1 +

o (1)

1 + |k|

)
(1.2.4)

conforme x → +∞, donde o (1) es uniforme con respecto a k.

Teorema 1.4 ([41, pp. 36]). El sistema de eigen-funciones y eigen-funciones generalizadas del problema
(1.2.1) con valores en la frontera, con condiciones auto-adjuntas es completo en el espacio L 2 (R).

Existe una parte continua del espectro del operador H de acuerdo con el Teorema 1.4. Similarmente, se
obtiene el comportamiento asintótico de la solución y2 conforme x → −∞

y2 (x; k) = e−ikx

(
1 +

o (1)

1 + |k|

)
, (1.2.5)

Las soluciones y1 e y2, con Im k ≥ 0, cuyas asintóticas están dadas por (1.2.4) y (1.2.5), respectivamente, se
denominan usualmente como funciones de Jost.

Por otra parte, si el parámetro espectral es real, es decir, k ∈ R, k ̸= 0, podemos construir dos conjuntos
de soluciones fundamentales de la ecuación (1.2.1)

{y1 (x; k) , y1 (x;−k)} , {y2 (x; k) , y2 (x;−k)} .

Note que y1 (x;−k) = y1 (x; k), y2 (x;−k) = y2 (x; k). La solución y2 (x; k) tiene que ser una combinación
lineal de las soluciones y1 (x; k) y y1 (x;−k), es decir,

y2 (x; k) = a (k) y1 (x;−k) + b (k) y1 (x; k) ,

a partir de la cual, tomando el complejo conjugado, obtenemos

y2 (x;−k) = b (k)y1 (x;−k) + a (k)y1 (x; k) .

Si q (x) ≡ 0, entonces y2 (x; k) = y1 (x;−k), por lo tanto a (k) ≡ 1 y b (k) ≡ 0. El sentido físico de la solución
y2 (x; k) corresponde a la función de onda de una partícula que, conforme x → −∞, se convierte en una
partícula libre con moméntum k. Al pasar a través de la barrera de potencial obtenemos la superposición de
las dos funciones de onda con moméntum k (la función y1 (x;−k)) y −k (la función y1 (x; k)). Por lo tanto,
a (k) es el coeficiente de transmisión y b (k) el coeficiente de reflexión.

De manera similar, podemos expresar y1 (x; k) en términos de y2 (x; k) y y2 (x;−k). Sin embargo, los
coeficientes en este caso se expresan en términos de a (k) y b (k). La matriz de transición está definida como

C (k) =

(
a (k) b (k)
b (k) a (k)

)
.

Introduzcamos los vectores columna

Y1 (x; k) =

(
y1 (x;−k)
y1 (x; k)

)
, Y2 (x; k) =

(
y2 (x; k)
y2 (x;−k)

)
,

3



1.2. Antecedentes teóricos

que definen dos conjuntos de soluciones fundamentales, entonces

Y2 (x; k) = C (k)Y1 (x; k) . (1.2.6)

La matriz C (k) es no-singular cuando k ̸= 0 porque y2 (x; k) y y2 (x;−k) son linealmente independientes. De
la relación (1.2.6) se deduce que para k ̸= 0

Y1 (x; k) = C−1 (k)Y2 (x; k) ,

donde la matriz C−1 se determina por

C−1 (k) =

(
a (k) −b (k)
−b (k) a (k)

)
.

1.2.1. Algunos espacios funcionales

Con el fin de resolver problemas de la física-matemática, debemos buscar las soluciones en un espacio
adecuado de funciones donde los teoremas de unicidad se verifiquen. Con frecuencia tal espacio de funciones
viene determinado por la naturaleza física del problema.

1.2.1.1. Espacios L p

Un espacio frecuentemente utilizado es el espacio de Lebesgue de las funciones u para las cuales la integral

∫

Ω
|u|p dx < ∞

existe, donde 1 ≤ p < ∞ . Este espacio se denota por L p (Ω), el cual está dotado de una norma ∥ · ∥L p la
cual se define como

∥u∥L p :=

(∫

Ω
|u|p dx

)1/p

, u ∈ L p (Ω) .

Un caso de gran interés se obtiene cuando p = 2 el cual se denota como L 2 (Ω) y se le conoce como el espacio
de las funciones cuadrado-integrables [5] el cual de forma natural es un espacio de Hilbert. Un producto
interno usualmente empleado en el espacio L 2 (Ω) para funciones complejo-valuadas se define como

⟨u, v⟩ :=
∫

Ω
u (x) v (x)dx, u, v ∈ L 2 (Ω) .

A partir de este producto interno se puede inducir una norma en L 2 (Ω) de forma usual, es decir,

∥u∥2L 2 := ⟨u, u⟩ =
∫

Ω
|u|2 dx, u ∈ L 2 (Ω) .

1.2.1.2. Espacio L ∞

Sea L ∞ (R) el conjunto de funciones complejo-valuadas medibles en R tal que |f (x)| ≤ M , casi en todas
partes, con respecto a la medida de Lebesgue para algún M < ∞ (f ∼ g, es decir, f (x) = g (x) casi en todas
partes). Se introduce una norma denotada por ∥f∥∞ que corresponde al valor más pequeño de M , ver Figura
1.2.1, [47].
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Figura 1.2.1. Ejemplos de funciones f que pertenecen al espacio L ∞ (R).

1.2.1.3. Espacios de las funciones continuas

Cuando se investiga la suavidad de las funciones conviene clasificarlas de acuerdo con su diferenciabilidad.
Seaα = (α1,α2, . . . ,αn) un multi-índice con αj ∈ N (j = 1, . . . , n). Denotemos por Dαf (x) a la derivada de
orden |α| := α1 + α2 + . . .+ αn de una función f que se define como

Dαf (x) =
∂|α|f (x1, x2, . . . , xn)

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαn
n

, D0f (x) = f (x) .

El conjunto de funciones f continuas junto con sus derivadas Dαf (x), |α| ≤ p, (0 ≤ p < ∞) también conti-
nuas, forman un espacio lineal denotado por C p (Ω). Las funciones f de clase C p (Ω) permiten una extensión
continua sobre la frontera Ω, formando otro espacio lineal denotado por C p

(
Ω
)
. Denotemos N0 := N ∪ {0}

y definamos por
C∞ (Ω) =

⋂

p∈N0

C p (Ω) , C∞ (Ω̄
)
=
⋂

p∈N0

C p
(
Ω̄
)

el conjunto de funciones continuamente diferenciables en Ω y Ω, respectivamente, conocidas como funciones
analíticas. Finalmente los espacios

C (Ω) := C 0 (Ω) , C
(
Ω̄
)
:= C 0

(
Ω̄
)

consisten en funciones continuas en Ω y Ω, respectivamente [53].

1.2.1.4. Espacio de Sobolev

Sea s ∈ N0 y consideremos la siguiente definición

Definición 1.1. El espacio de Sobolev Hs consiste en funciones u ∈ L 2 (Ω) tales que Dαu ∈ L 2 (Ω) para
|α| ≤ s , donde las derivadas se entienden en el sentido de las distribuciones.

Introducimos un producto interno en Hs definido por

⟨u, v⟩s :=
∑

|α|≤s

⟨Dαu,Dαv⟩ , u, v ∈ Hs (Ω) ,

donde ⟨·, ·⟩ es el producto interno usual en L 2 (Ω). La norma correspondiente está dada por la fórmula

∥u∥s := ⟨u, u⟩1/2s =

⎛

⎝
∑

|α|≤s

∫

Ω
|Dαu (x)|2 dx

⎞

⎠

1/2

.

Un espacio ampliamente utilizado es el espacio de Sobolev H2 el cual es otro espacio de Hilbert [13].
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1.2.2. Funciones generalizadas
Las funciones generalizadas aparecen frecuentemente en la física cuando se trata con distribuciones de

cargas o de fuerzas las cuales están localizadas en puntos del espacio. Un ejemplo de esto es la función δ que
introdujo Dirac en sus investigaciones sobre mecánica cuántica. Funciones como la delta de Dirac o la función
de Heaviside se les conoce actualmente como distribuciones o funciones generalizadas. Los fundamentos de
la teoría matemática de las funciones generalizadas fueron expuestos por Schwartz y Sobolev a mediados del
siglo XX. Más tarde, el desarrollo de la teoría de las funciones generalizadas fue estimulado principalmente
por los requisitos de la física matemática y especialmente por la teoría de ecuaciones diferenciales y la teoría
cuántica [53].

1.2.2.1. Delta de Dirac

Una distribución es una generalización del concepto clásico de una función. Esta generalización, por un
lado, nos permite expresar en forma matemática conceptos idealizados como, por ejemplo, la densidad de
masa de un punto material, la intensidad de una fuerza aplicada en un punto, y así sucesivamente. Por
otro lado, encontramos en el concepto de distribución un reflejo del hecho de que es realmente imposible, por
ejemplo, medir la densidad de masa de un material en un punto: solo podemos medir su densidad promedio en
una vecindad suficientemente pequeña de este punto. Consideremos que este punto coincide con el origen del
sistema de coordenadas R3. La densidad de masa de una bola Uϵ de radio ϵ de masa unitaria uniformemente
distribuida es

fϵ (x) =

{
3

4πϵ3 , |x| < ϵ,
0, |x| > ϵ.

Denotemos por δ la densidad de masa que corresponde al límite de la secuencia de densidades fϵ (x) conforme
ϵ→ 0, es decir,

δ (x) = ĺım
ϵ→0+

fϵ (x) =

{
+∞, x = 0,
0, x ̸= 0.

(1.2.7)

Naturalmente se requiere que la integral de la densidad δ (x) sobre cualquier volumen Ω coincida con la masa
contenida en este volumen, es decir,

∫

Ω
δ (x) dx =

{
1, 0 ∈ Ω,
0, 0 /∈ Ω.

Pero, en virtud de (1.2.7), el lado izquierdo de esta expresión es siempre igual a cero si se considera que el
integrando está definido en un solo punto. Esto muestra una contradicción que se soluciona de la siguiente
manera.

Calculemos el límite débil de la secuencia de funciones fϵ (x) conforme ϵ → 0+, es decir, para cualquier
función continua ϕ encontraremos el límite de la secuencia numérica

∫
|x|<ϵ fϵ (x)ϕ (x) dx conforme ϵ → 0+.

Demostremos que

ĺım
ϵ→0+

∫

|x|<ϵ
fϵ (x)ϕ (x) dx = ϕ (0) .

En efecto, debido a la continuidad de la función ϕ (x) para cualquier η > 0 existe ϵ0 > 0 tal que |ϕ (x)− ϕ (0)| <
η implica que |x| < ϵ0. Esta es nuestra definición de la continuidad de una función alrededor de un punto. Lo
anterior se expresa como

∣∣∣∣
∫

fϵ (x)ϕ (x) dx− ϕ (0)

∣∣∣∣=
3

4πϵ3

∣∣∣∣∣

∫

|x|<ϵ
[ϕ (x)− ϕ (0)] dx

∣∣∣∣∣

≤ 3

4πϵ3

∫

|x|<ϵ
|ϕ (x)− ϕ (0)| dx

<η
3

4πϵ3

∫

|x|<ϵ
dx = η.

Como η es arbitrariamente pequeño se deduce que
∫
|x|<ϵ fϵ (x)ϕ (x) dx − ϕ (0) = 0 que es lo que se quería

probar. Por lo tanto, el límite débil de la secuencia de funciones fϵ (x) conforme ϵ → 0+ coincide con el

6
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Figura 1.2.2. Ejemplos de funciones de prueba ωϵ.

funcional ϕ (0), el cual asigna a cada función continua ϕ su valor en el punto x = 0. Este es el funcional que
consideraremos en el cálculo de la densidad de masa al tomar ϕ (x) ≡ 1 con lo cual

ĺım
ϵ→0+

∫

|x|<ϵ
fϵ (x) dx =

∫

|x|<ϵ
δ (x) dx = 1.

1.2.2.2. Espacio de funciones de prueba D

Es el espacio de todas las funciones de clase C∞ (Rn) con soporte compacto. Un ejemplo de este tipo de
funciones está dado por

ωϵ (x) =

{
Cϵ exp

(
− ϵ2

ϵ2−|x|2

)
, |x| ≤ ϵ,

0, |x| > ϵ,

ver Figura 1.2.2, donde la constante Cϵ se escoge de tal forma que las integrales de prueba sean uno
∫
ωϵ (x) dx = 1.

1.2.2.3. Espacio de funciones generalizadas D ′

Cada funcional lineal continuo sobre el espacio de las funciones de prueba D es conocido como una
función generalizada en el sentido de Sobolev-Schwartz. Las funciones generalizadas cumplen con las siguientes
propiedades

1. Una función generalizada f es un funcional sobre D , es decir, un número complejo (f,ϕ) es asociado
con cada ϕ ∈ D .

2. Una función generalizada f es una función lineal sobre D ; es decir, si ϕ,ψ ∈ D y λ, µ ∈ C, entonces

(f,λϕ+ µψ) = λ (f,ϕ) + µ (f,ψ) .

3. Una función generalizada f es un funcional continuo sobre D , es decir, si ϕk → ϕ conforme k → ∞ en
D , entonces

(f,ϕk) → (f,ϕ) , k → ∞.

7



1.2. Antecedentes teóricos

El espacio D ′ es completo, es decir, si la secuencia f1, f2,. . . ∈ D ′ es tal que para cualquier función de
prueba ϕ ∈ D existe un limite de la secuencia numérica (f1,ϕ), (f2,ϕ), . . ., entonces habrá una única función
generalizada f ∈ D ′, tal que

ĺım
k→∞

(fk,ϕ) = (f,ϕ) , ϕ ∈ D .

1.2.3. Método SPPS
Consideremos la ecuación de Sturm-Liouville en su forma más general

(pu′)
′
+ qu = λru, a < x < b, (1.2.8)

donde p, q, r son funciones en general complejo-valuadas dependientes de una variable real x, las cuales
satisfacen ciertas condiciones de suavidad y λ es un parámetro complejo. La solución general de (1.2.8) se
puede buscar en la forma de una serie de potencias del parámetro espectral. Esta representación nos da, entre
otras posibles aplicaciones, un método sencillo y potente para la solución numérica de problemas con valores
en la frontera y espectrales, entre otros. Consideremos los resultados más importantes del método SPPS [35].

Teorema 1.5 ([35]). Supongamos que en un intervalo finito [a, b], la ecuación

(pu′
0)

′
+ qu0 = 0 (1.2.9)

posee una solución particular u0 de tal forma que las funciones u2
0r, 1/u

2
0p ∈ C [a, b]. Entonces la solución

general de (1.2.8) en (a, b) tiene la forma

u = c1u1 + c2u2 (1.2.10)

donde c1 y c2 son constantes complejas arbitrarias,

u1 = u0

∞∑

k=0

λkX̃(2k), u2 = u0

∞∑

k=0

λkX(2k+1) (1.2.11)

y X̃(n), X(n) se definen por las relaciones recursivas

X̃(0) ≡ 1, X(0) ≡ 1, (1.2.12)

X̃(n) (x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∫ x

x0

X̃(n−1) (s)u2
0 (s) r (s) ds, n impar

∫ x

x0

X̃(n−1) (s) 1
u2
0(s)p(s)

ds, n par
(1.2.13)

X(n) (x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∫ x

x0

X(n−1) 1
u2
0(s)p(s)

ds, n impar,
∫ x

x0

X(n−1)u2
0 (s) r (s) ds, n par,

(1.2.14)

siendo x0 un punto arbitrario en [a, b] tal que p es continua en x0 y p (x0) ̸= 0. Además, ambas series en
(1.2.11) convergen uniformemente en [a, b].

Observación 1.1. La independencia lineal de las soluciones u1 y u2 se consigue al hacer que el Wronskiano
correspondiente sea distinto de cero en al menos un punto del intervalo [a, b]. Se puede ver entonces que
las soluciones anteriormente definidas son linealmente independientes. De acuerdo con la definición de las
integrales recursivas se tienen que

u1 (x0) =u0 (x0) , u′
1 (x0) =u′

0 (x0) ,

u2 (x0) =0, u′
2 (x0) =

1

u0 (x0) p (x0)
,

y el Wronskiano de u1 y u2 en x0 es igual 1/p (x0) ̸= 0 [35].
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Observación 1.2. El procedimiento para la construcción de las soluciones descritas en el Teorema 1.5 es válido
no sólo cuando se tiene una solución de la ecuación cuando λ = 0, sino también cuando se tiene una solución
de la ecuación

(pu′
0)

′
+ qu0 = λ0ru0

para algún λ0 ̸= 0. En este caso las soluciones (1.2.11) ahora toman la forma [35]

u1 = u0

∞∑

k=0

(λ− λ0)
k X̃(2k), u2 = u0

∞∑

k=0

(λ− λ0)
k X(2k+1).

1.2.3.1. Cálculo de la solución particular u0

El método SPPS se basa en la existencia de una solución particular u0 de

(pu′
0)

′
+ qu0 = 0, u ∈ (a, b) (1.2.15)

que satisface las condiciones de regularidad u2
0, u

−2
0 ∈ C [a, b]. El método SPPS nuevamente puede ser usado

para obtener la solución u0, para esto el equivalente de (1.2.15) como una ecuación de Sturm-Liouville es

(p̃u′
0)

′
+ q̃u0 = λ̃u0r̃

donde los coeficientes
p̃ = p, q̃ = 0, λ̃ = −1, r̃ = q.

Sea v0 una solución particular de (p̃v′0)
′ + q̃v0 = 0 en (a, b) que satisface las condiciones de regularidad v20 r̃,

1/v20 p̃ ∈ C [a, b], una solución general u0 de la ecuación diferencial homogénea se puede expresar como u0 =
d1v1 + d2v2, donde d1 y d2 son coeficientes arbitrarios y v1, v2 son dos soluciones linealmente independientes
que están expresadas como

v1 (x) := v0 (x)
∞∑

k=0

(−1)k Ỹ (2k) (x) , v2 (x) := v0 (x)
∞∑

k=0

(−1)k Y (2k+1) (x) ,

donde las funciones Ỹ (n), Y (n) son calculadas de acuerdo al procedimiento de integración recursiva

Ỹ (0) ≡ 1, Y (0) ≡ 1,

Ỹ (n) (x) :=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∫ x

x′
0

Ỹ (n−1) (s) q (s) ds, n impar,
∫ x

x′
0

Ỹ (n−1) (s) ds, n par,

Y (n) (x) :=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∫ x

x′
0

Y (n−1)ds, n impar,
∫ x

x′
0

Y (n−1)q (s) ds, n par,

y x′
0 ∈ [a, b] es un punto arbitrario. En particular, v0 ≡ 1 simplificará los cálculos. Las soluciones v1 y v2

cuyos ceros se alternan según el Teorema de oscilación de Sturm [51], garantizan que la solución u0 nunca se
va anular. Si se elije d1 = 1 y d2 = i la solución u0 queda como u0 = v1 + iv2 en [a, b], lo cual simplifica los
cálculos.

1.3. Estado del Arte
Los operadores de Schrödinger con potenciales con soporte puntual han sido estudiados ampliamente du-

rante las últimas décadas, ya que constituyen una clase de potenciales adecuados para estudiar las propiedades
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cuánticas básicas, estados ligados y de dispersión, resonancias, etc., por mencionar algunos [10, 15, 34, 39, 43].
Además permite modelar defectos pequeños y abruptos en materiales que pueden dar lugar a fenómenos como
el efecto túnel [32] o el efecto Casimir [14], también permiten obtener una descripción sobre la interacción de
partículas cuánticas con hipersuperficies cargadas [9, 8, 10, 46]. Físicamente estos operadores describen en el
ámbito de la mecánica cuántica, el movimiento de una partícula que se mueve bajo la acción de un potencial
soportado, por ejemplo, por los puntos de una red cristalina de un sólido. Dichos sistemas y modelos han
sido usados también en otras áreas de la física, como en la óptica y el electromagnetismo (ver, e.g., [19, 4]).

Los operadores con interacciones singulares fueron introducidos por Fermi [22]. La primera investigación
matemáticamente rigurosa del operador de Schrödinger con interacciones singulares fue llevada a cabo por
Berezin y Faddeev [11, 12] donde consideran el operador de Laplace en L 2

(
R3
)

con una interacción singular
tipo δ. Posteriormente se analizaron casos particulares acerca de este problema considerando operadores
unidimensionales y bidimensionales [3].

En el artículo [49] se resalta la importancia de dos tipos de interacciones puntuales unidimensionales. El
primer tipo de interacción corresponde a la distribución delta de Dirac, la cual está formalmente incluida en
el operador

Hα = H0 + αδ (x) , α ∈ R
donde H0 es el Hamiltoniano libre unidimensional, que en su versión libre de unidades está dado por el
operador diferencial

H0 = − d2

dx2
.

El segundo tipo de interacción, hasta 1986, había sido abordado únicamente en dos artículos [3, 31]. En dichos
artículos estas interacciones son denominadas como interacciones δ′ o interacciones dipolares. La interacción
δ′ puede definirse al considerar la densidad de carga asociada a un dipolo eléctrico

ρv =
1

ϵ
δ (x− ϵ)− 1

ϵ
δ (x)

el cual está formado por dos cargas de valor 1
ϵ , de signos opuestos, separadas una distancia ϵ. Sea ϕ una

función de prueba (es decir, una función continua, cuyas derivadas también son continuas), y consideremos
el siguiente límite débil cuando ϵ→ 0+

(
1

ϵ
δ (x− ϵ)− 1

ϵ
δ (x) ,ϕ

)
=
1

ϵ
(ϕ (ϵ)− ϕ (0)) → ϕ′ (0)

= (δ,ϕ′) = (−δ′,ϕ)

de lo cual se concluye que la densidad de carga ρv del dipolo coincide con la distribución δ′ (x) en el lí-
mite cuando ϵ → 0+(ver [53]). Formalmente en [3] se considera esta interacción en el siguiente operador
Hamiltoniano

Hβ = H0 − βδ′ (x) , β ∈ R,
donde β es la intensidad de la interacción. Se puede demostrar que existen extensiones auto-adjuntas para
los operadores Hα y Hβ [37].

Las interacciones tipo delta de Dirac han sido utilizadas también junto con pozos de potencial dados por
funciones regulares, por ejemplo, en [28] los pozos de potencial se definen a partir de un campo eléctrico
constante, el cual permite analizar las resonancias a las que esta sometida una partícula que interactúa con
este tipo de potenciales e interacciones.

Los Hamiltonianos con ambos tipos de interacciones actuando simultáneamente se han considerado en
diferentes artículos. Por ejemplo, en [18] se analiza el operador unidimensional de Schrödinger independiente
del tiempo

−ϕ′′ (x) + (αδ (x) + βδ′ (x))ϕ (x) = Eϕ (x) , (1.3.1)

donde α, β son parámetros constantes. Estas interacciones establecen sus condiciones de frontera correspon-
dientes, pero en este artículo se hace énfasis en la deducción de las condiciones en frontera que establecen
las interacciones tipo δ′, las cuales fueron definidas por Griffiths en [29]. También realizan el cálculo de
los coeficientes de transmisión y reflexión para los estados de dispersión y posteriormente se consideran los
potenciales tipo δ y δ′ en el ámbito de la ecuación de Dirac.
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Por otra parte en el artículo [25] se considera el Hamiltoniano unidimensional

H =
p2

2m
− αδ (x) + βδ′ (x) , α > 0,β ∈ R, (1.3.2)

donde p = −i! ∂
∂x es el operador de momento lineal y m es la masa de la partícula y se realiza el análisis de

los estados ligados. Se analizan los estados ligados y se determina su energía en términos de los parámetros
α y β. Además se obtienen los coeficientes de transmisión y de reflexión de los estados de dispersión. Este
Hamiltoniano es bien conocido cuando β = 0 [17, 24] y en este caso se puede demostrar que el operador
(1.3.2) es auto-adjunto en un dominio D de funciones continuas ϕ tales que ϕ′ (0+) − ϕ′ (0−) = mαϕ (0)
[3, 37]. Sin embargo, el caso con β ̸= 0 se especifica por las siguientes condiciones en el origen

(
ϕ (0+)
ϕ′ (0+)

)
=

(
1+mβ
1−mβ 0

− 2αm
1−m2β2

1−mβ
1+mβ

)(
ϕ (0−)
ϕ′ (0−)

)
.

En el cálculo de los estados ligados se considera la simetría de la gráfica de la función de onda y la continuidad
haciendo variaciones de los parámetros α, β y observando su comportamiento. Por otra parte, al abordar
los estados de dispersión se calculan los coeficientes de transmisión T y reflexión R definidos a partir de la
relación matricial (

T
ikT

)
=

(
1+mβ
1−mβ 0

− 2αm
1−m2β2

1−mβ
1+mβ

)(
1 +R

ik (1−R)

)
.

Finalmente, se analizan varios casos particulares desde esta perspectiva matricial.
Por otra parte, en [31] se considera el estudio de las interacciones puntuales como casos límite de pertur-

baciones de los operadores de Schrödinger. En este trabajo plantean la construcción de modelos para la física
de estado sólido que incluyen interacciones puntuales en los sólidos cristalinos donde se pueden especificar
las condiciones de frontera que establecen las perturbaciones y construir el Hamiltoniano correspondiente.

Los operadores de Schrödinger con interacciones singulares pueden abordarse de manera formal, pero
también pueden definirse de manera rigurosa como extensiones auto-adjuntas de ciertos operadores adecuados
sometidos a condiciones en la frontera especificadas en los puntos donde se encuentran las interacciones. Esto
quedó claro por la aportación del artículo de Berezin y Faddeev [11], lo que en la mayoría de las situaciones
prácticas equivale a la elección de las condiciones de frontera adecuadas.

Posteriormente en [26] estudian un potencial cuadrado de profundidad infinita con perturbaciones singu-
lares en dos casos: cuando la perturbación está centrada en el origen es decir r = 0 y fuera de él −1 < r < 1.
El Hamiltoniano está expresado como

H = H0 +W (x)

donde
H0 =

d2

dx2
+ V0 (x) , V0 (x) =

{
0, |x| < c,
∞, |x| ≥ c,

y W (x) es una perturbación singular dada por

W (x) = −αδ (x− rc) + βδ′ (x− rc) , −1 < r < 1, r ̸= 0.

La ecuación que da los valores de energía del sistema la obtienen por dos métodos: la función de Green y
la integración del Hamiltoniano. Cuando la perturbación está localizada en r = 0 los niveles de energía con
la función de onda impar permanecen invariables y aquellos con la función de onda par disminuyen. Si el
potencial singular está localizado en −1 < r < 1, entonces todos los niveles de energía sufren un cambio.

En el artículo [27] se analizan dos sistemas cuánticos con perturbaciones singulares y se calculan sus
correspondientes energías: el primer sistema consiste en un potencial singular unidimensional inmerso en un
campo eléctrico constante; el segundo consiste del oscilador armónico con una perturbación. Para el primer
caso se encuentran los estados ligados por medio de la función de Green, mientras que para el segundo se
usa la integración directa de la ecuación de Schrödinger y la función de Green. En el caso del sistema con el
oscilador armónico se puede observar que si el valor de la energía del oscilador es mayor, más pequeño será
el efecto de la perturbación. Este tipo de potenciales ha sido abordado en la literatura en otros trabajos (ver
e. g., [42]).
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1.3. Estado del Arte

En [40] emplean potenciales δ′ para el modelado de grafos cuánticos. La razón de utilizar estos potenciales
es por sus potenciales aplicaciones en el análisis de estructuras periódicas de materiales semiconductores [36].
La idea de investigar partículas cuánticas confinadas en un grafo se originó con el estudio de modelos de
electrones libres en moléculas orgánicas [44, 45, 48]. Entre los sistemas que se modelaron con éxito mediante
el uso de grafos cuánticos se tienen redes de guías de ondas acústicas y electromagnéticas [23], sistemas
cuánticos mesoscópicos [33], entre otros. El componente esencial de tales modelos de grafos es el acoplamiento
de la función de onda en los vértices.

Otro de los artículos que es importante considerar es [16] donde consideran el problema de la construcción
de una extensión auto-adjunta de un operador de Schrödinger unidimensional con interacciones dentro de
un conjunto Γ de medida de Lebesgue cero. En este caso la forma que tienen las condiciones de frontera
ante diferentes potenciales puntuales como tipo δ, δ′ y el potencial δ magnético, es representada en forma
matricial como mostramos a continuación. Para un potencial δ con intensidad α las condiciones de frontera
que se establecen están dadas por

ϕ
(
x+
0

)
− ϕ

(
x−
0

)
= 0,

ϕ′ (x+
0

)
− ϕ′ (x−

0

)
=
α

2

(
ϕ
(
x+
0

)
+ ϕ

(
x−
0

))
,

donde ϕ es una función en general discontinua en el punto x0 donde se localiza la interacción, en este caso la
matriz Λ de condiciones de frontera tiene la forma

Λ =

(
1 0
α 1

)
.

Al considerar un potencial δ′ de intensidad β las condiciones de frontera que se establecen son

ϕ′ (x0 + 0)− ϕ′ (x0 − 0) = 0,

ϕ (x0 + 0)− ϕ (x0 − 0) =
β

2
(ϕ′ (x0 + 0) + ϕ′ (x0 − 0)) ,

y la matriz Λ correspondiente es

Λ =

(
1 β
0 1

)
.

El potencial δ′ de intensidad γ está definido por las condiciones de frontera

ϕ (x0 + 0)− ϕ (x0 − 0) =
γ

2
(ϕ (x0 + 0) + ϕ (x0 − 0)) ,

ϕ′ (x0 + 0)− ϕ′ (x0 − 0) =− γ

2
(ϕ′ (x0 + 0) + ϕ′ (x0 − 0)) ,

la matriz toma la forma

Λ =

(
2+γ
2−γ 0

0 2−γ
2+γ

)
.

Por último para el potencial delta magnético con intensidad µ las condiciones de frontera son

ϕ (x0 + 0)− ϕ (x0 − 0) =
iµ

2
(ϕ (x0 + 0) + ϕ (x0 − 0)) ,

ϕ′ (x0 + 0)− ϕ′ (x0 − 0) =
iµ

2
(ϕ′ (x0 + 0) + ϕ′ (x0 − 0)) .

Una forma equivalente de las condiciones de frontera para el potencial delta magnético es

ϕ (x0 + 0) = eiηϕ (x0 − 0) , ϕ′ (x0 + 0) = eiηϕ′ (x0 − 0) ,

donde µ
2 = tan η

2 . La matriz Λ en este caso es

Λ = eiηI,

12



Capítulo 1. Introducción

donde I es la matriz identidad. A partir de cada uno de estos casos en el artículo se enfocan a las propiedades
espectrales de cada potencial y de las condiciones en la frontera que establecen.

En el artículo [2] realizan una discusión acerca de los estados ligados y de dispersión de un potencial
que consiste en un pozo formado por dos deltas de Dirac. Por una parte, el espectro discreto no presenta
unicamente estados ligados, sino también resonancias. Por otra, las energías donde la transmisión es perfecta
los cuales resultan ser una propiedad critica de los casos simétricos están relacionados con los eigen-valores de
estados pares. En los casos cuando el coeficiente de reflexión es distinto de cero se ha denominado anomalía
de umbral [38].

En el artículo [37] se aborda el problema de los operadores de Schrödinger unidimensionales auto-adjuntos
con interacciones puntuales y se consideran las extensiones auto-adjuntas del operador menos segunda deri-
vada. Aquí realizan un estudio acerca de las características de la familia de cuatro parámetros considerando
la teoría de distribuciones que describe toda clase de perturbaciones auto-adjuntas. Está demostrado que el
conjunto de todas las perturbaciones auto-adjuntas del operador segunda derivada coinciden con la familia de
operadores con las interacciones singulares. El problema es tratado con arreglos matriciales siendo ésta una de
las aportaciones más importantes de este artículo. La consideración para un número infinito de interacciones
puntuales ha sido investigada en [3, 50]. Acerca de la interpretación de la familia de parámetros se realiza
una consideración relacionada con los coeficientes de los potenciales δ y δ′ que definen la fuerza del campo
de Gauge con singularidad localizado en el origen [37].

1.4. Planteamiento del problema
Consideremos el operador formal de Schrödinger

S0 = − d2

dx2
+ qr (x) + qs (x) , x ∈ R,

donde qr ∈ L ∞ (R) representa un potencial regular, qs ∈ D ′ (R) representa un potencial singular con soporte
en 0 definido como

qs (x) = αδ (x) + βδ′ (x) , α,β ∈ R.
Un dominio del operador S0 debe de consistir de aquellas funciones u ∈ L 2 (R) tal que S0u ∈ L 2 (R).
Esta condición se satisface en particular si u ∈ C∞

0 (R \ {0}) = {u ∈ C∞
0 (R : supp u ∈ R \ {0})} y no se

satisface para una función u ∈ C∞
0 arbitraria. Por lo tanto, es natural considerar extensiones del operador

de Schrödinger formal S0 con un potencial singular qs que actúa sobre funciones discontinuas. Sea

D0 (R) := C∞
0

(
R+

)
⊕ C∞

0

(
R−
)

donde R+ = {x ∈ R : x > 0}, R− = {x ∈ R : x < 0}, C∞
0

(
R±
)

es el espacio de funciones en C∞
0 con

restricciones en R±, respectivamente. En el espacio D0 (R) las distribuciones δ, δ′ se extienden de la siguiente
manera

δ̃ (u) =
1

2
(u+ + u−) (1.4.1a)

δ̃′ (u) = −1

2

(
u′
+ + u′

−
)

(1.4.1b)

donde u± := ĺımx→0± u (x), u′
± := ĺımx→0± u′ (x), se puede ver que δ̃ (u) = δ (u), δ̃′ (u) = δ′ (u) a condición

de que u ∈ C∞
0 (R).

Sea u ∈ D0 (R). Diferenciando dos veces u en el sentido de las distribuciones obtenemos

u′′ = {u′′}+ [u′]0 δ + [u]0 δ
′ (1.4.2)

donde {u′′} coincide con la derivada usual fuera del punto 0, y donde [u]0 := u+ − u−, [u′]0 := u′
+ − u′

−
representan los saltos de la función y su derivada en el punto 0, respectivamente.

Las fórmulas (1.4.1) y (1.4.2) implican que si u ∈ D0 (R), entonces

S0u = − {u′′}+ Vr − [u′]0 δ − [u]0 δ
′ + αδ (u)− βδ′ (u) (1.4.3)
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1.4. Planteamiento del problema

donde
αδ (u) = αu (0) δ =

α

2
(u+ − u−) δ,

y además

βδ′ (u) = −βu′ (0) δ′ = −β
2

(
u′
+ − u′

−
)
δ′.

Al agrupar los términos que involucran a δ y δ′ en (1.4.3) tenemos

− [u′]0 δ + αδ (u) =
(
−
(
u′
+ − u′

−
)
+
α

2
(u+ − u−)

)
δ,

y

− [u]0 δ
′ + βδ′ (u) =

(
− (u+ − u−)−

β

2

(
u′
+ − u′

−
))

δ′.

Para que S0u ∈ L 2 (R) se necesitan que los términos anteriores se anulen, esto da lugar al siguiente sistema
de ecuaciones

−u′
+ + u′

− +
α

2
(u+ − u−) =0, (1.4.4)

−u+ + u− − β

2

(
u′
+ − u′

−
)
=0. (1.4.5)

Resolviendo el sistema para u− y u′
− llegamos a las siguientes expresiones

u′
+ =

αu− +
(
1− αβ

4

)
u′
−

1 + αβ
4

,

u+ =

(
1− αβ

4

)
u− − βu′

−

1 + αβ
4

.

Por lo tanto S0u ∈ L 2 (R) si y sólo si u se rige por las siguientes condiciones en el punto 0
(

u+

u′
+

)
=

1

1 + αβ
4

A0

(
u−
u′
−

)
, αβ ̸= −4,

donde A0 es una matriz de 2× 2 dada por

A0 =

(
1− αβ

4 −β
α 1− αβ

4

)
.

Si qs = αδ entonces la matriz correspondiente es A0 =

(
1 0
α 1

)
, mientras que si qs = βδ′ la matriz

correspondiente sería A0 =

(
1 −β
0 1

)
. Al considerar la extensión del operador nos permite modelar, por

ejemplo, en electrodinámica la densidad de carga de un dipolo, además de esta manera la matriz de condiciones
de frontera correspondiente involucra una situación física, por ejemplo, en la matriz correspondiente con el
potencial delta de Dirac las condiciones en frontera involucran la continuidad de la función, y el salto α en su
derivada; al considerar las condiciones de frontera apropiadas a este potencial puntual podemos determinar la
probabilidad de que una partícula se refleje o tunelice a través de un potencial, también se pueden construir
funciones de onda que se concentran alrededor del punto donde se localizan las interacciones, con la condición
de salto en la derivada podemos representar el flujo de probabilidad. Al considerar un potencial periódico
formado por un combo de deltas de Dirac, podemos llegar al modelo de Kroning-Penney.

El operador no-acotado HA0 en L 2 (R) asociado con el operador formal de Schrödinger S0 está definido
por el operador HA0 = −u′′ + qr en R \ {0} con dominio

Dom (HA0) =

{
u ∈ H2 (R \ {0}) :

(
u+

u′
+

)
=

1

1 + αβ
4

A0

(
u−
u′
−

)}
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Capítulo 1. Introducción

Figura 1.4.1. Representación de potenciales continuos a trozos e interacciones puntuales.

donde H2 (R \ {0}) = H2 (R+) ⊕ H2 (R−) y H2 (R±) es el espacio de Sobolev en R±. El operador HA0 es
auto-adjunto en L 2 (R) si y sólo si qr es una función real-valuada y detA0 = 1. El siguiente teorema expresa
este resultado.

Teorema 1.6 ([37]). Sea qr ∈ L ∞ (R) un potencial regular, sea la matriz A0 =

(
α11 α12

α21 α22

)
real tal que

detA0 = 1. Entonces el operador H0 = u′′ + qr en R \ {0} con dominio

Dom (H0) =

{
u ∈ H2 (R \ {0}) :

(
u+

u′
+

)
= A0

(
u−
u′
−

)}

es auto-adjunto en L 2 (R).

El resultado de este teorema sigue siendo válido para los operadores de Schrödinger H{A1,...,AN} definidos
por los operadores de Schrödinger HA0 = −u′′ + qr en R \ {h1, . . . , hN} donde hi (i = 1, . . . ,N) representan
los puntos donde se localizan las interacciones. El dominio del operador es

Dom
(
H{A1,...,AN}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, . . . , hN}) :

(
ui,+

u′
i,+

)
= Ai

(
ui,−
u′
i,−

)
, i = 1, . . . ,N

}

donde Ai =

(
α(i)
11 α(i)

12

α(i)
21 α(i)

22

)
son matrices reales con detAi = 1 [37].

Existen problemas de la Física que involucran interacciones puntuales que algunas veces se reducen a
ecuaciones unidimensionales como en el caso de Schrödinger, Helmholtz, entre otros. Consideremos la Figura
1.4.1 donde las flechas representan las interacciones puntuales que se encuentran en los extremos de los
intervalos que define el potencial continuo a trozos

qr (x) =

{
q0 (x) , h1 < x < hN ,

0, en otro caso.

1.5. Aportaciones de la tesis
Elaboración de un método matricial recursivo que involucra matrices de monodromía para resolver
problemas espectrales unidimensionales relacionados con el operador de Schrödinger.

Implementación del método de series de potencias del parámetro espectral (método SPPS) para el
cálculo de las matrices de monodromía.

Cálculo de una relación matricial que permita obtener una expresión apropiada para la ecuación de
dispersión de los problemas de eigen-valores asociados a los operadores de Schrödinger con interacciones
puntuales.

Desarrollo de métodos numéricos para el análisis del espectro de los operadores de Schrödinger con
interacciones puntuales.
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1.6. Contenido de esta tesis

1.6. Contenido de esta tesis
En este trabajo consideramos un problema que involucra al operador de Schrödinger con interacciones

puntuales. Se obtiene un método matricial recursivo que permita encontrar los estados ligados del problema
en el espacio L 2 (R \ {h1, . . . , hN}).

El esquema de esta Tesis es el siguiente:

Capítulo 1. Realizamos el planteamiento del problema, establecemos el objetivo general y los objetivos
particulares de la Tesis así como la aportación de ésta. Establecemos notaciones importantes que usamos
a lo largo del trabajo.

Capítulo 2. Presentamos los resultados de la búsqueda de artículos de investigación relacionados con el
tema, para conocer la forma en la que han sido abordados problemas relacionados para determinar el
espectro discreto de los operadores de Schrödinger con interacciones puntuales.

Capítulo 3. Establecemos los antecedentes teóricos necesarios para esta Tesis.

Capítulo 4. Obtenemos un método matricial recursivo para encontrar la ecuación de dispersión del problema
planteado, a partir de considerar las relaciones matriciales existentes en los problemas con una, dos y
finalmente N discontinuidades que provienen de las condiciones de frontera puntuales que establece el
potencial singular. Además, mostramos cómo es la construcción del método para dos casos particulares
cuando las restricciones de la solución de la ecuación de Schrödinger involucran soluciones generales
exactas y el caso más general en donde usamos el método de series de potencias del parámetro espectral
(SPPS) para encontrar las restricciones de la solución ante potenciales regulares arbitrarios. Para el
cálculo de la ecuación de dispersión hacemos uso de un método matricial recursivo que involucra matrices
de monodromía.

Capítulo 5. Mostramos resultados numéricos con distintos potenciales regulares y con diferentes condiciones
de frontera matriciales que involucran interacciones puntuales tipo delta de Dirac δ ó su primera derivada
δ′. Así como las posibles interpretaciones físicas que pueden tener.

Capítulo 6. Presentamos las conclusiones de esta Tesis y el trabajo a futuro.

Capítulo 7. Finalmente, mostramos los productos desarrollados y el trabajo que presentamos en el XVI
Congreso Nacional de Ingeniería Electromecánica y de Sistemas.
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Capítulo 2

Análisis de los estados ligados

Antes de comenzar recordemos que la representación matricial que proponemos nos permite abordar
diferentes problemas con interacciones puntuales, como se muestra en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.1. En el caso de tener un potencial singular que involucra una interacción tipo delta de Dirac

qs (x) = α0δ (x) , α0 < 0,

la matriz que representa a los coeficientes de las condiciones de frontera toma la forma

A0 =

(
1 0

−α0 1

)
.

Es fácil de ver esto al integrar la ecuación diferencial

− d2

dx2
u (x) + α0δ (x)u (x) = λu (x)

en una vecindad (−ϵ, ϵ) del cero

−
∫ ϵ

−ϵ

d

dx

(
d

dx
u (x)

)
dx+ α0

∫ ϵ

−ϵ
δ (x)u (x) dx = λ

∫ ϵ

−ϵ
u (x) dx,

−
∫ ϵ

−ϵ
d

(
d

dx
u (x)

)
+ α0u (0) = λ

∫ ϵ

−ϵ
u (x) dx.

La integral del lado izquierdo se reduce a

−
∫ ϵ

−ϵ
d

(
d

dx
u (x)

)
= − d

dx
u (x)

∣∣∣∣
ϵ

−ϵ

= −u′ (ϵ) + u′ (−ϵ) .

En el límite cuando ϵ→ 0 se observa que la derivada u′ tiene un salto x = 0

−u′ (0+
)
+ u′ (0−

)
+ α0u (0) = λ ĺım

ϵ→0

∫ ϵ

−ϵ
u (x) dx,

donde la integral del lado derecho se anula por la continuidad de u en x = 0, es decir,

−u
(
0+
)
+ u

(
0−
)
= 0.

Se obtiene por lo tanto el siguiente sistema de ecuaciones

−u′ (0+
)
+ u′ (0−

)
=− α0u (0) ,

−u
(
0+
)
+ u

(
0−
)
=0,

el cual se puede representar en forma matricial como sigue
(

u (0+)
u′ (0+)

)
=

(
1 0

−α0 1

)(
u (0−)
u′ (0−)

)
,

de donde se obtiene la matriz A0.

17



Figura 2.0.1. Representación de un medio estratificado con tres planos de discontinuidad.

Ejemplo 2.2. En la mecánica cuántica las condiciones de frontera a las que está sometida una onda de
probabilidad ψ descrita por la ecuación de Schrödinger estacionaria cuando interactúa con un potencial
V (x) acotado el cual tiene un punto de discontinuidad en x = hi son [30]

ψ
(
h+
i

)
=ψ

(
h−
i

)
,

ψ′ (h+
i

)
=ψ′ (h−

i

)
.

Estas condiciones se obtienen de integrar la ecuación de Schrödinger en una vecindad de x = hi, tal como se
hizo en el ejemplo anterior. Estas condiciones se pueden representar por la matriz de coeficientes

Ai =

(
1 0
0 1

)
.

Ejemplo 2.3. Consideremos el caso de las condiciones en la frontera del campo electromagnético en la
interfaz de dos medios dieléctricos denotamos por I y II

(EI −EII)× n =0, (DI −DII) · n =0,

(HI −HII)× n =0, (BI −BII) · n =0,

donde n es un vector normal a la superficie que separa los dos medios, además E, H representan las inten-
sidades de los campos eléctrico y magnético, respectivamente, y D, B son sus correspondientes densidades
de flujo. Consideremos un medio estratificado a lo largo de la dirección x de un sistema de coordenadas
rectangulares. Sea x = h un plano de discontinuidad entre dos estratos dieléctricos diferentes, ver la Figura
2.0.1, entonces las condiciones en la frontera del campo electromagnético se convierten en

u
(
h+
)
=u
(
h−) ,

ν2u
′ (h+

)
=ν1u

′ (h−) ,

donde u representa la componente Ey del campo eléctrico E, o la componente Hy del campo magnético H. En
la descripción del campo eléctrico los coeficientes ν2 y ν1 representan a µ−1 (h+) y µ−1 (h−), respectivamente;
mientras que en la descripción del campo magnético los coeficientes ν2 y ν1 corresponde a ϵ−1 (h+) y ϵ−1 (h−),
respectivamente. Estas condiciones de frontera pueden representarse por la matriz de coeficientes

A =

(
1 0
0 ν1/ν2

)
.

A continuación consideramos el análisis de los estados ligados (modos guiados en el caso electromagnético)
de un sistema cuántico descrito por la ecuación formal unidimensional de Schrödinger

S0 = − d2

dx2
+ qr (x) + qs (x) , x ∈ R
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libre de unidades, donde qs es un potencial singular descrito por distribuciones de primer orden y donde qr
es un potencial regular acotado. Asociado a este operador se determinará un operador no-acotado H auto-
adjunto en L 2 (R) con base en las condiciones puntuales que establece el potencial singular. Posteriormente se
establecerá un problema de eigen-valores los cuales representan las energías permitidas del sistema cuántico,
y cuyas eigen-funciones normalizadas correspondientes representan las amplitudes de probabilidad de los
estados ligados. El objetivo de este capítulo es obtener la ecuación de dispersión que permite calcular los
eigen-valores de un problema dado. El problema se aborda primeramente considerando un potencial regular
nulo, el cual se resuelve en la Sección 2.1, posteriormente se considera que el potencial regular tiene una forma
escalonada tal como se aborda en la Sección 2.2, finalmente, se considera un potencial regular arbitrario
definido por una función acotada y el problema se resuelve por medio del uso de matrices de monodromía
como se observa en la Sección 2.3.

2.1. Problema de eigen-valores con un potencial regular nulo
En esta sección se considera que el potencial regular es nulo, es decir, qr (x) ≡ 0, de tal forma que la

interacción de la onda cuántica se realiza únicamente por medio de las interacciones puntuales definidas en
el problema por el potencial singular. En la subsección 2.1.1 se analiza una sola interacción; posteriormente
en la subsección 2.1.2 se consideran dos interacciones puntuales; en la subsección 2.1.3 generalizamos los
resultados para un problema con N interacciones puntuales. Finalmente, en la subsección 2.1.4 realizamos la
normalización de las eigen-funciones obtenidas.

2.1.1. Caso para una interacción puntual
Consideremos sólo una discontinuidad localizada en el punto x = h1 como se muestra en la Figura 2.1.1 en

donde representamos la interacción puntual localizada en el punto mediante una flecha que es la representación
que encontramos con más frecuencia para las interacciones tipo delta de Dirac.

Figura 2.1.1. Potencial singular qs con soporte en h1 y potencial regular qr nulo en el resto del eje.

El operador no-acotado asociado con la ecuación de Schrödinger S0 es

HA1 = − d2

dx2
, x ∈ R \ {h1} .

En el punto de discontinuidad las condiciones de frontera se representan en forma matricial como
(

uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)
, (2.1.1)

de tal forma que el dominio del operador HA1 está definido de la siguiente manera

Dom (HA1) =

{
u ∈ H2 (R \ {h1}) :

(
uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)}
,

donde uI representa la restricción de la solución de la ecuación diferencial (2.1.2) en la región (−∞, h1) y uII

representa la restricción de la solución de la ecuación en la región (h1,∞). La matriz de coeficientes asociada
con la discontinuidad en el punto x = h1 es

A1 =

(
α(1)
11 α(1)

12

α(1)
21 α(1)

22

)
,
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donde asumimos que los coeficientes α(1)
jk son reales tales que detA1 = 1. Consideremos la ecuación que

involucra eigen-valores
HA1u = λu, u ∈ Dom (HA1) , (2.1.2)

siendo λ ∈ R el parámetro espectral. Como el operador HA1 es auto-adjunto, su espectro es real 1.6. Sea
λ = −k2, donde k > 0, entonces en las regiones (−∞, h1) y (h1,∞) se tienen dos soluciones linealmente
independientes de tipo e±kx, de modo que las soluciones generales tienen la forma siguiente

uI (x) =c1e
kx + d1e

−kx, −∞ < x < h1,

uII (x) =c2e
kx + d2e

−kx, h1 < x < ∞,

donde c1, c2, d1, d2 son coeficientes arbitrarios. Al evaluar las soluciones anteriores y sus derivadas en el
punto x = h1 se tiene

uI (h1) =c1e
kh1 + d1e

−kh1 ,

uII (h1) =c2e
kh1 + d2e

−kh1 ,

u′
I (h1) =k

(
c1e

kh1 − d1e
−kh1

)
,

u′
II (h1) =k

(
c2e

kh1 − d2e
−kh1

)
,

y al sustituir en (2.1.1) obtenemos
(

ekh1 e−kh1

kekh1 −ke−kh1

)(
c2
d2

)
= A1

(
ekh1 e−kh1

kekh1 −ke−kh1

)(
c1
d1

)
,

al considerar la forma explicita de la matriz A1 se llega a la siguiente ecuación matricial

(
c2
d2

)
=

(
ekh1 e−kh1

kekh1 −ke−kh1

)−1
(
α(1)
11 α(1)

12

α(1)
21 α(1)

22

)(
ekh1 e−kh1

kekh1 −ke−kh1

)(
c1
d1

)
, (2.1.3)

de la multiplicación de las tres primeras matrices del lado derecho, resulta
(

c2
d2

)
=

1

2k
M1

(
c1
d1

)
, (2.1.4)

donde M1 es una matriz cuadrada

M1 (k) =

(
m(1)

11 (k) m(1)
12 (k)

m(1)
21 (k) m(1)

22 (k)

)

y sus entradas están dadas explícitamente como funciones de k por

m(1)
11 (k) =α(1)

21 + k
(
α(1)
11 + α(1)

22 + α(1)
12 k

)
,

m(1)
12 (k) =e−2kh1

(
α(1)
21 − k

(
−α(1)

11 + α(1)
22 + α(1)

12 k
))

,

m(1)
21 (k) =e2kh1

(
−α(1)

21 + k
(
α(1)
11 − α(1)

22 + α(1)
12 k

))
,

m(1)
22 (k) =− α(1)

21 + k
(
α(1)
11 + α(1)

22 − α(1)
12 k

)
.

Las soluciones que pertenecen a H2 (R \ {h1}) se consiguen al tomar c2 = 0 y d1 = 0. Esto transforma la
ecuación matricial en

(
0
d2

)
=

1

2k

(
m(1)

11 m(1)
12

m(1)
21 m(1)

22

)(
c1
0

)
=

1

2k

(
m(1)

11

m(1)
21

)
.
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Esta relación permite obtener la ecuación de dispersión del problema, es decir, la ecuación que define los
eigen-valores del problema. Sea κ (k) una función definida como

κ (k) = α(1)
21 + k

(
α(1)
11 + α(1)

22 + α(1)
12 k

)
, (2.1.5)

la cual coincide con la entrada m(1)
11 de la ecuación matricial anterior. En este caso la ecuación de dispersión del

problema es κ (k) = 0. Podemos ver que la ecuación de dispersión corresponde con un polinomio cuadrático

α(1)
21 + k

(
α(1)
11 + α(1)

22

)
+ α(1)

12 k
2 = 0, α(1)

12 ̸= 0

y sus soluciones se obtienen en forma explicita como sigue

k =
−
(
α(1)
11 + α(1)

22

)
±
√(

α(1)
11 + α(1)

22

)2
− 4α(1)

12 α
(1)
21

2α(1)
12

,

De estas dos soluciones se debe elegir aquella solución k0 que satisfaga k0 > 0. El eigen-valor asociado a
k0 > 0 es λ0 = −k20, y la eigen-función correspondiente es

u0 (x) =

{
ek0x, −∞ < x < h1,

d2e−k0x, h1 < x < ∞,

donde
d2 = e2k0h1

(
−α(1)

21 + k0
(
α(1)
11 − α(1)

22 + α(1)
12 k0

))
.

Más adelante abordamos la normalización de esta eigen-función.

2.1.2. Caso para dos interacciones puntuales
Consideremos ahora que existen dos puntos de discontinuidad, el punto x = h1 considerado en la sección

anterior y un nuevo punto x = h2, tal como se muestra en la Figura 2.1.2.

Figura 2.1.2. Potencial singular con soporte en los puntos x = h1 y x = h2, donde el potencial regular qr (x) = 0,
x ∈ R \ {h1, h2}.

El operador no-acotado asociado con el operador de Schrödinger S0 es

H{A1,A2} = − d2

dx2
, x ∈ R \ {h1, h2} ,

donde las condiciones de frontera en los puntos h1 y h2 tienen la forma matricial
(

uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)
,

(
uIII (h2)
u′
III (h2)

)
= A2

(
uII (h2)
u′
II (h2)

)
. (2.1.6)

Entonces el dominio del operador H{A1,A2} se expresa por el conjunto de funciones

Dom
(
H{A1,A2}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, h2}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, 2

}
.
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De esta manera uI denota la restricción de la solución para el intervalo (−∞, h1), uII es la restricción de la
solución correspondiente al intervalo (h1, h2), y uIII corresponde a la restricción en el intervalo (h2,∞). Las
matrices Ai asociadas con las interacciones en los puntos x = h1 y x = h2, son

A1 =

(
α(1)
11 α(1)

12

α(1)
21 α(1)

22

)
, A2 =

(
α(2)
11 α(2)

12

α(2)
21 α(2)

22

)
,

donde asumimos que los coeficientes α(i)
jk son reales tales que detA1 = 1 y detA2 = 1. Consideremos la

ecuación que involucra eigen-valores

H{A1,A2}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,A2}

)
. (2.1.7)

Busquemos soluciones que pertenezcan a Dom
(
H{A1,A2}

)
para la ecuación diferencial (2.1.7). Sea λ = −k2,

de modo que buscamos los eigen-valores y eigen-funciones de la ecuación diferencial. En cada región se tienen
dos soluciones linealmente independientes de tipo e±kx, entonces las soluciones generales de las tres regiones
tienen la forma siguiente

uI (x) =c1e
kx + d1e

−kx, −∞ < x < h1,

uII (x) =c2e
kx + d2e

−kx, h1 < x < h2,

uIII (x) =c3e
kx + d3e

−kx, h2 < x < ∞,

donde c1, c2, c3, d1, d2, d3 son coeficientes arbitrarios. En la subsección anterior se calcularon los coeficientes
c2 y d2 en términos de c1 y d1. Ahora calcularemos los coeficientes c3 y d3 en términos de c2 y d2, y
aprovecharemos la representación matricial de las soluciones para finalmente expresar los coeficientes c3 y d3
en términos de c1 y d1. Nuestro objetivo es llegar a una relación recursiva en donde expresemos los coeficientes
en un punto de discontinuidad dado en términos de los coeficientes de la primera discontinuidad. Al evaluar
las soluciones uII y uIII, y sus derivadas en el punto x = h2 se tiene

uII (h2) =c2e
kh2 + d2e

−kh2 ,

uIII (h2) =c3e
kh2 + d3e

−kh2 ,

u′
II (h2) =k

(
c2e

kh2 − d2e
−kh2

)
,

u′
III (h2) =k

(
c3e

kh2 − d3e
−kh2

)
,

y al sustituir en (2.1.6) obtenemos
(

c3ekh2 + d3e−kh2

kc3ekh2 − kd3e−kh2

)
= A2

(
c2ekh2 + d2e−kh2

kc2ekh2 − kd2e−kh2

)
,

lo cual permite representar los coeficientes c3 y d3 en términos de c2 y d2 en forma matricial. Al hacer
operaciones matriciales se llega a lo siguiente

(
c3
d3

)
=

(
ekh2 e−kh2

kekh2 −ke−kh2

)−1
(
α(2)
11 α(2)

12

α(2)
21 α(2)

22

)(
ekh2 e−kh2

kekh2 −ke−kh2

)(
c2
d2

)
.

De la multiplicación de las tres primeras matrices del lado derecho, obtenemos
(

c3
d3

)
=

1

2k
M2

(
c2
d2

)
, (2.1.8)

donde las entradas de la matriz M2 son

m(2)
11 (k) =α(2)

21 + k
(
α(2)
11 + α(2)

22 + α(2)
12 k

)
,

m(2)
12 (k) =e−2kh2

(
α(2)
21 − k

(
−α(2)

11 + α(2)
22 + α(2)

12 k
))

,

m(2)
21 (k) =e2kh2

(
−α(2)

21 + k
(
α(2)
11 − α(2)

22 + α(2)
12 k

))
,

m(2)
22 (k) =− α(2)

21 + k
(
α(2)
11 + α(2)

22 − α(2)
12 k

)
.
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Recordemos que los coeficientes c3 y d3 están expresados en términos de c1 y d1, dados por (2.1.4), por
lo tanto al acoplar esta expresión con (2.1.8) obtenemos una forma de calcular los coeficientes c3 y d3 en
términos de c1 y d1, es decir (

c3
d3

)
=

1

4k2
M2M1

(
c1
d1

)
.

Con el objeto de que la solución de la ecuación de Schrödinger (2.1.7) pertenezca al espacio H2 (R \ {h1, h2})
se necesita que c3 = 0 y d1 = 0. Esto convierte la ecuación anterior en

(
0
d3

)
=

1

4k2
M2M1

(
c1
0

)
=

1

4k2

(
m(2)

11 m
(1)
11 +m(2)

12 m
(1)
21 m(2)

11 m
(1)
12 +m(2)

12 m
(1)
22

m(2)
21 m

(1)
11 +m(2)

22 m
(1)
21 m(2)

21 m
(1)
12 +m(2)

22 m
(1)
22

)(
c1
0

)
.

De esta ecuación matricial resulta la relación de dispersión κ (k) = 0 del problema con dos discontinuidades,
donde la función κ está definida por

κ (k) = m(2)
11 (k)m(1)

11 (k) +m(2)
12 (k)m(1)

21 (k) .

Sea ki un cero de la ecuación κ (k) = 0, entonces el eigen-valor asociado es λi = −k2i y la eigen-función
correspondiente toma la siguiente forma

ui (x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ekix, −∞ < x < h1,

c2ekix + d2e−kix, h1 < x < h2,

d3e−kix, h2 < x < ∞.

donde los coeficientes c2, d2 y d3 son calculados de manera explicita a partir de la ecuación matricial anterior.

2.1.3. Caso para N interacciones
Considerando ahora el caso de N interacciones puntuales localizadas en los puntos h1, . . . , hN como

podemos ver en la Figura 2.1.3.

Figura 2.1.3. Representación para un potencial singular con soporte en el conjunto de puntos {h1, . . . , hN}.

El operador no-acotado asociado al operador de Schrödinger S0 se define como

H{A1,...,AN} = − d2

dx2
, x ∈ R \ {h1, . . . , hN}

donde (
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)

representan las condiciones en frontera en cada punto hi (i = 1, . . . , N). Las entradas de las matrices Ai

asociadas a los puntos hi son números reales tales que detAi = 1 (i = 1, . . . , N).
El dominio del operador H{A1,...,AN} está dado como

Dom
(
H{A1,...,AN}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, . . . , hN}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, . . . , N

}
,
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donde u
(
h+
i

)
representa la restricción de la solución a la derecha del punto hi, y u

(
h−
i

)
es la restricción a la

izquierda de hi. Ahora consideremos el problema de eigen-valores

H{A1,...,AN}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,...,AN}

)
, (2.1.9)

donde λ ∈ R es el parámetro espectral que se elije como λ = −k2, k > 0. En este problema el eje real se
divide en N +1 secciones y las correspondientes restricciones de la solución de la ecuación de Schrödinger en
las diferentes secciones se denotan por: u1 de (−∞, h1), u2 en la región de (h1, h2), y así sucesivamente hasta
uN+1 en la región (hN ,∞). Teniendo en cuenta la representación matricial de la subsección anterior se puede
establecer la relación que existe entre los coeficientes en la región (hN ,∞) con los de la región (hN−1, hN ),
es decir (

cN+1

dN+1

)
=

1

2k
MN

(
cN
dN

)
(2.1.10)

donde las entradas de la matriz MN son

m(N)
11 (k) =α(N)

21 + k
(
α(N)
11 + α(N)

22 + α(N)
12 k

)
,

m(N)
12 (k) =e−2khN

(
α(N)
21 − k

(
−α(N)

11 + α(N)
22 + α(N)

12 k
))

,

m(N)
21 (k) =e2khN

(
−α(N)

21 + k
(
α(N)
11 − α(N)

22 + α(N)
12 k

))
,

m(N)
22 (k) =− α(N)

21 + k
(
α(N)
11 + α(N)

22 − α(N)
12 k

)
.

Considerando (2.1.10) como una expresión recursiva podemos observar las siguientes relaciones
(

cN+1

dN+1

)
=

1

2k
MN

(
cN
dN

)
,

(
cN+1

dN+1

)
=

1

4k2
MNMN−1

(
cN−1

dN−1

)
,

...
...

(
cN+1

dN+1

)
=

1

2NkN
MNMN · · ·M1

(
c1
d1

)
.

En el N−ésimo caso el producto de las matrices Mi da lugar a una matriz global que podemos definir de la
siguiente manera

M = MNMN−1MN−2 · · ·M1 =

(
m11 m12

m21 m22

)
.

Con el objeto de que las soluciones pertenezcan al espacio H2 (R \ {h1, . . . , hN}) se necesita que cN+1 = 0 y
d1 = 0. Esto da lugar a la ecuación matricial

(
0

dN+1

)
=

1

2NkN
M

(
c1
0

)
=

c1
2NkN

(
m11

m21

)
.

La igualdad matricial da lugar a la ecuación m11 (k) = 0 que representa la ecuación de dispersión del problema
espectral. Observe que la dependencia de la entrada m11 con el parámetro k está escrita explícitamente.
Definamos la función

κ (k) = m11 (k) ,

la cual es analítica en el plano k-complejo, entonces la ecuación de dispersión del problema puede expresarse
como κ (k) = 0. Por tanto los ceros de esta ecuación ki, que satisfacen ki > 0 están asociados a los eigen-valores
λi del problema espectral de la siguiente manera

λi = −k2i , i = 1, 2 . . .
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y las correspondientes eigen-funciones toman la forma siguiente

ui (x) :=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c1ekix, −∞ < x < h1,

c2ekix + d2e−kix, h1 < x < h2,
...

...
cNekix + dNe−kix, hN−1 < x < hN ,

dN+1e−kix, hN < x < ∞,

(2.1.11)

y donde los coeficientes ci, di se determinan a partir de las relaciones matriciales anteriores.

2.1.4. Normalización de las eigen-funciones

Las eigen-funciones normalizadas de las ecuaciones (2.1.2), (2.1.7) y (2.1.9) que involucran una, dos ó N
discontinuidades, respectivamente, se denotarán como ϕi (x), y se calcularán a partir de las soluciones ui (x)
definidas por la función continua a trozos (2.1.11) donde ki es un cero de la ecuación de dispersión κ (k) = 0
del problema espectral correspondiente. Las eigen-funciones se normalizan considerando la norma del espacio
L 2 (R)

∥u∥L 2 :=

(∫ ∞

−∞
|u (x)|2 dx

)1/2

.

Sea Li la constante de normalización asociada con la eigen-función ui definida en (2.1.11), la cual se calcula
explícitamente por la fórmula

Li :=

(∫ h1

−∞
|ui (x)|2 dx+

∫ h2

h1

|ui (x)|2 dx+ . . .+

∫ ∞

hN

|ui (x)|2 dx
)1/2

.

Entonces las eigen-funciones normalizadas quedan definidas como

ϕi (x) :=
1

Li

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ekix, −∞ < x < h1,

c2ekix + d2e−kix, h1 < x < h2,
...

...
cNekix + dNe−kix, hN−1 < x < hN ,

dN+1e−kix, hN < x < ∞.

2.2. Análisis de los eigen-valores de un sistema con potenciales es-
calonados e interacciones puntuales

En esta sección se considera el operador formal de Schrödinger

S0 = − d2

dx2
+ qr (x) + qs (x) , x ∈ R,

donde qr es un potencial regular constante a trozos, y donde qs representa un potencial singular definido
en términos de interacciones puntuales tales como deltas de Dirac y sus derivadas. Se obtienen la ecuación
de dispersión del problema de eigen-valores y las eigen-funciones correspondientes. En la Subsección 2.2.1
abordamos este problema cuando existe solamente una interacción puntual; después en la Subsección 2.2.2
ampliamos el análisis a dos discontinuidades; y por último, en la Subsección 2.2.3 analizamos el caso cuando
se tiene N interacciones puntuales.

25



2.2. Análisis de los eigen-valores de un sistema con potenciales escalonados e interacciones puntuales

2.2.1. Solución del problema con valores en la frontera ante un punto de dis-
continuidad

Consideremos el caso cuando el potencial singular consiste de una sola interacción puntual con soporte
en el punto x = h1. El potencial regular qr se define por la función constante a trozos

qr (x) =

{
q1, −∞ < x < h1,

q2, h1 < x < ∞,

donde q1 < 0 y q2 < 0 son los niveles que toma el potencial en el eje real, ver Figura 2.2.1.

Figura 2.2.1. Potencial singular qs con soporte en h1 y potencial regular qr con dos niveles diferentes.

El operador no-acotado asociado con el operador S0 es

HA1 = − d2

dx2
+ qr (x) , x ∈ R \ {h1}

y en el punto h1 se establecen las siguientes condiciones en la frontera
(

uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)
, (2.2.1)

donde A1 es la matriz de coeficientes asociada con la interacción puntual en h1 definida como

A1 =

(
α(1)
11 α(1)

12

α(1)
21 α(1)

22

)

la cual satisface detA1 = 1. En las condiciones (2.2.1) las soluciones uI y uII corresponden a las restricciones
de la solución de la ecuación de Schrödinger en las regiones (−∞, h1) y (h1,∞), respectivamente. El dominio
de este operador HA1 es definido como

Dom (HA1) =

{
u ∈ H2 (R \ {h1}) :

(
u
(
h+
1

)

u′ (h+
1

)
)

= A1

(
u
(
h−
1

)

u′ (h−
1

)
)}

.

Consideremos la ecuación que involucra eigen-valores

HA1u = λu, u ∈ Dom (HA1) (2.2.2)

y encontremos las soluciones de este problema (las eigen-funciones) siguiendo un procedimiento similar al
descrito en las subsecciones anteriores. Sea λ = −k2 ∈ R el parámetro espectral. En cada región la ecuación
diferencial tiene dos soluciones linealmente independientes de tipo e±γix, donde γi (k) :=

√
k2 − qi (i = 1, 2)

está asociada al valor del potencial qi. Más precisamente, las soluciones generales en las dos regiones tienen
la forma siguiente

uI (x) =c1e
γ1x + d1e

−γ1x, −∞ < x < h1,

uII (x) =c2e
γ2x + d2e

−γ2x, h1 < x < ∞,
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donde ci, di (i = 1, 2) son coeficientes arbitrarios a determinar. Al evaluar las soluciones anteriores y sus
derivadas en el punto x = h1 se tiene

uI (h1) =c1e
γ1h1 + d1e

−γ1h1 ,

uII (h1) =c2e
γ2h1 + d2e

−γ2h1 ,

u′
I (h1) =γ1

(
c1e

γ1h1 − d1e
−γ1h1

)
,

u′
II (h1) =γ2

(
c2e

γ2h1 − d2e
−γ2h1

)
.

Sustituyendo estas expresiones en (2.2.1) tenemos la ecuación matricial
(

c2eγ2h1 + d2e−γ2h1

γ2
(
c2eγ2h1 − d2e−γ2h1

)
)

= A1

(
c1eγ1h1 + d1e−γ1h1 ,

γ1
(
c1eγ1h1 − d1e−γ1h1

)
)

que se puede expresar de la siguiente manera
(

eγ2h1 e−γ2h1

γ2eγ2h1 −γ2e−γ2h1

)(
c2
d2

)
= A1

(
eγ1h1 e−γ1h1

γ1eγ1h1 −γ1e−γ1h1

)(
c1
d1

)
.

Esto permite que los coeficientes c2, d2 se expresen en términos de los coeficientes c1, d1 como sigue
(

c2
d2

)
=

(
eγ2h1 e−γ2h1

γ2eγ2h1 −γ2e−γ2h1

)−1

A1

(
eγ1h1 e−γ1h1

γ1eγ1h1 −γ1e−γ1h1

)(
c1
d1

)
. (2.2.3)

De acuerdo con la ecuación matricial anterior, es necesario calcular la matriz inversa que se indica en el lado
derecho de la ecuación y realizar los productos matriciales indicados. Después de realizar las operaciones la
ecuación (2.2.3) se puede representar como

(
c2
d2

)
=

1

2γ2
M1

(
c1
d1

)
, (2.2.4)

donde

M1 (k) =

(
m(1)

11 (k) m(1)
12 (k)

m(1)
21 (k) m(1)

22 (k)

)

es una matriz asociada a la discontinuidad en x = h1. Las entradas de la matriz M1 están dadas de manera
explicita como

m(1)
11 (k) =eh1(γ1(k)−γ2(k))

(
α(1)
21 + α(1)

22 γ1 (k) +
(
α(1)
11 + α(1)

12 γ1 (k)
)
γ2 (k)

)
,

m(1)
12 (k) =e−h1(γ1(k)+γ2(k))

(
α(1)
21 − α(1)

22 γ1 (k) +
(
α(1)
11 − α(1)

12 γ1 (k)
)
γ2 (k)

)
,

m(1)
21 (k) =eh1(γ1(k)+γ2(k))

(
−α(1)

21 − α(1)
22 γ1 (k) +

(
α(1)
11 + α(1)

12 γ1 (k)
)
γ2 (k)

)
,

m(1)
22 (k) =e−h1(γ1(k)−γ2(k))

(
−α(1)

21 + α(1)
22 γ1 (k) +

(
α(1)
11 − α(1)

12 γ1 (k)
)
γ2 (k)

)
.

El procedimiento mostrado permite calcular dos de los cuatro coeficientes arbitrarios de las soluciones gene-
rales en las regiones I y II, en efecto la ecuación (2.2.4) determina dos de los coeficientes (c2 y d2) en términos
de los otros dos (c1 y d1). Para determinar los dos coeficientes restantes es necesario aplicar las condiciones
asintóticas en el infinito que establece el espacio H2 (R \ {h1}). Observe que las soluciones obtenidas son del
tipo exponencial, para que satisfagan las condiciones asintóticas en el infinito es necesario que sus exponentes
sean números reales, es decir

γi ∈ R, ⇒ k2 − qi ≥ 0

de otra manera las exponenciales serían oscilatorias y no pertenecerían al espacio H2 (R \ {h1}). Por lo tanto,
es necesario que se satisfagan las siguientes condiciones simultáneamente: k2 − q1 ≥ 0 y k2 − q2 ≥ 0. Esto
implica que

k2 ≥ mı́n {q2, q1} . (2.2.5)
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Si k2 satisface la condición (2.2.5) entonces las soluciones que pertenecen al espacio H2 (R \ {h1}) se obtienen
a partir de fijar los coeficientes c2 = 0 y d1 = 0. Esto conduce a la siguiente ecuación matricial

(
0
d2

)
=

1

2γ2
M1

(
c1
0

)
=

c1
2γ2

(
m(1)

11 (k)

m(1)
21 (k)

)
.

Al igualar entradas correspondientes de la ecuación se obtiene la ecuación de dispersión κ (k) = 0 del problema,
donde κ es una función definida como

κ (k) = α(1)
21 + α(1)

22 γ1 (k) +
(
α(1)
11 + α(1)

12 γ1 (k)
)
γ2 (k) , (2.2.6)

la cual coincide con la entrada m11 (k) de la matriz M1. Los ceros de la ecuación κ (k) = 0 determinan los
eigen-valores del problema espectral.

Observación 2.1. En el caso cuando los niveles del potencial son nulos, es decir, cuando q1 ≡ 0 y q2 ≡ 0
resulta que γ1 y γ2 coinciden con k de modo que la relación de dispersión (2.2.6) en efecto se reduce con la
relación de dispersión (2.1.5) del problema con potencial nulo abordado en la subsección 2.1.1.

Sea ki un cero de la ecuación κ (k) = 0, que satisface la condición (2.2.5). El eigen-valor correspondiente
del problema es λi = −k2i , que está asociado a la eigen-función definida como

ui (x) =

{
eγ1(ki)x, −∞ < x < h1,

d2 (ki) e−γ2(ki)x, h1 < x < ∞,
(2.2.7)

donde
d2 (k) = e−h1(γ1(k)+γ2(k))

(
α(1)
21 − α(1)

22 γ1 (k) +
(
α(1)
11 − α(1)

12 γ1 (k)
)
γ2 (k)

)
.

2.2.2. Solución del problema con valores en la frontera ante dos puntos de dis-
continuidad

Consideremos ahora que existen dos puntos de discontinuidad, el punto x = h1 considerado en la subsec-
ción anterior y un nuevo punto x = h2. En este caso qr está definido como

qr (x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

q1, −∞ < x < h1,

q2, h1 < x < h2,

q3, h2 < x < ∞,

donde q1 < 0, q2 < 0 y q3 < 0 representan los niveles del potencial regular del operador de Schrödinger S0

como podemos ver en la Figura 2.2.2.

Figura 2.2.2. Representación del potencial singular qs y del potencial regular qr constante a trozos.

El operador no-acotado asociado al operador de Schrödinger S0 está dado por

H{A1,A2} = − d2

dx2
+ qr (x) , x ∈ R \ {h1, h2} ,
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las condiciones de frontera en h1 y h2 representadas de forma matricial son
(

uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)
,

(
uIII (h2)
u′
III (h2)

)
= A2

(
uII (h2)
u′
II (h2)

)
, (2.2.8)

donde las entradas de las matrices A1, A2 son tales que detA1 = 1, detA2 = 1. El dominio del operador
H{A1,A2} está definido como

Dom
(
H{A1,A2}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, h2}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, 2

}
.

Consideremos el siguiente problema de eigen-valores

H{A1,A2}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,A2}

)
(2.2.9)

donde λ = −k2 ∈ R es el parámetro espectral, el cual satisface la siguiente condición

k2 ≥ mı́n {q3, q2, q1} . (2.2.10)

Al considerar las soluciones de la ecuación diferencial (2.2.9) el eje real se divide ahora en tres secciones,
de tal forma que la restricción de las soluciones en cada región se denotarán como uI para el intervalo
(−∞, h1), uII para el intervalo (h1, h2), y uIII para el intervalo (h2,∞). Busquemos soluciones que pertenecen
a Dom

(
H{A1,A2}

)
. En cada región la solución general de la ecuación diferencial se compone de dos soluciones

linealmente independientes del tipo e±γix donde γi :=
√
k2 − qi (i = 1, 2, 3), es decir,

uI (x) =c1e
γ1x + d1e

−γ1x, −∞ < x < h1,

uII (x) =c2e
γ2x + d2e

−γ2x, h1 < x < h2,

uIII (x) =c3e
γ3x + d3e

−γ3x, h2 < x < ∞,

donde ci, di son coeficientes arbitrarios. En la Subsección (2.2.1) obtuvimos la relación entre los coeficientes
c2 y d2 en términos de c1 y d1. Lo siguiente es calcular los coeficientes c3 y d3 en términos de c2 y d2 y
posteriormente, a través de la representación matricial, expresar los coeficientes c3 y d3 en términos de c1 y
d1.

Al evaluar las condiciones de frontera en el punto x = h2 necesitamos los términos

uII (h2) =c2e
γ2h2 + d2e

−γ2h2 ,

uIII (h2) =c3e
γ3h2 + d3e

−γ3h2 ,

u′
II (h2) =γ2

(
c2e

γ2h2 − d2e
−γ2h2

)
,

u′
III (h2) =γ3

(
c3e

γ3h2 − d3e
−γ3h2

)
,

al sustituir en (2.2.8) obtenemos
(

c3eγ3h2 + d3e−γ3h2

γ3
(
c3eγ3h2 − d3e−γ3h2

)
)

= A2

(
c2eγ2h2 + d2e−γ2h2

γ2
(
c2eγ2h2 − d2e−γ2h2

)
)
.

Al realizar operaciones matriciales la ecuación anterior se expresa como
(

eγ3h2 e−γ3h2

γ3eγ3h2 −γ3e−γ3h2

)(
c3
d3

)
= A2

(
eγ2h2 e−γ2h2

γ2eγ2h2 −γ2e−γ2h2

)(
c2
d2

)
,

de la cual se obtiene una expresión para los coeficientes c3 y d3 en términos de los coeficientes c2 y d2
(

c3
d3

)
=

(
eγ3h2 e−γ3h2

γ3eγ3h2 −γ3e−γ3h2

)−1

A2

(
eγ2h2 e−γ2h2

γ2eγ2h2 −γ2e−γ2h2

)(
c2
d2

)
.

Al calcular la matriz inversa indicada y realizar las multiplicaciones matriciales indicadas tenemos
(

c3
d3

)
=

1

2γ3
M2

(
c2
d2

)
. (2.2.11)
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donde M2 es una matriz asociada a la discontinuidad en x = h2. Las entradas de la matriz M2 están dadas
de manera explícita como

m(2)
11 (k) =eh2(γ2(k)−γ3(k))

(
α(2)
21 + α(2)

22 γ2 (k) +
(
α(2)
11 + α(2)

12 γ2 (k)
)
γ3 (k)

)
,

m(2)
12 (k) =eh2(γ2(k)+γ3(k))

(
−α(2)

21 − α(2)
22 γ2 (k) +

(
α(2)
11 + α(2)

12 γ2 (k)
)
γ3 (k)

)
,

m(2)
21 (k) =e−h2(γ2(k)+γ3(k))

(
α(2)
21 − α(2)

22 γ2 (k) +
(
α(2)
11 − α(2)

12 γ2 (k)
)
γ3 (k)

)
,

m(2)
22 (k) =e−h2(γ2(k)−γ3(k))

(
−α(2)

21 + α(2)
22 γ2 (k) +

(
α(2)
11 − α(2)

12 γ2 (k)
)
γ3 (k)

)
.

Recordemos de la subsección anterior que los coeficientes c2 y d2 quedaron expresados en términos de c1 y d1,
por lo tanto al acoplar estas expresiones obtenemos una forma de calcular los coeficientes c3 y d3 en términos
de c1 y d1, es decir, (

c3
d3

)
=

1

4γ3 (k) γ2 (k)
M2M1

(
c1
d1

)
.

Al realizar las operaciones matriciales resulta la siguiente matriz

(M2M1) (k) =

(
m11 (k) m12 (k)
m21 (k) m22 (k)

)
,

cuyas entradas están dadas explícitamente por

m11 (k) =eh1(γ1−γ2)−h2(γ2+γ3)
(
−
(
e2h1γ2 − e2h2γ2

) ((
α(1)
21 + γ1α

(1)
22

)(
α(2)
21 + α(2)

11 γ3
)

+ γ2
(
α(1)
11 + α(1)

12

)(
α(2)
22 + α(2)

12 γ3
))

+
(
e2h1γ2 + e2h2γ2

)
γ2
((
α(1)
11 + α(1)

12

)
α(2)
21

+
(
α(1)
21 + α(1)

22

)
α(2)
22 + γ3

((
α(1)
11 + α(1)

12

)
α(2)
11 +

(
α(1)
21 + α(1)

22

)
α(2)
12

)))
,

m12 (k) =e−h1(γ1+γ2)−h2(γ2+γ3)
(
−
(
e2h1γ2 − e2h2γ2

) (
−
(
e2h1γ2 − e2h2γ2

) ((
α(1)
21 + γ1α

(1)
22

)(
α(2)
21 + α(2)

11 γ3
)

+ γ2
(
α(1)
11 + α(1)

12

)(
α(2)
22 + α(2)

12 γ3
))

+
(
e2h1γ2 + e2h2γ2

)
γ2
((
α(1)
11 + α(1)

12

)
α(2)
21

+
(
α(1)
21 + α(1)

22

)
α(2)
22 + γ3

((
α(1)
11 + α(1)

12

)
α(2)
11 +

(
α(1)
21 + α(1)

22

)
α(2)
12

)))
,

m21 (k) =eh1(γ1−γ2)+h2(γ2+γ3)
(
e2γ2(h1−h2)

(
α(1)
21 − γ2α

(1)
11 + γ1

(
α(2)
22 − α(2)

12 γ2
))(

α(2)
21 − α(2)

11 γ3

+ γ2
(
α(2)
12 γ3 − α(2)

22

))
+
(
α(1)
21 + α(1)

11 γ2 + γ1
(
α(1)
22 + α(1)

12 γ2
))

(
α(2)
11 γ3 − α(2)

21 + γ2
(
α(2)
12 − α(2)

22 γ3
)))

,

m22 (k) =e−h1(γ1−γ2)−h2(γ2−γ3)
(
−e2γ2(h2−h1)

(
α(1)
21 + γ2α

(1)
11 − γ1

(
α(2)
22 + α(2)

12 γ2
)(

α(2)
21 − α(2)

11 γ3

+ γ2
(
α(2)
22 − α(2)

12 γ3
)))

+
(
α(1)
21 − α(1)

11 γ2 + γ1
(
α(1)
12 γ2 − α(1)

22

))

(
α(2)
21 − α(2)

11 γ3 + γ2
(
α(2)
12 − α(2)

22 γ3
)))

,

donde por cuestiones de claridad se ha suprimido la dependencia explícita de las funciones γi (i = 1, 2, 3) con
el parámetro k. Con el objeto de que las soluciones pertenezcan al espacio H2 (R \ {h1, h2}) se necesita que
los coeficientes c3 y d1 sean iguales a cero. De esta manera la ecuación matricial se reduce a

(
0
d3

)
=

1

4γ3 (k) γ2 (k)

(
m11 (k) m12 (k)
m21 (k) m22 (k)

)(
c1
0

)
.

De la ecuación matricial resulta la ecuación de dispersión κ (k) = 0 para el problema con dos discontinuidades,
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que de manera explícita está dada por la función

κ (k) :=eh1(γ1−γ2)−h2(γ2+γ3)
(
−
(
e2h1γ2 − e2h2γ2

) ((
α(1)
21 + γ1α

(1)
22

)(
α(2)
21 + α(2)

11 γ3
)

+
(
α(1)
11 + α(1)

12

)
γ2
(
α(2)
22 + α(2)

12 γ3
))

+
(
e2h1γ2 + e2h2γ2

)
γ2
((
α(1)
11 + α(1)

12

)
α(2)
21

+
(
α(1)
21 + α(1)

22

)
α(2)
22 + γ3

((
α(1)
11 + α(1)

12

)
α(2)
11 +

(
α(1)
21 + α(1)

22

)
α(2)
12

)))
.

Sea ki un cero de la ecuación κ (k) = 0, que satisface la condición (2.2.10), entonces el eigen-valor correspon-
diente es λi = −k2i . La eigen-función asociada está dada por la función continua a trozos

ui (x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

eγ1(ki)x, −∞ < x < h1,

c2eγ2(ki)x + d2e−γ2(ki)x, h1 < x < h2,

d3e−γ3(ki)x, h2 < x < ∞,

(2.2.12)

donde los coeficientes c2, d2, d3 se encuentran de manera explicita a partir de las expresiones matriciales
anteriores.

2.2.3. Solución del problema con valores en la frontera ante N puntos de dis-
continuidad

Consideremos el caso cuando el potencial singular qs consiste de N interacciones con soporte en el conjunto
de puntos {h1, . . . , hN} y donde el potencial regular qr está definido por la función constante a trozos

qr (x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

q1, −∞ < x < h1,

q2, h1 < x < h2,
...

...
qN+1, hN < x < ∞,

donde qi < 0 (i = 1, . . . , N + 1) representan los escalones del potencial entre dos interacciones puntuales,
como se muestra en la Figura 2.2.3.

Figura 2.2.3. Niveles del potencial qr y potencial singular qs con soporte en los puntos {h1, . . . , hN}.

El operador no-acotado asociado en este caso es

H{A1,...,AN} = − d2

dx2
+ qr (x) , x ∈ R \ {h1, . . . , hN} .

En los puntos hi (i = 1, 2, . . . , N) las condiciones de frontera expresadas en forma matricial son
(

u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
,

donde las matrices Ai asociadas a las interacciones en los puntos x = hi tienen la forma

Ai =

(
α(i)
11 α(i)

12

α(i)
21 α(i)

22

)
,
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cuyas entradas α(i)
jk ∈ R son tales que detAi = 1 (i = 1, . . . , N). El dominio del operador está definido como

Dom
(
H{A1,...,AN}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, . . . , hN}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, . . . , N

}
.

Consideremos la ecuación que involucra eigen-valores

H{A1,...,AN}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,...,AN}

)
, (2.2.13)

donde λ = −k2 ∈ R es el parámetro espectral el cual satisface la siguiente condición

k2 ≥ mı́n {qN+1, . . . , q2, q1} . (2.2.14)

En cada región se tienen dos soluciones linealmente independientes de tipo e±γix donde γi (k) :=
√
k2 − qi, el

cual está asociado al valor qi del potencial correspondiente al i-ésimo escalón, entonces las soluciones generales
de la ecuación diferencial están representadas como

uI (x) =c1e
γ1x + d1e

−γ1x, −∞ < x < h1,

uII (x) =c2e
γ2x + d2e

−γ2x, h1 < x < h2

...
...

uN (x) =cNeγNx + dNe−γNx, hN−1 < x < hN ,

uN+1 (x) =cN+1e
γN+1x + dN+1e

−γN+1x, hN < x < ∞,

donde ci, di (i = 1, . . . , N + 1) son coeficientes arbitrarios.
Podemos establecer una relación matricial entre los coeficientes de la (N + 1)-ésima región y la anterior,

la cual representaremos como (
cN+1

dN+1

)
=

1

2γN+1 (k)
MN

(
cN
dN

)
. (2.2.15)

Considerando las relaciones (2.2.4) y (2.2.11) que obtuvimos anteriormente podemos observar las siguientes
relaciones recursivas

(
cN+1

dN+1

)
=

1

2γN+1
MN

(
cN
dN

)
,

(
cN+1

dN+1

)
=

1

4γN+1γN
MNMN−1

(
cN−1

dN−1

)
,

...
(

cN+1

dN+1

)
=

1

2NγN+1γN . . . γ2
MNMN−1 · · ·M1

(
c1
d1

)
.

En el (N + 1)-ésimo caso el producto de las matrices Mi (i = 1, . . . , N) da lugar a una matriz global que
podemos definir de la siguiente manera

M (k) = (MN · · ·M1) (k) =

(
m11 (k) m12 (k)
m21 (k) m22 (k)

)
.

Para que las soluciones del problema espectral pertenezcan a H2 (R \ {h1, . . . , hN}) se necesita que los coefi-
cientes cN+1 = 0 y d1 = 0, esto da lugar a la ecuación matricial

(
0

dN+1

)
= ζ (k)M

(
c1
0

)
= ζ (k)

(
m11 (k) m12 (k)
m21 (k) m22 (k)

)(
c1
0

)
= c1ζ (k)

(
m11 (k)
m21 (k)

)
,

donde la función ζ se define como

ζ (k) =
1

2NγN+1 (k) γN (k) . . . γ2 (k)
.
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La igualdad matricial da lugar a la ecuación c1m11 (k) = 0 que representa la ecuación de dispersión del
problema espectral. Definamos la función característica

κ (k) = m11 (k) ,

entonces la ecuación de dispersión del problema puede expresarse como κ (k) = 0. Por lo tanto los ceros ki
de esta ecuación que satisfacen (2.2.14) están relacionados con los eigen-valores λi de acuerdo con

λi = −k2i , i = 1, 2, . . . ,

las correspondientes eigen-funciones se definen por la función continua a trozos

ui (x) :=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

eγ1(ki)x, −∞ < x < h1,

c2eγ2(ki)x + d2e−γ2(ki)x, h1 < x < h2,
...

...
cNeγN (ki)x + dNe−γN (ki)x, hN−1 < x < hN ,

dN+1e−γN+1(ki)x, hN < x < ∞,

(2.2.16)

y los coeficientes ci, di (i = 1, . . . , N + 1) se determinan a partir de las relaciones matriciales anteriores.

2.2.4. Normalización de las eigen-funciones
Al normalizar las eigen-funciones ui obtenidas anteriormente ((2.2.7), (2.2.12), (2.2.16)) para el caso de

potenciales regulares qr escalonados, de acuerdo con la norma en L 2 (R) llegamos a la expresión para la
constante de normalización

Li =

(∫ h1

−∞
|ui (x)|2 dx+

∫ h2

h1

|ui (x)|2 dx+ . . .+

∫ ∞

hN

|ui (x)|2 dx
)1/2

.

De modo que la eigen-función normalizada ϕi en este caso está definida por una función a trozos

ϕi (x) =
1

Li

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

eγ1(ki)x, −∞ < x < h1,

c2eγ2(ki)x + d2e−γ2(ki)x, h1 < x < h2,
...

...
cNeγN (ki)x + dNe−γN (ki)x, hN−1 < x < hN ,

dN+1e−γN+1(ki)x, hN < x < ∞.

2.3. Estados ligados ante un potencial arbitrario e interacciones
puntuales

Considerando los casos anteriores podemos ver que este tipo de problemas se pueden modelar usando
métodos matriciales recursivos. A continuación consideramos un problema más general que incluye los casos
anteriores. En esta sección construiremos un método matricial recursivo para los problemas espectrales de
los operadores no-acotados de Schrödinger unidimensionales con potenciales regulares y con condiciones en
la frontera puntuales. En la Subsección 2.3.1 consideraremos primero el caso de dos interacciones puntuales
y un potencial regular localizado entre éstas, posteriormente generalizamos el caso para N interacciones
puntuales. La forma de abordar una ecuación de Schrödinger con un potencial acotado arbitrario consiste
en el uso del método SPPS, el cual es usado en esta sección para encontrar la ecuación de dispersión de los
problemas espectrales como series de potencias del parámetro espectral. A diferencia de los casos considerados
en las Secciones 2.1 y 2.2 donde era posible obtener soluciones exactas para los potenciales considerados, en
esta sección no es posible garantizar las soluciones en forma cerrada o en forma analítica para potenciales
arbitrarios acotados. En este sentido el método SPPS surge como una técnica para encontrar soluciones
exactas de los problemas espectrales considerados.
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2.3.1. Caso para dos discontinuidades
Consideremos la ecuación formal de Schrödinger

S0 = − d2

dx2
+ qr (x) + qs (x) , x ∈ R,

donde el potencial regular qr con soporte compacto en (h1, h2) está definido como una función continua a
trozos

qr (x) =

{
q0 (x) , h1 ≤ x ≤ h2,

0, en otro caso,

donde q0 ∈ L ∞ (h1, h2). El soporte del potencial se encuentra en el intervalo [h1, h2]. El potencial singular
consiste de dos interacciones puntuales localizadas en h1 y h2, representadas por distribuciones de primer
orden, ver Figura (2.3.1). En cada punto hi (i = 1, 2) se define una matriz Ai de 2 × 2 que relaciona las
soluciones de la ecuación de Schrödinger por la derecha y la izquierda del punto singular de la siguiente
manera

(
u1,2 (h1)
u′
1,2 (h1)

)
=A1

(
u1 (h1)
u′
1 (h1)

)
, (2.3.1)

(
u2 (h2)
u′
2 (h2)

)
=A2

(
u1,2 (h2)
u′
1,2 (h2)

)
. (2.3.2)

Las matrices satisfacen la propiedad detAi = 1 (i = 1, 2). En estas condiciones puntuales denotemos por
u−∞,1 ≡ u1 a la solución de la ecuación de Schrödinger restringida al intervalo (−∞, h1), de forma similar
u1,2 representa la restricción de la solución en el intervalo (h1, h2), mientras que u2,∞ ≡ u2 es la restricción
de la solución en el intervalo (h2,∞). Con estas notaciones el primer número del subíndice de la solución
representa el punto inicial en el intervalo donde la solución se restringe, mientras que el segundo número
representa el punto final; cuando el punto tiene a ±∞ se omite simplemente.

Figura 2.3.1. Potencial regular qr con soporte compacto entre dos interacciones puntuales.

En este caso, el operador no-acotado asociado a S0 se define por el operador de Schrödinger

H{A1,A2} = − d2

dx2
+ qr (x) , x ∈ R \ {h1, h2} ,

cuyo dominio está definido por el conjunto

Dom
(
H{A1,A2}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, h2}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, 2

}
.

Consideremos el problema de eigen-valores

H{A1,A2}u (x) = λu (x) , u ∈ Dom
(
H{A1,A2}

)
, (2.3.3)

donde λ ∈ R es el parámetro espectral. Para el análisis de los estados ligados es necesario considerar que el
parámetro λ de la ecuación (2.3.3) es negativo, es decir, λ = −k2, k > 0. Denotemos por ϕ1,1 y ϕ2,1 dos
soluciones linealmente independientes de la ecuación

−d2u1,2 (x)

dx2
+ q0 (x)u1,2 (x) = −k2u1,2 (x) , h1 < x < h2, (2.3.4)
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donde el primer número del subíndice de estas soluciones representa una etiqueta, mientras que el segundo
número denota que estas soluciones están asociadas al intervalo (h1, h2).

Asuma que las soluciones ϕ1,1 y ϕ2,1 satisfacen las condiciones de Cauchy en el punto h1

ϕ1,1 (h1) = 1, ϕ2,1 (h1) = 0,

ϕ′
1,1 (h1) = 0, ϕ′

2,1 (h1) = 1.

Con base en lo anterior, las soluciones generales de la ecuación (2.3.3) en los tres intervalos considerados
están representadas como

u1 (x) =c1e
k(x−h1) + d1e

−k(x−h1), −∞ < x < h1,

u1,2 (x) =c1,1ϕ1,1 (x) + d1,1ϕ2,1 (x) , h1 < x < h2,

u2 (x) =c2e
k(x−h2) + d2e

−k(x−h2), h2 < x < ∞,

donde c1, c1,1, c2, d1, d1,1, d2 son coeficientes arbitrarios. Para la solución en el intervalo (h1, h2) determinamos
los coeficientes c1,1 y d1,1 al evaluar la solución y su derivada en el punto h1 de la siguiente manera

u1,2 (h1) =c1,1ϕ1,1 (h1) + d1,1ϕ2,1 (h1) = c1,1,

u′
1,2 (h1) =c1,1ϕ

′
1,1 (h1) + d1,1ϕ

′
2,1 (h1) = d1,1,

de modo que
u1,2 (x) = u1,2 (h1)ϕ1,1 (x) + u′

1,2 (h1)ϕ2,1 (x)

es una solución general expresada en términos de lo que ocurre en el punto h1. Construyamos una solución
global que satisfaga las condiciones de frontera en los puntos h1 y h2. Evaluando las soluciones generales y
sus derivadas en los puntos h1 y h2, tenemos

u1 (h1) =c1 + d1, (2.3.5a)
u′
1 (h1) =kc1 − kd1, (2.3.5b)

u2 (h2) =c2 + d2, (2.3.5c)
u′
2 (h2) =kc2 − kd2, (2.3.5d)

u1,2 (h2) =u1,2 (h1)ϕ1,1 (h2) + u′
1,2 (h1)ϕ2,1 (h2) , (2.3.5e)

u′
1,2 (h2) =u1,2 (h1)ϕ

′
1,1 (h2) + u′

1,2 (h1)ϕ
′
2,1 (h2) . (2.3.5f)

Consideremos el vector columna del lado derecho de la ecuación matricial (2.3.2) el cual queda expresado
como un producto de matrices

(
u1,2

(
h−
2

)

u′
1,2

(
h−
2

)
)

=

(
u1,2 (h1)ϕ1,1 (h2) + u′

1,2 (h1)ϕ2,1 (h2)
u1,2 (h1)ϕ′

1,1 (h2) + u′
1,2 (h1)ϕ′

2,1 (h2)

)
,

=

(
ϕ1,1 (h2) ϕ2,1 (h2)
ϕ′
1,1 (h2) ϕ′

2,1 (h2)

)(
u1,2 (h1)
u′
1,2 (h1)

)
,

=M1,2

(
u1,2 (h1)
u′
1,2 (h1)

)
,

donde hemos introducido la matriz de monodromía M1,2 asociada a las interacciones localizadas en h1, h2,
la cual se define por

M1,2 :=

(
ϕ1,1 (h2) ϕ2,1 (h2)
ϕ′
1,1 (h2) ϕ′

2,1 (h2)

)
.

De acuerdo con esto, la ecuación matricial (2.3.2) queda expresada como
(

u2

(
h+
2

)

u′
2

(
h+
2

)
)

= A2M1,2

(
u1,2 (h1)
u′
1,2 (h1)

)
.
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Finalmente, al acoplar la expresión anterior con la ecuación (2.3.1) se obtiene una relación matricial
(

u2

(
h+
2

)

u′
2

(
h+
2

)
)

= A2M1,2A1

(
u1

(
h−
1

)

u′
1

(
h−
1

)
)

(2.3.6)

que relaciona las soluciones a la izquierda del punto h1 con la solución a la derecha de h2.
Queda por sustituir las soluciones (2.3.5a), (2.3.5b), (2.3.5c), (2.3.5d) en la ecuación matricial (2.3.6) lo

cual produce (
c2 + d2

kc2 − kd2

)
= A2M1,2A1

(
c1 + d1

kc1 − kd1

)
.

Los vectores columna a la izquierda y derecha de esta ecuación se pueden representar como productos ma-
triciales (

1 1
k −k

)(
c2
d2

)
= A2M1,2A1

(
1 1
k −k

)(
c1
d1

)
.

De esta expresión se obtiene de forma explícita una relación entre los coeficientes c2, d2 y c1, d1 como sigue
(

c2
d2

)
=

(
1 1
k −k

)−1

A2M1,2A1

(
1 1
k −k

)(
c1
d1

)
.

Con el objeto de que las soluciones pertenezcan al espacio H2 (R \ {h1, h2}) se necesita que c2 = 0 y d1 = 0.
Esto convierte la ecuación matricial anterior en la siguiente

(
0
d2

)
=

1

2k
c1

(
k 1
k −1

)
A2M1,2A1

(
1
k

)
, k > 0. (2.3.7)

Al realizar los productos matriciales indicados e igualar la matriz resultante del lado derecho con el vector
columna del lado izquierdo podemos encontrar la ecuación de dispersión del problema, así como una expresión
para el coeficiente d2. La ecuación de dispersión κ (k) = 0 se obtiene a partir de la función característica κ
que coincide con la entrada m11 del vector columna resultante de la multiplicación matricial indicada en el
lado derecho de la ecuación (2.3.7), la cual está dada como

κ (k) =
((
α(2)
21 + α(2)

11 k
)
ϕ1,1 (h2) +

(
α(2)
22 + α(2)

12 k
)
ϕ′
1,1 (h2)

)(
α(1)
11 + kα(1)

12

)

+
((
α(2)
21 + α(2)

11 k
)
ϕ2,1 (h2) +

(
α(2)
22 + α(2)

12 k
)
ϕ′
2,1 (h2)

)(
α(1)
21 + kα(1)

22

)
.

los ceros ki de la ecuación κ (k) = 0 que satisfacen ki > 0, determinan los eigen-valores del problema espectral
de acuerdo con λi = −k2i . La eigen-función asociada al eigen-valor λi está definida como

ui (x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

eki(x−h1), −∞ < x < h1,

u1,2 (h1; ki)ϕ1,1 (ki, x) + u′
1,2 (h1; ki)ϕ2,1 (ki, x) , h1 < x < h2,

d2 (ki) e−ki(x−h2), h2 < x < ∞,

donde el coeficiente d2 se determina a partir de la relación matricial (2.3.7).

2.3.2. Caso para N discontinuidades
Consideremos al operador formal de Schrödinger que denotamos por S0 el cual está definido como

S0 = − d2

dx2
+ qr (x) + qs (x) , x ∈ R,

donde el potencial regular qr con soporte compacto en (h1, hN ) se encuentra definido por una función continua
a trozos

qr (x) =

{
q0, h1 ≤ x ≤ hN ,

0, en otro caso,
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Figura 2.3.2. Potencial regular qr continuo a trozos, donde entre cada par de interacciones puntuales se localiza un
trozo diferente de la función q0.

Figura 2.3.3. Potencial regular qr continuo en el intervalo completo (h1, hN ).

donde q0 ∈ L ∞ (R) es un función con soporte compacto. Al considerar un potencial de esta forma se
pueden abordar distintos casos como los mostrados en las Figuras 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.4. Por otra parte, el
potencial singular qs consiste de distribuciones de primer orden con soporte en los puntos hi (i = 1, . . . , N).
Las condiciones de frontera en cada punto hi (i = 1, . . . , N) son representadas por matrices cuadradas Ai que
permiten relacionar las soluciones de la ecuación de Schrödinger a la derecha de cada interacción en términos
de la solución a la izquierda de ésta

(
ui,i+1

(
h+
i

)

u′
i,i+1

(
h+
i

)
)

= Ai

(
ui−1,i

(
h−
i

)

u′
i−1,i

(
h−
i

)
)
,

donde las matrices Ai satisfacen la propiedad detAi = 1. En estas condiciones estamos empleando la notación
ui,i+1 (x) que representa la restricción de la solución en el intervalo [hi, hi+1], donde i = 1, . . . N . De forma
similar, denotamos por u−∞,1 (x) ≡ u1 (x) la restricción de la solución en el intervalo (−∞, h1), y finalmente
uN,∞ (x) ≡ uN (x) a la restricción de la solución en el intervalo (hN ,∞). El uso de esta notación implica que
el primer subíndice de las soluciones está asociado al punto inicial del intervalo donde la solución se restringe
y el segundo número está asociado al punto final del intervalo, excepto en los extremos, es decir, en ±∞.

El operador no-acotado asociado al operador S0 se define como

H{A1,...,AN} = − d2

dx2
+ qr (x) , x ∈ R \ {h1, . . . , hN} ,

Figura 2.3.4. Potencial regular qr continuo a trozos los cuales no necesariamente coinciden con los puntos de
interacción.
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cuyo dominio se representa por el conjunto de funciones

Dom
(
H{A1,...,AN}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, . . . , hN}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, . . . , N

}
.

Consideremos el siguiente problema de eigen-valores

H{A1,...,AN}u (x) = λu (x) , u ∈ Dom
(
H{A1,...,AN}

)
, (2.3.8)

donde el parámetro espectral λ ∈ R se representa por λ = −k2, k > 0. Las soluciones generales de la ecuación
(2.3.8) en cada intervalo están representadas como

u1 (x) =c1e
k(x−h1) + d1e

−k(x−h1), −∞ < x < h1,

...
...

ui,i+1 (x) =c1,iϕ1,i (x) + d1,iϕ2,i (x) , hi < x < hi+1, (i = 1, . . . , N − 1)

...
...

uN (x) =cNek(x−hN ) + dNe−k(x−hN ), hN < x < ∞,

donde c1, d1; c1,i, d1,i (i = 1, . . . , N − 1); cN , dN , son coeficientes arbitrarios. Las soluciones en los intervalos
(hi, hi+1) (i = 1, . . . N − 1) consisten en combinaciones lineales de dos soluciones ϕ1,i y ϕ2,i linealmente
independientes de la ecuación

−d2ui,i+1 (x)

dx2
+ qi,i+1 (x)ui,i+1 (x) = −k2ui,i+1 (x) , hi < x < hi+1, (2.3.9)

que satisfacen las condiciones de Cauchy

ϕ1,i (hi) = 1, ϕ2,i (hi) = 0, (2.3.10a)
ϕ′
1,i (hi) = 0, ϕ′

2,i (hi) = 1. (2.3.10b)

En la ecuación anterior denotamos por qi,i+1 a la restricción del potencial regular qr en el intervalo (hi, hi+1).
Los coeficientes c1,i, d1,i de la solución general ui,i+1 se determinan al evaluar esta solución y su derivada en
el punto hi, es decir,

ui,i+1 (hi) =c1,iϕ1,i (hi) + d1,iϕ2,i (hi) = c1,i,

u′
i,i+1 (hi) =c1,iϕ

′
1,i (hi) + d1,iϕ

′
2,i (hi) = d1,i,

de esta manera la solución en el intervalo (hi, hi+1) se expresa como

ui,i+1 (x) = ui,i+1 (hi)ϕ1,i (x) + u′
i,i+1 (hi)ϕ2,i (x) hi < x < hi+1.

A continuación, consideremos las condiciones en la frontera asociadas con cada punto hi, que en términos
de las notaciones utilizadas se escriben como

(
ui,i+1

(
h+
i

)

u′
i,i+1

(
h+
i

)
)

= Ai

(
ui−1,i

(
h−
i

)

u′
i−1,i

(
h−
i

)
)
, (2.3.11)

donde, por inducción, la expresión para la solución ui−1,i tiene la forma

ui−1,i (x) = ui−1,i (hi−1)ϕ1,i−1 (x) + u′
i−1,i (hi−1)ϕ2,i−1 (x) , hi−1 < x < hi.

Ahora consideremos el vector columna del lado derecho de la expresión (2.3.11), el cual representamos como
un producto matricial de la siguiente manera

(
ui−1,i

(
h−
i

)

u′
i−1,i

(
h−
i

)
)

=

(
ui−1,i (hi−1)ϕ1,i−1 (hi) + u′

i−1,i (hi−1)ϕ2,i−1 (hi)
ui−1,i (hi−1)ϕ′

1,i−1 (hi) + u′
i−1,i (hi−1)ϕ′

2,i−1 (hi)

)

=

(
ϕ1,i−1 (hi) ϕ2,i−1 (hi)
ϕ′
1,i−1 (hi) ϕ′

2,i−1 (hi)

)(
ui−1,i (hi−1)
u′
i−1,i (hi−1)

)

=Mi−1,i

(
ui−1,i (hi−1)
u′
i−1,i (hi−1)

)
,
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donde la matriz de monodromía asociada a las interacciones hi−1 y hi se denota por Mi−1,i, la cual se define
por

Mi−1,i :=

(
ϕ1,i−1 (hi) ϕ2,i−1 (hi)
ϕ′
1,i−1 (hi) ϕ′

2,i−1 (hi)

)
, i = 2, . . . , N. (2.3.12)

De acuerdo con esto, la ecuación matricial (2.3.11) toma la forma
(

ui,i+1

(
h+
i

)

u′
i,i+1

(
h+
i

)
)

= AiMi−1,i

(
ui−1,i (hi−1)
u′
i−1,i (hi−1)

)
, i = 2, . . . , N, (2.3.13)

que relaciona a las interacciones en los puntos hi y hi−1. Es posible obtener otras relaciones al considerar de
forma recursiva la misma relación matricial como lo vimos en la Subsección 2.3.1, es decir:

(
u2,3

(
h+
2

)

u′
2,3

(
h+
2

)
)

=A2

(
u1,2

(
h−
2

)

u′
1,2

(
h−
2

)
)

= A2M1,2

(
u1,2 (h1)
u′
1,2 (h1)

)
.

(
u3,4

(
h+
3

)

u′
3,4

(
h+
3

)
)

=A3

(
u2,3

(
h−
3

)

u′
2,3

(
h−
3

)
)

= A3M2,3

(
u2,3 (h2)
u′
2,3 (h2)

)
,

=A3M2,3A2M1,2

(
u1,2 (h1)
u′
1,2 (h1)

)
.

...
...

(
uN

(
h+
N

)

u′
N

(
h+
N

)
)

=AN

(
uN−1,N

(
h−
N

)

u′
N−1,N

(
h−
N

)
)

=ANMN−1,N

(
uN−1,N

(
h−
N−1

)

u′
N−1,N

(
h−
N−1

)
)

=ANMN−1,NAN−1MN−2,N−1 · · ·A3M2,3A2M1,2

(
u1,2 (h1)
u′
1,2 (h1)

)
, (2.3.14)

donde la última iteración correspondiente a i = N hemos asumido (abusando de la notación) que la (hipo-
tética) solución uN,N+1 de la relación recursiva (2.3.13) coincide con la solución uN en el punto hN . En la
relación matricial (2.3.14) se puede establecer la relación entre la solución u1,2 y su derivada, con la solución
u1 y su derivada de acuerdo con la siguiente igualdad

(
u1,2

(
h+
1

)

u′
1,2

(
h+
1

)
)

= A1

(
u1

(
h−
1

)

u′
1

(
h−
1

)
)
.

Esto conduce a la siguiente ecuación matricial
(

uN

(
h+
N

)

u′
N

(
h+
N

)
)

= ANMN−1,NAN−1MN−2,N−1 · · ·A3M2,3A2M1,2A1

(
u1

(
h−
1

)

u′
1

(
h−
1

)
)
. (2.3.15)

Al evaluar las soluciones u1 y uN , y sus respectivas derivadas en los puntos h1 y hN , obtenemos

u1 (h1) =c1 + d1, (2.3.16a)
u′
1 (h1) =kc1 − kd1, (2.3.16b)

uN (hN ) =cN + dN , (2.3.16c)
u′
N (hN ) =kcN − kdN . (2.3.16d)

Sustituyendo (2.3.16) en la ecuación matricial (2.3.15) podemos obtener una relación entre los coeficientes
cN , dN y los coeficientes c1 y d1 como sigue

(
cN + dN

kcN − kdN

)
= ANMN−1,NAN−1 · · ·A2M1,2A1

(
c1 + d1

kc1 − kd1

)
.

Al realizar operaciones matriciales obtenemos de forma explícita tal relación
(

cN
dN

)
=

(
1 1
k −k

)−1

ANMN−1,NAN−1 · · ·A2M1,2A1

(
1 1
k −k

)(
c1
d1

)
.
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Al calcular la matriz inversa indicada y aplicar las condiciones asintóticas en el infinito que implican cN = 0
y d1 = 0, se obtiene la siguiente ecuación matricial

(
0
dN

)
=

1

2k
c1

(
k 1
k −1

)
ANMN−1,NAN−1 · · ·A2M1,2A1

(
1
k

)
, (2.3.17)

de modo que al igualar los elementos del vector columna de la izquierda con el resultante de la derecha
obtenemos la ecuación de dispersión del problema y el coeficiente dN . El elemento m11 del vector columna de
la derecha coincide con la función característica κ = κ (k). Los ceros ki de la ecuación de dispersión κ (k) = 0
que satisfacen ki > 0, determinan los eigen-valores del problema espectral de acuerdo con λi = −k2i . La
eigen-función asociada a cada eigen-valor λi está definida por una función a trozos de la siguiente manera

ui (x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

eki(x−h1), −∞ < x < h1,

u1,2 (h1; ki)ϕ1,1 (x; ki) + u′
1,2 (h1; ki)ϕ2,1 (x; ki) , h1 < x < h2,

...
...

ui,i+1 (hi; ki)ϕ1,i (x; ki) + u′
i,i+1 (hi; ki)ϕ2,i (x; ki) , hi < x < hi+1,

...
...

uN−1,N (hN−1; ki)ϕ1,N−1 (x; ki) + u′
N−1,N (hN−1; ki)ϕ2,N−1 (x; ki) , hN−1 < x < hN

dN (ki) e−ki(x−h2), hN < x < ∞.

2.4. Enfoque SPPS para el análisis de los estados ligados
En los casos abordados en las secciones (2.1) y (2.2) las soluciones de la ecuación de Schrödinger en cada

restricción son exactas, lo cual no podría garantizarse para un potencial q0 arbitrario en la mayoría de las
ocasiones. En la mayoría de las ocasiones la búsqueda de soluciones de la ecuación de Schrödinger podría
implicar el uso de algún método numérico tal como el método de disparo, o los métodos de discretización
como le método de diferencias finitas, o los métodos variacionales como el método del elemento finito. Sin
embargo, el método SPPS puede aplicarse en la mayoría de las ocasiones cuando las funciones potenciales
satisfacen ciertas condiciones de regularidad. Las soluciones que se obtienen a partir del método SPPS se
expresan como series de potencias del parámetro espectral. Recalcamos el hecho de que el método SPPS
es un método exacto, pero la representación de sus soluciones puede dar lugar a un método numérico que
dé soluciones aproximadas. Esto consiste en el truncamiento de las series de potencias hasta cierto número
finito de términos. Dado que las series convergen uniformemente el error debido al truncamiento decrece
uniformemente conforme el número de términos de las series aumenta. Con esta representación obtenemos
un método sencillo y potente para la solución numérica de problemas con valores en la frontera y espectrales,
entre otros.

Denotemos por qi,i+1 a la restricción del potencial regular q0 en el intervalo [hi, hi+1] y sea v0,i una
solución particular de la ecuación homogénea

(
− d2

dx2
+ qi,i+1 (x)

)
v0,i (x) = 0, hi < x < hi+1,

que satisface las condiciones de regularidad v20,i, 1/v20,i ∈ C [hi, hi+1], entonces un par de soluciones lineal-
mente independientes de la ecuación

(
− d2

dx2
+ qi,i+1 (x)

)
ui,i+1 (x) = λui,i+1, hi < x < hi+1,

denotadas por v1,i y v2,i se pueden construir como series de potencias del parámetro λ como sigue

v1,i (x) = v0,i (x)
∞∑

n=0

λnX̃(2n)
i (x) , v2,i (x) = v0,i (x)

∞∑

n=0

λnX(2n+1)
i (x) , (2.4.1)
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donde las funciones X(n)
i y X̃(n)

i se definen a partir del procedimiento de integración recursiva siguiente

X̃(0)
i ≡ 1, X(0)

i ≡ 1,

X̃(n)
i (x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∫ x

x0,i

X̃(n−1)
i (s) v20,i (s) ds, n impar,

−
∫ x

x0,i

X̃(n−1)
i (s) 1

v2
0,i(s)

ds n par,

X(n)
i (x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−
∫ x

x0,i

X(n−1)
i (s) 1

v2
0,i(s)

ds, n impar,
∫ x

x0,i

X(n−1)
i (s) v20,i (s) ds, n par,

y donde x0,i es un punto arbitrario del intervalo [hi, hi+1], sin embargo, si el punto x0,i se elije como el punto
inicial del intervalo, es decir, hi = x0,i, entonces los cálculos se simplifican grandemente. Más aún, las series
(2.4.1) convergen uniformemente en el intervalo [hi, hi+1]. Por lo tanto, la diferenciación de estas series se
puede realizar término a término con lo cual obtenemos una representación en series de potencias de las
derivadas de estas soluciones

v′1,i (x) =
v′0,i (x)

v0,i (x)
v1,i (x)−

1

v0,i (x)

∞∑

n=1

λnX̃i
(2n−1)

(x) ,

v′2,i (x) =
v′0,i (x)

v0,i (x)
v2,i (x)−

1

v0,i (x)

∞∑

n=1

λnX(2n)
i (x) .

Todas las potencias formales X̃(n)
i y X̃(n)

i se anulan en el punto x0,i excepto X̃(0)
i y X(0)

i , las cuales por
definición son iguales a 1. Por lo tanto, las soluciones v1,i y v2,i satisfacen las condiciones de Cauchy siguientes

v1,i (x0,i) =v0,i (x0,i) , v2,i (x0,i) =0, (2.4.2a)
v′1,i (x0,i) =v′0,i (x0,i) , v′2,i (x0,i) =− 1/v0,i (x0,i) . (2.4.2b)

La independencia lineal de las soluciones v1,i y v2,i se demuestra ya que el Wronskiano correspondiente es
igual a uno.

Observe que estas condiciones de Cauchy no corresponden con las condiciones (2.3.10) exigidas para las
soluciones ϕ1,i y ϕ2,i. Sin embargo, es posible obtener las soluciones ϕ1,i y ϕ2,i como combinaciones lineales
de las soluciones v1,i y v2,i como sigue

ϕ1,i (x) =c̃1,iv1,i (x) + d̃1,iv2,i (x) , (2.4.3)

ϕ2,i (x) =c̃2,iv1,i (x) + d̃2,iv2,i (x) , (2.4.4)

donde c̃1,i, c̃2,i, d̃1,i y d̃2,i son coeficientes a determinar. Elijamos x0,i = hi en el proceso de integración
recursiva, entonces la evaluación de (2.4.3) y su derivada en hi da lugar a un sistema de ecuaciones

ϕ1,i (hi) =c̃1,iv1,i (hi) + d̃1,iv2,i (hi) = 1,

ϕ′
1,i (hi) =c̃1,iv

′
1,i (hi) + d̃1,iv

′
2,i (hi) = 0,

con c̃1,i y d̃1,i como incógnitas. La solución de este sistema es

c̃1,i =
1

v0,i (hi)
, d̃1,i = −v′0,i (hi) .

De modo similar, la evaluación de (2.4.4) y su derivada en hi da lugar a otro sistema de ecuaciones

ϕ2,i (hi) =c̃2,iv1,i (hi) + d̃2,iv2,i (hi) = 0,

ϕ′
2,i (hi) =c̃2,iv

′
1,i (hi) + d̃2,iv

′
2,i (hi) = 1,
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con c̃2,i y d̃2,i como incógnitas, cuya solución es

c̃2,i = 0, d̃2,i = −v0,i (hi) .

De esta manera, las soluciones ϕ1,i y ϕ2,i quedan expresadas en términos de las soluciones v1,i y v2,i como
sigue

ϕ1,i (x) =
1

v0,i (hi)
v1,i (x)− v′0,i (hi) v2,i (x) , (2.4.5)

ϕ2,i (x) =− v0,i (hi) v2,i (x) , (2.4.6)

las cuales satisfacen las condiciones de Cauchy (2.3.10) requeridas. Estas soluciones así construidas quedan
expresadas como series de potencias del parámetro espectral λ.

Recordemos que la solución ui,i+1 en el intervalo (hi, hi+1) es una combinación lineal compuesta por las
soluciones ϕ1,i y ϕ2,i de la siguiente manera

ui,i+1 (x) = ui,i+1 (hi)ϕ1,i (x) + u′
i,i+1 (hi)ϕ2,i (x)

por lo que al expresar esta solución en términos (2.4.5) y (2.4.6) se llega a la siguiente expresión

ui,i+1 (x) =
ui,i+1 (hi)

v0,i (hi)
v1,i (x)− u′

i,i+1 (hi)
(
v0,i (hi) + v′0,i (hi)

)
v2,i (x) , hi < x < hi+1

en términos de las series de potencias la solución anterior toma la siguiente forma

ui,i+1 (x) =
ui,i+1 (hi) v0,i (x)

v0,i (hi)

∞∑

n=0

λnX̃(2n)
i (x)

− u′
i,i+1 (hi) v0,i (x)

(
v0,i (hi)− v′0,i (hi)

) ∞∑

n=0

λnX(2n+1)
i (x) , hi < x < hi+1.

A partir de las soluciones (2.4.5) y (2.4.6) se obtiene de forma explicita las entradas de la matriz de mono-
dromía Mi−1,i (2.3.12)

Mi−1,i :=

(
ϕ1,i−1 (hi) ϕ2,i−1 (hi)
ϕ′
1,i−1 (hi) ϕ′

2,i−1 (hi)

)
, i = 2, . . . , N

donde

ϕ1,i−1 (hi) =
1

v0,i (hi−1)
v0,i (hi)

∞∑

n=0

λnX̃(2n)
i (hi)− v′0,i−1 (hi−1) v0,i (hi)

∞∑

n=0

λnX(2n+1)
i (hi) ,

ϕ2,i−1 (hi) =− v0,i−1 (hi−1) v0,i (hi)
∞∑

n=0

λnX(2n+1)
i (hi) ,

ϕ′
1,i−1 (hi) =

1

v0,i−1 (hi−1)

(
v′0,i (hi)−

1

v0,i (hi)

∞∑

n=1

λnX̃i
(2n−1)

(hi)

)
+

v′0,i−1 (hi−1)

v0,i (hi)

∞∑

n=1

λnX(2n)
i (hi) ,

ϕ′
2,i−1 (hi) =v0,i−1 (hi−1) v

′
2,i−1 (x)

(
1

v0,i (hi)

∞∑

n=1

λnX(2n)
i (hi)

)
,

2.4.1. Cálculo de la solución particular v0,i a partir del método SPPS
Para obtener la solución particular v0,i recurrimos nuevamente al método SPPS. Sea w0,i una solución de

la ecuación homogénea

− d2

dx2
w0,i (x) = 0, hi < x < hi+1,
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en el intervalo (hi, hi+1) que satisface las condiciones de regularidad q0w2
0,i, w

−2
0,i ∈ C [hi, hi+1], entonces las

soluciones linealmente independientes de la ecuación
(
− d2

dx2
+ qi,i+1 (x)

)
v0,i (x) = 0, hi < x < hi+1,

denotadas por w1,i y w2,i se pueden construir como series de potencias formales

w1,i (x) := w0,i (x)
∞∑

n=0

(−1)n Ỹ (2n)
i (x) , w2,i (x) := w0,i (x)

∞∑

n=0

(−1)n Y (2n+1)
i (x) ,

donde las funciones Ỹ (n)
i , Y (n)

i son calculadas de acuerdo a otro procedimiento de integración recursiva el
cual involucra ahora al potencial q0

Ỹi
(0)

≡ 1, Y (0)
i ≡ 1,

Ỹi
(n)

(x) :=

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

∫ x

x′
0,i

Ỹi
(n−1)

(s) q0 (s) ds, n impar,
∫ x

x′
0,i

Ỹ (n−1)
i (s) ds, n par,

Y (n)
i (x) :=

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

∫ x

x′
0,i

Y (n−1)
i (s) ds, n impar,

∫ x

x′
0,i

Y (n−1)
i (s) q0 (s) ds, n par,

y donde x′
0,i es un punto arbitrario en [hi, hi+1]. Más aún, las series de potencias formales convergen unifor-

memente en [hi, hi+1] y admiten una diferenciación término a término.
La solución particular v0,i se puede construir de la siguiente manera

v0,i := w1,i + iw2,i,

y de acuerdo con el Teorema de oscilación de Sturm se garantiza que la solución construida de esta manera
nunca se anula.

2.4.2. Implementación computacional
Para realizar la implementación numérica que nos permita encontrar soluciones aproximadas en términos

de series de potencias del parámetro espectral λ debemos considerar la precisión del proceso de integración
recursiva para el cálculo de las integrales X̃(n)

i (x) y X(n)
i (x), así como la convergencia de las series de

potencias (2.4.1). Al tratarse de la implementación numérica de las series tenemos que tomar en cuenta que
éstas tienen que ser truncadas hasta un número finito Q de potencias formales

ṽ1,i (x) = v0,i (x)
Q∑

n=0

λnX̃(2n)
i (x) , ṽ2,i (x) = v0,i (x)

Q∑

n=0

λnX(2n+1)
i (x) , (2.4.7)

estas expresiones representan aproximaciones de las soluciones v1,i y v2,i. Debido a la convergencia uniforme
de las series se puede ver que los errores

ĺım
Q→∞

|v1,i (x)− ṽ1,i (x)| = 0, ĺım
Q→∞

|v2,i (x)− ṽ2,i (x)| = 0

decrecen uniformemente conforme el número de términos aumenta [35]. Considerando las soluciones apro-
ximadas (2.4.7), es posible determinar una aproximación para la matriz de monodromía asociada con las
interacciones localizadas en hi, hi+1, la cual se representa como

M̃i,i+1 :=

(
ϕ̃1,i (hi+1) ϕ̃2,i (hi+1)
ϕ̃′
1,i (hi+1) ϕ̃′

2,i (hi+1)

)
,
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donde

ϕ̃1,i (x) :=
1

ṽ0,i (hi)
ṽ1,i (x)− ṽ′0,i (hi) ṽ2,i (x) , (2.4.8)

ϕ̃2,i (x) :=− ṽ0,i (hi) ṽ2,i (x) . (2.4.9)

A partir de esta aproximación de la matriz de monodromía podemos obtener una expresión aproximada de
la ecuación (2.3.17), es decir,

(
0

d̃N

)
=

1

2k
c1

(
k 1
k −1

)
ANM̃N−1,NAN−1 · · ·A2M̃1,2A1

(
1
k

)
, (2.4.10)

a partir de la cual obtenemos una aproximación de la ecuación de dispersión del problema, la cual se representa
por κ̃ (k) = 0, donde κ̃ es una aproximación de la función característica κ, la cual coincide con el elemento m̃11

del vector columna del lado derecho de la ecuación (2.4.10). Finalmente los ceros ki de la ecuación κ̃ (k) = 0

que satisfacen ki > 0, determinan aproximaciones de los eigen-valores del problema espectral λ̃i = −k2i . La
eigen-función asociada a cada eigen-valor λ̃i está definida por una función a trozos de la siguiente manera

ũi (x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

eki(x−h1), −∞ < x < h1,

ũ1,2 (h1; ki) ϕ̃1,1 (x; ki) + ũ′
1,2 (h1; ki) ϕ̃2,1 (x; ki) , h1 < x < h2,

...
...

ũi,i+1 (hi; ki) ϕ̃1,i (x; ki) + ũ′
i,i+1 (hi; ki) ϕ̃2,i (x; ki) , hi < x < hi+1,

...
...

ũN−1,N (hN−1; ki) ϕ̃1,N−1 (x; ki) + ũ′
N−1,N (hN−1; ki) ϕ̃2,N−1 (x; ki) , hN−1 < x < hN

d̃N (ki) e−ki(x−h2), hN < x < ∞.
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Capítulo 3

Resultados numéricos del problema de
eigen-valores con potenciales regulares
nulos y escalonados a trozos

3.1. Resultados numéricos con potencial regular nulo
Ejemplo 3.1. Consideremos el problema espectral

HA1u = λu, u ∈ Dom (HA1) ,

donde HA1 = −d2/dx2, x ∈ R \ {h1}, es el operador no-acotado asociado al operador formal de Schrödinger
S0 dado por

S0 = − d2

dx2
+ qs x ∈ R

con un potencial regular nulo, es decir, qr ≡ 0, cuyo dominio está definido por

Dom (HA1) =

{
u ∈ H2 (R \ {h1}) :

(
uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)}
,

donde A1 es la matriz asociada con las condiciones de frontera que establece el potencial singular, la cual se
considera igual a

A1 =

(
1 0
α1 1

)
,

que corresponde con una interacción tipo delta de Dirac, con intensidad α1 < 0. Las interacciones de este
tipo establecen la continuidad de la función y el salto en su derivada en el punto h1. Si tomamos α1 = −1 la
ecuación de dispersión κ (k) = 0 para este problema se define a partir de la función analítica

κ (k) = 1− 1

2k

cuyo único cero es k1 = 0,5, por lo tanto, el eigen-valor asociado es λ1 = −0,25. La eigen-función normalizada
correspondiente a este eigen-valor es

ϕ1 (x) =
1√
2

{
ek1x, −∞ < x ≤ h1,

e−k1x, h1 ≤ x < ∞,

cuya gráfica se muestra en la Figura 3.1.1, donde podemos ver que efectivamente esta solución es continua
en el punto h1. Además, podemos notar que las eigen-función decrece conforme x → ±∞.
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Figura 3.1.1. Eigen-función correspondiente a λ1 = −0,25 del Ejemplo 3.1.

La derivada de esta eigen-función es

ϕ′
1 (x) =

k1√
2

{
ek1x, −∞ < x < h1,

−e−k1x, h1 < x < ∞,

donde en la gráfica (ver Fig. 3.1.2) podemos ver la discontinuidad en la derivada que establecen las condiciones
de frontera para las interacciones tipo delta de Dirac.

Figura 3.1.2. Derivada de la eigen-función asociada al eigen-valor λ1del Ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.2. Continuando el ejemplo anterior, consideramos los siguientes valores α1 = −2 y α1 = −3 en
la intensidad de la delta de Dirac, como se muestra en la Figura 3.1.3. En la ecuación de dispersión κ (k) = 0
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escalonados a trozos

la función κ toma las siguientes formas dependiendo del valor de la intensidad α1

κ (k) =1− 1

k
, (α1 = −2) ,

κ (k) =1− 3

2k
, (α1 = −3) .

Estas expresiones tienen un único cero en k1 = 1 (α1 = −2) y k1 = 1,5 (α1 = −3), respectivamente, cuyos
eigen-valores asociados son λ1 = −1 (α1 = −2) y λ1 = −2,25 (α1 = −3). Observemos que en ambos casos
tenemos un eigen-valor único. Si la interpretación de dichas eigen-funciones se considera en el ámbito de
la mecánica cuántica podemos observar que las interacciones con intensidades más negativas tienen una
densidad de probabilidad más localizada alrededor del punto hi donde la interacción se localiza. Por otra
parte, las intensidades más positivas tienen una densidad de probabilidad más dispersa alrededor del punto
hi. Sin embargo, en ambos casos el máximo de la densidad de probabilidad ocurre en el punto donde está la
interacción.

Figura 3.1.3. Eigen-funciones normalizadas del Ejemplo 3.2 para distintos valores de la intensidad de la
interacción.

Ejemplo 3.3. Consideremos el sistema cuántico con dos interacciones puntuales tipo delta de Dirac locali-
zadas en donde h1 = 0 y h2 = 2 cuyo Hamiltoniano se describe por el operador de Schrödinger

H{A1,A2}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,A2}

)
,

donde H{A1,A2} = −d2/dx2, x ∈ R \ {0, 2}, es el operador no-acotado asociado al operador formal de
Schrödinger S0 dado por

S0 = − d2

dx2
+ qs, x ∈ R \ {0, 2} .

En los puntos donde se localizan las interacciones tipo δ las condiciones de frontera se representan en forma
matricial como (

uII (0)
u′
II (0)

)
= A1

(
uI (0)
u′
I (0)

)
,

(
uIII (2)
u′
III (2)

)
= A2

(
uII (2)
u′
II (2)

)
,
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donde las matrices Ai (i = 1, 2) son

A1 =

(
1 0
α1 1

)
, A2 =

(
1 0
α2 1

)
, α1,α2 < 0.

El dominio del operador H{A1,A2} está definido por el conjunto de funciones

Dom
(
H{A1,A2}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, h2}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, 2

}
.

Supongamos que α1 = α2 = −2, en este caso la expresión para la función κ toma la forma

κ (k) = −e−4k + (−1 + k)2 .

Para obtener los ceros de la ecuación de dispersión κ (k) = 0 usamos la instrucción NSolve del software
Wolfram Mathematica. Los valores ki > 0 que se obtuvieron son k1 = 1,10886, k2 = 0,796812. En ese caso
los eigen-valores del problema son λ1 = −1,229563, λ2 = −0,634909.

La expresión para la eigen-función normalizada del sistema asociada con el parámetro ki se puede repre-
sentar por la función continua a trozos

ϕi (x) =
1

Li

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ekix, −∞ < x ≤ 0,
1
ke

−kix
(
1 + e2kix (−1 + ki)

)
, 0 ≤ x ≤ 2,

1
k2
i
e−kix

(
1 + e4ki (−1 + ki) + ki

)
, 2 ≤ x < ∞,

donde Li (i = 1, 2) es la constante de normalización calculada a partir de la norma en L 2 (R \ {0, 2}). En
este caso las constantes de normalización toman los valores L1 = 1,407382, L2 = 1,367460. Las gráficas de
las eigen-funciones normalizadas se muestran en la Fig 3.1.4 y 3.1.5.

Figura 3.1.4. Estado base del sistema cuántico del Ejemplo 3.3 correspondiente a λ1 = −1,229563.
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Figura 3.1.5. Primer estado excitado correspondiente al eigen-valor λ2 = −0,634909 del Ejemplo 3.3.

Ejemplo 3.4. Consideremos un problema con tres interacciones tipo delta de Dirac localizadas en los si-
guientes puntos: h1 = 0, h2 = 2 y h3 = 4 cuyas intensidades son α1 = α2 = α3 = −2. En los puntos donde
se localizan las interacciones tipo δ las condiciones de frontera se representan en forma matricial como

(
uII (0)
u′
II (0)

)
=A1

(
uI (0)
u′
I (0)

)
,

(
uIII (2)
u′
III (2)

)
= A2

(
uII (2)
u′
II (2)

)
,

(
uIV (4)
u′
IV (4)

)
= A3

(
uIII (4)
u′
III (4)

)
,

donde las matrices Ai (i = 1, 2, 3) de condiciones de frontera son

A1 =

(
1 0
α1 1

)
, A2 =

(
1 0
α2 1

)
, A3 =

(
1 0
α3 1

)
.

Sea H{A1,A2,A3} = −d2/dx2, x ∈ R \ {h1, h2, h3}, el Hamiltoniano del sistema cuyo dominio se define por

Dom
(
H{A1,A2,A3}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, h2, h3}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, 2, 3

}
.

Consideremos el problema de eigen-valores descrito por la ecuación

H{A1,A2,A3}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,A2,A3}

)
.

En este caso la expresión para la función característica κ es

κ (k) =
e−8k

(
−1− 2e4k (−1 + k) + e8k (−1 + k)3 − k

)

k3
,

de modo que los eigen-valores del operador H{A1,A2,A3} se determinan por los ceros de la ecuación de dispersión
κ (k) = 0. Numéricamente, los ceros de esta ecuación se determinan usando la instrucción NSolve de Wolfram
Mathematica. En este caso los ceros ki > 0 que se obtienen son k1 = 1,147626, k2 = 0,980172, k3 = 0,649819,
y los eigen-valores correspondientes son λ1 = −1,317045, λ2 = −0,960737 y λ3 = −0,422264. La eigen-función
normalizada ϕi asociada al parámetro ki tienen la siguiente forma

ϕi (x) =
1

Li

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ekix, −∞ < x ≤ 0,
1
ke

−kix
(
1 + e2kix (−1 + ki)

)
, 0 ≤ x ≤ 2,

1
k2
i
ekix

(
1 + e2ki(−2+x)

(
−1 + e4ki (−1 + ki)

2
)
+ e4ki (−1 + ki) + ki

)
, 2 ≤ x ≤ 4,

1
k3
i
e−kix

(
e8ki (−1 + ki)

2 + (1 + ki)
2 + e4ki

(
−2 + k2i

))
, 4 ≤ x < ∞,
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donde Li es la constante de normalización calculada a partir de la norma en el espacio L 2 (R \ {h1, h2, h3}).
En este ejemplo las constantes de normalización son L1 = 1,95689, L2 = 1,38442 y L3 = 1,96054. En las
Figura 3.1.6 en la Figura 3.1.7 presentamos el primer estado excitado y finalmente, en la Figura 3.1.8 está
representado el segundo estado excitado.

Figura 3.1.6. Estado base del Ejemplo 3.4 correspondiente a λ1 = −1,317045.

Figura 3.1.7. Primer estado excitado del Ejemplo 3.4 correspondiente a λ2 = −0,960737.
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Capítulo 3. Resultados numéricos del problema de eigen-valores con potenciales regulares nulos y
escalonados a trozos

Figura 3.1.8. Segundo estado excitado del Ejemplo 3.4 correspondiente a λ3 = −0,422264.

Los Ejemplos 3.1-3.4 pueden tener diferentes interpretaciones dependiendo del ámbito donde se imple-
mente. Consideramos interacciones tipo δ en los ejemplos anteriores, en el ámbito de la mecánica cuántica
podemos ver que en los lugares donde la probabilidad de encontrar a la partícula es mayor coincide con los
puntos donde está definidas las interacciones; en electrodinámica, por ejemplo en la Figura 3.1.4, las inter-
acciones puntuales coinciden con los lugares donde la intensidad del campo eléctrico o magnético es mayor.
Por otra parte, si se tratase de una guía de onda las interacciones puntuales representan las paredes de dicha
guía las cuales representan láminas de grosor muy pequeño.

Finalmente, en las gráficas 3.1.5, 3.1.7 y 3.1.8 podemos ver que existen nodos y picos, los cuales resultan
de una superposición de dos o más ondas que al interferir producen una interferencia constructiva (picos) o
destructiva (nodos).

Ejemplo 3.5. Consideremos el siguiente problema de eigen-valores

HA1u = λu, u ∈ Dom (HA1) ,

donde HA1 = −d2/dx2, x ∈ R \ {0}, es el operador no-acotado asociado al operador formal de Schrödinger

S0 = − d2

dx2
+ β1δ

′ (x) , x ∈ R

con un potencial regular nulo y λ ∈ R es el parámetro espectral. El dominio de este operador está definido
por

Dom (HA1) =

{
u ∈ H2 (R \ {0}) :

(
uII (0)
u′
II (0)

)
= A1

(
uI (0)
u′
I (0)

)}
,

donde la matriz de condiciones de frontera asociada al punto 0 es

A1 =

(
1 β1
0 1

)
,

las cuales establecen la continuidad de la derivada y el salto de la función en el punto h1. Supongamos que
la intensidad de la interacción tipo δ′ es β1 = −1, entonces la ecuación de dispersión κ (k) = 0 se define a
partir de la función

κ (k) = 1− k

2
.
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En este caso la ecuación de dispersión tiene un único cero k > 0 dado por k1 = 2, de modo que el eigen-valor
correspondiente es λ1 = −4 y la eigen-función normalizada asociada al parámetro k1 es

ϕ1 (x) =
1√
2

{
ek1x, −∞ < x < 0,

−e−k1x, 0 < x < ∞.

La derivada de la eigen-función normalizada es

ϕ′
1 (x) =

k1√
2

{
ek1x, −∞ < x ≤ 0,

e−k1x, 0 ≤ x < ∞.

Podemos observar en la Figura 3.1.9 la discontinuidad del la eigen-función en el punto x = 0, mientras que en
la Figura 3.1.10 se observa la continuidad de su derivada, tal como lo establecen las condiciones matriciales
anteriores.

Figura 3.1.9. Eigen-función correspondiente a λ1 = −4.

Figura 3.1.10. Derivada de la eigen-función correspondiente a λ1 = −4.

52
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Ejemplo 3.6. Consideremos un problema espectral con dos interacciones tipo δ′ localizadas en h1 = 0 y
h2 = 2 descrito como

H{A1,A2}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,A2}

)
,

donde el Hamiltoniano H{A1,A2} = −d2/dx2, x ∈ R \ {0, 2} cuyas intensidades son β1 = β2 = −1. En
los puntos donde se localizan las interacciones tipo δ′ las condiciones de frontera se representan en forma
matricial como (

uII (0)
u′
II (0)

)
= A1

(
uI (0)
u′
I (0)

)
,

(
uIII (2)
u′
III (2)

)
= A2

(
uII (2)
u′
II (2)

)
,

donde las matrices Ai (i = 1, 2) de condiciones de frontera puntuales en forma matricial son

A1 =

(
1 −1
0 1

)
, A2 =

(
1 −1
0 1

)
.

El dominio del operador H{A1,A2} está definido por el conjunto de funciones

Dom
(
H{A1,A2}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, h2}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, 2

}
.

Entonces la expresión para κ toma la forma

κ (k) = e4k (−2 + k)2 − k2.

Usamos la instrucción NSolve del software Wolfram Mathematica para conocer los ceros ki > 0 de la ecuación
de dispersión κ (k) = 0. Los valores obtenidos son k1 = 2,034764, k2 = 1,961179. Los eigen-valores corres-
pondientes λi = −k2i son λ1 = −4,14027, λ2 = −3,84623. La eigen-funciones normalizada se representa por
la función continua a trozos

ϕi =
1

Li

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ekix, −∞ < x < h1

(1− ki) cosh (kix) + senh (kix) , h1 < x < h2,
1
4kie

−kix
(
e4ki (ki − 2)− ki − 2

)
, h2 < x < ∞,

donde Li (i = 1, 2) es la constante de normalización calculada a partir de la norma en L 2 (R \ {h1, h2}). Las
constantes de normalización toman los siguientes valores L1 = 1,034764, L2 = 0,961179. Las gráficas de las
eigen-funciones de este problema se muestran en las Figuras 3.1.11 y 3.1.12. Observe las discontinuidades de
las eigen-funciones en los puntos donde se encuentran localizadas las distribuciones δ′.

Figura 3.1.11. Eigen-función correspondiente a λ1 = −4,14027 del Ejemplo 3.6.
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Figura 3.1.12. Eigen-función correspondiente a λ2 = −3,84623 del Ejemplo 3.6.

Ejemplo 3.7. Consideremos el problema espectral

HAiu = λu, u ∈ Dom (HAi) ,

donde HAi = −d2/dx2, x ∈ R \ {0}, es el operador no-acotado asociado al operador formal de Schrödinger
S0 dado por

S0 = − d2

dx2
+ α1δ (x) + β1δ

′ (x) , x ∈ R \ {0} ,

donde α1, β1 < 0 en el punto donde se localiza la combinación de interacciones tipo delta de Dirac y su
primera derivada las condiciones de frontera se representan en forma matricial como

(
uII (0)
u′
II (0)

)
= A1

(
uI (0)
u′
I (0)

)

donde la matriz A1 en este caso en particular es

A1 =

⎛

⎝
1− 1

4α1β1

1+ 1
4α1β1

− β1

1+ 1
4α1β1

α1

1+ 1
4α1β1

1− 1
4α1β1

1+ 1
4α1β1

⎞

⎠ , αβ ̸= 4.

Entonces, el dominio del operador H{A1} es

Dom
(
H{A1,A2}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {0}) :

(
u (0)
u′ (0)

)
= A1

(
u (0)
u′ (0)

)}
.

Proponemos que la intensidad de las interacciones sean α1 = −3 y β1 = −2.
La ecuación de dispersión κ (k) = 0, donde

κ (k) =
2k2 − k − 3

5k
.

Se puede ver que el único cero es k1 = 1,5, por lo tanto, el eigen-valor correspondiente es λ1 = −2,25. La
eigen-función normalizada correspondiente es

ϕ1 (x) =
1

0,81649

{
ek1x, −∞ < x ≤ 0,

e−k1x, 0 ≤ x < ∞,
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cuya gráfica se muestra en la Figura 3.1.13.

Figura 3.1.13. Eigen-función asociada al eigen-valor λ1 = 2,25 del Ejemplo 3.7.

Observación 3.1. De los ejemplos 3.3, 3.4, 3.6 resaltamos el hecho de que no existe degeneración de eigen-
valores, esto ocurre por la condición de que el determinante de la matriz de condiciones en frontera sea igual
a uno. Con ello se cumple el principio de exclusión de Pauli, el cual establece que si un estado cuántico ya se
ocupo por una partícula, la siguiente partícula debe ir a un estado superior de energía que se encuentre libre,
completándose los estados vacíos desde la energía más baja hasta la más alta, esto evita que la partícula
caiga constantemente a su estado más base o fundamental.

3.2. Eigen-valores de un sistema con potenciales escalonados e in-
teracciones puntuales

Ejemplo 3.8. Consideremos el problema de eigen-valores

HA1u = λu, u ∈ Dom (HA1) ,

donde HA1 es el operador no-acotado asociado al operador de Schrödinger S0 con un potencial regular qr
escalonado a trozos

qr (x) =

{
q1, ∞ < x ≤ h1,

q2, h1 ≤ x < ∞,
, q1, q2 < 0

y λ el parámetro espectral, el dominio de este operador está definido

Dom (HA1) =

{
u ∈ H2 (R \ {h1}) :

(
uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)}
,

donde las condiciones de frontera para h1 = 0 en forma matricial son

A1 =

(
1 0
α1 1

)
,

consideramos la intensidad de la delta de Dirac α1 = −2 y los potenciales q1 = −2 y q2 = −4. La ecuación
correspondiente es

κ (k) = −2 +
√

k2 − 4 +
√

k2 − 2,
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Figura 3.2.1. Eigen-función correspondiente a λ1 = −4,25 del Ejemplo 3.8.

por medio de la instrucción NSolve del software Wolfram Mathematica 11.0.1.0 obtenemos los ceros de
la ecuación de dispersión κ (k), en este ejemplo obtenemos un único cero en k1 = 2,06155, el eigen-valor
correspondiente es λ1 = −4,25. La eigen-función está dada como

ϕ1 (x) =
1

L1

{
eγ1(k1)x, −∞ < x ≤ h1

d1 (k1) e−γ2(k1)x, h1 ≤ x < ∞,

donde L1 = 1,1547 y

d1 (γ1) =
2 +

√
γ2 − 4−

√
γ2 − 2

2
√
γ2 − 4

,

la gráfica de la eigen-función se muestra a continuación. Note que la eigen-función para el Ejemplo 3.8 decrece
más rápido si el potencial regular es mayor. A diferencia de nuestros primeros resultados podemos ver que la
Figura 3.2.1 ya no es simétrica a comparación de la Figura 3.1.1.

Ejemplo 3.9. Consideremos el problema con dos interacciones tipo delta de Dirac localizadas en los puntos
h1 = 0 y h2 = 2, donde el problema espectral está dada como

H{A1,A2}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,A2}

)
.

En este caso qr está definido como

qr (x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

q1, −∞ < x ≤ h1,

q2, h1 ≤ x ≤ h2,

q3, h2 ≤ x < ∞,

q1, q2, q3 < 0

donde q1, q2 y q3 representan tres niveles del potencial regular, la representación matricial de las condiciones
de frontera es (

uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)
,

(
uIII (h2)
u′
III (h2)

)
= A2

(
uII (h2)
u′
II (h2)

)
,

donde las matrices Ai (i = 1, 2) de condiciones de frontera puntuales en forma matricial son

A1 =

(
1 0
α1 1

)
, A2 =

(
1 0
α2 1

)
,
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proponemos que las intensidades de las deltas de Dirac son α1 = α2 = −2. El dominio del operador H{A1,A2}
está definido como

Dom
(
H{A1,A2}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, h2}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, 2

}
.

Proponemos que los niveles del potencial escalonado tomen los siguientes valores: q1 = q3 = −2 y q2 = −4.
La ecuación de dispersión κ (k) = 0, se define a partir de

κ (k) = 1−k2+2
√
k2 − 2+

(√
k2 − 2− 2

)√
k2 − 4+e4

√
k2−4

(
k2 − 1− 2

√
k2 − 2 +

(√
k2 − 2− 2

)√
k2 − 4

)

donde los ceros de la ecuación de dispersión ki > 0 fueron calculados por dos procedimientos: a partir de la
instrucción FindRoot y de manera gráfica. En la Figura 3.2.2 mostramos la gráfica de la función analítica
κ donde vemos que los ceros se encuentran en los valores de k1 = 1,85265 y k2 = 2,11873, estos valores
coinciden con los obtenidos a partir de la instrucción FindRoot.

Figura 3.2.2. Gráfica de la función κ del Ejemplo 3.9.

Los eigen-valores correspondientes son λ1 = −4,48903 y λ2 = −3,43232, las eigen-funciones correspon-
dientes se muestran en las Figuras 3.2.3 y 3.2.4.

Figura 3.2.3. Eigen-función correspondiente a λ1 = −4,48903 del Ejemplo 3.9.
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Figura 3.2.4. Eigen-función correspondiente a λ2 = −3,43232 del Ejemplo 3.9.

Ejemplo 3.10. Consideremos el siguiente problema de eigen-valores con una interacción δ′ localizada en
h1 = 0

HA1u = λu, u ∈ Dom (HA1) ,

donde HA1 = −d2/dx2 + qr (x), x ∈ R \ {0} es el operador no-acotado asociado al operador de Schrödinger
S0 con un potencial regular qr escalonado a trozos

qr (x) =

{
q1, ∞ < x < 0,

q2, 0 < x < ∞,
, q1, q2 < 0

y λ = −k2i es el parámetro espectral.
El dominio del operador HA1 está definido por el conjunto de funciones

Dom (HA1) =

{
u ∈ H2 (R \ {h1}) :

(
uII (0)
u′
II (0)

)
= A1

(
uI (0)
u′
I (0)

)}
,

donde la matriz de condiciones de frontera asociada a la interacción δ′ ubicada en 0 es

A1 =

(
1 β1
0 1

)
.

Proponemos que la intensidad de la derivada de la delta de Dirac sea β1 = −2 y los potenciales q1 = −2 y
q2 = −4. La ecuación de dispersión κ (k) = 0 donde

κ (k) =
1

2
+
√
k2 − 2

(
1

2
√
k2 − 4

− 1

)

fue resuelta con la instrucción NSolve de Wolfram Mathematica 11.0.1.0 y el valor obtenido k > 0 fue
k1 = 2,12876, el eigen-valor correspondiente es λ1 = −4,53162. La eigen-función correspondiente queda
expresada como

ϕ1 (x) =
1

L1

{
eγ1(k1)x, −∞ < x < 0,

d2 (k1) e−γ2(k1)x, 0 < x < ∞,

donde la constante de normalización es L1 = 1,89205 y el coeficiente

d1 (k1) =
1

2
−
√
k21 − 2

(
1

2
√

k21 − 4
+ 1

)
,
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la gráfica correspondiente se muestra en la Figura 3.2.5.

Figura 3.2.5. Eigen-función correspondiente a λ1 del Ejemplo 3.10.

Ejemplo 3.11. En este ejemplo consideremos el problema que involucra dos interacciones tipo δ′ con soporte
en los puntos h1 y h2, donde el problema de eigen-valores

H{A1,A2}u = λu, u ∈ Dom
(
H{A1,A2}

)
,

En este caso qr está definido como

qr (x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

q1, −∞ < x < h1,

q2, h1 < x < h2,

q3, h2 < x < ∞,

q1, q2, q3 < 0

donde los niveles del potencial regular qi toman los valores q1 = q3 = −2, q2 = −4. Las condiciones en la
frontera en forma matricial están dadas de la siguiente manera

(
uII (h1)
u′
II (h1)

)
= A1

(
uI (h1)
u′
I (h1)

)
,

(
uIII (h2)
u′
III (h2)

)
= A2

(
uII (h2)
u′
II (h2)

)
,

donde las matrices Ai (i = 1, 2) asociadas a las condiciones puntuales en h1 = 0 y h2 = 2 son

A1 =

(
1 β1
0 1

)
, A2 =

(
1 β2
0 1

)
.

El dominio del operador H{A1,A2} es

Dom
(
H{A1,A2}

)
=

{
u ∈ H2 (R \ {h1, h2}) :

(
u
(
h+
i

)

u′ (h+
i

)
)

= Ai

(
u
(
h−
i

)

u′ (h−
i

)
)
, i = 1, 2

}
.

La intensidades de las interacciones δ′ son β1 = β2 = −2, la expresión κ es

κ (k) =13 + 2k4 −
(√

k2 − 2 + 4
)√

k2 − 4 + 8
√
k2 − 2 + k2

(
2
√
k2 − 4− 2

√
k2 − 2− 11

)

+ e4
√
k2−4

(
−13− 2k4 −

(√
k2 − 2 + 4

)√
k2 − 4− 8

√
k2 − 2 + k2

(
2
√

k2 − 4 + 2
√
k2 − 2 + 11

))

la cual nos permite calcular la ecuación de dispersión κ (k) = 0, para encontrar los ceros ki > 0 de esta
expresión utilizamos la instrucción FindRoot, con lo cual llegamos a los valores k1 = 2,21582 y k2 = 1,87935.
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3.2. Eigen-valores de un sistema con potenciales escalonados e interacciones puntuales

Para verificar estos valores usamos el método gráfico de la función κ, como se muestra en la Figura 3.2.6,
donde podemos observar que los valores obtenidos mediante la instrucción FindRoot efectivamente coinciden
con los cruces por cero de la gráfica.

Figura 3.2.6. Gráfica de κ (k) del Ejemplo 3.11.

Los eigen-valores asociados a k1 y k2 son λ1 = −3,53194 y λ2 = −2,90987 y las eigen-funciones normali-
zadas correspondientes están representadas por la siguiente expresión

ϕi (x) =
1

Li

⎧
⎪⎨

⎪⎩

eγ1(ki)x, −∞ < x < h1,

c2 (ki) eγ2(ki)x + d2 (ki) eγ2(ki)x, h1 < x < h2,

d3 (ki) eγ3(ki)x, h2 < x < ∞,

donde denotamos por Li las constantes de normalización que en este ejemplo toman los valores L1 = 2,77951
y L2 = 1,535. Las expresiones de los coeficientes c2, d2 y d3 son

c2 (ki) =
1

2
+
√
k2i − 2

(
1

2
√
k2i − 4

− 1

)
,

d2 (ki) =
1

2
−
√
k2i − 2

(
1

2
√
k2i − 4

+ 1

)
,

d3 (ki) = − 1

2
√
k2i − 4

√
k2i − 2

e−2
√

k2
i−4+2

√
k2
i−2

(
17 + 2k4i − 4

√
k2i − 4 + 2k2i

(√
k2i − 4− 6

)

+e4
√

k2
i−4

(
−17− 2k4i − 4

√
k2i − 4 + 2k2i

(√
k2i − 4 + 6

)))

las gráficas de las eigen-funciones correspondientes se muestran en las Figuras 3.2.7 y 3.2.8.
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Capítulo 3. Resultados numéricos del problema de eigen-valores con potenciales regulares nulos y
escalonados a trozos

Figura 3.2.7. Eigen-función correspondiente a λ1 = −3,53194 del Ejemplo 3.11.

Figura 3.2.8. Eigen-función asociada al eigen-valor λ2 = −2,90987 del Ejemplo 3.11.

En los Ejemplos 3.8-3.11 podemos ver claramente la influencia del potencial regular escalonado a trozos
en la forma que tienen las eigen-funciones de cada estado del sistema cuántico.
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Capítulo 4

Conclusiones y trabajo a futuro

4.1. Conclusiones

En el presenta trabajo, hemos abordado problemas espectrales con potenciales compuestos por una parte
regular y otra singular donde se involucran interacciones puntuales de primer tipo. A lo largo de esta Tesis
construimos un método matricial recursivo para este tipo de problemas. La representación que se obtiene de
las soluciones de la ecuación de Schrödinger da lugar a un método recursivo que permite su implementación
numérica inmediata, además permite obtener las eigen-funciones asociadas a cada punto del espectro.

La construcción de este método matricial recursivo se realizó considerando las matrices de condiciones de
frontera asociadas a interacciones puntuales de primer tipo, además, consideramos que las entradas de dichas
matrices son tales que sus determinantes son iguales a uno, esto nos permite considerar problemas auto-
adjuntos. Al realizar la construcción del método recursivo consideramos primero potenciales regulares nulos,
y después potenciales escalonados donde pudimos observar que las expresiones para la ecuación de dispersión
se daban en forma cerrada debido a que para este tipo de potenciales es posible encontrar soluciones exactas en
cada restricción. Sin embargo, esta situación no prevalece con potenciales regulares arbitrarios, en donde fue
necesario introducir las matrices de monodromía. Las entradas de dichas matrices se calcularon en términos de
series de potencias del parámetro espectral por lo cual presentamos una aplicación del método SPPS para su
construcción. Esta representación ofrece soluciones que convergen uniformemente, que pueden implementarse
computacionalmente en forma directa. El método desarrollado permitió encontrar una relación matricial a
partir de la cual se pudo encontrar una expresión para la ecuación de dispersión del problema espectral.

En los resultados numéricos podemos observar la influencia que tienen las diferentes interacciones en las
eigen-funciones de los problemas abordados. Los ejemplos presentan el comportamiento esperado de acuerdo
con las condiciones en frontera asociadas al potencial δ o δ′, es decir, cuando tenemos interacciones tipo
delta de Dirac podemos ver que las eigen-funciones son continuas y sus derivadas presentan un salto en el
punto donde se localizan las interacciones. Por el contrario, al considerar interacciones tipo δ′ se observa
la discontinuidad en las eigen-funciones y la continuidad en sus derivadas. Además pudimos ver que no se
presentó la degeneración de los eigen-valores y esto cumple con el principio de exclusión de Pauli.

La interpretación física de las soluciones obtenidas dependerá del tipo de problema en donde se emplee el
enfoque aquí desarrollado, por ejemplo, en la mecánica cuántica los picos de las eigen-funciones corresponden
a los lugares donde es más probable encontrar a la partícula; por otra parte, el caso de una guía de ondas
podría modelarse por un potencial tipo delta formado por dos discontinuidades, las cuales representarían las
paredes de ésta.

En particular la representación matricial simplifica las operaciones a realizar. Además haciendo uso de
este método podemos calcular expresiones para los coeficientes de transmisión y reflexión de cada problema,
aunque en este trabajo no abordamos este caso.
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4.2. Trabajo a futuro

4.2. Trabajo a futuro
Se pretende continuar con el desarrollo del análisis de los estados ligados de los sistemas cuánticos descritos

por la ecuación unidimensional de Schrödinger, los cuales están caracterizados por funciones potenciales que
comprenden una parte regular, en general, complejo-valuada y una parte singular expresada por distribuciones
de primer orden. En particular:

Analizar los problemas no-auto-adjuntos que involucran interacciones puntuales.

Investigar la degeneración del espectro discreto de los operadores de Schrödinger que involucran inter-
acciones puntuales.

Determinar las eigen-funciones y las funciones de Jordan asociadas con los eigen-valores de multiplicidad
mayor que uno.

Desarrollar métodos matriciales para el análisis de los problemas espectrales de Schrödinger que invo-
lucran interacciones puntuales.

Obtener teoremas de expansión en eigen-funciones que involucran a las eigen-funciones asociadas al
espectro discreto, las eigen-funciones generalizadas asociadas al espectro continuo, y las funciones de
Jordan asociadas a los eigen-valores degenerados.

Desarrollar métodos numéricos para el análisis del espectro de los operadores de Schrödinger con inter-
acciones puntuales.

Desarrollar la codificación computacional de los métodos numéricos y abordar los temas relacionados
con la implementación de los códigos numéricos que involucran el uso de memoria, el tiempo de cómputo,
control del error, etc.

Buscar aplicaciones de los resultados obtenidos en mecánica cuántica y electrodinámica.
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Capítulo 5

Productos desarrollados

Se presentaron dos ponencias relacionadas con el trabajo que se ha ido desarrollando.

50 Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana.

XVI Congreso Nacional de Ingeniería Electromecánica y de Sistemas

Además se adjunta el trabajo que se envío al XVI Congreso Nacional de Ingeniería Electromecánica y de
Sistemas.
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