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Resumen

Los operadores de Schrédinger con interacciones puntuales han sido de gran interés en la fisica-matemética
durante las ultimas décadas debido a sus aplicaciones en mecanica cuantica, electrodindmica, 6ptica, etc..

En esta tesis se hace un analisis matematico considerando el operador unidimensional de Schrédinger libre
de unidades, con un potencial especificado formalmente por un potencial singular y otro regular. El potencial
singular se representa por distribuciones de primer orden representadas por deltas de Dirac y sus derivadas.
En particular se consideran N interacciones puntuales localizadas en los puntos hq, ..., hy. Asociado con este
operador se tiene un operador auto-adjunto no-acotado de Schrédinger que consiste inicamente del potencial
regular y de ciertas condiciones de frontera especificadas en los puntos donde las interacciones puntuales
se encuentran localizadas. Estas condiciones de frontera se expresan en forma matricial en términos de los
valores que toman la solucién y la derivada a la izquierda y derecha de los puntos de interaccion h;. El
operador asi especificado se enmarca en el espacio de Hilbert .#2 (R) = 2 (R \ {hy,...,hn}) de modo que
se determinan las eigen-funciones y los eigen-valores, los cuales a su vez se pueden calcular por medio de un
procedimiento matricial recursivo. En particular por medio del uso de las matrices de monodromfia se obtiene
la relacion de dispersion (ecuacion caracteristica) del problema espectral correspondiente. Por otra parte, el
analisis se hace suficientemente general para considerar un potencial acotado y para el calculo de las matrices
de monodromia se utiliza el método de Series de Potencias del Parametro Espectral (método SPPS). Para los
calculos numéricos y la implementaciéon computacional correspondiente se hace uso de Wolfram Mathematica
11.0.1.0.

Palabras clave: Interacciones puntuales; ecuaciéon de Schrédinger unidimensional; matrices de monodro-
mia; método matricial recursivo; potencial singular; método SPPS.
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Abstract

The Schrédinger operators with point interactions have been of great interest in the mathematical physics
during the last decades due to their applications in quantum mechanics, electrodynamics, optics, etc..

In this thesis we perform a mathematical analysis on the free of units one-dimensional Schrédinger operator
with a potential specified formally by a singular potential and regular real-valued potential. The singular
potential is represented by distributions of the first order, given in terms of Dirac deltas and their first
derivatives. In particular we consider N point interactions located at the points hq, ..., hy. Associated with
the formal operator there exists a unbounded Schrédinger self-adjoint operator that consists on only the
regular potential and certain boundary conditions specified at the points where the interactions are located.
These boundary conditions are expressed in a matrix form in terms of the values that takes the solution and
its derivative from the left and the right of the interaction points h;. The operator thus specified is considered
in the Hilbert space £2(R) = £2(R\ {h1,...,hn}) so that the eigenfunctions and their corresponding
eigenvalues can be determined by means of a matrix recursive method. In particular, by the use of monodromy
matrices a dispersion relation (i.e., characteristic equation) of the corresponding spectral problem is obtained.
On the other hand, the analysis is general enough to consider a compact support bounded potential and for
the calculation of the monodromy matrices by means of the Spectral Parameter Power Series Method (SPPS
method for short). For the numerical calculations and the corresponding computational implementation we
use Wolfram Mathematica.

Keywords: Point interactions; one-dimensional Schrédinger equation; monodromy matrices; matrix re-
cursive method; singular potential; SPPS method.
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Notaclones

A lo largo de la tesis consideremos la siguiente notacion para representar los limites laterales
» o(h7) :=lm.0p(h—e¢€), e>0.
» p(ht) :=limcsop(h+e€), e>0.
w o (A7) :=lm. 09 (h—¢€), e>0.
s o (hF) :=1limc 0 (h+¢€), e > 0.
Ademas utilizamos las siguientes notaciones para algunos espacios funcionales:
» #? Espacio de las funciones cuadrado-integrables.
= P Espacio de Lebesgue.
= ¥ Espacio de funciones esencialmente acotadas.
= H* Espacio de Sobolev.
= ¢ Espacio de las funciones continuas.
= €P Espacio de las funciones continuamente diferenciables hasta las derivadas de orden p.
= %5° Espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto.
= 2 Espacio de funciones de prueba.
= 2’ Espacio de funciones generalizadas en el sentido de Sobolev-Schwartz.

= Ny Conjunto de los nimeros naturales incluyendo al cero.
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Capitulo 1

Introduccion

El anélisis espectral de los operadores de Schrédinger con interacciones puntuales representadas por
distribuciones de primer orden localizadas en un conjunto finito de puntos ha sido de gran interés debido a
que permite describir fendmenos altamente localizados en los sistemas cuanticos por medio de términos que
se agregan a la funcion potencial.

Estas interacciones pueden modelar defectos o perturbaciones de los medios para describir a los sistemas
cuanticos de forma mas realista. En el Aambito electromagnético las interacciones puntuales permiten describir
corrientes laminares o filamentos de corrientes inmersos en los medios dieléctricos. Este tipo de operadores
son implementados también en otras areas tales como la Optica, la fisica del estado sélido, etc. En esta
Tesis se presenta un anélisis matematico que permite encontrar un método matricial recursivo para calcular
los eigen-valores y eigen-funciones de un problema espectral que involucra este tipo de operadores usando
matrices de monodromia.

1.1. Objetivo general

Encontrar la ecuacién de dispersion que define los eigen-valores del operador de Schrédinger con po-
tenciales compuestos por potenciales singulares que consisten en interacciones puntuales representadas por
distribuciones de primer tipo y potenciales regulares real-valuados continuos a trozos haciendo uso del método
SPPS y empleando un algoritmo matricial que involucra a las matrices de monodromia.

1.1.1. Objetivos especificos

= Determinacién de un método para obtener la ecuacién de dispersién de los problemas de eigen-valores
que involucran interacciones puntuales.

= Calculo de eigen-valores y eigen-funciones de los problemas que involucran interacciones puntuales.
= Célculo de matrices de monodromia.

= Elaboracion de un método matricial que permita encontrar las entradas de las matrices de monodromia
involucradas en cada problema.

= Aplicacion del método SPPS para el calculo de soluciones de las ecuaciones de Schrédinger involucradas
en los problemas de eigen-valores con potenciales regulares acotados.

= Desarrollo de algoritmos computacionales para el cilculo de eigen-valores con base en el método SPPS.

1.2. Antecedentes tedricos

Consideremos el operador de Schrédinger unidimensional libre de unidades
2

da?

H= +q(x), r €R,



1.2. Antecedentes teoricos

donde ¢ es continuo, semi-acotado por abajo (es decir, ¢ () > —¢, ¢ > 0), y satisface la siguiente condicion

/ || g ()| dz < 0.

Este operador surge de la ecuaciéon de Schrodinger que describe la amplitud de probabilidad u de una
onda cuéntica interactuando con un potencial gq. La ecuaciéon de Schrédinger incluye un término de energia E
que se interpreta como el parametro espectral de la ecuacion Hu = Fu. Cuando se consideran condiciones en
la frontera (establecidas por las propiedades del potencial) las soluciones enmarcadas en un espacio funcional
apropiado (por ejemplo, el espacio .#?) tienen una interpretacion probabilista tal que

/Oo lu(z)?de =1

— 00

representa una certeza de encontrar a la particula en todo el espacio. En los problemas de la mecanica
cuantica la energia de las particulas forman un espectro de valores que se divide principalmente en una parte
discreta de valores de energfa negativos asociados con los estados ligados, y de una parte continua de valores
de energia positivos asociados con los estados de dispersion de las particulas interactuando con el potencial.
El determinar el ntimero de eigen-valores (es decir, de estados discretos de energia) se puede realizar con
base en métodos rigurosos bien conocidos. A continuacién, en los siguientes resultados se muestran teoremas
generales que permiten determinar las caracteristicas espectrales de los problemas que involucran a la ecuaciéon
de Schrodinger.

Teorema 1.1 ([13, pp. 97]). Sea H un operador de la forma

d2
en (—o00,00) y suponga que el potencial q es localmente acotado, acotado por abajo, y que tiene una parte
negativa continua q— (x). Denotemos por N_ (H) al nimero de eigen-valores negativos de H. Entonces

oo

N_(H)<1 +/ || lg— (z)|da.
—0o0

De acuerdo con el Teorema 1.1 podemos deducir que la parte negativa del espectro discreto del operador H
consiste en un conjunto finito de eigen-valores simples k%, k3, ..., k% (se puede ver entonces que los niimeros
k; son puramente imaginarios, es decir, k; = ix;, donde x; > 0), y que las eigen-funciones asociadas decrecen
exponencialmente conforme |z| — co.

A partir de las caracteristicas del potencial ¢ es posible determinar el comportamiento asintético de las
soluciones de la ecuaciéon

Hu = k?u, (1.2.1)

donde k2 representa el parametro espectral que en general puede ser complejo. Considere los siguientes
teoremas.

Teorema 1.2 ([13, pp. 70]). Sea q una funcion que satisface

/ lq (z)| dz < oo, (1.2.2)
y sea k # 0 un numero fijo. Entonces la ecuacion (1.2.1) tiene dos soluciones y; e ys, tales que
yi () =e™ (1 +0(1))

, (1.2.3)
y2 () =e~ ™ (L+0(1)),
conforme r — +00.

Si el parametro espectral k2 es un nimero complejo podemos determinar el comportamiento asintético
de la soluciéon y; descrito en el teorema anterior conforme al siguiente resultado.
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Teorema 1.3 ([13, pp. 79]). Si q satisface la condicion (1.2.2), y si el mimero complejo k? satisface la
propiedad Imk > 0, entonces la solucion y; del Teorema 1.2 que satisface la condicion (1.2.3) para k # 0,

tiene la asintdtica
) 1
y1 (z) = e (1 + OIE@‘I)>

conforme x — +o0, donde o (1) es uniforme con respecto a k. Si, mds ain, q satisface la condicion

/ z|g(z)|dx < oo,

— 00

entonces para k = 0 también existe una solucion tnica que satisface la condicion (1.2.3), con la asintdtica

y1 (23 k) = e (1 - 10&2') (1.2.4)

conforme x — +o00, donde o (1) es uniforme con respecto a k.

Teorema 1.4 ([41, pp. 36]). El sistema de eigen-funciones y eigen-funciones generalizadas del problema
(1.2.1) con wvalores en la frontera, con condiciones auto-adjuntas es completo en el espacio £? (R).

Existe una parte continua del espectro del operador ‘H de acuerdo con el Teorema 1.4. Similarmente, se
obtiene el comportamiento asintético de la solucion yo conforme z — —oo

yo (23 k) = e~k (1 + 10J£1|3€> , (1.2.5)

Las soluciones y; e y2, con Im k > 0, cuyas asintoticas estan dadas por (1.2.4) y (1.2.5), respectivamente, se
denominan usualmente como funciones de Jost.

Por otra parte, si el pardmetro espectral es real, es decir, k € R, k # 0, podemos construir dos conjuntos
de soluciones fundamentales de la ecuacion (1.2.1)

{v1 (23 k) 90 (25 =R)}, {ya (k) w2 (25 —R)}

Note que y1 (x;—k) = y1 (x; k), ya (x; —k) = ya (x; k). La solucion ys (z; k) tiene que ser una combinacion
lineal de las soluciones y; (z;k) y y1 (x; —k), es decir,

yo (k) = a (k) yr (w; =k) + 0 (k) yr (2 k) ,

a partir de la cual, tomando el complejo conjugado, obtenemos

Y2 (w5 —k) = b (k)y1 (z; k) + a (k)y1 (25 k) .

Si g () = 0, entonces ys (x; k) = y1 (x; —k), por lo tanto a (k) =1 y b (k) = 0. El sentido fisico de la solucion
y2 (z; k) corresponde a la funcion de onda de una particula que, conforme x — —oo, se convierte en una
particula libre con moméntum k. Al pasar a través de la barrera de potencial obtenemos la superposicion de
las dos funciones de onda con moméntum k (la funcion y; (z; —k)) y —k (la funcion y; (z;k)). Por lo tanto,
a (k) es el coeficiente de transmision y b (k) el coeficiente de reflexion.

De manera similar, podemos expresar y; (x; k) en términos de ys (x;k) y y2 (z; —k). Sin embargo, los
coeficientes en este caso se expresan en términos de a (k) y b (k). La matriz de transicion esta definida como

Introduzcamos los vectores columna

= (B0 ) = (0.
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que definen dos conjuntos de soluciones fundamentales, entonces
Yo (z;k) = C (k) Y1 (z; k) . (1.2.6)

La matriz C (k) es no-singular cuando k # 0 porque ys (2; k) y y2 (2; —k) son linealmente independientes. De
la relacion (1.2.6) se deduce que para k # 0

Y1 (x5k) = C1 (k) Ya (23 k),

donde la matriz C~! se determina por

1.2.1. Algunos espacios funcionales
Con el fin de resolver problemas de la fisica-matemética, debemos buscar las soluciones en un espacio

adecuado de funciones donde los teoremas de unicidad se verifiquen. Con frecuencia tal espacio de funciones
viene determinado por la naturaleza fisica del problema.

1.2.1.1. Espacios Z?

Un espacio frecuentemente utilizado es el espacio de Lebesgue de las funciones u para las cuales la integral

/ |ul’ dz < oo
Q

existe, donde 1 < p < oo . Este espacio se denota por .£7 (2), el cual estd dotado de una norma || - || o, la

cual se define como
1/p
ilw = ([1uras) " wezr).
Q

Un caso de gran interés se obtiene cuando p = 2 el cual se denota como .2 (2) y se le conoce como el espacio
de las funciones cuadrado-integrables [5] el cual de forma natural es un espacio de Hilbert. Un producto
interno usualmente empleado en el espacio .#? (Q2) para funciones complejo-valuadas se define como

(u, v) ::/ u(z) v (x)dz, u,v € .£%(Q).
Q
A partir de este producto interno se puede inducir una norma en .#? () de forma usual, es decir,

Hu||i,)2 = (u,u) = / lul® dz, ue L?(Q).
Q

1.2.1.2. Espacio £

Sea £ (R) el conjunto de funciones complejo-valuadas medibles en R tal que |f (x)| < M, casi en todas
partes, con respecto a la medida de Lebesgue para algin M < oo (f ~ g, es decir, f (x) = g (z) casi en todas
partes). Se introduce una norma denotada por || f||, que corresponde al valor més pequeno de M, ver Figura
1.2.1, [47].



Capitulo 1. Introduccién

Figura 1.2.1. Ejemplos de funciones f que pertenecen al espacio £ (R).

1.2.1.3. Espacios de las funciones continuas

Cuando se investiga la suavidad de las funciones conviene clasificarlas de acuerdo con su diferenciabilidad.
Seaa = (a1, @2, . .., 0py) un multi-indice con a;; € N (j = 1,...,n). Denotemos por D f (z) a la derivada de
orden |a| := a3 + ag + ... + a;, de una funciéon f que se define como

a 8“"]‘(951,3:2,...,3:”)
Do) = pmage - ou

El conjunto de funciones f continuas junto con sus derivadas D*f (z), |a| < p, (0 < p < 00) también conti-
nuas, forman un espacio lineal denotado por €7 (). Las funciones f de clase €7 () permiten una extension
continua sobre la frontera €, formando otro espacio lineal denotado por €7 (). Denotemos Ny := NU {0}
y definamos por

D°f (z) = f («).

Q)= (6", Q) =/)%(Q)
PENo pENg

el conjunto de funciones continuamente diferenciables en 2 y §2, respectivamente, conocidas como funciones
analfticas. Finalmente los espacios

CQ)=7"(Q), ¢(Q)=%"(Q)

consisten en funciones continuas en ) y ), respectivamente [53].

1.2.1.4. Espacio de Sobolev

Sea s € Ny y consideremos la siguiente definicion

Definicion 1.1. El espacio de Sobolev H*® consiste en funciones u € .2 (Q) tales que D%u € £? (Q) para
|a| < s, donde las derivadas se entienden en el sentido de las distribuciones.

Introducimos un producto interno en H® definido por
(u,v), = Z (D“u, D%v), u,v € H° (Q),
o] <s
donde (-, -) es el producto interno usual en #? (Q2). La norma correspondiente estd dada por la formula
12
full, = w0 = | 2 [ 1Du(e)ds

laf<s

Un espacio ampliamente utilizado es el espacio de Sobolev H? el cual es otro espacio de Hilbert [13].
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1.2.2. Funciones generalizadas

Las funciones generalizadas aparecen frecuentemente en la fisica cuando se trata con distribuciones de
cargas o de fuerzas las cuales estan localizadas en puntos del espacio. Un ejemplo de esto es la funcion § que
introdujo Dirac en sus investigaciones sobre mecénica cuantica. Funciones como la delta de Dirac o la funcion
de Heaviside se les conoce actualmente como distribuciones o funciones generalizadas. Los fundamentos de
la teoria matematica de las funciones generalizadas fueron expuestos por Schwartz y Sobolev a mediados del
siglo XX. Mas tarde, el desarrollo de la teoria de las funciones generalizadas fue estimulado principalmente
por los requisitos de la fisica matematica y especialmente por la teoria de ecuaciones diferenciales y la teoria
cuantica [53].

1.2.2.1. Delta de Dirac

Una distribucién es una generalizacion del concepto clasico de una funcion. Esta generalizacién, por un
lado, nos permite expresar en forma matematica conceptos idealizados como, por ejemplo, la densidad de
masa de un punto material, la intensidad de una fuerza aplicada en un punto, y asi sucesivamente. Por
otro lado, encontramos en el concepto de distribucion un reflejo del hecho de que es realmente imposible, por
ejemplo, medir la densidad de masa de un material en un punto: solo podemos medir su densidad promedio en
una vecindad suficientemente pequena de este punto. Consideremos que este punto coincide con el origen del
sistema de coordenadas R3. La densidad de masa de una bola U, de radio € de masa unitaria uniformemente

distribuida es 5 ]
_ ) me x| <,
fe(@) { 0, o] >
Denotemos por ¢ la densidad de masa que corresponde al limite de la secuencia de densidades f. (x) conforme

€ — 0, es decir,
400, z =0,

§(x) = lim f. (w):{ 0 v 40 (1.2.7)

e—0t

Naturalmente se requiere que la integral de la densidad § (x) sobre cualquier volumen €2 coincida con la masa
contenida en este volumen, es decir,
1 0eQ
0(x)dx = { ’ ’
/Q (z) 0,  0¢Q.

Pero, en virtud de (1.2.7), el lado izquierdo de esta expresion es siempre igual a cero si se considera que el
integrando esta definido en un solo punto. Esto muestra una contradiccion que se soluciona de la siguiente
manera.

Calculemos el limite débil de la secuencia de funciones f. (x) conforme ¢ — 07, es decir, para cualquier
funcién continua ¢ encontraremos el limite de la secuencia numérica flr\ < fe(z) ¢ (z) dz conforme € — 0.
Demostremos que

lim fe(@) ¢ (z)dz=¢(0).

e—0t |z <e

En efecto, debido a la continuidad de la funcion ¢ (x) para cualquier n > 0 existe eg > 0 tal que |p () — ¢ (0)] <
1 implica que |z| < €g. Esta es nuestra definicion de la continuidad de una funcion alrededor de un punto. Lo
anterior se expresa como

3

" 4qed

3 /
< lp (z) — ¢ (0)]dz
4med |z|<e

3
<n-—= dx = .
Tires /I<€ £

Como 7 es arbitrariamente pequefio se deduce que flrl < fe(@)p(z)dz — ¢ (0) = 0 que es lo que se queria

fe(@) ¢ (z)dz — ¢ (0)
/ |

/ @O

probar. Por lo tanto, el limite débil de la secuencia de funciones f. (z) conforme ¢ — 0% coincide con el

6
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v

Figura 1.2.2. FEjemplos de funciones de prueba we.

funcional ¢ (0), el cual asigna a cada funcién continua ¢ su valor en el punto z = 0. Este es el funcional que
consideraremos en el célculo de la densidad de masa al tomar ¢ (z) =1 con lo cual

e—0t

lim fe(x)dx = / 0 (z)dz = 1.
|z|<e |z|<e

1.2.2.2. Espacio de funciones de prueba %

Es el espacio de todas las funciones de clase € (R™) con soporte compacto. Un ejemplo de este tipo de
funciones esta dado por
62
e <
we () :{ Ceow (~afep). 2l <

0, |z] > e,

ver Figura 1.2.2, donde la constante C. se escoge de tal forma que las integrales de prueba sean uno

/we (z)dz =1.

1.2.2.3. Espacio de funciones generalizadas 2’

Cada funcional lineal continuo sobre el espacio de las funciones de prueba & es conocido como una
funcién generalizada en el sentido de Sobolev-Schwartz. Las funciones generalizadas cumplen con las siguientes
propiedades

1. Una funcion generalizada f es un funcional sobre 2, es decir, un ntimero complejo (f,¢) es asociado
con cada ¢ € 9.

2. Una funcion generalizada f es una funcion lineal sobre Z; es decir, si ¢, € Z y A, u € C, entonces
(f, Ao+ u) = A(f,0) +u(f ).

3. Una funcién generalizada f es un funcional continuo sobre 2, es decir, si ¢, — ¢ conforme k — oo en
9, entonces

<f7@k>_>(fv(p>7 k — oo.

7



1.2. Antecedentes teoricos

El espacio 2’ es completo, es decir, si la secuencia f1, fa,... € 2’ es tal que para cualquier funcion de
prueba ¢ € 2 existe un limite de la secuencia numérica (f1, @), (f2,®), ..., entonces habra una tnica funcion
generalizada f € 27, tal que

Jm (fr.0) = (f0),  ¢€2.

1.2.3. Meétodo SPPS
Consideremos la ecuacion de Sturm-Liouville en su forma mas general
(pu) + qu = Aru, a<z<b, (1.2.8)

donde p, ¢, r son funciones en general complejo-valuadas dependientes de una variable real x, las cuales
satisfacen ciertas condiciones de suavidad y A es un parametro complejo. La solucion general de (1.2.8) se
puede buscar en la forma de una serie de potencias del parametro espectral. Esta representacion nos da, entre
otras posibles aplicaciones, un método sencillo y potente para la solucién numérica de problemas con valores
en la frontera y espectrales, entre otros. Consideremos los resultados mas importantes del método SPPS [35].

Teorema 1.5 ([35]). Supongamos que en un intervalo finito [a,b], la ecuacion
(pup) + quo =0 (1.2.9)

posee una solucion particular uy de tal forma que las funciones udr, 1/u2p € € [a,b]. Entonces la solucidn
general de (1.2.8) en (a,b) tiene la forma

U = C1U1 + Colln (1.2.10)
donde c1 y co son constantes complejas arbitrarias,
Uy = UOZ)\kX(Qk)7 U = UOZAkX(Qk—H) (1211)
k=0 k=0

Yy )?("), X ) se definen por las relaciones recursivas

X0 =1, XxO=q, (1.2.12)
_ / XD ($)u2 (s)r(s)ds, n impar
XM (z) =4 J2g (1.2.13)
/on("_l) (s) mds, n par
’ n— 1 .
/ X( I)st, n impar,
XM (z) ={ J2g (1.2.14)
/ X=1y2 (s)r(s)ds, n par,
xo

siendo xo un punto arbitrario en [a,b] tal que p es continua en xg y p(xo) # 0. Ademds, ambas series en
(1.2.11) convergen uniformemente en [a,b].

Observacion 1.1. La independencia lineal de las soluciones u; y us se consigue al hacer que el Wronskiano
correspondiente sea distinto de cero en al menos un punto del intervalo [a,b]. Se puede ver entonces que
las soluciones anteriormente definidas son linealmente independientes. De acuerdo con la definiciéon de las
integrales recursivas se tienen que

uy (z0) =uo (v0), i (z0) =ug (20),
1

uz (z9) =0, u3 (%) :m

y el Wronskiano de u; y us en xq es igual 1/p (xo) # 0 [35].

8
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Observacion 1.2. El procedimiento para la construccion de las soluciones descritas en el Teorema 1.5 es vélido
no sélo cuando se tiene una soluciéon de la ecuacion cuando A = 0, sino también cuando se tiene una solucién
de la ecuacion

(pup) + quo = Xorug

para algin A\g # 0. En este caso las soluciones (1.2.11) ahora toman la forma [35]
UL = Ug Z ()\ _ >\O)k )Z'(Zk)’ Uy = ug Z (/\ _ /\O)k X(2k+1).
k=0 k=0

1.2.3.1. Calculo de la solucién particular ug

El método SPPS se basa en la existencia de una solucién particular ug de
(pup) +quo =0,  w € (a,b) (1.2.15)

que satisface las condiciones de regularidad u?, uy lecw [a,b]. El método SPPS nuevamente puede ser usado
para obtener la solucion ug, para esto el equivalente de (1.2.15) como una ecuacion de Sturm-Liouville es

(ﬁuf))/ + Guo = AugF
donde los coeficientes B
ﬁ:pv q~:0, )‘:_17 ?:q

Sea vy una solucién particular de (ﬁvé)/ + quo = 0 en (a, b) que satisface las condiciones de regularidad v3T,
1/v3p € € [a, b], una solucién general ug de la ecuacion diferencial homogénea se puede expresar como ug =
d1v1 + dovs, donde dy y do son coeficientes arbitrarios y vy, ve son dos soluciones linealmente independientes
que estan expresadas como

vi(2) =0 (2) Y (D) Y (), vy (2) =g (2) Y (~1)F YD (2),
k=0 k=0

donde las funciones 17(”), Y (") son calculadas de acuerdo al procedimiento de integracion recursiva

y© = 1, y©) = 1,

/ Y (=1 (5) ¢ (s)ds, n impar,
Y™ (z) = xé;~
/ Y (=1 (s5)ds, n par,
g
/ y(n—1(s, n impar,
Y™ (z) = zh
/ Y (=g (s)ds, n par,
0

y z( € [a,b] es un punto arbitrario. En particular, vy = 1 simplificara los calculos. Las soluciones vy y v
cuyos ceros se alternan segin el Teorema de oscilaciéon de Sturm [51], garantizan que la solucién ug nunca se
va anular. Si se elije d; = 1 y do =i la solucion ug queda como ug = v1 + ive en [a, b], lo cual simplifica los
calculos.

1.3. Estado del Arte

Los operadores de Schrédinger con potenciales con soporte puntual han sido estudiados ampliamente du-
rante las ultimas décadas, ya que constituyen una clase de potenciales adecuados para estudiar las propiedades

9
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cuanticas basicas, estados ligados y de dispersion, resonancias, etc., por mencionar algunos [10, 15, 34, 39, 43].
Ademéas permite modelar defectos pequenos y abruptos en materiales que pueden dar lugar a fen6menos como
el efecto tunel [32] o el efecto Casimir [14], también permiten obtener una descripcion sobre la interaccion de
particulas cuanticas con hipersuperficies cargadas [9, 8, 10, 46]. Fisicamente estos operadores describen en el
ambito de la mecanica cuantica, el movimiento de una particula que se mueve bajo la accién de un potencial
soportado, por ejemplo, por los puntos de una red cristalina de un soélido. Dichos sistemas y modelos han
sido usados también en otras areas de la fisica, como en la 6ptica y el electromagnetismo (ver, e.g., [19, 4]).

Los operadores con interacciones singulares fueron introducidos por Fermi [22]. La primera investigacion
matematicamente rigurosa del operador de Schrédinger con interacciones singulares fue llevada a cabo por
Berezin y Faddeev [11, 12| donde consideran el operador de Laplace en .£> (R3) con una interaccién singular
tipo §. Posteriormente se analizaron casos particulares acerca de este problema considerando operadores
unidimensionales y bidimensionales [3].

En el articulo [49] se resalta la importancia de dos tipos de interacciones puntuales unidimensionales. El
primer tipo de interaccién corresponde a la distribucion delta de Dirac, la cual esta formalmente incluida en
el operador

Hao = Ho + ad (z), aeR

donde H; es el Hamiltoniano libre unidimensional, que en su versién libre de unidades estd dado por el
operador diferencial

d2

da?’
El segundo tipo de interaccion, hasta 1986, habia sido abordado tnicamente en dos articulos [3, 31]. En dichos
articulos estas interacciones son denominadas como interacciones 4’ o interacciones dipolares. La interaccion
0" puede definirse al considerar la densidad de carga asociada a un dipolo eléctrico

Ho =

pU:%(S(x—e)—%cS(x)

el cual estd formado por dos cargas de valor %, de signos opuestos, separadas una distancia €. Sea ¢ una
funciéon de prueba (es decir, una funcion continua, cuyas derivadas también son continuas), y consideremos
el siguiente limite débil cuando € — 0%

(3025 ¢) =@ - (0) + ¢/ 0)

= (57 90/) = (_5/’ SD)

de lo cual se concluye que la densidad de carga p, del dipolo coincide con la distribucion ¢’ (x) en el li-
mite cuando € — 07 (ver [53]|). Formalmente en [3] se considera esta interaccion en el siguiente operador
Hamiltoniano

Hp =Ho — B (x), B ER,

donde S es la intensidad de la interaccion. Se puede demostrar que existen extensiones auto-adjuntas para
los operadores Ho, y Hp [37].

Las interacciones tipo delta de Dirac han sido utilizadas también junto con pozos de potencial dados por
funciones regulares, por ejemplo, en [28] los pozos de potencial se definen a partir de un campo eléctrico
constante, el cual permite analizar las resonancias a las que esta sometida una particula que interactia con
este tipo de potenciales e interacciones.

Los Hamiltonianos con ambos tipos de interacciones actuando simultaneamente se han considerado en
diferentes articulos. Por ejemplo, en [18] se analiza el operador unidimensional de Schrédinger independiente
del tiempo

—¢" (z) + (ad (x) + B8 (2)) ¢ () = Ep (2), (1.3.1)
donde «, 3 son parametros constantes. Estas interacciones establecen sus condiciones de frontera correspon-
dientes, pero en este articulo se hace énfasis en la deducciéon de las condiciones en frontera que establecen
las interacciones tipo ¢’, las cuales fueron definidas por Griffiths en [29]. También realizan el calculo de
los coeficientes de transmision y reflexion para los estados de dispersion y posteriormente se consideran los
potenciales tipo ¢ y ¢’ en el ambito de la ecuacion de Dirac.

10
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Por otra parte en el articulo [25] se considera el Hamiltoniano unidimensional

2

H:QP—mfa(S(x)Jrﬂé’(x), a>0B€R, (1.3.2)
donde p = —iha% es el operador de momento lineal y m es la masa de la particula y se realiza el analisis de

los estados ligados. Se analizan los estados ligados y se determina su energia en términos de los parametros
a 'y B. Ademas se obtienen los coeficientes de transmision y de reflexion de los estados de dispersion. Este
Hamiltoniano es bien conocido cuando 3 = 0 [17, 24| y en este caso se puede demostrar que el operador
(1.3.2) es auto-adjunto en un dominio D de funciones continuas ¢ tales que ¢’ (07) — ¢’ (07) = mawp (0)
[3, 37]. Sin embargo, el caso con 3 # 0 se especifica por las siguientes condiciones en el origen

(20)-( S ) (280

En el calculo de los estados ligados se considera la simetria de la grafica de la funciéon de onda y la continuidad
haciendo variaciones de los pardmetros «, 5 y observando su comportamiento. Por otra parte, al abordar
los estados de dispersion se calculan los coeficientes de transmisién Ty reflexion R definidos a partir de la

relacién matricial
( T ) B }tzg 0 ( 1+R )
ikT e };;;g ik(1-R) )°

Finalmente, se analizan varios casos particulares desde esta perspectiva matricial.

Por otra parte, en [31] se considera el estudio de las interacciones puntuales como casos limite de pertur-
baciones de los operadores de Schrodinger. En este trabajo plantean la construccion de modelos para la fisica
de estado sélido que incluyen interacciones puntuales en los sélidos cristalinos donde se pueden especificar
las condiciones de frontera que establecen las perturbaciones y construir el Hamiltoniano correspondiente.

Los operadores de Schrédinger con interacciones singulares pueden abordarse de manera formal, pero
también pueden definirse de manera rigurosa como extensiones auto-adjuntas de ciertos operadores adecuados
sometidos a condiciones en la frontera especificadas en los puntos donde se encuentran las interacciones. Esto
quedo claro por la aportacion del articulo de Berezin y Faddeev [11], lo que en la mayorfa de las situaciones
practicas equivale a la eleccion de las condiciones de frontera adecuadas.

Posteriormente en [26] estudian un potencial cuadrado de profundidad infinita con perturbaciones singu-
lares en dos casos: cuando la perturbacion esté centrada en el origen es decir 7 = 0 y fuera de él —1 < r < 1.
El Hamiltoniano esté expresado como

H="Ho+ W (x)
donde

d2 0, lz[<ec,
’Ho:ﬁ—l—VO(aﬁ), Vo(m):{ oo, |z| > ¢,

y W (z) es una perturbacion singular dada por
W (z) = —ad (x — rc) + B8 (z —re), —l<r<1,r#0.

La ecuacion que da los valores de energia del sistema la obtienen por dos métodos: la funcion de Green y
la integracion del Hamiltoniano. Cuando la perturbacion esta localizada en r = 0 los niveles de energia con
la funcién de onda impar permanecen invariables y aquellos con la funcién de onda par disminuyen. Si el
potencial singular esté localizado en —1 < r < 1, entonces todos los niveles de energia sufren un cambio.

En el articulo [27] se analizan dos sistemas cuénticos con perturbaciones singulares y se calculan sus
correspondientes energias: el primer sistema consiste en un potencial singular unidimensional inmerso en un
campo eléctrico constante; el segundo consiste del oscilador armoénico con una perturbacion. Para el primer
caso se encuentran los estados ligados por medio de la funciéon de Green, mientras que para el segundo se
usa la integracion directa de la ecuaciéon de Schrodinger y la funcién de Green. En el caso del sistema con el
oscilador armoénico se puede observar que si el valor de la energia del oscilador es mayor, més pequeno sera
el efecto de la perturbacion. Este tipo de potenciales ha sido abordado en la literatura en otros trabajos (ver

e. g., [42]).
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En [40] emplean potenciales §’ para el modelado de grafos cuanticos. La razon de utilizar estos potenciales
es por sus potenciales aplicaciones en el analisis de estructuras periddicas de materiales semiconductores [36].
La idea de investigar particulas cuénticas confinadas en un grafo se origind con el estudio de modelos de
electrones libres en moléculas organicas [44, 45, 48]. Entre los sistemas que se modelaron con éxito mediante
el uso de grafos cuanticos se tienen redes de guias de ondas acusticas y electromagnéticas [23|, sistemas
cuanticos mesoscopicos [33], entre otros. El componente esencial de tales modelos de grafos es el acoplamiento
de la funcién de onda en los vértices.

Otro de los articulos que es importante considerar es [16] donde consideran el problema de la construccion
de una extension auto-adjunta de un operador de Schrédinger unidimensional con interacciones dentro de
un conjunto I' de medida de Lebesgue cero. En este caso la forma que tienen las condiciones de frontera
ante diferentes potenciales puntuales como tipo §, ¢’ y el potencial § magnético, es representada en forma
matricial como mostramos a continuaciéon. Para un potencial § con intensidad « las condiciones de frontera
que se establecen estdn dadas por

donde ¢ es una funcion en general discontinua en el punto zy donde se localiza la interaccion, en este caso la
matriz A de condiciones de frontera tiene la forma

/1:(; (1))

Al considerar un potencial ¢’ de intensidad /3 las condiciones de frontera que se establecen son
@' (20 +0) — ¢’ (20 — 0) =0,

o (70 +0) — ¢ (20— 0) = 5 (¢/ (30 +0) + ¢ (a0 — 0)),

-(39)

El potencial ¢’ de intensidad ~ est4 definido por las condiciones de frontera

y la matriz A correspondiente es

@ (xo+0) =@ (xg—0) =2 (¢ (xo+0) + ¢ (zo —0)),

po |2

@' (w0 +0) ¢/ (w0 = 0) = = 3 (' (a0 +0) +¢' (20~ 0)).

24y 0
A: 2_7 2 )
( 0 =

Por dltimo para el potencial delta magnético con intensidad p las condiciones de frontera son

la matriz toma la forma

i
@ (20 +0) = (w0 — 0) =4 (1o (20 + 0) + ¢ (0 — 0))
’ ' _ i, ’
' (20 +0) = ¢ (20 = 0) = (¢' (w0 +0) + ¢ (w0 — 0)).
Una forma equivalente de las condiciones de frontera para el potencial delta magnético es
@ (zo +0) =€ (zg —0), ¢’ (20 4 0) = ¢’ (z9 — 0),
donde £ = tan 7. La matriz A en este caso es
A=e"]
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donde I es la matriz identidad. A partir de cada uno de estos casos en el articulo se enfocan a las propiedades
espectrales de cada potencial y de las condiciones en la frontera que establecen.

En el articulo [2] realizan una discusion acerca de los estados ligados y de dispersion de un potencial
que consiste en un pozo formado por dos deltas de Dirac. Por una parte, el espectro discreto no presenta
unicamente estados ligados, sino también resonancias. Por otra, las energias donde la transmision es perfecta
los cuales resultan ser una propiedad critica de los casos simétricos estan relacionados con los eigen-valores de
estados pares. En los casos cuando el coeficiente de reflexiéon es distinto de cero se ha denominado anomalia
de umbral [38].

En el articulo [37] se aborda el problema de los operadores de Schrédinger unidimensionales auto-adjuntos
con interacciones puntuales y se consideran las extensiones auto-adjuntas del operador menos segunda deri-
vada. Aqui realizan un estudio acerca de las caracteristicas de la familia de cuatro parametros considerando
la teoria de distribuciones que describe toda clase de perturbaciones auto-adjuntas. Esta demostrado que el
conjunto de todas las perturbaciones auto-adjuntas del operador segunda derivada coinciden con la familia de
operadores con las interacciones singulares. El problema es tratado con arreglos matriciales siendo ésta una de
las aportaciones mas importantes de este articulo. La consideraciéon para un ntimero infinito de interacciones
puntuales ha sido investigada en [3, 50]. Acerca de la interpretacion de la familia de parametros se realiza
una consideracion relacionada con los coeficientes de los potenciales § y ¢’ que definen la fuerza del campo
de Gauge con singularidad localizado en el origen [37].

1.4. Planteamiento del problema

Consideremos el operador formal de Schrédinger
d2

%0 = "2

+¢r (z) +4qs(x), z€ER,
donde g, € £ (R) representa un potencial regular, g; € 2’ (R) representa un potencial singular con soporte
en 0 definido como

qs (z) = ad (z) + Bd (z), a,B eR.
Un dominio del operador Sy debe de consistir de aquellas funciones u € £2 (R) tal que Sou € £? (R).
Esta condicion se satisface en particular si u € §° (R\ {0}) = {u € 65° (R : supp v € R\ {0})} y no se
satisface para una funcién v € €5° arbitraria. Por lo tanto, es natural considerar extensiones del operador
de Schrodinger formal Sy con un potencial singular ¢; que actiia sobre funciones discontinuas. Sea

Do (R) := %57 (R+) @ €5° (R-)

donde Ry = {z€R: z2>0},R. ={zecR: z<0}, ¢5° (Ry) es el espacio de funciones en 6§° con
restricciones en R, respectivamente. En el espacio Dy (R) las distribuciones 6, ¢’ se extienden de la siguiente
manera

5 (u) == (us +u) (1.4.1a)

& (u) = —

N | = N

(u +ul) (1.4.1b)

donde u := lfm,_ ot u(z), uy = Hm,_ o+ o/ (x), se puede ver que & (u) = 8 (u), &' (u) = & (u) a condicién
de que u € 65° (R).
Sea u € Dy (R). Diferenciando dos veces u en el sentido de las distribuciones obtenemos
u = {u"} 4[]y 6+ [u], 0 (1.4.2)
donde {u"} coincide con la derivada usual fuera del punto 0, y donde [u], := uq — u_, [v'], := v/, —u_
representan los saltos de la funcion y su derivada en el punto 0, respectivamente.
Las formulas (1.4.1) y (1.4.2) implican que si v € Dy (R), entonces

Sou = — ("} + Vo = [y 8 [l & + a8 (u) — 58’ (u) (143)
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1.4. Planteamiento del problema

donde

ad (u) = au(0)d = % (ug —u_)4,
y ademas
B (u) = —pu’ (0)§ = —g (uy —ul)é.
Al agrupar los términos que involucran a § y ¢’ en (1.4.3) tenemos
«
— ']y + ad (u) = (— (uy —ul ) + 5 (uy — u,)) 5,

—[u]g &' + B (u) = (— (uy —u_)— g (u’+ — u')> 5.

Para que Sou € .22 (R) se necesitan que los términos anteriores se anulen, esto da lugar al siguiente sistema
de ecuaciones

—uly +ul + % (uy —u_) =0, (1.4.4)

—uy +u_ — = (v —ul) =0. (1.4.5)

2

Resolviendo el sistema para u_ y u’_ llegamos a las siguientes expresiones

ozu,—l—( —%)uL

/
Uy = s
Ty
( —%ﬁ)u,—ﬁu’,
Uy = .
' L+

Por lo tanto Syu € £? (R) si y so6lo si u se rige por las siguientes condiciones en el punto 0

Uy 1 u_
=——7A ) _47
() H?O(W> w7

donde Ay es una matriz de 2 x 2 dada por

_aB -8
_ 1
we(VF 7))
0
1

. . . 1 . . .
Si gs = «d entonces la matriz correspondiente es Ay = o , mientras que si ¢, = 3¢’ la matriz
. ) 1 -p . . .
correspondiente seria Ay = 0 1 . Al considerar la extension del operador nos permite modelar, por

ejemplo, en electrodinamica la densidad de carga de un dipolo, ademés de esta manera la matriz de condiciones
de frontera correspondiente involucra una situacion fisica, por ejemplo, en la matriz correspondiente con el
potencial delta de Dirac las condiciones en frontera involucran la continuidad de la funcion, y el salto a en su
derivada; al considerar las condiciones de frontera apropiadas a este potencial puntual podemos determinar la
probabilidad de que una particula se refleje o tunelice a través de un potencial, también se pueden construir
funciones de onda que se concentran alrededor del punto donde se localizan las interacciones, con la condicién
de salto en la derivada podemos representar el flujo de probabilidad. Al considerar un potencial periodico
formado por un combo de deltas de Dirac, podemos llegar al modelo de Kroning-Penney.

El operador no-acotado Ha, en .£? (R) asociado con el operador formal de Schrodinger Sy esta definido
por el operador Hpa, = —u” 4 ¢ en R\ {0} con dominio

Dom (HA0>:{ueH2<R\{0}>: (Z{)afaf%( . )}

14




Capitulo 1. Introduccién

E*?"

q5(z) o qn ()

Figura 1.4.1. Representacion de potenciales continuos a trozos e interacciones puntuales.

donde H? (R\ {0}) = H? (R;) ® H? (R_) y H? (R4) es el espacio de Sobolev en Ry. El operador Ha, es
auto-adjunto en .#2 (R) si y solo si ¢, es una funcién real-valuada y det Ag = 1. El siguiente teorema expresa
este resultado.

Teorema 1.6 ([37]). Sea ¢, € £ (R) un potencial regular, sea la matriz Ag = ( 311 312 ) real tal que
21 Q22

det Ag = 1. Entonces el operador Ho = v + ¢, en R\ {0} con dominio

Dom (’HO):{ueHQ(R\{O}): <ZI):AO< Z’_ )}

es auto-adjunto en Z? (R).

El resultado de este teorema sigue siendo vélido para los operadores de Schrédinger Ha, ... Ay} definidos
por los operadores de Schrodinger Ha, = —u” + ¢, en R\ {hy,...,hx} donde h; (i =1,...,N) representan
los puntos donde se localizan las interacciones. El dominio del operador es

Dom (H{a,,..ax}) = {u€H2 R\ {h1,...,hn}) : ( Z:V* ) :Ai( Zj’ﬁ >,¢= 1,...,N}

i+ i,—

(& (i)
donde A; = Oé%il) Oé%% ) son matrices reales con det A; = 1 [37].
Qo1 Qg
Existen problemas de la Fisica que involucran interacciones puntuales que algunas veces se reducen a
ecuaciones unidimensionales como en el caso de Schrodinger, Helmholtz, entre otros. Consideremos la Figura
1.4.1 donde las flechas representan las interacciones puntuales que se encuentran en los extremos de los
intervalos que define el potencial continuo a trozos

qo (), h1 <x <hy,
qr (x) =
0, en otro caso.
1.5. Aportaciones de la tesis

= Elaboracién de un método matricial recursivo que involucra matrices de monodromia para resolver
problemas espectrales unidimensionales relacionados con el operador de Schrédinger.

» Implementaciéon del método de series de potencias del parametro espectral (método SPPS) para el
calculo de las matrices de monodromia.

= Calculo de una relacién matricial que permita obtener una expresion apropiada para la ecuacion de
dispersion de los problemas de eigen-valores asociados a los operadores de Schrédinger con interacciones

puntuales.

= Desarrollo de métodos numeéricos para el anélisis del espectro de los operadores de Schrédinger con
interacciones puntuales.
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1.6. Contenido de esta tesis

1.6. Contenido de esta tesis

En este trabajo consideramos un problema que involucra al operador de Schrédinger con interacciones
puntuales. Se obtiene un método matricial recursivo que permita encontrar los estados ligados del problema
en el espacio Z2 (R\ {h1,...,hn}).

El esquema de esta Tesis es el siguiente:

Capitulo 1. Realizamos el planteamiento del problema, establecemos el objetivo general y los objetivos
particulares de la Tesis asf como la aportacion de ésta. Establecemos notaciones importantes que usamos
a lo largo del trabajo.

Capitulo 2. Presentamos los resultados de la busqueda de articulos de investigacion relacionados con el
tema, para conocer la forma en la que han sido abordados problemas relacionados para determinar el
espectro discreto de los operadores de Schrédinger con interacciones puntuales.

Capitulo 3. Establecemos los antecedentes tedricos necesarios para esta Tesis.

Capitulo 4. Obtenemos un método matricial recursivo para encontrar la ecuaciéon de dispersion del problema
planteado, a partir de considerar las relaciones matriciales existentes en los problemas con una, dos y
finalmente N discontinuidades que provienen de las condiciones de frontera puntuales que establece el
potencial singular. Ademas, mostramos como es la construccion del método para dos casos particulares
cuando las restricciones de la soluciéon de la ecuacién de Schrédinger involucran soluciones generales
exactas y el caso mas general en donde usamos el método de series de potencias del pardmetro espectral
(SPPS) para encontrar las restricciones de la solucion ante potenciales regulares arbitrarios. Para el
célculo de la ecuacion de dispersién hacemos uso de un método matricial recursivo que involucra matrices
de monodromfa.

Capitulo 5. Mostramos resultados numéricos con distintos potenciales regulares y con diferentes condiciones
de frontera matriciales que involucran interacciones puntuales tipo delta de Dirac § 6 su primera derivada
0’. Asi como las posibles interpretaciones fisicas que pueden tener.

Capitulo 6. Presentamos las conclusiones de esta Tesis y el trabajo a futuro.

Capitulo 7. Finalmente, mostramos los productos desarrollados y el trabajo que presentamos en el XVI
Congreso Nacional de Ingenierfa Electromecanica y de Sistemas.
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Capitulo 2

Analisis de los estados ligados

Antes de comenzar recordemos que la representacién matricial que proponemos nos permite abordar
diferentes problemas con interacciones puntuales, como se muestra en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.1. En el caso de tener un potencial singular que involucra una interaccién tipo delta de Dirac
gs () = apd (z), g <0,

la matriz que representa a los coeficientes de las condiciones de frontera toma la forma

1 0
j=( 1)

Es facil de ver esto al integrar la ecuaciéon diferencial
d2
— gt () + apd () u (z) = \u (z)
en una vecindad (—e, €) del cero

_/e d (diu(x)>dx+ao @ ulr)de = [ u(r)de,

€ d$ —€ —€

_/_ld<jxu<x)) + aou (0) :)\/_iu(x)dx.

La integral del lado izquierdo se reduce a

—/_Zd (iu(m)) - —%u(x)

En el limite cuando € — 0 se observa que la derivada v’ tiene un salto x = 0

€

—u' (07) + 4/ (07) + apu(0) = Alim [ w(z)da,

e—0 J_.

€

= —u' () +u' (—e).

—€

donde la integral del lado derecho se anula por la continuidad de u en z = 0, es decir,
—u (07) +u (07) =0.
Se obtiene por lo tanto el siguiente sistema de ecuaciones
=/ (0F) + ' (07) = — apu (0),
—u (07) +u (07) =0,
el cual se puede representar en forma matricial como sigue
(u(0+) )_( 1 0)( w(07) )
W (0F) )\ —ag 1 u(07) )
de donde se obtiene la matriz Ag.
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Figura 2.0.1. Representacion de un medio estratificado con tres planos de discontinuidad.

Ejemplo 2.2. En la mecénica cuantica las condiciones de frontera a las que estd sometida una onda de
probabilidad v descrita por la ecuacion de Schriodinger estacionaria cuando interactia con un potencial
V (z) acotado el cual tiene un punto de discontinuidad en z = h; son [30]

+ _ —_
v (h) = (b)),
W (h) =" (h7).
Estas condiciones se obtienen de integrar la ecuacion de Schrédinger en una vecindad de x = h;, tal como se
hizo en el ejemplo anterior. Estas condiciones se pueden representar por la matriz de coeficientes

1 0
w=(10).

Ejemplo 2.3. Consideremos el caso de las condiciones en la frontera del campo electromagnético en la
interfaz de dos medios dieléctricos denotamos por Iy II

(EI — EH) X n :0, (DI — DH) ‘n :O,

(HI — HH) X 1n :0, (BI — BH) ‘n :0,
donde n es un vector normal a la superficie que separa los dos medios, ademas E, H representan las inten-
sidades de los campos eléctrico y magnético, respectivamente, y D, B son sus correspondientes densidades
de flujo. Consideremos un medio estratificado a lo largo de la direccién = de un sistema de coordenadas

rectangulares. Sea x = h un plano de discontinuidad entre dos estratos dieléctricos diferentes, ver la Figura
2.0.1, entonces las condiciones en la frontera del campo electromagnético se convierten en

u(h) =u(h7),
vou' (h*) =vu (hf) ,
donde u representa la componente E, del campo eléctrico E, o la componente H, del campo magnético H. En
la descripcion del campo eléctrico los coeficientes vy y vy representan a =t (h*) y p=! (h™), respectivamente;

mientras que en la descripcion del campo magnético los coeficientes v y 11 corresponde a e~ (hT) y et (h7),
respectivamente. Estas condiciones de frontera pueden representarse por la matriz de coeficientes

A= (0w ):

A continuacion consideramos el analisis de los estados ligados (modos guiados en el caso electromagnético)
de un sistema cuantico descrito por la ecuacion formal unidimensional de Schrédinger

d2

da?

SO: +QT($)+qs(w)v reR
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Capitulo 2. Analisis de los estados ligados

libre de unidades, donde g5 es un potencial singular descrito por distribuciones de primer orden y donde g,
es un potencial regular acotado. Asociado a este operador se determinara un operador no-acotado H auto-
adjunto en .#? (R) con base en las condiciones puntuales que establece el potencial singular. Posteriormente se
establecera un problema de eigen-valores los cuales representan las energias permitidas del sistema cuantico,
y cuyas eigen-funciones normalizadas correspondientes representan las amplitudes de probabilidad de los
estados ligados. El objetivo de este capitulo es obtener la ecuacién de dispersiéon que permite calcular los
eigen-valores de un problema dado. El problema se aborda primeramente considerando un potencial regular
nulo, el cual se resuelve en la Seccidon 2.1, posteriormente se considera que el potencial regular tiene una forma
escalonada tal como se aborda en la Seccién 2.2, finalmente, se considera un potencial regular arbitrario
definido por una funcién acotada y el problema se resuelve por medio del uso de matrices de monodromia
como se observa en la Seccion 2.3.

2.1. Problema de eigen-valores con un potencial regular nulo

En esta seccion se considera que el potencial regular es nulo, es decir, ¢, () = 0, de tal forma que la
interaccion de la onda cuantica se realiza tinicamente por medio de las interacciones puntuales definidas en
el problema por el potencial singular. En la subseccién 2.1.1 se analiza una sola interaccién; posteriormente
en la subseccién 2.1.2 se consideran dos interacciones puntuales; en la subseccion 2.1.3 generalizamos los
resultados para un problema con N interacciones puntuales. Finalmente, en la subseccion 2.1.4 realizamos la
normalizacion de las eigen-funciones obtenidas.

2.1.1. Caso para una interacciéon puntual

Consideremos so6lo una discontinuidad localizada en el punto x = hy como se muestra en la Figura 2.1.1 en
donde representamos la interacciéon puntual localizada en el punto mediante una flecha que es la representacion
que encontramos con mas frecuencia para las interacciones tipo delta de Dirac.

h

1

Figura 2.1.1. Potencial singular qs con soporte en h1 y potencial regular q, nulo en el resto del eje.

El operador no-acotado asociado con la ecuacion de Schrédinger Sy es
d2
Cdx?’

En el punto de discontinuidad las condiciones de frontera se representan en forma matricial como

ury (hy) ur (h1) >
=A 2.1.1
(i) )= () ). 31
de tal forma que el dominio del operador Ha, estd definido de la siguiente manera
hi) ur (hy)
Dom (Ha,)=<{u€ H> R\ {h}): “11(1)A< ,

om (#n,) = {ue i@\ s (0 ) = (0

donde uj representa la restriccion de la solucion de la ecuacion diferencial (2.1.2) en la region (—oo, hy) y urn

representa la restriccion de la solucion de la ecuacion en la region (hq, 00). La matriz de coeficientes asociada
con la discontinuidad en el punto x = hy es

1 1

Ay = a§1) a(12)
1 (1) 1 |

Qgy Qg
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2.1. Problema de eigen-valores con un potencial regular nulo

. . 1 . .
donde asumimos que los coeficientes 0‘;1@) son reales tales que det Ay = 1. Consideremos la ecuaciéon que

involucra eigen-valores
Ha,u = Au, u € Dom (Ha,), (2.1.2)

siendo A € R el pardmetro espectral. Como el operador Ha, es auto-adjunto, su espectro es real 1.6. Sea
A = —k?, donde k > 0, entonces en las regiones (—0o,h1) y (h1,00) se tienen dos soluciones linealmente
independientes de tipo e***, de modo que las soluciones generales tienen la forma siguiente

ug (x) =c1e® + dje ™, —00 < x < hyq,

urr (z) =coe®® + doe ke, h) <z < o0,

donde ¢y, co, dy, do son coeficientes arbitrarios. Al evaluar las soluciones anteriores y sus derivadas en el
punto x = hi se tiene

ug (hy) =crefM 4 de kM
urt () =cae™™t + dge™*,
up (hy) =k (clekh1 dle_khl) ,
ufy (h1) =k (C2ekh1 dse khl) ,

y al sustituir en (2.1.1) obtenemos

okha e~k ¢ ekha e—kh1 o
( kekhi  _fe—kh ) ( do ) = ( kekht e~k ) ( dy )7

al considerar la forma explicita de la matriz A; se llega a la siguiente ecuacién matricial

co ekh e—kh agll) a%) ekhi e—kh 1 (213)
dy kekh —ke=Fm NGy kekh  _je—khi d ) 4

de la multiplicacién de las tres primeras matrices del lado derecho, resulta

( Ccé ) = iMl ( 2 ) (2.1.4)

D ey o (k
o= (T )

donde M; es una matriz cuadrada

y sus entradas estan dadas explicitamente como funciones de k por
m) (k) =afy) + & (af)) + aff) +alPk),
il 09 =0 (o)~ (~of) + off +DK)),
méll) (k) =e2kh ( (1) i k( (1) a%) +a112)k)>

) () = — o)+ (o) +af) — af2K).

Las soluciones que pertenecen a H? (R \ {h1}) se consiguen al tomar c; = 0 y d; = 0. Esto transforma la

ecuaciéon matricial en
(2)-n (e ) ()5 ()
da 2k \ myy my, 0 2k \ myy
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Capitulo 2. Analisis de los estados ligados

Esta relacion permite obtener la ecuacion de dispersion del problema, es decir, la ecuacion que define los
eigen-valores del problema. Sea x (k) una funcion definida como

k (k) = o) +k (aﬁ) +agy + a§12)k> : (2.1.5)

. . 1 < s . . . s . . A
la cual coincide con la entrada m§1) de la ecuacion matricial anterior. En este caso la ecuacion de dispersion del

problema es k (k) = 0. Podemos ver que la ecuacion de dispersion corresponde con un polinomio cuadratico
o+ (o} + o) + ol —0, ol £0
y sus soluciones se obtienen en forma explicita como sigue
1 1 1 1)) 2 P!
- <a§1) + a§2)> + \/(agl) + C“§2)> - 40‘52)0‘%1)

2&&12)

]{;:

De estas dos soluciones se debe elegir aquella solucién kg que satisfaga ky > 0. El eigen-valor asociado a

ko > 0 es A\g = —k3, y la eigen-funcién correspondiente es
ekoz —00 < x < hq,
uo (z) = .
doe 0% hy < x < 00,

donde
dg = ezkohl (—O[éll) + k() (Olgll) — 0[512) + a%)ko)) .

Mas adelante abordamos la normalizacion de esta eigen-funcion.

2.1.2. Caso para dos interacciones puntuales

Consideremos ahora que existen dos puntos de discontinuidad, el punto & = h; considerado en la seccion
anterior y un nuevo punto x = hs, tal como se muestra en la Figura 2.1.2.

hy hy

»
| 2
x

v v
Figura 2.1.2. Potencial singular con soporte en los puntos x = h1 y © = ha, donde el potencial regular ¢ (x) = 0,

T € R\ {hl,hz}.

El operador no-acotado asociado con el operador de Schrédinger Sy es

d2
H{Al,A2}:7@a $€R\{h1,h2},

donde las condiciones de frontera en los puntos hy y ho tienen la forma matricial
urr (1) ur (h1) urrr (he) urr (he)
=A , =A . 2.1.6
( )y () ) : ( i} () upye (ha) ) =2\ gy (ho) (2.16)
Entonces el dominio del operador Ha, a,} se expresa por el conjunto de funciones

Dom (Ha, as) = {ue H? (R\ {h1, ho}) < 5((21)) > — A ( 5%_)) >z 1,2}.

%
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2.1. Problema de eigen-valores con un potencial regular nulo

De esta manera uy denota la restriccion de la solucion para el intervalo (—oo, hy), urr es la restriccion de la
solucion correspondiente al intervalo (hi, hs), y urnn corresponde a la restriccion en el intervalo (hg,00). Las
matrices A; asociadas con las interacciones en los puntos © = h; y = hg, son

1 1 2 2
s o) a=( n ).
o Qo1 Qg
donde asumimos que los coeficientes ozgik) son reales tales que det A; = 1 y det A, = 1. Consideremos la
ecuacién que involucra eigen-valores

Hia,a3u = Au, u € Dom (Hia, am})- (2.1.7)

Busquemos soluciones que pertenezcan a Dom (’H{ Ay, A2}> para la ecuacion diferencial (2.1.7). Sea A = —k?,

de modo que buscamos los eigen-valores y eigen-funciones de la ecuacion diferencial. En cada region se tienen
dos soluciones linealmente independientes de tipo e™*%, entonces las soluciones generales de las tres regiones
tienen la forma siguiente

up (x) =c1e"® + dje ", —o0 < x < hy,
UTT (SL‘) :Czekx + dge_kx, hi1 < x < hg,
ugnr () =c3eM® 4+ dge ho < o < 00,

donde ¢y, co, c3, d1, ds, d3 son coeficientes arbitrarios. En la subseccién anterior se calcularon los coeficientes
co y do en términos de c¢; y di. Ahora calcularemos los coeficientes c3 y ds en términos de co y do, y
aprovecharemos la representacion matricial de las soluciones para finalmente expresar los coeficientes c3 y ds3
en términos de ¢; y di. Nuestro objetivo es llegar a una relacion recursiva en donde expresemos los coeficientes
en un punto de discontinuidad dado en términos de los coeficientes de la primera discontinuidad. Al evaluar
las soluciones uyr y ur, y sus derivadas en el punto x = ho se tiene

urr (he) =coekh? + dye™*h2,
urrr (hy) =c3eM2 4 dze 2,

ufy (he) = (cze dge_k’”) ,
ufyy (ho) = (cse dge_khz) ,

y al sustituir en (2.1.6) obtenemos

CSek‘hg + d3e—kh2 _ A c2ekh2 + dQe—khQ
kegekhz — fdgekhe kegekhz — kdye—kha |0

lo cual permite representar los coeficientes c3 y ds en términos de co y do en forma matricial. Al hacer
operaciones matriciales se llega a lo siguiente

cs okha o—Fkha -1 a(2) ag) ekha e—Fkha o
ds kekh2  _Lke—kh2 0421) §22) kekhe  _fe—kh2 dy |-

De la multiplicacién de las tres primeras matrices del lado derecho, obtenemos

( tciz ) 2k 2 ( dZ ) (2.1.8)

donde las entradas de la matriz M5 son

D0 <o (o 4o D)
0% (4 (ol ol o1
mézl) (k) =?hh (_04521) +k (O‘gl 0‘22 + 0‘12 ))
i3 09 =~ )+ (o) + 0f2  afZk).
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Capitulo 2. Analisis de los estados ligados

Recordemos que los coeficientes c¢3 y d3 estan expresados en términos de ¢; y dy, dados por (2.1.4), por
lo tanto al acoplar esta expresion con (2.1.8) obtenemos una forma de calcular los coeficientes c3 y ds en

términos de ¢y y dy, es decir
C3 1 C1
= —Ms;M .

Con el objeto de que la solucién de la ecuacion de Schrédinger (2.1.7) pertenezca al espacio H? (R \ {h1, ha})
se necesita que cg3 = 0y d; = 0. Esto convierte la ecuaciéon anterior en

()= et (5 )= o M-t mm emgny ) (o)
i )= w0 o )= mld eminl) ot it )\ o

De esta ecuacion matricial resulta la relacion de dispersion k (k) = 0 del problema con dos discontinuidades,
donde la funcién k esta definida por

K (k) =mY (k) m$Y (k) +m) (k)ymSy (k).

Sea k; un cero de la ecuacion k (k) = 0, entonces el eigen-valor asociado es \; = —k? y la eigen-funcion
correspondiente toma la siguiente forma

ekiw, —00 < x < hq,
wi (r) = { cpefi® 4 dye ™%, hy < x < ho,
dg,e*k“”, hy < x < 00.

donde los coeficientes cs, do y d3 son calculados de manera explicita a partir de la ecuaciéon matricial anterior.

2.1.3. Caso para N interacciones

Considerando ahora el caso de N interacciones puntuales localizadas en los puntos hi,...,hx como
podemos ver en la Figura 2.1.3.

hy h2 hs hN
>
e
v v v v
Figura 2.1.3. Representacion para un potencial singular con soporte en el conjunto de puntos {h1,...,hn}.
El operador no-acotado asociado al operador de Schrédinger Sy se define como
d2
H{Al,.A.,AN} :_@, xeR\{hl,...,hN}
donde N B
u (hi") — A u (h;)
u' (b)) (b))
representan las condiciones en frontera en cada punto h; (i =1,...,N). Las entradas de las matrices A;
asociadas a los puntos h; son nimeros reales tales que detA; =1 (i =1,..., N).

El dominio del operador Ha,, .. Ay} estd dado como

Dom (Hia,...An}) {UGHQ(R\{hl,...,hN}): < Z((f;p) >Ai( ;‘((’;1_)) >11N}
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2.1. Problema de eigen-valores con un potencial regular nulo

donde u (hf) representa la restriccion de la soluciéon a la derecha del punto h;, y u (h;) es la restriccion a la
izquierda de h;. Ahora consideremos el problema de eigen-valores

Hia,..axyu=Xu,  weDom (Hia, _ay}) (2.1.9)

donde A € R es el parametro espectral que se elije como A = —k2, k > 0. En este problema el eje real se
divide en N + 1 secciones y las correspondientes restricciones de la solucion de la ecuacion de Schrédinger en
las diferentes secciones se denotan por: u; de (—oo, hy), ug en la region de (hq, ha), y asi sucesivamente hasta
upn+1 en la region (hy,00). Teniendo en cuenta la representacion matricial de la subseccion anterior se puede
establecer la relacion que existe entre los coeficientes en la region (hy, 00) con los de la region (hy_1,hy),

es decir
CN+1 1 CN
= _—M 2.1.10
( dn41 ) 2k N( dn ) ( )

donde las entradas de la matriz My son

i 5) =8 + & (o)) + )+ ald?%).

3 5) = (of)) — & (~all? + ol + o)),
) ) =0 (=0 + i (ol — o)+ 8)).

N N N N N
mg2)(k :704(21)+k(a§1)+a§2)70452)14:).

Considerando (2.1.10) como una expresion recursiva podemos observar las siguientes relaciones

CN+41 1 cN
=M
<dN+1) 2k N<dN>’

CN4+1 1 CN-1
=—MpyMp_
( dN+1 ) 2NN ( dn-1 )’

CN+1 1 1
= _MyMy M .
(dN—H) ANEN NN 1<d1>

En el N—ésimo caso el producto de las matrices M; da lugar a una matriz global que podemos definir de la
siguiente manera

mi1 Mi2
M=MyMy_1My_o---M; = .
NWVIN-—1IVIN—-2 1 ( Mo Moo )

Con el objeto de que las soluciones pertenezcan al espacio H? (R \ {h1,...,hx}) se necesita que cy11 =0y
d; = 0. Esto da lugar a la ecuaciéon matricial

0 1 Mm( ¢ )L _a mi1
dyvyr ) 2NEN 0 TONEN \ moy )7
La igualdad matricial da lugar a la ecuacion my; (k) = 0 que representa la ecuacion de dispersion del problema

espectral. Observe que la dependencia de la entrada mq; con el parametro k esta escrita explicitamente.
Definamos la funcién

K (k) = Mmi1 (k) s

la cual es analitica en el plano k-complejo, entonces la ecuaciéon de dispersion del problema puede expresarse
como k (k) = 0. Por tanto los ceros de esta ecuacion k;, que satisfacen k; > 0 estan asociados a los eigen-valores
A; del problema espectral de la siguiente manera

N = —k2, i=1,2...
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Capitulo 2. Analisis de los estados ligados

y las correspondientes eigen-funciones toman la forma siguiente

crefi®, —o0 < x < hy,
coeF® 4 dae™®® by <z < ho,
u; (z) = : : (2.1.11)
eneF® +dye %% hy_1 <z < hn,
dN_s_le_k"'x, hy <z < o0,

y donde los coeficientes ¢;, d; se determinan a partir de las relaciones matriciales anteriores.

2.1.4. Normalizacién de las eigen-funciones

Las eigen-funciones normalizadas de las ecuaciones (2.1.2), (2.1.7) y (2.1.9) que involucran una, dos 6 N
discontinuidades, respectivamente, se denotaran como ¢; (), y se calcularan a partir de las soluciones wu; (x)
definidas por la funcién continua a trozos (2.1.11) donde k; es un cero de la ecuacion de dispersion « (k) =0
del problema espectral correspondiente. Las eigen-funciones se normalizan considerando la norma del espacio

22 (R)
lull 2 = ( [ 0; IU(x)de)1/2 |

Sea L; la constante de normalizacion asociada con la eigen-funcion w; definida en (2.1.11), la cual se calcula
explicitamente por la férmula

h1 h2 (o] 1/2
@:(/ MWW®+/ W@W@+m+/ m@ﬁm) .
—00 hq hn

Entonces las eigen-funciones normalizadas quedan definidas como

ehiz, —o0o < x < hy,
czek”” + dge_kiw, hi < x < hg,
1
@i (z) == . :
(3
CNekiz + d]\[efk’ﬂc7 hy_1 <z <hy,

dNJrle_k'iw, hy < x < oo.

2.2. Analisis de los eigen-valores de un sistema con potenciales es-
calonados e interacciones puntuales

En esta seccion se considera el operador formal de Schrodinger
d2

So= 2
0 dx?

+ar(v)+qs(x), zER,

donde ¢, es un potencial regular constante a trozos, y donde g5 representa un potencial singular definido
en términos de interacciones puntuales tales como deltas de Dirac y sus derivadas. Se obtienen la ecuacion
de dispersion del problema de eigen-valores y las eigen-funciones correspondientes. En la Subseccién 2.2.1
abordamos este problema cuando existe solamente una interacciéon puntual; después en la Subseccion 2.2.2
ampliamos el anélisis a dos discontinuidades; y por ultimo, en la Subsecciéon 2.2.3 analizamos el caso cuando
se tiene NN interacciones puntuales.
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2.2. Analisis de los eigen-valores de un sistema con potenciales escalonados e interacciones puntuales

2.2.1. Solucién del problema con valores en la frontera ante un punto de dis-
continuidad

Consideremos el caso cuando el potencial singular consiste de una sola interaccién puntual con soporte
en el punto x = hy. El potencial regular g, se define por la funcién constante a trozos

q, —o0o<x< h17
qr (z) =
q2, hl <z <00,

donde g1 < 0 y g2 < 0 son los niveles que toma el potencial en el eje real, ver Figura 2.2.1.

hy

>
X

v

Figura 2.2.1. Potencial singular qs con soporte en hi y potencial reqular q, con dos niveles diferentes.

El operador no-acotado asociado con el operador Sy es
d2

[

+ g (z), z € R\ {h1}

y en el punto h; se establecen las siguientes condiciones en la frontera

( Zi EZS ) =4 ( Zi EZS ) (2.2.1)

donde A; es la matriz de coeficientes asociada con la interaccion puntual en hy definida como
L @
@ @
A= < %11) %12) )

la cual satisface det A; = 1. En las condiciones (2.2.1) las soluciones uy y uyp corresponden a las restricciones
de la solucion de la ecuacion de Schrédinger en las regiones (—oo, hy) y (hi, 00), respectivamente. El dominio
de este operador Ha, es definido como

_ 2 C(u(hr) ) u(hy)
Dom (HAl) - {'U, € H (R \ {hl}) . < u/ (h+) - Al u, (h ) .
Consideremos la ecuaciéon que involucra eigen-valores

Ha,u = Au, u € Dom (Ha,) (2.2.2)

y encontremos las soluciones de este problema (las eigen-funciones) siguiendo un procedimiento similar al
descrito en las subsecciones anteriores. Sea A = —k? € R el parametro espectral. En cada region la ecuacion
diferencial tiene dos soluciones linealmente independientes de tipo e*7* donde v; (k) := /k2 — ¢; (i = 1,2)
esta asociada al valor del potencial ¢;. Més precisamente, las soluciones generales en las dos regiones tienen
la forma siguiente

u () =c1eM® + dre” M7, —0 <z < hy,

ugy (z) =coe™® + doe™ 2%, h1 <z < o0,
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donde ¢;, d; (i =1,2) son coeficientes arbitrarios a determinar. Al evaluar las soluciones anteriores y sus
derivadas en el punto x = h; se tiene

Uy (hl) 1671h1 +dye ’Ylhl

U (h1> 2872h1 + dge” ’Yzhl

ui (h1> =7 (Cle’hhl dle*’hhl)’

upp (h1) =72 (62672}“ —dge ”2'“) .
Sustituyendo estas expresiones en (2.2.1) tenemos la ecuaciéon matricial

o€+ dyem 12 _ A creM 4 dye=mh
h —v2h h —v1h
Yo (626’72 1 dye 2 1) " (01671 1 diem 1)

que se puede expresar de la siguiente manera

er2h1 e~ 12h1 o A e1hi e~ 11h1 ¢
’}/2672}11 7726*72’11 ds - 1 716"/1/11 ,fylef’hhl dq :

Esto permite que los coeficientes co, dy se expresen en términos de los coeficientes ¢y, d; como sigue

Ca ev2h e—v2h1 -1 evhi e~ 1ha 1 ( )
— N o Aq A N . 2.2.3
d2 ’}/2672 1 —"ae Y2hi ’}/1671 1 —vy1e Y1ha dl
De acuerdo con la ecuacién matricial anterior, es necesario calcular la matriz inversa que se indica en el lado

derecho de la ecuaciéon y realizar los productos matriciales indicados. Después de realizar las operaciones la
ecuacion (2.2.3) se puede representar como

C2 1 C1
=—M 224
( dz ) 272 ( dy )’ 224

mgll) k) miY (&
o= (i i)

es una matriz asociada a la discontinuidad en z = h;. Las entradas de la matriz M; estan dadas de manera
explicita como

donde

k) e (k)= 72(k))( O+ ol (k)+(0‘51)+0‘52)71 )72 )

(
miy (k) =e W0 (o) ol () + (ot — iz (0) 3 (1))
(
(

mi2) (k) e 620 (af®) — afBy, () + (o) + ol (1)) 20 ().
m) (k) =M () =12(1) (_ag? oD (k) + (agn_ag% (k)> o (k))_

El procedimiento mostrado permite calcular dos de los cuatro coeficientes arbitrarios de las soluciones gene-
rales en las regiones I y II, en efecto la ecuacion (2.2.4) determina dos de los coeficientes (co y d2) en términos
de los otros dos (c; y dy). Para determinar los dos coeficientes restantes es necesario aplicar las condiciones
asintoticas en el infinito que establece el espacio H? (R \ {h1}). Observe que las soluciones obtenidas son del
tipo exponencial, para que satisfagan las condiciones asintdticas en el infinito es necesario que sus exponentes
sean numeros reales, es decir

veER, = K —¢>0

de otra manera las exponenciales serfan oscilatorias y no pertenecerian al espacio H2 (R \ {h1}). Por lo tanto,
es necesario que se satisfagan las siguientes condiciones simultaneamente: k2 — q; > 0y k%2 — g2 > 0. Esto
implica que

k* > min{g,q1} . (2.2.5)
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2.2. Analisis de los eigen-valores de un sistema con potenciales escalonados e interacciones puntuales

Si k? satisface la condicion (2.2.5) entonces las soluciones que pertenecen al espacio H? (R \ {h1}) se obtienen
a partir de fijar los coeficientes co = 0 y d; = 0. Esto conduce a la siguiente ecuaciéon matricial

0 1 a\_a [ mi®
) "M 0 ) T, | L :
2 272 272\ my, (k)
Aligualar entradas correspondientes de la ecuacion se obtiene la ecuacion de dispersion « (k) = 0 del problema,
donde « es una funciéon definida como

r (k) = af) + ol (0) + (aff + ald 1 (10) 72 (k). (2:2.6)

la cual coincide con la entrada mq; (k) de la matriz M;. Los ceros de la ecuacion x (k) = 0 determinan los
eigen-valores del problema espectral.

Observacion 2.1. En el caso cuando los niveles del potencial son nulos, es decir, cuando g1 = 0y g2 = 0
resulta que 71 y 72 coinciden con k de modo que la relacion de dispersion (2.2.6) en efecto se reduce con la
relacion de dispersion (2.1.5) del problema con potencial nulo abordado en la subseccion 2.1.1.

Sea k; un cero de la ecuacion « (k) = 0, que satisface la condicion (2.2.5). El eigen-valor correspondiente

del problema es \; = —k2, que esta asociado a la eigen-funcién definida como
1 (ki)z —co<z<h
i (z) =4 ° . osTs (2.2.7)
do (kz) 6772( l)w, h1 < x < o0,

donde
da (k) = e M @+20) (o) — oy (k) + (af}) = ol (1)) 22 (8)

2.2.2. Solucién del problema con valores en la frontera ante dos puntos de dis-
continuidad

Consideremos ahora que existen dos puntos de discontinuidad, el punto x = h; considerado en la subsec-
cion anterior y un nuevo punto x = ho. En este caso ¢, esta definido como

q1, *OO<£L'<]'L1,
¢ () = g2, h1 <z < ha,
q3, ho <z < 00,

donde ¢; < 0, g2 < 0 y g3 < 0 representan los niveles del potencial regular del operador de Schrédinger Sy
como podemos ver en la Figura 2.2.2.

»
»
X

v v

Figura 2.2.2. Representacion del potencial singular qs y del potencial regular q,. constante a trozos.

El operador no-acotado asociado al operador de Schrodinger Sy esta dado por

d2

_@—’_qr(x)v meR\{hlahQ}v

Hias,a) =
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Capitulo 2. Analisis de los estados ligados

las condiciones de frontera en h; y hs representadas de forma matricial son

urr (hy) ur (hy) urrr (h2) urg (h2)
—A , A , 2.2.8
(ot ) =2 (o) upn () ) =22\ gy (o) 228)
donde las entradas de las matrices Ay, As son tales que det Ay = 1, det Ay = 1. El dominio del operador
H{a, Az} esté definido como

Dom (H{a, ay) = {ue H? (R\ {h1, ho}) : ( ;‘,((};;)) ) — A ( 3((’;;_)) ),i: 1,2}.

3

Consideremos el siguiente problema de eigen-valores

H{Al,AQ}U = \u, u € Dom (H{Al,AQ}) (2.2.9)
donde A = —k? € R es el parametro espectral, el cual satisface la siguiente condicion
k* > min {g3, g2, 01} - (2.2.10)

Al considerar las soluciones de la ecuacion diferencial (2.2.9) el eje real se divide ahora en tres secciones,
de tal forma que la restriccion de las soluciones en cada regiéon se denotardan como wu; para el intervalo
(=00, h1), unr para el intervalo (hy, ha), y urn para el intervalo (he, 00). Busquemos soluciones que pertenecen
a Dom ('H{ Al A2})' En cada region la solucion general de la ecuacion diferencial se compone de dos soluciones

linealmente independientes del tipo e*7* donde v; := \/k2? — ¢; (i = 1,2,3), es decir,

uy () =c1eM® + dre” M7, —oo < x < h,
UL (l’) 2026"{23c + dge_'“x, hi < x < hg,
ugn () =e3e? + dze™ 3%, ho < x < 0,

donde ¢;, d; son coeficientes arbitrarios. En la Subseccion (2.2.1) obtuvimos la relacion entre los coeficientes
co y do en términos de ¢; y di. Lo siguiente es calcular los coeficientes c3 y dz en términos de co y do y
posteriormente, a través de la representaciéon matricial, expresar los coeficientes c3 y ds en términos de ¢; y
dy.

Al evaluar las condiciones de frontera en el punto x = hy necesitamos los términos

urt (he) =coe™"> + dpe™ "2,
ury (ha) =c3e™"2 + dze™ 132,
upy (ha) =72 (c2e™"* — dpe™72"2)
ufyy (he) =73 (c3e™"? — dze™73"2)

al sustituir en (2.2.8) obtenemos

63673h2 4 d3e—"/3h2 _ A 626"/2h2 + dge—’mh'z
sh —~3h h —v2h
s (03673 2 dae™ 3 2) Yo (02672 2 _ o2 2)

Al realizar operaciones matriciales la ecuacion anterior se expresa como

e3h2 e~ 13h2 Cs e2h2 e~ 12h2 Co
Ysha —y3h2 = Ay voh2 —7y2h2 ’
V3e V3€ d3 V26 V2€ d2

de la cual se obtiene una expresion para los coeficientes c3 y ds en términos de los coeficientes co y do

C3 e3he e~ 13h2 -1 A e2h2 e~ 12h2 Co
ds - /yge’YShz —736773}” 2 72672]"”2 _fy26*72h2 ds :

Al calcular la matriz inversa indicada y realizar las multiplicaciones matriciales indicadas tenemos

C3 1 Co
=—M . 2.2.11
( dy ) 273 2( do > ( )
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donde M5 es una matriz asociada a la discontinuidad en x = hs. Las entradas de la matriz My estan dadas
de manera explicita como

><k> 2020790 (o 1 0l (k) + (aff + alfr2 (1)) 15 (h))

2 (k) =005 (—af) — oy, (k) + (af) + a2 (K)) 15 (8)
£ (k) =e 20250 (o) — oy, (k) + (aff) — afe () 7 (1)
2 (k) =e 2200 (o)t (k) + (ff) —afF () 3 ().

Recordemos de la subseccion anterior que los coeficientes cs y do quedaron expresados en términos de ¢; y dy,
por lo tanto al acoplar estas expresiones obtenemos una forma de calcular los coeficientes c3 y dz en términos

de ¢1 y dy, es decir,
C3 1
= —— MM
(d3> dys (k)72 (k) (d)

Al realizar las operaciones matriciales resulta la siguiente matriz

(MaM,) () = ( — EZ; s Eg ) |

cuyas entradas estan dadas explicitamente por

may (k) =eM(i=2)=ha(2+47s) (— (62"”2 — e2h272) (( My 7104(1)) (am) + o 1)73)
(ol olf) (o) 5 (ol <ol
+ (08 + af)) o) + 9 (ol + afy) of + (aff) +aly)) al?)))),
i (k) =~ n+72)=ha(r2+75) (_ (22 — (2hav) ( (e _ g2hane) ((a S aé?) (aéﬁ) +a§21)73>
el ol () s (o o) o
+ (0491) + 04(1)) 04§22) +73 (( &+ a§1)) 0‘§1) + (0421 + 0422 ) ))
)

may (k) =eM (M =712)+ha(r2+9) (ezmhl—ha (a; ) ypall) 4 (a< N C )72)

+ 72 ( (2)’73 - 04(2))) + (aéll) +oag )72 +m (022 Qy 72))
(aﬁ)% - 04521) +72 (04522) - agzg)%))) ;

may (k) =e~ M1 (1m72)=he(0273) (_e2v2(h2—h1) (ag) +70al) - (agz) o3 ) (0‘51) o
v (a2 — 0@30))) + (o)~ ol 1 (03e - o))

(ag? aﬁ)% + 72 (0492) - agzg)%))) )

donde por cuestiones de claridad se ha suprimido la dependencia explicita de las funciones v; (i = 1,2, 3) con
el pardmetro k. Con el objeto de que las soluciones pertenezcan al espacio H2 (R \ {h1,h2}) se necesita que
los coeficientes c3 y d; sean iguales a cero. De esta manera la ecuacién matricial se reduce a

(0= gy (o me oy (o),

De la ecuacion matricial resulta la ecuacion de dispersion k (k) = 0 para el problema con dos discontinuidades,

(ol —
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que de manera explicita estd dada por la funciéon
K (k) .—eh1(1—72)—h2(v2+7s) (_ (thl’m _ thz"m) (( (1) + ’7104(1)) (aél) + a( )73)
(ol o) (o + o)) + (@ + o) (o) 4 o) off
1 2 1 1 2 1 2
+ (O‘;l) ;2)) ( ) +73 ((0‘51) + 0‘52)) 0‘51) (0451) + 0‘52)) 0‘&2))) :

Sea k; un cero de la ecuacion k (k) = 0, que satisface la condicion (2.2.10), entonces el eigen-valor correspon-

diente es \; = —k2. La eigen-funcién asociada estd dada por la funcién continua a trozos
e”l(kf)w, —oo < x < hy,
u; (2) = { cpe2 k) doe=r2(k)T -y < g < ho, (2.2.12)
dge~13(ki)z he <z < 00,

donde los coeficientes ¢z, do, d3 se encuentran de manera explicita a partir de las expresiones matriciales
anteriores.

2.2.3. Solucién del problema con valores en la frontera ante N puntos de dis-
continuidad

Consideremos el caso cuando el potencial singular ¢, consiste de IV interacciones con soporte en el conjunto
de puntos {hy,...,hn} y donde el potencial regular ¢, esta definido por la funciéon constante a trozos

q1, —00 <z < hy,
q2, h1<$<h2,

qn+1, hy <z < 00,

donde ¢; < 0 (i=1,..., N+ 1) representan los escalones del potencial entre dos interacciones puntuales,
como se muestra en la Figura 2.2.3.

h’l h2 h3 hN
»
L

T
ql q 9 q3 q N q N1
v v v v
Figura 2.2.3. Niweles del potencial gr y potencial singular qs con soporte en los puntos {h1,...,hn}.
El operador no-acotado asociado en este caso es
d2
H{ALW,AN}: dr 2+Q7‘( ), IER\{hl,...,hN}.
En los puntos h; (i =1,2,...,N) las condiciones de frontera expresadas en forma matricial son

(o)) =~ () )

donde las matrices A; asociadas a las interacciones en los puntos z = h; tienen la forma

()
Qg1 Qg
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cuyas entradas oz%c) € R son tales que det A; =1 (¢ = 1,..., N). El dominio del operador esta definido como
Dom (Hia,...anp) = {u € HY R\ {hu.....hy}) - ( 3((’;)) ) _ A, ( Z((’;L_)) ) Jim 1,...,N} .
Consideremos la ecuacion que involucra eigen-valores
Hiay,..Ax)U = AU, u € Dom (H{Ah'u;AN}) , (2.2.13)
donde A = —k2 € R es el parametro espectral el cual satisface la siguiente condicién
E*>mi {gni1,...,q2,q1} - (2.2.14)

En cada region se tienen dos soluciones linealmente independientes de tipo e donde ; (k) := /k2 — g;, el
cual esté asociado al valor ¢; del potencial correspondiente al i-ésimo escalén, entonces las soluciones generales
de la ecuacién diferencial estan representadas como

ug () =c1eM* + dje™ ", —00 < x < hq,
ugr () =cae?” + doe™ 2%, h1 < x < hg
UN (’JS) =cneNT + dye” N hy_1 < x < hpy,
un41 (@) =cnp1N T L dy e N hy <z < oo,
donde ¢;, d; (i =1,..., N + 1) son coeficientes arbitrarios.
Podemos establecer una relacién matricial entre los coeficientes de la (N + 1)-ésima region y la anterior,

la cual representaremos como

CN+1 1 cN
=—M . 2.2.15
( dn+1 > 2vn 41 (K) N< dn ) ( )

Considerando las relaciones (2.2.4) y (2.2.11) que obtuvimos anteriormente podemos observar las siguientes

relaciones recursivas
eng1 ) L M cN
d - N d )
N+1 27N +1 N

CN4+1 1 CN—-1
- MyMy :
( dn+1 ) dyN 1N NN ( dy-1 )

CN+1 1 €1
= MyMpy_1---M .
( dN41 ) 2NYNJIYN -+ - 72 NN ' ( d )
En el (N + 1)-ésimo caso el producto de las matrices M; (i =1,...,N) da lugar a una matriz global que

podemos definir de la siguiente manera

Para que las soluciones del problema espectral pertenezcan a H? (R \ {h1,...,hn}) se necesita que los coefi-
cientes cy4+1 =0y di = 0, esto da lugar a la ecuacién matricial

(e ) =M (G ) =cm (gl mef ) (6 ) =acw (maf)).

donde la funcion ¢ se define como
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La igualdad matricial da lugar a la ecuacion c¢ymy; (k) = 0 que representa la ecuacion de dispersion del
problema espectral. Definamos la funcién caracteristica

K (k) = m1i1 (k‘) 5

entonces la ecuacion de dispersion del problema puede expresarse como & (k) = 0. Por lo tanto los ceros k;
de esta ecuacion que satisfacen (2.2.14) estén relacionados con los eigen-valores \; de acuerdo con

N = —kZ, i=1,2,...,

las correspondientes eigen-funciones se definen por la funcién continua a trozos

en ke, —o0o < x < hy,
coe2 k)T 4 goe=r2(ki)z hi <z < hg,
u; (x) := (2.2.16)
eneW kDT 4 guemnkiT - py < p < hy,
dN+1e_'VN+1(ki)”, hy <z < 00,
y los coeficientes ¢;, d; (i =1,..., N + 1) se determinan a partir de las relaciones matriciales anteriores.

2.2.4. Normalizaciéon de las eigen-funciones

Al normalizar las eigen-funciones u; obtenidas anteriormente ((2.2.7), (2.2.12), (2.2.16)) para el caso de
potenciales regulares ¢, escalonados, de acuerdo con la norma en .#2 (R) llegamos a la expresién para la
constante de normalizacion

h1 h2 oo 1/2
L= / |ui(x)|2dx+/ \ui(x)\zder...Jr/ s (@) 2da |
—00 h1 hn

De modo que la eigen-funcién normalizada ¢; en este caso esta definida por una funcion a trozos

e (ki) —oo < x < hy,
626’72(]%):0 —+ d26772(ki)x, h1 <z < hg,

1
i (x) = . :
K2
enew kDT 4 guemivkdTpy <@ < hy,
dNHe*WN*l(ki)“’, hy <z < oo.

2.3. Estados ligados ante un potencial arbitrario e interacciones
puntuales

Considerando los casos anteriores podemos ver que este tipo de problemas se pueden modelar usando
métodos matriciales recursivos. A continuacién consideramos un problema mas general que incluye los casos
anteriores. En esta seccién construiremos un método matricial recursivo para los problemas espectrales de
los operadores no-acotados de Schrédinger unidimensionales con potenciales regulares y con condiciones en
la frontera puntuales. En la Subseccién 2.3.1 consideraremos primero el caso de dos interacciones puntuales
y un potencial regular localizado entre éstas, posteriormente generalizamos el caso para N interacciones
puntuales. La forma de abordar una ecuacién de Schrodinger con un potencial acotado arbitrario consiste
en el uso del método SPPS, el cual es usado en esta seccién para encontrar la ecuacion de dispersion de los
problemas espectrales como series de potencias del pardmetro espectral. A diferencia de los casos considerados
en las Secciones 2.1 y 2.2 donde era posible obtener soluciones exactas para los potenciales considerados, en
esta seccion no es posible garantizar las soluciones en forma cerrada o en forma analitica para potenciales
arbitrarios acotados. En este sentido el método SPPS surge como una técnica para encontrar soluciones
exactas de los problemas espectrales considerados.
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2.3.1. Caso para dos discontinuidades
Consideremos la ecuacion formal de Schrédinger
d2

da?

donde el potencial regular g, con soporte compacto en (hy,hs) esta definido como una funciéon continua a
trozos

So = +QT(*T)+QS('T)7 z €R,

QO(CE), hlnghZa
qr (z) =
0, en otro caso,

donde gy € £ (h1, he). El soporte del potencial se encuentra en el intervalo [hy, ho]. El potencial singular
consiste de dos interacciones puntuales localizadas en hy y ho, representadas por distribuciones de primer
orden, ver Figura (2.3.1). En cada punto h; (i = 1,2) se define una matriz A; de 2 X 2 que relaciona las
soluciones de la ecuacién de Schréodinger por la derecha y la izquierda del punto singular de la siguiente

manera
) uy (ha)
=A , 2.3.1
) ) =M (231
h
2) \ p, (M2 (h2) ) (2.3.2)
2) Uy (h2)
Las matrices satisfacen la propiedad det A; = 1 (¢ = 1,2). En estas condiciones puntuales denotemos por
U_o0o,1 = U1 a la solucion de la ecuacion de Schrodinger restringida al intervalo (—oo, hy), de forma similar
u1,2 representa la restriccion de la solucion en el intervalo (hi, he), mientras que ug o = ug es la restriccion
de la solucion en el intervalo (hg,00). Con estas notaciones el primer ntimero del subindice de la soluciéon
representa el punto inicial en el intervalo donde la solucién se restringe, mientras que el segundo nimero
representa el punto final; cuando el punto tiene a +o0o se omite simplemente.

hy hy

»
»
i

qo(fﬂ)
v v

Figura 2.3.1. Potencial regular q, con soporte compacto entre dos interacciones puntuales.

En este caso, el operador no-acotado asociado a Sy se define por el operador de Schrodinger
d2
da?

cuyo dominio esta definido por el conjunto

H{AhAQ} = +q7’ (x)V mER\{hlahQ}a

Dom (Hya, a,}) = {ueH2 R\ {h1, ho)) - ( 5((15;)) ) :Ai( " (hi_)) ),i: 1,2}.

Consideremos el problema de eigen-valores

Hia, a3u (@) = Au(z), uweDom (Hia, as), (2.3.3)
donde M\ € R es el pardmetro espectral. Para el analisis de los estados ligados es necesario considerar que el
parametro A de la ecuaciéon (2.3.3) es negativo, es decir, A = —k?, k > 0. Denotemos por ¢11 y a1 dos
soluciones linealmente independientes de la ecuacion

d?uy 5 (x
—%U + q0 (.’E) U1,2 (SL’) = —k2U1’2 (CL’) s hl <x < h27 (234)
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donde el primer niimero del subindice de estas soluciones representa una etiqueta, mientras que el segundo
namero denota que estas soluciones estan asociadas al intervalo (hy, ha).
Asuma que las soluciones ¢1,1 y @21 satisfacen las condiciones de Cauchy en el punto

@21 (h1)

1) =1, 0,
<P/1,1 (hl) =0, 90/2,1 (hl) L.

Con base en lo anterior, las soluciones generales de la ecuacion (2.3.3) en los tres intervalos considerados
estan representadas como

uy () =cie@m) 4 g e~ k@—h1) —oo<x < h,
ur2 (2) =c1101,1 (%) + di 121 (), h1 <z < ha,
us () =coeP(r—h2) 4 dgefk(mfhz), ho < x < 0,

donde ¢1, €11, €2, d1, d1,1, d2 son coeficientes arbitrarios. Para la solucion en el intervalo (hq, he) determinamos
los coeficientes c1,1 y dq,1 al evaluar la solucién y su derivada en el punto h; de la siguiente manera

U1,2 (hl) =C1,1¥1,1 (hl) + d1,1@2,1 (hl) = C1,1,
uy o (hy) =c1107 1 (1) +diaws, (ha) = dia,

de modo que
ur g () = w12 (h) w11 (2) + 1y 5 (hr) w21 (2)

es una solucion general expresada en términos de lo que ocurre en el punto h;. Construyamos una solucion
global que satisfaga las condiciones de frontera en los puntos hi y hs. Evaluando las soluciones generales y
sus derivadas en los puntos h; y hsg, tenemos

uy (h1) =c1 + dy, (2.3.5a)
uy (h1) =key — kdy, (2.3.5b)
ug (ha) =co + da, (2.3.5¢)
ub (ho) =keg — kda, (2.3.5d)
ut,2 (he) =u12 (h1) 1,1 (he) +uy 5 (h1) @21 (h2) (2.3.5¢)
Uy o (ha) =u1,2 (h1) @1 (ha) +uy g (h1) oy (R2) . (2.3.5f)

Consideremos el vector columna del lado derecho de la ecuacion matricial (2.3.2) el cual queda expresado
como un producto de matrices

CREDE
(
(

_ ( $1,1 1 (
¥1,1 (02 <P/2,1(
Ui,2 (hl) >
:M ’ R
b2 ( U/1,2 (h1)

donde hemos introducido la matriz de monodromia M; 2 asociada a las interacciones localizadas en hi, ha,
la cual se define por

My, ( ¢1,1(h2) @21 (h2) ) .
’ ¢11 (h2) ¢4 (h2)

De acuerdo con esto, la ecuacion matricial (2.3.2) queda expresada como

(o) ) =ame (0260 )
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Finalmente, al acoplar la expresion anterior con la ecuacion (2.3.1) se obtiene una relaciéon matricial

( i EZ% ) = AsMioAs < i EZ%; ) (2.3.6)

que relaciona las soluciones a la izquierda del punto h; con la solucién a la derecha de hs.
Queda por sustituir las soluciones (2.3.5a), (2.3.5b), (2.3.5¢), (2.3.5d) en la ecuacién matricial (2.3.6) lo

cual produce
cg + da . c1+di
( kes — kds ) = AaMizfs ( ke — kdy ) '

Los vectores columna a la izquierda y derecha de esta ecuaciéon se pueden representar como productos ma-

triciales
1 1 e\ 1 1 c1
(e S) (@) =aman (G 5) (3

De esta expresion se obtiene de forma explicita una relacion entre los coeficientes ¢y, do v ¢1, di como sigue

—1
2\ (1 1 1 1 c1
()= (0 ) a0 20) (0)

Con el objeto de que las soluciones pertenezcan al espacio H? (R \ {h1, ha}) se necesita que c; =0y dy = 0.
Esto convierte la ecuacién matricial anterior en la siguiente

0 1 ko1 1
( dy ) = %Cl ( Eo—1 )A2M1)2A1 ( k ) s k> 0. (237)

Al realizar los productos matriciales indicados e igualar la matriz resultante del lado derecho con el vector
columna del lado izquierdo podemos encontrar la ecuaciéon de dispersion del problema, asi como una expresion
para el coeficiente do. La ecuacion de dispersion « (k) = 0 se obtiene a partir de la funcion caracteristica x
que coincide con la entrada mq; del vector columna resultante de la multiplicacién matricial indicada en el
lado derecho de la ecuacion (2.3.7), la cual esta dada como

k (k) = (a8 +alVk) ora (he) + (aff) +afFk) &4 1 () (af)) + kaly)
+ (a8 + k) 2a (he) + (o) + k) b1 (h2)) (b + ko) -

los ceros k; de la ecuacion (k) = 0 que satisfacen k; > 0, determinan los eigen-valores del problema espectral

de acuerdo con \; = —k?. La eigen-funcién asociada al eigen-valor \; esta definida como
eki(@—h1) —o0 <z < hy,
u; (x) = quiz (b1 ki) o1 (ki ) +uh o (1 ki) a1 (ki o), hi < < ha,
dz (kz) efki(w7h2)7 hz <z < oo,

donde el coeficiente dy se determina a partir de la relacion matricial (2.3.7).

2.3.2. Caso para N discontinuidades
Consideremos al operador formal de Schrédinger que denotamos por Sy el cual esta definido como
d2

% =32

+QT(:C)+QS('I)3 z R,

donde el potencial regular g, con soporte compacto en (h1, hy) se encuentra definido por una funcion continua
a trozos

g, hi1 <z <hny,
qr (z) =
0, en otro caso,
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1 2 3 N
>
/ v
q ()
v v v 0 v

Figura 2.3.2. Potencial regular g, continuo a trozos, donde entre cada par de interacciones puntuales se localiza un
trozo diferente de la funcion qo.

2 h3 hN

,\/‘ ;x

v v v v

Figura 2.3.3. Potencial regular q, continuo en el intervalo completo (h1,hn).

donde qp € Z*° (R) es un funcién con soporte compacto. Al considerar un potencial de esta forma se
pueden abordar distintos casos como los mostrados en las Figuras 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.4. Por otra parte, el
potencial singular ¢, consiste de distribuciones de primer orden con soporte en los puntos h; (i =1,..., N).
Las condiciones de frontera en cada punto h; (i = 1,..., N) son representadas por matrices cuadradas A; que
permiten relacionar las soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger a la derecha de cada interaccion en términos
de la solucién a la izquierda de ésta

(0 ) o ()

Ui (hj) O\ wiay (hi) )’

donde las matrices A; satisfacen la propiedad det A; = 1. En estas condiciones estamos empleando la notacion
u;i+1 () que representa la restriccion de la solucion en el intervalo [h;, hi41], donde i = 1,...N. De forma
similar, denotamos por u_q 1 () = u1 (x) la restriccion de la solucion en el intervalo (—oo, hy), v finalmente
UN,00 () = un (z) a la restriccion de la solucion en el intervalo (hy, 00). El uso de esta notaciéon implica que
el primer subindice de las soluciones esta asociado al punto inicial del intervalo donde la solucién se restringe

y el segundo niimero esté asociado al punto final del intervalo, excepto en los extremos, es decir, en Foco.
El operador no-acotado asociado al operador Sy se define como

d2
H{Alﬁ,,,yAN}:_w‘f‘qr(m), xER\{hl,...,hN},

hy hy hy hy
Vl‘
q (x
v v v 0( ) v

Figura 2.3.4. Potencial regular q, continuo a trozos los cuales no necesariamente coinciden con los puntos de
interaccion.
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cuyo dominio se representa por el conjunto de funciones

Dom (Hia,. axn}) = {uEHQ(R\{hl,...,hN})I (5/((};)) )zAi( ;‘,((};L_)) ),izl,...,N}.

Consideremos el siguiente problema de eigen-valores

Hiar,...aniu(z) = Au(z), wu e Dom (H{ALH.,AN}) , (2.3.8)
donde el parametro espectral A € R se representa por A = —k?, k > 0. Las soluciones generales de la ecuacion
(2.3.8) en cada intervalo estan representadas como

up (x) =c,ePE=M) 4 g e kl@—h) —oo < x < hy,
Uj 41 (CC) =C1,i¥1,i (13) + dLi@Q,i (LE) y hz <zr< hi+17 (Z = 1, e 7]\/v — 1)
upy (z) =cyefE=hn) 4 dNe_k(m_hN), hy < x < 00,
donde c1, di; 1,4, di; (1 =1,...,N—1); en, dn, son coeficientes arbitrarios. Las soluciones en los intervalos

(hiyhiy1) (i=1,...N —1) consisten en combinaciones lineales de dos soluciones ¢1; y @2, linealmente
independientes de la ecuacién

B d?u;it1 ()

722 + Gii1 (T) i (2) = =K w41 (), hi <x < hit1, (2.3.9)

que satisfacen las condiciones de Cauchy
e1,i(hi) =1, 2 (hi) =0, (2.3.10a)
o1 (hi) =0, ¢y, (i) = 1. (2.3.10b)

En la ecuacion anterior denotamos por g; ;41 a la restriccion del potencial regular g, en el intervalo (h;, hit1).
Los coeficientes ¢y ;, dy,; de la solucién general u; ;1 se determinan al evaluar esta solucién y su derivada en
el punto h;, es decir,
i1 (hi) =c1i01,i (hi) + duipz,i (hi) = e,
ué,i+1 (hs) :Cl,i<ﬂl1,i (hi) + dl,t"P/Q,i (hi) = di,
de esta manera la solucion en el intervalo (h;, hit1) se expresa como
Uiyt () = Uit (he) o1 (@) + uf iy (i) w2 (2)  hi <o <hiyr

A continuacién, consideremos las condiciones en la frontera asociadas con cada punto h;, que en términos
de las notaciones utilizadas se escriben como

o + - (hT
( i1 <Z;) ) :Ai( Yi-1 (ZZ_) ) : (2.3.11)
Ui it1 ( i ) U1, ( i )
donde, por induccién, la expresién para la solucién u,;_1 ; tiene la forma
wi—1,i () = w13 (hic1) w11 (@) +ui_y; (hic1) w21 (2), hi-1 <z <h.

Ahora consideremos el vector columna del lado derecho de la expresion (2.3.11), el cual representamos como
un producto matricial de la siguiente manera

< wi—1,i (hy) > _ ( Ui—1,; (Riz1) @1,i—1 (
wi_y g (hy) i1 (hiz1) @7 -1 (
_ ( 01,1 (hi)  @2,i-1(

%0/1,2'—1 (hi) <P/2,i—1 (

nr [ e (hiea)
=Mz ( wi_y i (hi1)

2:71,2- (hi—1) p2,i—1 (hi) )

1
)
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donde la matriz de monodromia asociada a las interacciones h;_; y h; se denota por M;_1 ;, la cual se define
por

e1i-1 (hi)  pa,i-1 (hi) ) ,
M;,_1,;:= ’ ’ R i=2,...,N. 2.3.12
= (G0 A (23.12)
De acuerdo con esto, la ecuacion matricial (2.3.11) toma la forma
uiiv (B A wi—1,i (hi—1) ,
’ Y =AM,_1; ’ s =2,...,N, 2.3.13
( u;,i+1 (hj) b wi_q; (hi-1) ! ( )

que relaciona a las interacciones en los puntos h; y h;_1. Es posible obtener otras relaciones al considerar de
forma recursiva la misma relaciéon matricial como lo vimos en la Subseccién 2.3.1, es decir:

(uafd) ) =aa(2fz) ) = aama (2l ).
+
) )= (U] ) = aome (200 )

h1)
—AsMy 3AoM urg (h1)
31vi2,3M12 1,2( u/172 (hl)

§)-w (238

UN—1,N (hN)

_ un—1,n (hy_y)
=AvMy-1 ( “§V—1,N (h;\rfl

h
=ANMyn_1 NAN_1Mpy_2 N—1 - AsMp 3A5M; 5 ( 1,2 (hl) > ) (2.3.14)
u1,2( 1)

donde la tltima iteracion correspondiente a ¢ = N hemos asumido (abusando de la notaciéon) que la (hipo-
tética) solucion un n41 de la relacién recursiva (2.3.13) coincide con la solucién uy en el punto Ay. En la
relacion matricial (2.3.14) se puede establecer la relacion entre la solucion g o y su derivada, con la solucion
uy1 y su derivada de acuerdo con la siguiente igualdad

ES(O COIlduCE: a la Siguien‘e eCuaCiOIl ma‘ricial

<u§\, (h*) NMy_1 NAN-1MN_2 N1 3Ma 3AaM; 20A; W, <h1) ( )

Al evaluar las soluciones u; y uy, y sus respectivas derivadas en los puntos hy y hy, obtenemos

uy (hy) =c1 +dy, (2.3.16a)
uy (h1) =key — kdy, (2.3.16Db)
uy (hy) =cn +dn, (2.3.16¢)
y () =key — kdy. (2.3.16d)

Sustituyendo (2.3.16) en la ecuacion matricial (2.3.15) podemos obtener una relacion entre los coeficientes
cn, dy y los coeficientes ¢ y di como sigue

( cy +dn

d
ken — kdy > _ANMN_l*NAN—l"'AQMLQAl( c1+d; >

kCl — ]{Jdl

Al realizar operaciones matriciales obtenemos de forma explicita tal relacion

c 11\ 11 c
( dx > = ( E —k > ANMNfl,NANfl”‘AQMLQAl < E —k > ( di >
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Al calcular la matriz inversa indicada y aplicar las condiciones asintoticas en el infinito que implican ¢y =0
y di = 0, se obtiene la siguiente ecuaciéon matricial

0 1 k1 1
( dx ) = 55C ( o1 )ANMN—l,NAN—l"'A2M1,2A1 ( I >7 (2.3.17)

de modo que al igualar los elementos del vector columna de la izquierda con el resultante de la derecha
obtenemos la ecuacion de dispersion del problema y el coeficiente dy. El elemento mi; del vector columna de
la derecha coincide con la funcion caracteristica x = & (k). Los ceros k; de la ecuacion de dispersion « (k) =0
que satisfacen k; > 0, determinan los eigen-valores del problema espectral de acuerdo con \; = —kZ. La
eigen-funcion asociada a cada eigen-valor \; esta definida por una funcién a trozos de la siguiente manera

eki(m_hl)’ —o00 < x < hy,
uy 2 (his ki) o1 (23 ki) +uy o (has ki) w21 (25 ki), hy <z < hg,
u; (x) = wi i1 (has ki) o1, (23 ki) + u;i“ (his ki) o2, (x5 ki), hy <o < hiyi,

un-1,§ (hn-13ki) p1,n-1 (23 ki) +uy g n (hn-15ki) oo, N1 (25ki), hy-1 <2 <hy
dy (k;) e ki(z—h2) hy <z < oo.

2.4. Enfoque SPPS para el anilisis de los estados ligados

En los casos abordados en las secciones (2.1) y (2.2) las soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger en cada
restriccién son exactas, lo cual no podria garantizarse para un potencial gg arbitrario en la mayoria de las
ocasiones. En la mayoria de las ocasiones la busqueda de soluciones de la ecuacion de Schrédinger podria
implicar el uso de algiin método numérico tal como el método de disparo, o los métodos de discretizacion
como le método de diferencias finitas, o los métodos variacionales como el método del elemento finito. Sin
embargo, el método SPPS puede aplicarse en la mayoria de las ocasiones cuando las funciones potenciales
satisfacen ciertas condiciones de regularidad. Las soluciones que se obtienen a partir del método SPPS se
expresan como series de potencias del parametro espectral. Recalcamos el hecho de que el método SPPS
es un método exacto, pero la representacién de sus soluciones puede dar lugar a un método numérico que
dé soluciones aproximadas. Esto consiste en el truncamiento de las series de potencias hasta cierto nimero
finito de términos. Dado que las series convergen uniformemente el error debido al truncamiento decrece
uniformemente conforme el nimero de términos de las series aumenta. Con esta representacién obtenemos
un método sencillo y potente para la solucién numérica de problemas con valores en la frontera y espectrales,
entre otros.

Denotemos por ¢;;+1 a la restriccion del potencial regular gy en el intervalo [h;, hi+1] ¥y sea vy, una
solucién particular de la ecuacion homogénea

d2
(—de + Qiji+1 ($)> vo () =0, hi <x < hit1,

que satisface las condiciones de regularidad vg ;, 1/v3,; € € [hi, hiy1], entonces un par de soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacion

d2
(—de + qiit1 (x)) Ui i1 (T) = AUy g1, hi < < hiyr,

denotadas por vy,; y v2; se pueden construir como series de potencias del parametro A como sigue

o0 oo

v14 (2) = vo () Z )\")Zi(z") (x), vo4 (2) = vo () Z )\”Xi(znﬂ) (x), (2.4.1)

n=0 n=0
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_(n

donde las funciones Xi(n) y X™se definen a partir del procedimiento de integracion recursiva siguiente

)~(i(0) =1, Xi(o) =1,
/ )?i(n_l) (s)vg, (s)ds, n impar,
e ey
7/ Xi(n_l) (8) = 1(s)d5 n par,
To,i 0
B Xi(nfl) (s) = }(S)ds’ n impar,
X0 (@)= o
| [ XV @ ds g
Zo,i

y donde z; es un punto arbitrario del intervalo [h;, hit1], sin embargo, si el punto zg ; se elije como el punto
inicial del intervalo, es decir, h; = x¢ ;, entonces los calculos se simplifican grandemente. Mas aitin, las series
(2.4.1) convergen uniformemente en el intervalo [h;, h;11]. Por lo tanto, la diferenciacion de estas series se
puede realizar término a término con lo cual obtenemos una representacién en series de potencias de las
derivadas de estas soluciones

! o0
i 1 ~ (2n—
V(@) =0 ey LS g Y (),

Vo,i (Qf) 0,i ($) el
ol (,T _vé,i (1‘) Vo i (.’L‘) _ 1 i )\nX_(Qn) (fl’:)
2 0,4 (I) * V0,i (l’) ot v ’

Todas las potencias formales )?fn) y )W(Z(n) se anulan en el punto o, excepto )N(i(o) y XZ-(O), las cuales por

definicién son iguales a 1. Por lo tanto, las soluciones v; ; y v2; satisfacen las condiciones de Cauchy siguientes

01,4 (0,5) =00, (Z0,4) 5 v, (z0,;) =0, (2.4.2a)
vy, (T0.4) =0 (T0,4), vy, (T0,4) = — 1/voi (204) - (2.4.2b)

La independencia lineal de las soluciones vy ; y v2; se demuestra ya que el Wronskiano correspondiente es
igual a uno.

Observe que estas condiciones de Cauchy no corresponden con las condiciones (2.3.10) exigidas para las
soluciones 1 ; y ¢2,;. Sin embargo, es posible obtener las soluciones 1 ; y ¢2; como combinaciones lineales
de las soluciones vy ; y v2; como sigue

P1,i (x) =C1,01,i (2) + di vz, (2), (2.4.3)
()OQJ; (QL') :’Cvgvﬂ)l’i (ZL’) —+ dQ,i’UQJ‘ (ZL’) s (244)

donde ¢;;, Ca,, d1; ¥ da,; son coeficientes a determinar. Elijamos z; = h; en el proceso de integracién
recursiva, entonces la evaluacion de (2.4.3) y su derivada en h; da lugar a un sistema de ecuaciones

w1, (hi) =c1,v14 (hy) + 671,1'112,2' (hi) =1,
o5 (hi) =e1,0] 5 (he) + dugvh s (hs) = 0,
con ¢, y g17i como incognitas. La solucién de este sistema es
1
De modo similar, la evaluacion de (2.4.4) y su derivada en h; da lugar a otro sistema de ecuaciones
2,5 (hi) =C2,01,: (hi) + do,gv2,i (hs) = 0,
i (hi) =Ca,i] i () + da v ; (i) = 1,

(211’1‘ = _U(/),i (h,) .

Cl,i =
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con ¢z ; y da,; como incognitas, cuya solucion es
c2,i =0, do; = —vo; ().

De esta manera, las soluciones ¢1; y ¢2,; quedan expresadas en términos de las soluciones v; ; y va; como
sigue

L / i) V2 i (X
¢1,i (7) val,i (z) —vo,; (hi) va, (), (2.4.5)
P2, () = — vo,; (hi) v2,i (2) (2.4.6)

las cuales satisfacen las condiciones de Cauchy (2.3.10) requeridas. Estas soluciones asi construidas quedan
expresadas como series de potencias del pardmetro espectral .

Recordemos que la solucion w; ;41 en el intervalo (h;, h;y1) es una combinacion lineal compuesta por las
soluciones ¢1; y @2, de la siguiente manera

Wi i1 (%) = ug i1 (he) 01,0 (@) + uj g (hi) 020 (@)
por lo que al expresar esta solucion en términos (2.4.5) y (2.4.6) se llega a la siguiente expresion

Ui i+1 (hz)

o1 () — uj iy (hi) (vo,s (ha) +vg 3 (hi)) va, (), hi <z < hip
V0,3 (hi) ’

uj i1 () =

en términos de las series de potencias la solucién anterior toma la siguiente forma

Ui hivixoon~n
uiiy1 () = i1 )O’()Z)\ Xi(Q)(x)

Vo,i (hz) ne0
gy (i) v (2) (v, () = s () XX (@), by < < b
n=0

A partir de las soluciones (2.4.5) y (2.4.6) se obtiene de forma explicita las entradas de la matriz de mono-
dromia Mi—l,i (2312)

o1i-1 (hi) @21 (m))
M,_1,;:= ’ ’ s =2,...,N
b <80/1,¢1 (hi) $2,i—1 (h:) !
donde
1 > (2n) I = (2n+1)
i—1 (h;)) =——wvg; (h; AX hi) — vy -1 (hiz i (h; AX hi),
Pricn (he) =gyt () 2 WX () = vhmy (i)t (1) 3 47X (k)
p2,i-1 (hi) = —vo,i—1 (hi—1) vo,i (hi) Z )\"Xi(QnH) (hi),
n=0
1 1 - > (2n-1) 00,i—1 (him1) & (2n)
’F hj))=—— v’i hi))— —— A X, hi) | + ———— A" X hi),
901, 1( ) UO,i—l (hi—l) ( 0, ( ) UO,i (hz) ngl ( )> UO,@' (hz) n;l ( )

1 o0
oo (i) =vo.io1 (hi1) v, SoAX P (b
P2,i—1 (hi) =vo,i—1 (hi-1) Vgi—1 () (Uo,i (ha) P o (he) ],

2.4.1. Calculo de la solucién particular vy; a partir del método SPPS

Para obtener la solucién particular vy ; recurrimos nuevamente al método SPPS. Sea wg ; una solucién de
la ecuacion homogénea
d2
—@’U}O’i (.’t) =0, hi <z< hi+1,
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en el intervalo (h;, hi11) que satisface las condiciones de regularidad qowg i Wo 12 € € [hi, hit1], entonces las
soluciones linealmente independientes de la ecuacion

d2
(dan + Giiv1 (I)> vo,i (x) =0, hi < < hit1,

denotadas por w; ; y wa,; se pueden construir como series de potencias formales

wi (2) = woi (2) Y ()" Y (@), way (@) = wos (2) Y (-1)" Y (@),
n=0 n=0

. (n n . . . .., .
donde las funciones Yi( ), Y;( ) son calculadas de acuerdo a otro procedimiento de integracién recursiva el

cual involucra ahora al potencial gq

7% =1 vO=q

REACESY .
/ V" ()0 (s)ds, m impar,
}71(n) (37) — a:%iN
/ Y;(n_l) (s)ds, n par,
‘”6,1‘
Yi(nfl) (s)ds, n impar,
Yi(n) (z) =4 7%
[ ¥ @) ds npan,
T

y donde zf, ; es un punto arbitrario en [h;, hi1]. Mas atn, las series de potencias formales convergen unifor-
,
memente en [h;, h; 1] y admiten una diferenciaciéon término a término.
La solucién particular vg ; se puede construir de la siguiente manera

Vo,i ‘= W1, + W2 4,

y de acuerdo con el Teorema de oscilacion de Sturm se garantiza que la solucion construida de esta manera
nunca se anula.

2.4.2. Implementacion computacional

Para realizar la implementacién numérica que nos permita encontrar soluciones aproximadas en términos
de series de potencias del parametro espectral A debemos considerar la precision del proceso de integracion
recursiva para el cilculo de las integrales )N(Z(") (z) y Xi(") (), asi como la convergencia de las series de
potencias (2.4.1). Al tratarse de la implementacion numeérica de las series tenemos que tomar en cuenta que

éstas tienen que ser truncadas hasta un ntumero finito () de potencias formales

Q Q
014 (2) = vo () Z )\”Xi@n) (x), D24 (2) = vo; () Z )\"XZ-(MH) (z), (2.4.7)
n=0 n=0

estas expresiones representan aproximaciones de las soluciones v; ; ¥ v2 ;. Debido a la convergencia uniforme
de las series se puede ver que los errores

lim vy (x) = 01, (2)] =0, lim [y () = V2, (2)] =0

Q—o0 Q—o0
decrecen uniformemente conforme el nimero de términos aumenta [35]. Considerando las soluciones apro-

ximadas (2.4.7), es posible determinar una aproximaciéon para la matriz de monodromia asociada con las
interacciones localizadas en h;, h;41, la cual se representa como

My = ( i (hi1)  Poi (hiy) )
nr 90/1,1‘ (hiv1) @b (hiv1) )

)
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donde
P '*;ivx—’ﬁ’vlﬁ»x
501,1' (I) '_50,1‘ (hz) 1,2 ( ) 0,i (hz) 2,0 ( ) B (248)
P2,i () 1= —0,; (hs) V23 (2) - (2.4.9)

A partir de esta aproximacion de la matriz de monodromia podemos obtener una expresion aproximada de
la ecuacion (2.3.17), es decir,

0 1 E o1 ~ ~ 1
( JN ) — %cl ( Eo—1 )ANMN—l,NAN_l...A2M172A1 ( 1 ) , (2.4.10)

a partir de la cual obtenemos una aproximaciéon de la ecuaciéon de dispersion del problema, la cual se representa
por & (k) = 0, donde ¥ es una aproximacion de la funcion caracteristica «, la cual coincide con el elemento mq;
del vector columna del lado derecho de la ecuacion (2.4.10). Finalmente los ceros k; de la ecuacion % (k) =0
que satisfacen k; > 0, determinan aproximaciones de los eigen-valores del problema espectral X,- = —k?. La
eigen-funcién asociada a cada eigen-valor XZ esta definida por una funcién a trozos de la siguiente manera

eki(w_hl)’ —o0 < x < hy,
o (has ki) @ (w5 ki) + ) o (has ki) @1 (25 ki) hi < x < hs,
Ui (z) = Ui i1 (hs ki) ra (2 ki) + g 5 (has k) @2, (25 ki) hi <x < hiy,

iszl,N (hn—1;ki) pr.v—1 (23 ki) + Uy n (AN—1;Ki) Pav—1 (z3ki), hyo1 <z <hn
dn (k,) e_ki(w_hz), hy <z < o0.
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Capitulo 3

Resultados numéricos del problema de
elgen-valores con potenciales regulares
nulos y escalonados a trozos

3.1. Resultados numéricos con potencial regular nulo
Ejemplo 3.1. Consideremos el problema espectral

Ha,u = lu, u € Dom (Ha,),

donde Hp, = —d?/dx?, x € R\ {h1}, es el operador no-acotado asociado al operador formal de Schrédinger
Sy dado por
d2
So = —w +qs z €R

con un potencial regular nulo, es decir, ¢, = 0, cuyo dominio esté definido por

hi)
Dom (Ha,)={u€ H*(R\ {h}): “H(l)>:A u (i >}
om () = {we a2 @\ ) () ) = ()
donde A; es la matriz asociada con las condiciones de frontera que establece el potencial singular, la cual se

considera igual a
10
Al - ( o 1 ) )

que corresponde con una interacciéon tipo delta de Dirac, con intensidad a; < 0. Las interacciones de este
tipo establecen la continuidad de la funcién y el salto en su derivada en el punto h;. Si tomamos a; = —1 la
ecuacion de dispersion k (k) = 0 para este problema se define a partir de la funcion analitica

1

k(k)=1—-—

(k) o%
cuyo unico cero es k1 = 0,5, por lo tanto, el eigen-valor asociado es A\; = —0,25. La eigen-funcién normalizada

correspondiente a este eigen-valor es
1 [ef®,  —co<a<hy,
$1 ($) = 7= —kix
V2 le % hy <z < oo,

cuya grafica se muestra en la Figura 3.1.1, donde podemos ver que efectivamente esta solucion es continua
en el punto h;. Ademas, podemos notar que las eigen-funcion decrece conforme x — +oo.
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3.1. Resultados numéricos con potencial regular nulo

Figura 3.1.1. Figen-funcion correspondiente a \1 = —0,25 del Fjemplo 3.1.

La derivada de esta eigen-funcion es

ki | ek, —0o <z < hy,
—e M << oo,

donde en la grafica (ver Fig. 3.1.2) podemos ver la discontinuidad en la derivada que establecen las condiciones
de frontera para las interacciones tipo delta de Dirac.

S

o~
8

—

»

LI B B e B B B R L

Figura 3.1.2. Derivada de la eigen-funcion asociada al eigen-valor \1del Ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.2. Continuando el ejemplo anterior, consideramos los siguientes valores a3 = -2y a3 = —3 en
la intensidad de la delta de Dirac, como se muestra en la Figura 3.1.3. En la ecuacion de dispersion k (k) = 0
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la funcién « toma las siguientes formas dependiendo del valor de la intensidad ay

1
H(k) :17%3 (041:72),
K (k) —1—i (a1 = —3)
T s
Estas expresiones tienen un tunico cero en k1 = 1 (a3 = —2) y k1 = 1,5 (ay = —3), respectivamente, cuyos
eigen-valores asociados son A\ = —1 (o = —2) y Ay = —2,25 (a3 = —3). Observemos que en ambos casos

tenemos un eigen-valor tnico. Si la interpretacién de dichas eigen-funciones se considera en el ambito de
la mecénica cuantica podemos observar que las interacciones con intensidades més negativas tienen una
densidad de probabilidad mas localizada alrededor del punto h; donde la interaccién se localiza. Por otra
parte, las intensidades més positivas tienen una densidad de probabilidad més dispersa alrededor del punto
h;. Sin embargo, en ambos casos el maximo de la densidad de probabilidad ocurre en el punto donde esté la
interaccion.

¢ ()
1.2t
1.0
- —a=-1
I oa=-2
0RF a=-3

v

Figura 3.1.3. Figen-funciones normalizadas del FEjemplo 3.2 para distintos valores de la intensidad de la
interaccion.

Ejemplo 3.3. Consideremos el sistema cuantico con dos interacciones puntuales tipo delta de Dirac locali-
zadas en donde hy = 0 y hy = 2 cuyo Hamiltoniano se describe por el operador de Schrédinger
H{Al,Az}U:/\U, u € Dom (H{AhAz})v

donde Hya, a,3 = —d?/da®, x € R\ {0,2}, es el operador no-acotado asociado al operador formal de
Schrédinger Sy dado por

d2
da?

En los puntos donde se localizan las interacciones tipo ¢ las condiciones de frontera se representan en forma

matricial como
() =2 () () )= ().
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3.1. Resultados numéricos con potencial regular nulo

donde las matrices A; (i = 1,2) son

1 0 1 0
A1_<a1 1)7 AQ_(a2 1)7 CVlvo[2<0~

El dominio del operador Ha, a,} estd definido por el conjunto de funciones

Dom (Hya, a,}) = {ueH2 R\ {h1, ha)) : ( 3’((];;)) > _Ai( 3,((2)) >,i_ 1,2}.

i
Supongamos que a; = ag = —2, en este caso la expresion para la funciéon x toma la forma
k(k)=—e* + (=1+k)>.

Para obtener los ceros de la ecuacion de dispersion « (k) = 0 usamos la instruccion NSolve del software
Wolfram Mathematica. Los valores k; > 0 que se obtuvieron son k; = 1,10886, ks = 0,796812. En ese caso
los eigen-valores del problema son A\; = —1,229563, Ay = —0,634909.

La expresion para la eigen-funcién normalizada del sistema asociada con el parametro k; se puede repre-
sentar por la funcion continua a trozos

) ek”‘, —oo < x <0,
@i (x) = T e FT (14 e (—1 4+ k), 0<z<2,
! k%efk”" (1 +etfi (=1 + k) + kl) , 2<z<o0,

donde L; (i = 1,2) es la constante de normalizacién calculada a partir de la norma en .22 (R \ {0,2}). En
este caso las constantes de normalizaciéon toman los valores L1 = 1,407382, Ly = 1,367460. Las graficas de
las eigen-funciones normalizadas se muestran en la Fig 3.1.4 y 3.1.5.

Figura 3.1.4. Estado base del sistema cudntico del Ejemplo 3.3 correspondiente a A1 = —1,229563.



Capitulo 3. Resultados numéricos del problema de eigen-valores con potenciales regulares nulos y
escalonados a trozos

—0.5F

Figura 3.1.5. Primer estado excitado correspondiente al eigen-valor A2 = —0,634909 del Fjemplo 3.3.

Ejemplo 3.4. Consideremos un problema con tres interacciones tipo delta de Dirac localizadas en los si-
guientes puntos: hy = 0, hs = 2 y hg = 4 cuyas intensidades son a; = as = ag = —2. En los puntos donde
se localizan las interacciones tipo d las condiciones de frontera se representan en forma matricial como

(o )= () (o ) =2 ). () ) =m () ).

donde las matrices A; (i = 1,2,3) de condiciones de frontera son

10 10 10
ve(an) o me(a ) s=(a )

Sea Hia, asa,3 = —d?/dz?, € R\ {hq, hg, hs}, el Hamiltoniano del sistema cuyo dominio se define por

Dom (H{a, as.As}) = {ue H? (R\ {hy, ha, hs)) - < ;‘,((’;;)) ) —Ai< 5,((’;_)) ),i— 1,2,3}.

i
Consideremos el problema de eigen-valores descrito por la ecuacion
H{A17A27A3}u = \u, u € Dom (H{Al,A2,A3}) .

En este caso la expresion para la funcion caracteristica x es

o8k (_1 — e (—1 4+ k) 4 ek (—1 4 k)P — k)
K (k) = k,?, ’
de modo que los eigen-valores del operador Ha, a,,a,} se determinan por los ceros de la ecuacion de dispersion
k (k) = 0. Numeéricamente, los ceros de esta ecuacion se determinan usando la instruccion NSolve de Wolfram
Mathematica. En este caso los ceros k; > 0 que se obtienen son k1 = 1,147626, ko = 0,980172, k3 = 0,649819,
y los eigen-valores correspondientes son A\; = —1,317045, Ao = —0,960737 y A3 = —0,422264. La eigen-funcion
normalizada ¢; asociada al parametro k; tienen la siguiente forma

ekiz —c0o <z <0,
IR E i SR G R D)E 0<z<2,
vi (@) = L; | et (1 + e2ki(=24w) (—1 + etk (—1 4 k,»)Q) + etk (=14 k) + ki> , 2<x<4,
Le ki (egki (14 k) 4+ (14 k)% + etk (=24 k?)) , 4< < oo,

an
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donde L; es la constante de normalizacién calculada a partir de la norma en el espacio £ (R \ {hi, ha2, h3}).
En este ejemplo las constantes de normalizaciéon son L; = 1,95689, Ly = 1,38442 y L3 = 1,96054. En las
Figura 3.1.6 en la Figura 3.1.7 presentamos el primer estado excitado y finalmente, en la Figura 3.1.8 esta
representado el segundo estado excitado.

Figura 3.1.6. Estado base del Ejemplo 3.4 correspondiente a \1 = —1,317045.

—0.6

-0.8

Figura 3.1.7. Primer estado excitado del Ejemplo 3.4 correspondiente a A2 = —0,960737.
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—-04

—0.6

—-0.8

Figura 3.1.8. Segundo estado excitado del Ejemplo 3.4 correspondiente a A3 = —0,422264.

Los Ejemplos 3.1-3.4 pueden tener diferentes interpretaciones dependiendo del &mbito donde se imple-
mente. Consideramos interacciones tipo d en los ejemplos anteriores, en el ambito de la mecéanica cuantica
podemos ver que en los lugares donde la probabilidad de encontrar a la particula es mayor coincide con los
puntos donde esta definidas las interacciones; en electrodindmica, por ejemplo en la Figura 3.1.4, las inter-
acciones puntuales coinciden con los lugares donde la intensidad del campo eléctrico o magnético es mayor.
Por otra parte, si se tratase de una guia de onda las interacciones puntuales representan las paredes de dicha
guia las cuales representan laminas de grosor muy pequeno.

Finalmente, en las graficas 3.1.5, 3.1.7 y 3.1.8 podemos ver que existen nodos y picos, los cuales resultan
de una superposicion de dos o méas ondas que al interferir producen una interferencia constructiva (picos) o
destructiva (nodos).

Ejemplo 3.5. Consideremos el siguiente problema de eigen-valores
Ha,u = Ay, u € Dom (Ha,),
donde Ha, = —d?/dx?, x € R\ {0}, es el operador no-acotado asociado al operador formal de Schrédinger

d2

So=——=
0 dz?

+ 510" (), z €R
con un potencial regular nulo y A € R es el parametro espectral. El dominio de este operador esta definido
por
_ 2 o wa(0) ) _ ur (0)
Dom (HAl)—{uEH (R\ {0}) : < il (0) >—A1< ! (0) ,
donde la matriz de condiciones de frontera asociada al punto 0 es

(3 %),

las cuales establecen la continuidad de la derivada y el salto de la funcién en el punto h;. Supongamos que
la intensidad de la interaccion tipo §’ es §; = —1, entonces la ecuacion de dispersion « (k) = 0 se define a
partir de la funcién
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En este caso la ecuacion de dispersion tiene un unico cero k > 0 dado por k; = 2, de modo que el eigen-valor

correspondiente es \; = —4 y la eigen-funcién normalizada asociada al parametro kq es
(@) 1 |ekr=, —oo < x <0,
1\&) = —=
4 V2 | —e 7 0<z < .

La derivada de la eigen-funcion normalizada es

() = ki |ef®,  —co <z <O,
e‘klw, 0<zr <.

Podemos observar en la Figura 3.1.9 la discontinuidad del la eigen-funcién en el punto x = 0, mientras que en
la Figura 3.1.10 se observa la continuidad de su derivada, tal como lo establecen las condiciones matriciales
anteriores.

-1.0

-1.5

Figura 3.1.9. Figen-funcion correspondiente a \1 = —4.

1 (2)
2.5
2.0
1.5
1.0

0.5

Figura 3.1.10. Derivada de la eigen-funcion correspondiente a A1 = —4.
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Ejemplo 3.6. Consideremos un problema espectral con dos interacciones tipo ¢’ localizadas en hy = 0 y
ho = 2 descrito como
H{Al,Az}U:/\U, u € Dom (/H{AhAz})v

donde el Hamiltoniano Hia, a,3 = —d?/dz?, x € R\ {0,2} cuyas intensidades son 8, = o = —1. En
los puntos donde se localizan las interacciones tipo ¢’ las condiciones de frontera se representan en forma

matricial como
() )=m (o) ) (i ) =2 () ),

donde las matrices A; (i = 1,2) de condiciones de frontera puntuales en forma matricial son

1 -1 1 -1
A1:<0 1>’ A2:<0 1)'

El dominio del operador Hya, a,} estd definido por el conjunto de funciones

u(hS u (h; .
e ) ~{r i (280 ) n (28519}
Entonces la expresion para k toma la forma
K (k) = e (=2 + k)® — k2.

Usamos la instruccion NSolve del software Wolfram Mathematica para conocer los ceros k; > 0 de la ecuacion
de dispersion k (k) = 0. Los valores obtenidos son k1 = 2,034764, ko = 1,961179. Los eigen-valores corres-
pondientes \; = —k? son A\ = —4,14027, Ay = —3,84623. La eigen-funciones normalizada se representa por
la funcién continua a trozos

1 ehiz, —o0o < x < hy
vi=1 (1 — k;) cosh (k;z) + senh (k;x), hy <z < ha,
‘ ik‘ie_kﬂ (€4ki (k‘l — 2) —k; — 2) , he <x < o0,

donde L; (i = 1,2) es la constante de normalizaciéon calculada a partir de la norma en .£? (R \ {hy, ho}). Las
constantes de normalizacion toman los siguientes valores L1 = 1,034764, Lo, = 0,961179. Las graficas de las
eigen-funciones de este problema se muestran en las Figuras 3.1.11 y 3.1.12. Observe las discontinuidades de
las eigen-funciones en los puntos donde se encuentran localizadas las distribuciones ¢’.

AS)
s

L L L L L

-1.0

Figura 3.1.11. FEigen-funcion correspondiente a A\1 = —4,14027 del Ejemplo 3.6.
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Figura 3.1.12. Figen-funcidn correspondiente a A2 = —3,84623 del Ejemplo 3.6.

Ejemplo 3.7. Consideremos el problema espectral
Ha,u = Au, u € Dom (Ha,),

donde Ha, = —d?/dz?, x € R\ {0}, es el operador no-acotado asociado al operador formal de Schrédinger

So dado por
2

d
ng—ﬁ—l—aﬁ(x)—&—ﬁlél(x), x e R\ {0},
donde a1, f1 < 0 en el punto donde se localiza la combinaciéon de interacciones tipo delta de Dirac y su
primera derivada las condiciones de frontera se representan en forma matricial como

() )=~ (o)

donde la matriz A; en este caso en particular es

1—2a151 o B1
_ 1+ia1B: 1+ia18:
A= ai 1—fa1B ’ O(ﬁ 7& 4.

1+ia18: I+fonp

Entonces, el dominio del operador Ha,} es

Dom (Hiaa) = {we @y (40 ) = (40 )}

Proponemos que la intensidad de las interacciones sean a; = -3y 1 = —2.
La ecuacion de dispersion « (k) = 0, donde

2k —k—3

") ="

Se puede ver que el unico cero es k; = 1,5, por lo tanto, el eigen-valor correspondiente es A\ = —2,25. La
eigen-funciéon normalizada correspondiente es

¢1(2)

_ 1 eMr —co <z <0,
©0,81649 |e k1T 0 <z < oo,
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cuya grafica se muestra en la Figura 3.1.13.

»
»

|
4 Zl]'

—4

Figura 3.1.13. Figen-funcion asociada al eigen-valor \1 = 2,25 del Ejemplo 3.7.

Observacion 3.1. De los ejemplos 3.3, 3.4, 3.6 resaltamos el hecho de que no existe degeneracion de eigen-
valores, esto ocurre por la condicién de que el determinante de la matriz de condiciones en frontera sea igual
a uno. Con ello se cumple el principio de exclusiéon de Pauli, el cual establece que si un estado cuéantico ya se
ocupo por una particula, la siguiente particula debe ir a un estado superior de energia que se encuentre libre,
completdndose los estados vacios desde la energia mas baja hasta la més alta, esto evita que la particula
caiga constantemente a su estado mas base o fundamental.

3.2. Eigen-valores de un sistema con potenciales escalonados e in-
teracciones puntuales

Ejemplo 3.8. Consideremos el problema de eigen-valores
Ha,u=Au, u € Dom (Ha,),

donde Ha, es el operador no-acotado asociado al operador de Schrédinger Sy con un potencial regular g,
escalonado a trozos

) Q17QQ<O

q1, oo <z < hy,
q (v) =
q2, h1§$<00,

y A el parametro espectral, el dominio de este operador esta definido
hy) ur (h1)
Dom (Ha) = due H2®\ {hy): (M) ) 2o ,
om () ={uwe a2 @\ ) () ) = ()
donde las condiciones de frontera para hy = 0 en forma matricial son

1 0
A1_<a1 1)7

consideramos la intensidad de la delta de Dirac ay = —2 y los potenciales g1 = —2 y ¢o = —4. La ecuacion
correspondiente es

k(k)= -2+ VE2 -4+ k2 -2,
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)

Figura 3.2.1. Figen-funcion correspondiente a \1 = —4,25 del FEjemplo 3.8.

por medio de la instrucciéon NSolve del software Wolfram Mathematica 11.0.1.0 obtenemos los ceros de
la ecuacion de dispersion k (k), en este ejemplo obtenemos un tnico cero en k; = 2,06155, el eigen-valor

correspondiente es A\; = —4,25. La eigen-funcion estéd dada como
1 671(’“1)‘”, —o<x<h
e (x) = — (k1)
Ly |dy (k) e 20z hy <z < oo,

donde Ly = 1,1547 y

24P -4/ -2
2v/v2 -4 ,
la grafica de la eigen-funcion se muestra a continuacion. Note que la eigen-funcion para el Ejemplo 3.8 decrece

maés rapido si el potencial regular es mayor. A diferencia de nuestros primeros resultados podemos ver que la
Figura 3.2.1 ya no es simétrica a comparaciéon de la Figura 3.1.1.

di (1)

Ejemplo 3.9. Consideremos el problema con dos interacciones tipo delta de Dirac localizadas en los puntos
h1 =0y hy =2, donde el problema espectral estd dada como

Hia, A, U = Au, u € Dom (H{AhAQ}) .
En este caso ¢, esta definido como

q1, _OO<(E§]'L1,
¢ () = g2, h1 <z < ho, q1,G2,93 <0
g3, hQSJZ<OO,

donde q1, g2 ¥ g3 representan tres niveles del potencial regular, la representacién matricial de las condiciones

de frontera es
(ol )=m (ot ) e ) = (e ).

donde las matrices A; (i = 1,2) de condiciones de frontera puntuales en forma matricial son

1 0 1 0
A1:<a1 1)7 A2:<Oé2 1)7

e
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proponemos que las intensidades de las deltas de Dirac son ay = ag = —2. El dominio del operador Ha, a,}
esta definido como

2 ) u (b _ u(h; .
Dom (H{A1,A2}) = {u €H (R\ {hl,hg}) : ( U/((hj)) > = Az ( U/((hi)) ) , 1= 1,2} .
Proponemos que los niveles del potencial escalonado tomen los siguientes valores: q; = q3 = -2 y ¢ = —4.
La ecuacion de dispersion & (k) = 0, se define a partir de

Rk) = 1-k42Vk2 = 24 (V2 = 2= 2) VIZ =44V (2 — 1 -2V 24 (V-2 - 2) ViR - 4)

donde los ceros de la ecuaciéon de dispersion k; > 0 fueron calculados por dos procedimientos: a partir de la
instrucciéon FindRoot y de manera grafica. En la Figura 3.2.2 mostramos la gréafica de la funciéon analitica
k donde vemos que los ceros se encuentran en los valores de k1 = 1,85265 y ky = 2,11873, estos valores
coinciden con los obtenidos a partir de la instruccién FindRoot.

w ()
0.08
0.06

0.04

0.02

L L Ly k
1.8 9 2.0 1 2.2

Figura 3.2.2. Grifica de la funcion k del Ejemplo 3.9.

Los eigen-valores correspondientes son A\; = —4,48903 y Ao = —3,43232, las eigen-funciones correspon-
dientes se muestran en las Figuras 3.2.3 y 3.2.4.

Figura 3.2.3. Figen-funcion correspondiente a \1 = —4,48903 del Ejemplo 3.9.
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T

—0.5

Figura 3.2.4. FEigen-funcion correspondiente a Ao = —3,43232 del Ejemplo 3.9.

Ejemplo 3.10. Consideremos el siguiente problema de eigen-valores con una interaccion ¢’ localizada en
hl == 0
Ha,u = lu, u € Dom (Ha,),

donde Ha, = —d?/dz® + ¢, (z), x € R\ {0} es el operador no-acotado asociado al operador de Schrédinger
Sy con un potencial regular g, escalonado a trozos

q, oo<x<O0,
QT(x):{ ) q1,42 <0
q, 0<z< oo,

yA= —k:i2 es el parametro espectral.
El dominio del operador Ha, estd definido por el conjunto de funciones

pom () = fue @y imp: (20 ) =an (40,

donde la matriz de condiciones de frontera asociada a la interaccion ¢’ ubicada en 0 es

ne(37)

Proponemos que la intensidad de la derivada de la delta de Dirac sea 8, = —2 y los potenciales ¢ = —2 y
g2 = —4. La ecuacion de dispersion « (k) = 0 donde

1 1
wk) = S+ k2—2(—1>
*) 2 2vk? —4
fue resuelta con la instruccién NSolve de Wolfram Mathematica 11.0.1.0 y el valor obtenido k£ > 0 fue
k1 = 2,12876, el eigen-valor correspondiente es A\; = —4,53162. La eigen-funcién correspondiente queda
expresada como

1 |entz —o00 <z <0,
o1 (x)

T Ly | ds (k) e~z 0 <z < oo,

donde la constante de normalizacion es L; = 1,89205 y el coeficiente

1 1
-

L)
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la gréfica correspondiente se muestra en la Figura 3.2.5.

Figura 3.2.5. Figen-funcion correspondiente a A1 del Ejemplo 3.10.

Ejemplo 3.11. En este ejemplo consideremos el problema que involucra dos interacciones tipo 4’ con soporte
en los puntos h; y he, donde el problema de eigen-valores

H{Al,Az}U:/\U, u € Dom (/H{AhAz})v
En este caso ¢, esta definido como

q1, 7OO<I<h1,
¢ () = g2, h1 <x < hy, q1,G2,93 <0
qs, h2 <z <00,

donde los niveles del potencial regular g; toman los valores ¢; = g3 = —2, g2 = —4. Las condiciones en la
frontera en forma matricial estan dadas de la siguiente manera

( ury (h1) ) _ A ( ug (h1) ) ( urn (he) ) — A, ( ury (he) )
ugy (ha) up (h) )’ upyy (h2) ugy (h2) )7
donde las matrices A; (i = 1,2) asociadas a las condiciones puntuales en hy = 0y hg = 2 son
(1 A (1 B
we(n 7)) w=(o )

El dominio del operador Hya, a,} es

Dom (H{Al,A2}) = {u S H2 (R\ {h1,h2}) : ( ’U/l((hj)) ) = Ai ( U/((h)) ) , 1= 1,2} .
La intensidades de las interacciones ¢’ son 8; = 2 = —2, la expresion x es
K (k) =13 + 2k — (\/1& —2+4) VE2 4+ 8k — 2+ k2 (2\/k2 4ok 2 11)

4 VR (—13 okt (\/k2 "ot 4) Vi —4-8Vk2 —2 4+ k2 (2\/k2 A2k 2+ 11))

la cual nos permite calcular la ecuacion de dispersion (k) = 0, para encontrar los ceros k; > 0 de esta
expresion utilizamos la instrucciéon FindRoot, con lo cual llegamos a los valores k1 = 2,21582 y ko = 1,87935.

-
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Para verificar estos valores usamos el método gréafico de la funcién k, como se muestra en la Figura 3.2.6,
donde podemos observar que los valores obtenidos mediante la instrucciéon FindRoot efectivamente coinciden
con los cruces por cero de la gréfica.

K (k)

A

0.10}

0.05 -

Figura 3.2.6. Grdfica de x (k) del Ejemplo 3.11.

Los eigen-valores asociados a k1 y ko son \; = —3,53194 y Ao = —2,90987 y las eigen-funciones normali-
zadas correspondientes estan representadas por la siguiente expresion

1 en(ki)z —oo < x < hy,
©i (CU) = f Co (kl) 6’)'2(]%)3c + do (kl) 672(ki)x, hi<x< h2,
’ ds (k,) €73(ki)x, ho < x < o,

donde denotamos por L; las constantes de normalizacién que en este ejemplo toman los valores Ly = 2,77951
y Lo = 1,535. Las expresiones de los coeficientes cs, ds y d3 son

1 / 1
1 / 1

_ 1 —2,/k2—442,/k2—2 4 2 2 2
dg(ki)f—%/m\/me PARVRE=2 (17 p okt — 4y K2 — 44+ 2k2 (/K2 —4—6
tetVki—d (—17— 2k} — 4\/k2 — 4 + 22 («/k? —4+6)>)

las graficas de las eigen-funciones correspondientes se muestran en las Figuras 3.2.7 y 3.2.8.

An
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Figura 3.2.7. Figen-funcion correspondiente a \1 = —3,53194 del Ejemplo 3.11.

-1.0

Figura 3.2.8. Figen-funcion asociada al eigen-valor Ao = —2,90987 del Ejemplo 3.11.

En los Ejemplos 3.8-3.11 podemos ver claramente la influencia del potencial regular escalonado a trozos
en la forma que tienen las eigen-funciones de cada estado del sistema cuantico.
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Conclusiones y trabajo a futuro

4.1. Conclusiones

En el presenta trabajo, hemos abordado problemas espectrales con potenciales compuestos por una parte
regular y otra singular donde se involucran interacciones puntuales de primer tipo. A lo largo de esta Tesis
construimos un método matricial recursivo para este tipo de problemas. La representaciéon que se obtiene de
las soluciones de la ecuacion de Schrodinger da lugar a un método recursivo que permite su implementacion
numérica inmediata, ademas permite obtener las eigen-funciones asociadas a cada punto del espectro.

La construcciéon de este método matricial recursivo se realizé considerando las matrices de condiciones de
frontera asociadas a interacciones puntuales de primer tipo, ademas, consideramos que las entradas de dichas
matrices son tales que sus determinantes son iguales a uno, esto nos permite considerar problemas auto-
adjuntos. Al realizar la construccion del método recursivo consideramos primero potenciales regulares nulos,
y después potenciales escalonados donde pudimos observar que las expresiones para la ecuaciéon de dispersion
se daban en forma cerrada debido a que para este tipo de potenciales es posible encontrar soluciones exactas en
cada restriccion. Sin embargo, esta situacion no prevalece con potenciales regulares arbitrarios, en donde fue
necesario introducir las matrices de monodromia. Las entradas de dichas matrices se calcularon en términos de
series de potencias del parametro espectral por lo cual presentamos una aplicacién del método SPPS para su
construcciéon. Esta representacion ofrece soluciones que convergen uniformemente, que pueden implementarse
computacionalmente en forma directa. El método desarrollado permitié encontrar una relacion matricial a
partir de la cual se pudo encontrar una expresion para la ecuacion de dispersion del problema espectral.

En los resultados numéricos podemos observar la influencia que tienen las diferentes interacciones en las
eigen-funciones de los problemas abordados. Los ejemplos presentan el comportamiento esperado de acuerdo
con las condiciones en frontera asociadas al potencial § o ¢§’, es decir, cuando tenemos interacciones tipo
delta de Dirac podemos ver que las eigen-funciones son continuas y sus derivadas presentan un salto en el
punto donde se localizan las interacciones. Por el contrario, al considerar interacciones tipo §’ se observa
la discontinuidad en las eigen-funciones y la continuidad en sus derivadas. Ademés pudimos ver que no se
presento6 la degeneracion de los eigen-valores y esto cumple con el principio de exclusion de Pauli.

La interpretacion fisica de las soluciones obtenidas dependera del tipo de problema en donde se emplee el
enfoque aqui desarrollado, por ejemplo, en la mecénica cuantica los picos de las eigen-funciones corresponden
a los lugares donde es més probable encontrar a la particula; por otra parte, el caso de una guia de ondas
podria modelarse por un potencial tipo delta formado por dos discontinuidades, las cuales representarian las
paredes de ésta.

En particular la representacién matricial simplifica las operaciones a realizar. Ademéas haciendo uso de
este método podemos calcular expresiones para los coeficientes de transmision y reflexion de cada problema,
aunque en este trabajo no abordamos este caso.
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4.2. Trabajo a futuro

Se pretende continuar con el desarrollo del analisis de los estados ligados de los sistemas cuénticos descritos
por la ecuaciéon unidimensional de Schrédinger, los cuales estan caracterizados por funciones potenciales que
comprenden una parte regular, en general, complejo-valuada y una parte singular expresada por distribuciones
de primer orden. En particular:

= Analizar los problemas no-auto-adjuntos que involucran interacciones puntuales.

= Investigar la degeneracion del espectro discreto de los operadores de Schrédinger que involucran inter-
acciones puntuales.

= Determinar las eigen-funciones y las funciones de Jordan asociadas con los eigen-valores de multiplicidad
mayor que uno.

= Desarrollar métodos matriciales para el analisis de los problemas espectrales de Schrédinger que invo-
lucran interacciones puntuales.

= Obtener teoremas de expansion en eigen-funciones que involucran a las eigen-funciones asociadas al
espectro discreto, las eigen-funciones generalizadas asociadas al espectro continuo, y las funciones de
Jordan asociadas a los eigen-valores degenerados.

= Desarrollar métodos numeéricos para el anélisis del espectro de los operadores de Schrodinger con inter-
acciones puntuales.

= Desarrollar la codificacion computacional de los métodos numéricos y abordar los temas relacionados
con la implementacion de los codigos numeéricos que involucran el uso de memoria, el tiempo de computo,
control del error, etc.

= Buscar aplicaciones de los resultados obtenidos en mecénica cuantica y electrodinamica.



Capitulo 5

Productos desarrollados

Se presentaron dos ponencias relacionadas con el trabajo que se ha ido desarrollando.
= 50 Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana.
= XVI Congreso Nacional de Ingenieria Electromecénica y de Sistemas

Ademaés se adjunta el trabajo que se envio al XVI Congreso Nacional de Ingenieria Electromecénica y de
Sistemas.
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Resumen—En este trabajo se considera el operador
unidimensional de Schrodinger estacionario donde el
potencial  estd  formalmente  especificado por
interacciones puntuales que pueden modelarse por
condiciones de frontera puntuales especificadas por
matrices cuadradas. Se hace un anilisis espectral y se
buscan soluciones en el espacio (”( ). Esto da lugar a

un método matricial recursivo que conduce a la
ecuacion de dispersion del problema que define los
eigen-valores del operador. Se presentan ejemplos
numéricos de este método ante interacciones tipo 5§y &'.
Area temdtica- Ingenieria en Telecomunicaciones.

Palabras Clave—Interacciones puntuales; ecuacion de
Schrodinger unidimensional; condiciones en la frontera

matriciales; método matricial recursivo; potencial
singular.
Abstract—In this work we consider the one-

dimensional stationary Schrédinger operator with
potential formally given in terms of point interactions
that can be modeled by square matrices. A spectral
analysis is performed, and solutions in *( 1) are

obtained. This gives rise to a recursive matrix method
that leads to the corresponding dispersion equation for
the problem that defines the eigenvalues of the operator.
Some numerical examples involving 5§ and &
interactions are presented.

Keywords— Point interactions; one-dimensional
Schridinger equation; matrix boundary conditions;
matrix recursive method; singular potential.

I. INTRODUCCION

os operadores de Schrodinger con potenciales con
L soportes puntuales han sido estudiados ampliamente

durante las tltimas décadas, por ejemplo, el estudio de
potenciales puntuales tipo & de Dirac en grafos han sido

Ciudad de México, 13 al 17 de noviembre 2017 1

considerado debido a sus aplicaciones en la fisica
mesoscopica. Tales operadores son Hamiltonianos de sistemas
cuanticos que involucran alambres cudanticos [1]. También es
usual encontrar operadores Hamiltonianos donde el soporte de
la distribucién de Dirac es el grafo completo [2]. Tales grafos
se conocen como grafos con fugas (leaky quantum graphs).
Problemas unidimensionales que involucran a la distribucién
de Dirac permiten modelar cristales unidimensionales y guias
de ondas cudnticas [3].

Como es bien sabido, la dindmica de una particula cudntica
localizada a lo largo del eje real y que es sometida a una
interaccion puntual, puede ser tratada como una particula libre
fuera de la regién de interaccién donde el potencial se anula,
mientras que en la region de interaccién se pueden considerar
las condiciones de frontera puntuales que resultan de integrar
la ecuacién de Schriodinger en una vecindad del potencial. En
este sentido la teorfa de las distribuciones conduce a las
condiciones correctas que establece el potencial singular [4].
Los potenciales delta, o las interacciones puntuales, son una de
las clases de potenciales ideales que conducen a soluciones
exactas de la ecuacion de Schrodinger y se usan como una
herramienta pedagdgica para ilustrar varios fendmenos
fisicamente importantes, donde la longitud de onda de De
Broglie de las particulas es mucho mayor que el rango de la
interaccién. Estos potenciales tienen varias aplicaciones en
casi todas las dreas de la fisica, ver, e.g., [5, 6]. Por ejemplo,
en el caso donde los electrones se mueven en un cristal
formado por iones fijos, los cuales pueden ser modelados por
deltas de Dirac que producen un potencial periédico que
representa al potencial global en el cristal. Esto conduce al
bien conocido modelo de Kronig-Penney [7] ampliamente
utilizado en la electrénica y la fisica del estado sélido. Otra
aplicacion es dada por dos potenciales delta de Dirac
separados entre si con intensidades opuestas que se utiliza
como un modelo muy elemental para un dipolo eléctrico
oscilante, que conduce a la descripcion del elemento
diferencial de una antena. En este caso el potencial resultante
se expresa en términos de la derivada de la delta de Dirac [8].
Por otra parte, estructuras de gufas de onda en forma de
emparedado (slab waveguide) [9] son ampliamente utilizadas
en la Optica integrada para producir estructuras que guien

Xvi
NIES
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senales luminosas en chips de silicio. Estas estructuras se
forman principalmente por tres capas homogéneas de
materiales semiconductores. El salto del indice de refraccién
en las interfaces entre cada par de capas da lugar a condiciones
en la frontera que favorecen el guiado de sefiales 6pticas. De
esta manera si en las interfaces se encuentra una corriente
eléctrica laminar las condiciones en la frontera se modelarian
en términos de las condiciones de salto que establece la delta
de Dirac. Asi mismo la transformada de Fourier con respecto a
algunas coordenadas espaciales o la técnica de separacion de
variables pueden conducir a problemas espectrales
unidimensionales como el abordado en el presente trabajo.
Todo lo anterior pone de manifiesto la importancia del estudio
de interacciones puntuales en los dmbitos de las
telecomunicaciones, la electrénica y la mecdnica cudntica.

La distribucion de Dirac denotada por § estd definida a partir
de un limite débil de la secuencia de funciones f (x)
conforme & —( con respecto a una funcion de prueba ¢ que
es una funcién continua en el dominio de interés Q

lim Iﬂﬁ. (x)(x)dx = 9(0).

e—0

0.1)

El funcional (p(()) es llamado la distribucién de Dirac, el cual

se denota de la siguiente forma

[, £.()o(x)dx > (5.9). &0,

Denotemos por 2 el espacio de las funciones de prucba
continuamente diferenciables con soporte compacto, es decir,
funciones continuamente diferenciables dentro del soporte de
las funciones. Sea @ e 7>, definiremos la derivada de la delta

0.2)

de Dirac en el sentido de las distribuciones por el funcional &'
correspondiente a

(6", 0)=—(5.¢")=—¢'(0). 0.3)
Cuando se consideran potenciales singulares como la delta de
Dirac y su derivada en la ecuacién de Schrodinger es
necesario considerar las condiciones de frontera adecuadas en
los puntos de discontinuidad. El objetivo de este trabajo es
obtener un método matricial recursivo para realizar el andlisis
espectral del operador de Schrodinger unidimensional donde
el potencial formalmente esti compuesto por interacciones
puntuales. El contenido de este articulo es como sigue. En la
Seccion II se presentan el andlisis efectuado para determinar el
método recursivo considerando un problema con una
discontinuidad, posteriormente dos y se generaliza el caso con
N puntos de discontinuidad. En la Seccién 111, se presentan
resultados numéricos y gréficos. Finalmente, en la Seccion IV
se presentan algunos comentarios finales y conclusiones.

II. DESARROLLO
Consideremos el operador diferencial

2

d- .
dx2+V(x), xe 2\ {h, by}, 04)
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donde el potencial V esti formalmente representado por
distribuciones con soporte puntual en los puntos 4 , lo cual

permite considerar por ejemplo, distribuciones tipo § o .
En los puntos j el comportamiento de las soluciones de la

ecuacion diferencial es gobernado por las condiciones de
frontera puntuales expresadas por

u (h," ) =allu (h,‘ )+ alu' (h,-' )
u'(hf ) =alu (h,f ) + ag"z’u’(h[ ) ;
donde la notacién anterior representa los limites laterales

o(h):=limp(h—<), ¢(h")=limp(h+c). ©6)
=0 4

-0

(0.5)

Las condiciones en la frontera en j pueden escribirse en

forma matricial como
u (h:' ) o) o)\ u (h,.' ) " u (h,' )
u'(hf) 0 u'(h,._) - u'(h,._)

!
(i) P
donde A, es una matriz cuadrada que representa los

, (0.7)
a;,

coeficientes ¢}, Se buscan soluciones que satisfagan las
condiciones asintoticas en el infinito

lim u (x)=0. 0.8)

[+
Por lo tanto la expresion diferencial (0.4) junto con las
condiciones de frontera puntuales (0.5), y las condiciones
asintéticas en el infinito (0.8), definen un operador diferencial
S, dado por (0.4) que actia en el espacio £*(17). Si los
coeficientes ai,i) de las condiciones en la frontera son reales el
operador S, asi definido es auto-adjunto en *( k), de modo

que su espectro es real [8], el cual consiste de una parte
discreta en el intervalo (m,.0), y una parte continua en el

intervalo [0‘00) , donde m, depende del potencial [10].

A. Solucion del problema espectral ante un punto de

discontinuidad

Consideremos una discontinuidad en el punto x=#h, y

busquemos soluciones del problema espectral
S‘,u(x)=/lu(x), ueDom(Sv), (0.9)

donde A e < es el pardmetro espectral. Denotemos por i, a

la solucién de la ecuacion en la region (-w, i) ¥ por u, ala

solucién de la ecuacion en la regién (hy,). En el punto de

discontinuidad las condiciones en la frontera se representan en
forma matricial como
u, (h(, )

u, ()
=A, . (0.10)
uy, (hJ) u; (hu')

a0
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En la busqueda de eigen-valores se considera A = —k*, donde
k >0. En cada region se tienen dos soluciones linealmente
. 3 . +hy .
independientes de tipo ™", entonces las soluciones generales

de la ecuacién diferencial estdn representadas como
u, (x)=cpe™ +de™ —o<x<hy,
u, (x)=ce" hy < x < o0,

donde Cos €s dys d, SON coeficientes arbitrarios. Al evaluar las

(0.11
+de™ :

soluciones anteriores y sus derivadas en el punto x=h, Se

obtiene la siguiente relacion matricial
g1 (%) ¢, my (k) my,(k))( <, 0.12)
d) 2 °‘\d, 2k my, (k) my, (k) \d, )
donde las entradas de la matriz pf, (k) son
my, (k) =ay +k (af‘,) +al) + a,(i"k),
my, (k)= e (—ag(,” +k (a,("’ -a\) +alVk )),

my, (k)= e (ag?] —& ( P+ ol + Uk ))

(0.13)

m,, (k)

Las soluciones en Dom(S\.) se consiguen al considerar las

=—a\V +k (ar,“l') +ad) - af?)k).

condiciones asintdticas en el infinito (0.8). Esto implica que
¢, =0 Y d, =0, por lo tanto, al considerar estos coeficientes la

ecuacion matricial (0.12) toma la forma

(0) (0) (0)
ay +kla) +a5, +a, 'k
(%) Dekfellraeall) )

=5
d, 2k | g2 (—ag',” +k (af") aly) + a,i’)k))

La igualdad entre las entradas de las matrices del lado
izquierdo y derecho conduce a la ecuacién de dispersion del
problema. Mds precisamente, sea x una funcién analitica de

la variable k& definida como

x(k)=al) +k (a“” +ai)+ a,?’k) (0.15)
Los ceros de la ecuacion de dispersion k(k)=0 permiten
calcular los eigen-valores del operador §, en (*(1). En este

caso, la ecuacion de dispersion correspondiente a un punto de

discontinuidad conduce a la ecuacion polinomial cuadratica
af?’ +k (a(o) + aﬁ?) ) + a(o)k' =0, a"” #0, (0.16)

cuyas soluciones se obtienen en forma explicita por
(ol + o) (e + a2} ~4alPa)
. (0.17)

La ecuacién anterior da lugar a dos raices polinomiales. De
estas se debe de elegir aquella raiz ; - ¢ asociada a un eigen-
/

k‘=

J

valor del problema espectral. Esto se consigue al cumplir la
condicién

Ciudad de México, 13 al 17 de noviembre 2017
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(0) ,(0)

a, o, <0. (0.18)
Sea k,>0 un cero de x(k) =0, el eigen-valor
correspondiente es j, =—k; y estd asociado a la eigen-funcién
normalizada
( ) 1 [ e, —wo<x<hy 1)
o, (x)=— e . (0.
! L, |d,(k,)e W Hy<x<o
donde la constante de normalizacion
= \/If' Iu(,(.\’)]:dx+'l.:|ul,(,\) dx (0.20)
Se calcula a partir de la norma en el espacio £ (}‘1)
2
= |ee ()] dx. ©.21)
y
4, = (o) +k, () -ad +allk, )). 022

B. Solucién del problema espectral ante dos puntos de
discontinuidad

Consideremos que existen dos discontinuidades en x=1/, y
x=h. Denotemos las soluciones de la ecuacion diferencial
como y, para el intervalo (—oo,hy), u, para (h.h ).y u,
en (h,»). Las condiciones en la frontera para el punto x = h,

tienen la forma matricial

Upy (hf ) iy (hlﬂ)
Uy (h; ) uy (}’1_)

donde A, es la matriz de coeficientes en x =/, . Se buscan

(0.23)

soluciones en Dom(S,) para el problema espectral. Sea

A=—k*, k>0, entonces en cada regién las soluciones
generales de la ecuacion diferencial tienen la forma

u, (x)=ce™ +de™,

u, (.x) = clekr +d|e_k",

- <x<h,,

hy<x<h, (0.24)

y (x)=ce” +de™, h < x <o,

donde ¢, ¢, ¢,, d,, d,, d, son coeficientes arbitrarios. Las
condiciones en la frontera en el punto j, se aplicaron en la
seccién anterior. La aplicacién de las condiciones en la
frontera en el punto x =/, se representan por la ecuacién
matricial

(e )seme 5 )=ty meo)(a) o

donde M, (k) estd definida por sus entradas
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my (k) =ay) +k(af) +ai) +afk),
my (k)= (~al) +k () —al) +alk)),
oy (k) =€ (@) —k () +al) +alk)),

my, (k)=-al) +k (a,‘]’ +al) —a,‘;’k).
De acuerdo con el andlisis anterior referente al punto x =/,
se mostré en (0.12) que los coeficientes ¢ Y d, estin
expresados en términos de ¢, y d, . Por otra parte, el andlisis
en el punto x=h, ecuacion (0.25), muestra que los
coeficientes ¢, y d, estin expresados en términos de los
coeficientes ¢, y d,. Por lo tanto al acoplar las expresiones
(0.12) y (0.25) es posible calcular los coeficientes c, Y d, en

términos de cyydyia saber

0°

{;j:%kle (k)Mo(k)(Z} 0.27)

La aplicacién de las condiciones asintéticas en el infinito (0.8)
implican que ¢, =0 y d, =0. De esto resulta una ecuacion de

K(k)=0

discontinuidades, donde la funcién x estd definida como
k(k)=e?" (e”"*’ (a‘z?) —k (a,{?’ +ka) —ay ))

(! k(- kel +a))

dispersion para el problema con dos

(0.28)
—e (o) + k() + kal)) +a)))

(ag',) +k (a,‘:’ +kal) +al) )))
Las soluciones kj >() de esta ecuacién definen los eigen-

valores del problema de acuerdo con A, = —kf. Entonces las

eigen-funciones normalizadas correspondientes tienen la
forma

—o<x<h

| i gk
?;(x) = e +de™, hy<x<h (029
de ™, h<x<w

donde ¢, d,, d, provienen de las ecuaciones matriciales
(0.12) y (0.25) y la constante de normalizacion L, se calcula

de acuerdo con

L= Ii'lu, (x)
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C. Solucion del problema espectral ante N puntos de
discontinuidad

Con base en los resultados anteriores es posible calcular los

(0.26) coeficientes asociados a la (n + I) -ésima region en términos de

los coeficientes de la region anterior, es decir,
Cont =LM"(k) c, =L mn(k) 17113(k) C, I (0.31)
d,,) 2k d,) 2k\my (k) my(k))\d,
donde las entradas de la matriz de coeficientes M asociada a
la (n + 1) -ésima discontinuidad son
my, (k)= ) +k (a,‘{') +all) + al(;')k),
(k) = (~aly) +k (alf) -l + k),
(0.32)
my; (k) =€ ( g',') -k (—a,(:') +al) + a,(;')k ))
m,, (k) =—al] +k (al[;') +ai) —allk )

Lo anterior permite establecer el siguiente procedimiento

matricial recursivo
C
M n ( : J’
d
n

Cu-l _L

d.|) 2k
Cn+l — l M M Cn—-l
dn+l 4k2 N dn-l ,

Cn+| l C()
=—MM, M,
d 2(n+1)k d,

n+l
con el cual es posible calcular los coeficientes de la tltima
regién en términos de los coeficientes de la primera.
Definamos una matriz global

M(k)=MM, —M,= ["’“ (k) (k)] 0.34)

(0.33)

my, (k) my, (k)
la cual contiene la informacién de todas las interacciones
puntuales consideradas en un problema dado. Si el nimero de
discontinuidades es finito el producto matricial anterior podrfa
calcularse computacionalmente de forma exacta. Sin embargo,
si se consideran un ndmero contable infinito de
discontinuidades es posible encontrar estimaciones asintdticas
de las entradas de la matriz global M. La ecuacion (0.34)
constituye la ecuacién central de este trabajo ya que a partir de
ésta es posible encontrar la ecuacién de dispersion del
problema al tomar ¢,,, =0 y d, =0 como lo establecen las

n+l

condiciones asintéticas (0.8), es decir

d

-dx+J‘,‘:|u/.(x)|-ch+J.h‘ |uj(.\~)|"cL\', (0.30) ( 0 J=A[m”(k) m,z(k)J(c(,]=Ac“(m”(k)]' 035)
o m:l(k) mn(k) 0 mzl(k)

4
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1
2(n+ k™
La igualdad entre las matrices del lado izquierdo y derecho da
lugar a la ecuacién de dispersion del problema, representada
por

donde A =

Acym,, (k) ={).

Observe que para obtener el término m,

(0.36)
es necesario realizar
el procedimiento matricial recursivo indicado anteriormente
por lo cual no es posible obtener una expresion general en
forma sencilla para una potencial arbitrario. En este sentido se

podria emplear un programa computacional que desarrolle los
productos matriciales indicados hasta obtener el término

buscado. Los ceros k, >0 de esta ecuacion permiten calcular
los eigen-valores ),j del problema de acuerdo con /1}. = —kf,

Las eigen-funciones normalizadas correspondientes se definen
por

e, -0 < x<hy,
] e +de™, fz(, <x<h, .
o=l 037
T le et +d, e h_ <x<h,
de™", h, < x<w,

donde Lj es la constante de normalizacion calculada por

L= \/.("',

I1l. EJEMPLOS DE APLICACION

El método recursivo nos permite realizar una implementacion
numérica inmediata, los siguientes resultados fueron obtenidos
usando el software Wolfram Mathematica 11.0.1.0, donde
para obtener los valores numéricos de los ceros de las
ecuaciones de dispersion correspondientes se utilizé la
instruccién NSolve y la instruccion Plot para obtener las
grificas correspondientes; los valores encontrados tienen
precision de maquina.

Ejemplo 1. Consideremos el siguiente potencial singular

V(x)=-a,6(x), a,>0. (0.39)

Para obtener las condiciones en frontera que establece este
potencial debemos de integrar la siguiente ecuacion diferencial

,.(.\')Iztl\w“:' |u( )I dx+.. +f lu (x) | dv. (0.38)

en una vecindad (—8,8) del cero

L. < dx
- (—u )dx au(0)=2[" u(

La integral del lado izquierdo de (0.41) se reduce a

dx (0.41)

Ciudad de México, 13 al 17 de noviembre 2017
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() Jox =] =)

"
En el limite cuando & —0 se observa que la derivada i’
tiene un saltoen x=0

' () +u' (=)~ e (0) = Alim [ u(x)dx, ©43

Donde la integral del lado derecho se anula por la continuidad
de u en x =0, es decir,

—&). (0.42)

—u(O*)+u(O')=O (0.44)

lo cual conduce a las dos condiciones de frontera
u(O*)—u(O_) =0 (0.45)
W (0")=u'(0)=-au(0) (0.46)

que establecen la continuidad de la funcién y el salto en su
derivada en el punto x =0. Al reescribir estas ecuaciones en

o u(O*)zu(O‘)
u'(O‘ )=u'(0‘)—a0u(0‘) (0.48)

es evidente que pueden representarse de forma matricial como

(0.47)

u(O") u(O')
w(0)) (o) 44
donde
1 0
A=l 1). (0.50)
(]

En este ejemplo el punto de discontinuidad corresponde a
h,=0. Si tomamos ¢ =1 la ecuacién de dispersion

K(k) =0 se define a partir de la funcién analitica

1
K(k)=]—ﬁ.

El dnico cero de esta ecuacién es k,=0.5, el eigen-valor

(0.51)

correspondiente es 4, =-0.25. La eigen-funcién normalizada
asociada a este eigen-valor es

K,
1 [e™,
2 e, 0<x<om,

su grafica se muestra en la Figura 1.

—0<x<0,

Py = (0.52)
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I

4
[
0.3
0.2
0.1

. . X
-5 5

Figura 1. Eigen-funcién del Ejemplo 1 correspondiente a
A, =-0.25.

Ejemplo 2. Consideremos un potencial V definido en

términos de dos distribuciones de Dirac

V(x)=-a,6(x)-a6(x-2), a,a >0.(0.53)
De acuerdo con el ejemplo anterior se puede ver que las
condiciones puntuales que se establecen en los puntos x=0 y
x =2 estdn expresadas en forma matricial como

(1 0 (1 0
aet a2 ) e

Supongamos que ¢, =@, =2. En este caso la expresién para

la funcién x toma la forma

e (—I +e* (-1 +k)2)
k2

Los ceros de la ecuacién de dispersion son k, =1.108857,

k, =0.796812,

Ay =-1.229563, 4 =-0.634909. La expresién para las
eigen-funciones normalizadas es

k(k)= (0.55)

que corresponden a los eigen-valores

e, —0<x<0,
B e—k;‘(l+02llx(_l+k)) <i<r (0.56)
7 k ’ e
1+ (<1+k.)+k,
( ( . }) ')e_k"‘, 2<x<m,
k;

j=0,1. Las constantes de normalizacion Lj calculadas a

2

partir de la norma en L’(}’i) toman los siguientes valores
L, =1.407382, L =1.367460. Las grificas de las eigen-

funciones de este problema se muestran en las siguientes
Figuras 2 y 3, respectivamente.

|
E

7 5 > X
-4 -2 2 4 6
Figura 2. Estado base del sistema cudntico del Ejemplo 2
correspondiente a A, =—1.22957.

@1
5
' X
-4 -2 2 4 6
-0.5
Figura 3. Primer estado excitado del Ejemplo 2
correspondiente a A, = 0.63491.
Ejemplo 3. Consideremos el potencial singular
V(x)=-,6"(x), B,>0 (0.57)

el cual establece las siguientes condiciones de frontera en el
punto de singularidad x =0

u(O+ ) =u (0’)—[)’0u'(0’)
u'(07)=u'(07).

las cuales establecen la continuidad de la derivada y el salto de
la funcién en el punto x = (. La manera en que se obtienen
estas condiciones de frontera es similar al caso de la delta de
Dirac, como se puede ver en [l1]. Estas condiciones se
expresan en su forma matricial como

_ 1 _:Bo
veo 7

Supongamos que ﬂo =1, entonces la ecuacién de dispersion

(0.58)

(0.59)

(0.60)

x(k) =( se define a partir de la funcién

T Xvi
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|
/c(k)=—§(—2+k). (0.61)
En este caso la ecuacion de dispersion tiene un tnico cero
dado por k, =2, de modo que el eigen-valor correspondiente es

Ay=—4 y la eigen-funcion normalizada correspondiente se

define por
kgx

e,

1 -0 < x<0,

ky i
\/5 i | —k,,x’
5 e

En la Figura 4 se muestra la grifica de esta eigen-funcion.
Observe que ésta es discontinua en x=0 tal como lo
establecen las condiciones matriciales anteriores.

Q= (0.62)

0<x<oo.

Figura 4. Eigen-funcién del Ejemplo 3 correspondiente a
Au='4'

Ejemplo 4. Consideremos ahora un problema con dos
discontinuidades que definen el siguiente potencial

V(x)==80"(x)-p5"(x=2), f,.5 >0 (0.63)
donde las condiciones de frontera puntuales en hs=03. k=2

en forma matricial son

(1 B (1 A
A‘“—(o 1)’ A‘_(o 1]'

Sean 3 = /3, =—1. En este caso la expresion para x toma la

(0.64)

forma

e (e (-2+k) -1?)
4

Los ceros de la ecuacién de dispersion x(k):O son

k,=2.034764, k =1.961179, y los

correspondientes son A, =—4.14027., 4 =-3.84623.

expresion para las eigen-funciones
representan por la funcién continua a trozos

K (k)= (0.65)

eigen-valores
La

normalizadas se
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L3S

e, —w<x<0, (0.66)
@, =Li (I —k})cosh(k,x)+senh(ij), 0<x<2,
ke (e (k,~2)-k;-2) s

4
j=0,1 donde las constantes de normalizacién Lj en este caso

son [, =1.034764, L, =0.961179. Las grificas de las

eigen-funciones de este problema se muestran en las Figuras 5
y 6. Observe las discontinuidades de las eigen-funciones en
los puntos donde se encuentran localizadas las distribuciones
s

-1.0

Figura 5. Eigen-funcién del Ejemplo 4 correspondiente a
A, =—4.14027.

Figura 6. Eigen-funcién del Ejemplo 4 correspondiente a
A, =-3.84623.

IV. CONCLUSIONES

El método presentado permite considerar interacciones
puntuales como las distribuciones de Dirac ¢ y su derivada
O', entre otras, y determinar el espectro discreto
correspondiente a partir de una ecuacion de dispersion que se
da en forma cerrada y que resulta de diversas operaciones
matriciales. La representacién que se obtiene de las soluciones
de la ecuacién de Schrodinger da lugar a un método recursivo

vl
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que permite su implementacién numérica inmediata, ademds
permite obtener las eigen-funciones asociadas a cada punto del
espectro. Con respecto a los resultados numéricos obtenidos su
interpretacion fisica dependera del tipo de problema en el que
se emplee, por ejemplo, en la mecdnica cudntica los picos de
las eigen-funciones corresponden al lugar donde es mds
probable encontrar a la particula; por otra parte, el caso de una
guia de onda podria modelarse por un potencial tipo delta
formado por dos discontinuidades, las cuales representarian
las paredes de ésta.
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