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Abstract

A layered quantum waveguide is a type of structure that finds practical applications in the field
of semiconductors, including quantum wires and other semiconductor heterostructures. This work is
based on the solution of the stationary bi-dimensional Schrédinger equation for the propagation of
quantum waves in a layered structure built by a core and a cladding, whose boundaries present slow
variations with respect to spacial coordinate. The slow variation is expressed in terms of a small
parameter, these variations make the core of the quantum waveguide to shrink or expand along the
longitudinal direction of the waveguide. The analysis is based on the formulation a spectral problem
of the Sturm-Liouville type associated with the free of units uni-dimensional Schrédinger equation,
and certain boundary conditions that depend on the above mentioned small parameter, where the
quantum waves interact with a potencial well located in the core of the quantum waveguide. With
this analysis is introduce the bound states, and is characterized by the discrete spectrum that
represents the allowed energies of the system and the corresponding dispersion equation is obtained.
In the same way, is introduces the scattering states and the families of generalised eigenfunctions. The
solution of the stationary bi-dimensional Schrédinger equation is obtained from the Green ‘s function
technique, wich requires the calculation of normalized eigenfunctions of the Sturm-Liouville spectral
problem. Using SPPS (by its acronym: Spectral Parameter Power Series) method are expressed the
normalized eigenfunctions and the dispersion equation like potencial series of spectral parameters as
analytic function in terms of spectral parameter given by Taylor’s series. Finally, the WKB (Wentzel-
Kramers-Brillouin) aproximation is used for obtaining a modal representation inside the guide when
propagating quantum waves. In this way, the numeric implementation of the SPPS method, as well

as Green s function technique is approached with some examples.

Keywords: Schrodinger equation, Bound states, Discrete spectrum, Dispersion equation, Scat-

tering states, Green’s function, SPPS method, and WKB aproximation.



Resumen

Una guia de ondas cuantica estratificada es un tipo de estructura que encuentra aplicaciones
practicas en el ambito de los semiconductores, que incluyen a los alambres cuénticos y otras hete-
roestructuras semiconductoras. Este trabajo esté basado en la solucion de la ecuaciéon de Schréodinger
bidimensional independiente del tiempo para la propagacion de ondas cuanticas en una estructura
estratificada formada por un nucleo y un revestimiento, que presenta una variacién lenta con res-
pecto a una coordenada espacial. La variacién lenta estd expresada en términos de un pardmetro
pequeno, el cual hace que el niicleo de la guia de ondas cuantica se estreche o se amplié a lo largo de
la direccion longitudinal de la gufa. El andlisis se basa en la formulacién de un problema espectral
del tipo Sturm-Liouville asociado a la ecuaciéon de Schréodinger unidimensional libre de unidades, y
ciertas condiciones de frontera que dependen del parametro mencionado, donde las ondas cuénticas
interactian con un pozo de potencial atractivo localizado en el ntcleo de la guia de ondas cuéntica.
Se presentan los estados ligados, y se caracteriza el espectro discreto que representa a las energias
permitidas del sistema y se obtiene la ecuacion de dispersion correspondiente. De igual manera, se
presentan los estados de dispersion y se obtienen las dos familias de funciones propias generalizadas.
La solucién de la ecuacion de Schrodinger bidimensional se obtiene a partir de la técnica de la funcion
de Green, que requiere el célculo de las funciones propias normalizadas del problema espectral de
Sturm-Liouville. Usando el método SPPS (por sus siglas en inglés: Spectral Parameter Power Series)
se expresan las funciones propias normalizadas y la ecuacion de dispersion como series de potencias
del pardmetro espectral dadas por su serie de Taylor. Por ultimo, se emplea la aproximaciéon WKB
(Wentzel-Kramers-Brillouin) para obtener una representaciéon modal de las ondas cuanticas que se
propagan en el interior de la guia. De esta manera se aborda la implementacién numérica del método

SPPS, asi como la técnica de la funcién de Green con ejemplos de estudio.

Palabras clave: Ecuacion de Schrodinger, Estados ligados, Espectro discreto, Ecuacion de dis-

persion, Estados de dispersion, Funcion de Green, Método SPPS, Aproximacion WKB.
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Objetivos

Objetivo general

A partir de la aproximacion adiabatica determinar los modos de la ecuacion de Schrodinger
bidimensional estacionaria libre de unidades, que describe la propagaciéon de ondas cuanticas en las
guias de ondas con variaciones lentas en sus interfaces. Realizar la implementaciéon numérica de los
modos de la propagacion de ondas cuanticas en diferentes ejemplos de estudio de guias de ondas con

perturbaciones.

Objetivos particulares

= Analizar la propagacion de ondas cuénticas en guias de ondas estratificadas a partir de un pro-
blema vertical de tipo Sturm-Liouville asociado a una ecuacién de Schréodinger unidimensional

libre de unidades con ciertas condiciones de frontera.

= Caracterizar los estados ligados para obtener sus correspondientes valores propios y funciones
propias normalizadas, asi como la ecuaciéon de dispersiéon en forma cerrada. De igual mane-
ra, caracterizar los estados de dispersion para obtener las dos familias de funciones propias

generalizadas normalizadas.

= Abordar el método SPPS para obtener la solucién general del niicleo de la guia de ondas, asi

como la ecuaciéon de dispersion como funciones analiticas en términos del parametro espectral.

= Desarrollar la implementacion numérica del método SPPS para abordar problemas verticales

tipo Sturm-Liouville para diferentes potenciales, ya sean reales o variables.

= Abordar la guia de ondas cuantica con perturbaciones a partir de la ecuaciéon de Schrédinger

bidimensional, y asi obtener soluciones asintéticas con la aproximacion WKB.

= Obtener la expresion en forma explicita de la funciéon de Green para la guia de ondas cuéntica
con perturbaciones en sus interfaces. También obtener el comportamiento asintético de la

funcién de Green para despreciar las ondas laterales en el campo lejano.

= Obtener los modos de la propagaciéon de ondas cuanticas en diferentes ejemplos de estudio de

guias de ondas con perturbaciones. Realizar su implementaciéon numérica.
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Capitulo 1

Introduccion

En el presente capitulo se expondra en forma breve un panorama historico de la mecéanica cuan-
tica, abordando sus antecedentes y principios, asi como una introduccién de algunas nociones im-
portantes del analisis matemaético tales como espacio lineal, producto interno, norma y espacio de
Hilbert, junto con los operadores lineales en estos espacios. De esta manera, se vera la influencia de
la mecénica cuéntica en el desarrollo de heteroestructuras semiconductoras, las cuales pueden ser
modeladas como guias de ondas cuénticas. El fenémeno fisico que sucede en la guia de ondas cuan-
tica esta descrito por principios y leyes dindamicas que se escriben en lenguaje matematico preciso,
como la ecuaciéon de Schrodinger estacionaria. Para analizar este fendmeno se requiere herramientas
matematicas adecuadas que permitan abordar tales problemas, las cuales se expondran a lo largo

de esta tesis.

1.1. Antecedentes tedricos de la mecanica cuantica

La fisica moderna incluye una teoria que surgio a principios del siglo XX, conocida como mecdnica
cudntica. Esta teoria surge por la necesidad de describir procesos de la naturaleza que ocurren en
el ambito de los atomos, las moléculas, los compuestos quimicos, las grandes cadenas moleculares
como el ADN; en los transistores, laseres, microchips, entre otras muchas cosas [34, 50].

El nombre de mecdnica cudntica se debe al fisico aleman Max Born, quien contribuyé a dar una
interpretacion probabilistica de la teorfa. Originalmente se escribié en aleméan como Quantenme-
chanik, y en su sentido mas general significa sistema de funcionamiento de porciones o cantidades
[56, 67]. La mecanica cuéntica ha explicado conceptos nuevos sobre procesos, representaciones u ob-
jetos que no percibimos con nuestros sentidos, y donde algunos conceptos fisicos que son explicados
objetivamente en la mecanica de Newton pierden su sentido en el 4&mbito cuantico, tales como la
posiciéon y velocidad exacta de los objetos.

Los antecedentes de la mecanica cuéntica se encuentran en los trabajos cientificos de Max Planck,
Albert Einstein y Niels Bohr, quienes propusieron soluciones para describir algunos fendémenos de
la interaccién entre la materia y la radiaciéon electromagnética que no encontraban explicaciéon con

el formalismo basado en las leyes de Newton y las ecuaciones de Maxwell, con base en las ideas
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mecanicistas de Descartes. Estos fendmenos incluyen la radiacion del cuerpo negro, la catastrofe del
ultravioleta, el efecto fotoeléctrico, y la emision espectral de los elementos quimicos.

El fenémeno de la radiacion del cuerpo negro fue abordado por los fisicos Ludwing Boltzman y
J. Stefan quienes se basaron en la teoria cinética de los gases de Maxwell y en la termodinamica,
para analizar la potencia de emisiéon del cuerpo negro en funciéon de la frecuencia. Los resultados de
la teoria s6lo concordaba con el experimento en la parte de las altas frecuencias del espectro. Por
otra parte, los fisicos ingleses Lord Rayleigh y Sir James Jeans recurrieron a las mismas hipotesis
que Maxwell para la radiacién térmica de los cuerpos y obtuvieron una ley conocida como ley de
Rayleigh-Jeans, la cual era valida solo para las bajas frecuencias del espectro. Esta ley predecia que
la potencia de emision se incrementaba conforme la longitud de onda se reducia, en otras palabras,
predecia la existencia de una intensidad siempre creciente para la region del espectro por arriba del
ultravioleta. Sin embargo, no existe evidencia de algo semejante en la practica, por esta razéon esta
descripcion fue llamada la catdstrofe ultravioleta en el ambito de la fisica clasica.

Max Planck era un experto en termodinamica y se dedico a estudiar el problema de la radiacion
del cuerpo negro utilizando la hipétesis de que la emision de radiaciéon se realizaba en forma de
unidades discretas de energia. A partir de esto Planck lleg6 a una féormula completamente nueva
que es valida para todo el espectro de frecuencias. Con esta formula era posible deducir las leyes de
Stefan-Boltzman y de Wien-Golitzin. Max Planck dio a conocer su hipdtesis sobre la cuantizacion
de la energia del cuerpo negro el dia 17 de diciembre de 1900 en la sesion de la Sociedad de Fisica
de la Academia de Ciencias de Berlin. Los resultados expuestos concluyen que la interaccion de la
radiacion electromagnética con la materia ocurre por procesos elementales discretos llamados cuan-
tos, nombre introducido por Planck a partir de la palabra quantum que en latin significa cantidad.
Matematicamente, la hipotesis de Planck expresa que un cuanto de radiacion electromagnética tiene

una energia F proporcional a su frecuencia lineal v

B = hy = hw, (1.1.1a)

donde h es una constante de proporcionalidad conocida como constante de Planck, & = h/ (27) se
conoce como la constante de Planck reducida, y w = 27w es la frecuencia angular [20]. A partir de
los experimentos de Compton fue posible asignar un momentum lineal a los cuantos de la radiacion
electromagnética de un proceso de dispersion de rayos X contra un blanco de grafito. El momentum p
de un cuanto de radiacion, conocido como foton, se calcula a partir de su namero de onda |k| = 27 /A
en términos de la constante de Planck como sigue p = hk.

Las leyes de la mecénica cuéantica son leyes estadisticas porque las predicciones que la mecénica
cuantica produce estan basadas en probabilidades. La razon fundamental de esta conclusién se da
por el principio de incertidumbre, propuesto en 1927 por el fisico aleman Werner Heisenberg, el cual

se expresa mateméaticamente de la siguiente manera

AzAp ~ h, (1.1.2)
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donde Az es la incertidumbre con que se mide la posicién de una particula y Ap es la incertidumbre
con que se mide el momentum lineal. Este principio pone de manifiesto que la posicion y velocidad
no pueden determinarse simultdneamente con total precision, ya que al disminuir la incertidumbre
en la medicion de una medida, se aumenta la incertidumbre de la otra, es decir, existe un limite
natural en la exactitud con que se puedan medir las cantidades fisicas.

Estos importantes descubrimientos sirvieron como base para que en 1905 Albert Einstein pu-
blicara una teoria sobre el efecto fotoeléctrico, en donde los fotones toman el papel de particulas
que dispersan los electrones de un metal a través de un proceso de choques elésticos. Por tltimo,
el fisico danés Niels Bohr propuso un modelo de atomo simple basado en la emisiéon de fotones por
parte de los electrones para desarrollar una teoria que permitiera explicar el espectro de emision
de las sustancias quimicas. Los resultados de Bohr permitieron predecir algunos de los espectros de
emision con lo cual se confirmé la hipdtesis de Planck. En 1924 se presenta un articulo en la revista
Philosophical Magazine escrito por el fisico Louis De Broglie, el cual expone la posible existencia de
las ondas de materia que son generadas por el movimiento de los cuerpos materiales. Las ondas de

materia tienen asociada una longitud de onda definida en términos del momentum p como

aom_ (1.1.3)
Ikl Ipl
donde A se le conoce como longitud de onda de De Broglie. En 1927 la teoria de De Broglie se
comprob6 en un experimento por parte de los cientificos norteamericanos Davisson y Germer, y
el cientifico soviético P. S. Tartakovski, en donde hacen experimentos de difraccién de electrones
en un cristal. De esta manera la dualidad onda-particula queda demostrada, donde las particulas
subatomicas ponen de manifiesto sus propiedades corpusculares y ondulatorias.

Todo lo anterior llevo a una revolucién que culminé con una nueva teoria fisica llamada mecénica
cuantica, la cual continu6 con un ulterior desarrollo por Heisenberg, Schrédinger, Dirac, Born, entre
otros fisicos [67]. En 1925 Erwin Schrédinger introduce una ecuacion para representar las propiedades
ondulatorias de la materia. La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo se describe de la
siguiente manera

<;:jA + U (r, t)) U (r,t) = th’ (r,t) € Q2 x (0,T) Cc R™™1, (1.1.4)
donde ¥ (r,t) se conoce como funcién de onda, U (r,t) es el potencial al que estd sometida una
particula cuantica de masa m [22]. Esta ecuacion es la ley dindmica que gobierna la evoluciéon del
sistema cuantico. En 1926, el fisico aleman Max Born desarroll6 una idea en un articulo sobre los
fenémenos de colision en el que incorpora probabilidades mecanico-cuanticas y expone que W (r,t)
debe interpretarse como la amplitud de probabilidades de que una particula en un estado cuéntico se
encuentre en la posicion r. Al elevar el modulo de esta funcion al cuadrado | (r,t)|?, se obtiene una
probabilidad fisica de la particula considerada [50]. En otras palabras, la funcion de onda ¥ (r,t)
llamada amplitud de probabilidad representa el estado de un sistema cuéntico y esta directamente

relacionada con la densidad de probabilidad |¥ (r, t) |2. La probabilidad de encontrar a la particula en

3



Capitulo 1. Introducciéon

un volumen dr en el momento ¢ es d2 (r,t) = |¥ (r,¢)|* dr, de modo que la densidad de probabilidad

debe satisfacer la propiedad

/\\Il(r,t)\er =1.
Q

Esta explicacion establecida en la mecanica cuantica se conoce como la interpretacion probabilistica
de Born. En la teoria cuantica la funcién de onda W (r, ) describe el conjunto de todos los posibles
estados de un sistema, cada uno con su respectiva probabilidad de manifestarse cuando sobre el

sistema se hace una medicion [34].

1.1.1. Ecuacién de Schrodinger estacionaria

Obtener soluciones de la ecuacion (1.1.4) podria ser complejo incluso para los casos donde el
potencial U se representa por funciones simples, digamos como funciones continuas a trozos, por
ejemplo. Sin embargo, existe un gran ntimero de fend6menos cuanticos que presentan cierta periodi-
cidad en el tiempo, o que presentan energias constantes; estos son los problemas estacionarios. En
el analisis de los estados cuanticos de un sistema es de interés considerar los estados estacionarios
de energfa constante E, los cuales tienen una variacion arménica en el tiempo definida por e £/,

Busquemos soluciones de energia constante
W (r,) = o (1) e P

para la ecuacion de Schrodinger (1.1.4). Después de realizar operaciones se obtiene una ecuacion que

describe la dinamica de la amplitud compleja v de las soluciones buscadas

_h?
(2A+U(r)>¢(r)E¢(r), rcQcCR (1.1.5)
m
Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Schridinger estacionaria, la cual es una ecuacién en
derivadas parciales de tipo eliptico.
Esta ecuacion puede interpretarse como un problema de valores propios del operador de Schro-

dinger estacionario

h2

H=——"-"A~A+U(r
AU (),

sometido a condiciones de frontera que resultan de considerar las condiciones de regularidad
Y eC(), VY eC(®),

de modo que las soluciones ¥, (r) de la ecuaciéon (1.1.5) representan las funciones propias del ope-
rador H, v los correspondientes valores propios E, representan las energias permitidas del sistema.
Fisicamente, el operador H representa el operador Hamiltoniano del sistema el cual es un operador
diferencial lineal [1], es decir, si A1, A2 son escalares, y si ¢, ¥ representan estados propios del

sistema, entonces A111 + Aa1)g es otro estado del sistema, mateméticamente
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H [A1th1 (r) + Aathe (v)] = MHP1 (v) + AaHaba (r) .

Para que 9 (r) sea una solucion fisicamente admisible se deben satisfacer ciertas condiciones

generales [21], a saber:

1. Para que sea una solucién clésica se necesita que 1 tenga cierto grado de suavidad. Més
precisamente, 1) € C2 ().

2. La funciéon de onda 1) debe ser univaluada en cada punto.

3. La funcién de onda v debe ser acotada en todo punto, y ser cuadrado-integrable, es decir,

/|¢ (r)* dr < .

Q

4. La funciéon de onda v debe satisfacer las condiciones a la frontera impuestas por el problema.

Gracias a estos postulados la mecanica cuantica ha desarrollado grandes avances a partir de la se-
gunda mitad del siglo XX, los cuales han generado una revolucién tecnolégica, principalmente el area
de la electronica del estado solido, en la fisica de los semiconductores, en el estudio de superlattices
semiconductoras, en el andlisis de los pozos cuanticos semiconductores, y mas recientemente en la
nanotecnologia.

Las superlattices semiconductoras (ver Figura 1.2.4) son consideradas tedricamente como un
potencial periddico unidimensional en semiconductores monocristalinos. El potencial de superlattice
se obtiene por la densidad de impurezas introducidas durante el crecimiento epitaxial [28]. Las
investigaciones de L. Esaki y R. Tsu [28, 35| avanzaron en el estudio de estas estructuras cuanticas,
que derivan en estructuras para el confinamiento cuéntico. Més atn, el confinamiento cuéntico se
ha extendido a las heteroestructuras semiconductoras con pozos cuanticos que encuentran amplias
aplicaciones en dispositivos semiconductores eléctricos, dispositivos 6pticos, todas ellas areas en

desarrollo en la fisica del estado sélido, y la fisica mesoscépica, entre otras.

1.2. Heteroestructuras semiconductoras

Las heteroestructuras semiconductoras son solidos cristalinos que consisten de varias interfaces
entre semiconductores diferentes. Las heteroestructuras son sistemas de baja dimensionalidad, es
decir, sistemas que estan confinados en una, dos o tres dimensiones espaciales, las cuales suelen
modelarse como pozos cuanticos, alambres cuanticos, o puntos cuanticos [44, 63|. Las heteroestruc-
turas semiconductoras estan formadas a partir de multiples heterouniones. Una heterounion se forma
cuando dos materiales con diferentes bandas prohibidas se unen metalargicamente [35]. Las heterou-
niones se caracterizan por un cambio abrupto en el potencial de la interfaz, como se ve en la Figura

1.2.1, y ofrecen ciertos grados de libertad a los portadores de carga tal como lo hacen las impurezas.
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Figura 1.2.1. (a) Diagrama k-E de las bandas de energia del GaAs [35, 7 p.]. (b) Potenciales
unidimensionales U en las bandas de energia de una heterounion de dos materiales semiconductores
diferentes (linea punteada) [35, 9 p.].

En fisica del estado so6lido cuando se confina un portador de carga en una heteroestructura
semiconductora se habla del didmetro de Bohr del exciton. Este parametro es usado como una refe-
rencia de tamaiflo para considerar el efecto del confinamiento cuéntico [47]. Otra forma de considerar
el comportamiento cuéntico en las heteroestructuras semiconductoras es cuando la dimension del
confinamiento espacial de los portadores de carga en al menos una direcciéon es comparable con la
longitud de onda de De Broglie del electron, que es del orden de unas decenas de nandémetros [44].

La fabricaciéon de estas heteroestructuras se lleva a cabo a partir de técnicas como el crecimiento
epitaxial; litografia o nanolitografia de haz de electrones; fotolitografia de haz de electrones; y V-
grooved; estas técnicas tienen el fin de optimizar el control del tamano de las regiones y sistemas de
confinamiento, y garantizar una regularidad espacial de los portadores de carga [35, 44].

Existen dos tipos de heteroestructuras semiconductoras: las del tipo I y las del tipo II. Las
heteroestructuras semiconductoras del tipo I tienen como caracteristica que la banda prohibida mas
angosta de un material se encuentre completamente dentro de la banda prohibida mas amplia del
otro material, dando como resultado que los portadores de carga estén dentro del mismo estrato del
material, generando una recombinacion mas rapida y eficiente. En las heteroestructuras del tipo I

se pueden encontrar los siguientes casos:

1. Un estrato delgado C de un material con banda prohibida Egc;p que se encuentra en medio de

. a1e B C B
dos estratos de otro material B de banda prohibida Eg,,, donde Eg,, < Eg,,.

una heterounion como la mostrada en la Figura 1.2.2-(a). Si el estrato C es lo suficientemente

Esto da lugar a

delgado para que se presenten las propiedades cuanticas, entonces esta alineacién de bandas C
vy B se llama pozo cudntico simple, que conduce a formacion de estados ligados discretos dentro
del pozo. Si existen portadores de carga en el sistema que sean producidos por el dopaje de
los materiales, entonces los portadores de carga ocuparan las regiones de més baja energia

acumuléndose en el pozo cuantico simple.

2. Se puede formar un pozo cuéntico asimétrico al incluir una aleacion entre los materiales C y
B, ver Figura 1.2.2-(b).
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Figura 1.2.2. Diagrama de bandas de energia para un pozo cudntico simple (a) y un pozo cudntico
escalonado o asimétrico (b). Los circulos negros representan a los electrones y los circulos blancos
representan a los huecos; ambos son los portadores de carga dentro del mismo estrato del material [35, 9 p.].

B C B C B B C B CB

JL

[ oL ] [ 9__[0]
(a) (b)

Figura 1.2.3. Diagrama de bandas de energia para pozos cudnticos dobles simétricos (a) y pozos cudnticos
dobles asimétricos (b). Los circulos negros representan a los electrones y los circulos blancos representan a
los huecos, ambos dentro de los mismos estratos del material [35, 10 p.].

3. Se forman estructuras mas complejas que las anteriores, como pozos cuanticos dobles simétricos
o asimétricos como se muestra en la Figura 1.2.3, y pozos cuénticos multiples o superlattices,

ver Figura 1.2.4.

Las heteroestructuras semiconductoras de tipo II tienen como caracteristica que los portadores
de carga estén confinados en diferentes estratos del semiconductor, generando que los tiempos de
recombinacién de los portadores de carga sean largos y menos eficientes. En estas estructuras se

tiene el siguiente caso:

1. Las bandas prohibidas de los materiales C y D estan alineadas de tal manera que los pozos

| oL L] °_]° |

Figura 1.2.4. Diagrama de bandas de energia para pozos cudnticos miltiples o superlattices. Los circulos
negros representan a los electrones y los circulos blancos representan a los huecos, ambos dentro de los
mismos estratos del material [35, 10 p.].
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Figura 1.2.5. Diagrama de bandas de energia para un pozo cudntico del tipo II (a) y del tipo I (b). Los
circulos negros representan a los electrones y los circulos blancos representan a los huecos [35, 11 p.].

cuanticos formados en las banda de valencia y en la banda de conduccion se encuentren en

diferentes estratos, ver Figura 1.2.5.

1.3. Guia de ondas cuantica

Las guias de ondas cuanticas son aplicaciones de las heteroestructuras semiconductoras que ge-
neralmente se consideran como sistemas ideales para el estudio del transporte cuantico o electronico,
donde se han observado efectos cuanticos en las interfaces semiconductoras debido al confinamiento
cuantico. En la literatura de fenémenos electromagnéticos y actusticos se analizan guias de ondas
que transportan o gufan ondas electromagnéticas y actisticas, respectivamente, pero debido a las
similitudes en el transporte de particulas cuanticas en heteroestructuras de dos dimensiones a éstas
se le han denominado guia de ondas cudntica [30, 45].

Una guia de ondas cudntica es un dispositivo electréonico de dimensiones nanométricas, en el
cual las particulas estdn confinadas en dos direcciones para que sea posible su transporte cuantico

[29, 60]. Estos dispositivos encuentran aplicaciones practicas en [12]:

1. Alambres cudnticos semiconductores: Llamados también cables, tubos o hilos cuanticos semi-
conductores, favorecen el movimiento de los portadores de carga en dos dimensiones. En estas
estructuras con geometria cilindrica o rectangular pueden existir un cierto ntimero de energias

discretas por debajo del umbral continuo.

2. Peliculas delgadas de nanocompuestos o nanofilms: Estas estructuras son guias de ondas para
cuasi-particulas cargadas con espin, que se propagan en la pelicula y cuyo movimiento se puede
afectar por medio de un campo electromagnético externo. Estas peliculas tienen grosores del

orden de 10 nm aproximadamente [12].

3. Tubos delgados cudnticos o nanotubos: Los nanotubos son largas moléculas formadas por una
gran cantidad de atomos situados en superficies espaciales con forma de cilindro, con didmetros
de aproximadamente 1 nm (10 A). Los nanotubos matematicamente se analizan considerando
que sus superficies pueden ser simuladas por paredes rigidas o blandas [12]. Un ejemplo se

encuentra en los nanotubos de carbono, que son una clase interesante de nanoestructuras que
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pueden obtenerse de una capa de grafito o una lamina de grafeno para formar un cilindro hueco
compuesto por hexagonos de carbono [4]. Muchas veces a los nanotubos se les llama alambres
cuanticos cuando tienen formas cilindricas [25, 46]. Las aplicaciones de los nanotubos semi-
conductores se estudian como bloques de construccién de plataformas fotonicas y electréonicas

integradas [44].
Las caracteristicas generales de las guias de ondas cuanticas [23] son:

1. Dimensiones nanométricas, tipicamente del orden de decenas a cientos de nandémetros, apro-

ximadamente [58].

2. Estan hechos de varias capas diferentes de materiales semiconductores de modo que el trans-

porte cuantico se limita a pequenios canales o gufas de onda.
3. Tienen una estructura cristalina, lo que implica que son aproximadamente peridédicos.

4. Son de alta pureza, para indicar que en el cristal el nivel de contaminacion sea suficientemente
bajo como para que el transporte libre medio de electrones sea de algunos micrémetros o

mayor.

5. Los limites de las guias de ondas cuanticas consisten generalmente en una interfaz entre dos

materiales semiconductores diferentes.

6. El comportamiento de una particula cuantica en estas estructuras esta gobernado por la ecua-

cién de Schrodinger.

Con base en los tipos de gufas cuanticas que existen, prestaremos atenciéon a los alambres cuanticos
semiconductores, en los cuales se vera mas a fondo sus propiedades, porque son de interés en este

trabajo.

1.4. Alambre cuantico semiconductor

Los alambres cudnticos semiconductores se definen como un material semiconductor al que dos
de sus dimensiones tienen escalas nanomeétricas, mientras que la otra dimensién tiene escala mi-
croscopica. El confinamiento de los portadores de carga se debe a un potencial localizado en una
region finita [45, 53]. A lo largo de investigaciones y experimentos se ha llegado a observar que los
materiales cuando se reducen a partir de los 10nm presentan cambios notables en sus propiedades.

Las dimensiones de un material se refieren al niimero de grados de libertad en el momentum de
los portadores de carga. En la Figura 1.4.1 se observa un esquema de un alambre cuantico compuesto
de dos semiconductores, arseniuro de galio, GaAs, en el estrato de en medio, y arseniuro de galio-
aluminio, Gaj _ Al As, en los estratos externos. El subindice z indica la concentracion entre el
GaAs y el AlAs, que es un numero entre 0 y 1, que dependerd de la aplicaciéon que se le dé al
alambre cuantico. La mayoria de los experimentos con alambres cuanticos involucran sistemas de

GaAs/AlGaAs.
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Figura 1.4.1. Esquema de un alambre cudntico semiconductor [35, 244 p.].

Para la fabricacion de un alambre cuantico se parte de un estrato de semiconductor estandar con
un pozo cuantico y se trabaja la muestra para hacer un estrato independiente del material del pozo
cuantico, el cual se puede llenar con un crecimiento excesivo del material de barrera, por ejemplo,
Gaj — Al As. Esto genera que todos los portadores de carga estén confinados todavia a lo largo del
eje de crecimiento de la heteroestructura, pero ahora estan también confinados en otra direcciéon

adicional siempre y cuando el estrato sea lo suficientemente estrecho [35].

1.4.1. Ecuacion de Schrodinger para alambres cuanticos

Para obtener la ecuacién dinamica que describe el movimiento de portadores con masa efectiva

m* se utiliza la ecuaciéon de Schrédinger tridimensional estacionaria

—h2 .

(2 *A+U(r))¢(r) = Ey(r), reR3 (1.4.1)
m

donde A representa el Laplaciano. Cuando se trabaja con alambres cuénticos el potencial U (r) se

puede escribir como la suma de potenciales, uno de confinamiento bidimensional Uy (22, x3) y otro

potencial unidimensional U; (z1), es decir, [35, 246 p.]
U (r) = Ui (1) + Uo (x2,23) . (1.4.2)

El potencial unidimensional U;, que depende de la coordenada longitudinal x1, se debe a los estratos
de semiconductores delgados que se encuentran apilados, mientras que el potencial Uy depende de
las coordenadas transversales zo y x3. Cabe resaltar que se esta trabajando con heteroestructuras
semiconductoras del tipo I, con potenciales simétricos, como se muestra en la Figura 1.4.1.

Ahora bien, la funcién de onda puede ser escrita como un producto de dos componentes

¥ (r) =1 (21) Yo (22, 23) (1.4.3)

a partir de esto la ecuacion de Schrodinger (1.4.1) toma la forma

)
<21Z*A + Ui (21) + Uo ($27$3)> Y1 (21) o (w2, 23) = By (w1) Yo (22, 23) -

10



Capitulo 1. Introducciéon

De igual manera asumamos que la energfa se puede representar como una suma de términos asociados

con las componentes longitudinal (F1) y transversal (Ep), es decir,

2
<2£L*A + Uy (21) + Up (56273?3)) Y1 (21) Yo (22, 73) = (E1 + Eo) ¥1 (21) Yo (72, 23)

de esta forma se puede separar la ecuacién anterior en dos partes

—hK2

2m*

2
o (2, x3) %1/11 (w1) 4+ o (z2, 23) U1 (w1) 91 (21) = vo (x2,73) E1¢1 (1),
1

(1.4.4)

2 2
% + 82} Yo (z2, x3) + Y1 (1) Up (22, 23) Yo (22, 23) = V1 (1) Eotpo (T2, 23) -
x5 O

—h2
2m*

Y1 (21) {
(1.4.5)
Al dividir la ecuacion (1.4.4) por 1y se obtiene una ecuacién con t; unicamente como incégnita,

mientras que al dividir la ecuacion (1.4.5) por 7 resulta una ecuacién con vy Gnicamente como

incognita, mas precisamente

—h2 82

%87%% (z1) + Up (21) Y1 (21) = Bt (21) (1.4.6)
—h2 82 82
e [&T% 8:(:%} Yo (22, 23) + Uo (22, 23) Yo (22, 73) = Eotho (22, 23) - (1.4.7)

Si U; = 0 las soluciones de la ecuacion (1.4.6) representan ondas planas de la forma exp (ikjz1),
de modo que la componente de la energia se representa como Fy = th%/ (2m*). Por otra parte, la
ecuacion (1.4.7) es la ecuacion dinadmica que representa a los alambres cuanticos semiconductores
con un potencial de confinamiento bidimensional Uy (2, x3). Para conseguir los estados confinados

de los portadores de carga se necesita que Ey < Up, [35].

1.5. Guias de ondas cuanticas con perturbaciones

La mayoria de las guias de ondas estan formadas por heterouniones que son planas u homogéneas,
sin embargo pueden existir variaciones que se hacen significativas en la escala atomica [63]. Estas
variaciones corresponden a las imperfecciones intrinsecas o extrinsecas de la estructura del material
de la guia de ondas, las cuales ocurren durante su fabricacién. Si asumimos que las variaciones se
dan tnicamente en la coordenada longitudinal, a lo largo de la cual se establece la propagacion de
las ondas, entonces es posible analizar tales variaciones a partir de la aproximaciéon adiabética. Esta
aproximacion consiste en dividir el problema en una parte que cambia rapidamente y otra parte
que cambia lentamente mediante el “freezing” [12]. El “freezing” consiste en hacer que las variaciones
longitudinales lo hagan muy lentamente. Esto se consigue al introducir un parametro pequeno €, que
describe la lentitud del cambio, el cual se hace tender a cero. En el limite, desde el punto de vista

de la coordenada longitudinal no existiran méas variaciones y el problema se vera localmente plano,

11
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(a) (®)

Figura 1.5.1. (a) Guia de ondas cudntica con perturbaciones en la direccion longitudinal z2, y (b) guia de
ondas con perturbaciones alisadas en la direccion w = exs.

como se ve en la Figura 1.5.1.

1.6. Estado del Arte

La propagacion guiada de particulas confinadas a un espacio de dimensiones finitas fue consi-
derada en la segunda mitad del siglo XX. La motivacion de una dindmica cuantica proviene de los
desarrollos de la fisica del estado solido [35]. Pero este desarrollo no seria capaz sin la base que
establece la mecanica cuantica como una nueva teoria dialéctica del siglo XX [56].

La fabricacion de nuevos dispositivos de naturaleza cuantica hace necesario un entendimiento
fisico y matemaético para la explicacion de nuevas propiedades a escala nanométrica. A lo largo de
los anos se han construido estructuras semiconductoras y dispositivos donde la naturaleza cuéntica
de los electrones se pone de manifiesto y las leyes de la fisica clasica dejan de cumplirse [58].

Las guias de ondas cuanticas se encuentran en aplicaciones practicas semiconductoras como
los alambres cuanticos, donde dos de sus dimensiones son reducidas a escala nanométrica. Estos
alambres cuanticos suelen construirse a partir de heteroestructuras, que son la unién de dos o més
semiconductores diferentes [53|. Existen guias de ondas cuantica que consisten de tres estratos donde
el confinamiento del electron esta restringido en el eje longitudinal que sirve como un transporte
cuantico. Estas estructuras semiconductoras utilizan impurezas quimicas para lograr el objetivo de
guiado cuéntico. De esta manera dos estratos externos, que suelen ser del mismo semiconductor,
se comportan como barreras de potencial haciendo que el portador de carga sea confinado hacia el
ntcleo en la direcciéon longitudinal, que consiste de un estrato central de la heteroestructura, el cual
se comporta como un pozo de potencial que presenta una naturaleza atractiva hacia los portadores
de carga [29].

Los primeros articulos que han trabajado sobre la propagacion de ondas cuanticas se remontan
a calcular los estados ligados de una particula cuantica libre en estructuras perturbadas, como en
peliculas delgadas o alambres cuanticos, que fungen como guias de ondas cuénticas en aplicaciones de
la microelectronica, ver, e.g. [23, 30, 69]. En esta estructura se establecen las condiciones de frontera

apropiadas y la ecuacién que aborda el comportamiento de los portadores de carga es la ecuaciéon

12



Capitulo 1. Introducciéon

de Schrodinger. Sin embargo, el objetivo de estos articulos es resolver el problema a partir del
analisis funcional, métodos de la fisica matematica, la relacién con la geometria del confinamiento
o geometria espectral, la probabilidad y otras areas afines como herramientas mateméticas en la
formulacion del problema.

Las gufas de ondas cuanticas tienen anélogos en la aciistica y el electromagnetismo porque las
ecuaciones diferenciales que las describen son anélogas y han sido objeto de estudio por parte de
la fisica matemética. Estas ecuaciones frecuentemente se presentan como ecuaciones diferenciales de
segundo orden que describen la dindmica del fenémeno fisico que representa. Por lo tanto, existen
articulos importantes de ondas actisticas en el océano que estan vinculados en cémo abordar mate-
maéaticamente guias de ondas cuanticas con perturbaciones con el método de modos verticales y rayos
horizontales, que es una combinacién de la descomposicion espectral y el método WKB, como por
ejemplo [16, 52]. La soluciéon de cada uno de estos problemas fisicos ocupa herramientas matematicas
muy poderosas como las ya comentadas, pero que estan contenidas en la asi llamada aproximaciéon
adiabética.

Un gran conjunto de problemas lineales que surgen en la fisica-matemética se pueden abordar
utilizando la aproximacion adiabatica, que se tratan como esquemas generalizados de los métodos de
Born-Oppenheimer y Maslov, entre otros. La aproximacion adiabatica permite construir soluciones
en la mecanica ondulatoria y mecénica cuantica, asi como en problemas particulares en la fisica
molecular, fisica del estado solido, la hidrodindmica, problemas relacionados con ondas de electrones
en cristales, ondas internas y superficiales en fluidos, interaccion electron-fonon, ondas electromag-
néticas y particulas cuanticas que se propagan en guias de ondas, entre muchos otros. Por tanto,
desde un punto de vista matematico todos estos problemas tienen la misma estructura y por esta
razon es posible tratarlos con técnicas comunes [12, 48].

De igual manera, en otros articulos se han trabajado en las soluciones numéricas a partir de
nuevos métodos para resolver problemas de valores propios unidimensionales que involucran al ope-
rador de Schrédinger. Un ejemplo muy relevante es el método SPPS; el cual proporciona soluciones
exactas en forma de una serie de potencias del parametro espectral, las cuales facilmente conducen
a representaciones numéricas. El andlisis de algunos ejemplos practicos de guias de ondas cuénticas
semiconductoras con simetrias rectangular y cilindrica ha sido abordado en los trabajos [18, 19].

Similarmente, en los articulos [7, 8, 9, 10] se han analizado guias de ondas electromagnéticas
conformadas por estratos planos isotrépicos, con un nicleo no-homogéneo entre dos revestimientos
homogéneos, utilizando las ecuaciones de Maxwell. Estos articulos son muy importantes en el desa-
rrollo de esta tesis porque trabajan con ecuaciones de onda escalares que conducen a un problema
auxiliar de tipo Sturm-Liouville, y emplean el método SPPS antes mencionado para obtener solu-
ciones exactas, asi mismo se obtiene una interpretacion fisica clara de la propagacién de ondas en
la guia. En estos articulos se emplea la transformada de Fourier con respecto a ciertas coordenadas
espaciales con lo cual resulta un problema espectral unidimensional. El objetivo de estos articulos
consiste en determinar la funcién de Green que satisfaga el principio de absorciéon al limite en la

direcciéon longitudinal. La funcion de Green se construye utilizando el método de expansiéon en fun-
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ciones propias, que involucra las funciones propias normalizadas de un operador de Sturm-Liouville
auxiliar. Este problema espectral eliptico tiene un espectro discreto y continuo, en el espectro dis-
creto se calculan los valores propios a partir de los ceros de una ecuacion de dispersion, la cual se
expresa mateméticamente por una serie de Taylor cuyos coeficientes son generados por el método
SPPS. Los modos obtenidos se expresan en términos de series de potencia del pardametro espectral,

lo cual facilita su implementacién numérica.

1.7. Motivacién del problema

En diferentes areas cientificas y tecnolégicas como fisica del estado sélido, microelectronica,
nanotecnologia, y fisica mesoscdpica se requieren dispositivos electronicos y optoelectronicos de alto
rendimiento que estén basados en heteroestructuras de semiconductores para diferentes aplicaciones
[44].

Gracias a esto se han desarrollado heteroestructuras semiconductoras para el transporte cuantico,
las cuales han resultado de miltiples investigaciones teoricas y experimentales que han dado lugar
a una gran cantidad de literatura en libros, articulos y congresos. El interés de este trabajo es
sobre heteroestructuras en dos dimensiones, llamados alambres cuanticos semiconductores, donde el
transporte de portadores de carga a lo largo del eje longitudinal es a partir de un confinamiento
cuantico [31, 45]. Por esta razon se usara el término “guia de ondas cudntica” como sinénimo de
“alambre cudntico semiconductor” a lo largo de esta tesis.

Los sistemas de GaAs/AlGaAs son las heteroestructuras méas estudiadas, y han dado lugar a una
gran cantidad de trabajos (ver por ejemplo [26, 27, 29, 35, 59, 61], y referencias ahi incluidas). De
igual manera existen heteroestructuras basadas en los semiconductores InAs que utilizan materiales
como AlSb y GaSb, con el fin de fabricar transistores de pelicula fina de alto rendimiento [66]
o como heteroestructuras de Si/SiGe que también se implementan para transistores de efecto de
campo basado en nanoalambres [15]. Con base en esto, tomaremos de ejemplos los sistemas de
GaAs/AlGaAs como en la Figura 1.4.1.

Las gufas de ondas cuénticas tienen varias aplicaciones practicas importantes, algunas son:

1. Proporcionan una base material para una serie de dispositivos novedosos, y abren el camino
para mejorar las caracteristicas de funcionamiento de componentes microelectrénicos y optoe-

lectronicos tradicionales [11, 37].

2. Las guias de ondas cuénticas se estudian para usarlas en microcircuitos para un transporte

electronico mas rapido [36].

3. Se ha demostrado que las perturbaciones en una guia de ondas cuantica conducen a los estados
ligados que representan el transporte cuantico requerido para los portadores de carga [17]. Las
propiedades fisicas de estos sistemas poseen amplias aplicaciones en muchas areas de la fisica

y la quimica [69].
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4. La tecnologia en el area de la microfabricacion ha tenido un gran desarrollado al poder disenar
dispositivos semiconductores y circuitos semiconductores de alto nivel, tales como las guias de

ondas cuéanticas con dimensiones tipicamente del orden de 10 nm [58].

5. Los avances en nanotecnologia buscan satisfacer las necesidades para conseguir una mayor
capacidad de almacenamiento de informacion y que su transporte sea mas rapido a través de

las redes de comunicacion [53].

1.8. Planteamiento del problema

En este trabajo se abordara el anélisis de la propagacion de ondas cuanticas en una guia de ondas
cuantica con perturbaciones. El problema se describe por la ecuacién de Schrodinger estacionaria
bidimensional, y ciertas condiciones de frontera que representan las perturbaciones indicadas. Asi
mismo se consideran los métodos de construccion de soluciones para obtener una descripcién modal
en estas estructuras [2, 64].

Se considerara la siguiente estructura bidimensional que representa la seccién longitudinal de la
guia de ondas cuantica considerada, como se ve en la Figura 1.8.1. La seccién longitudinal consiste

de tres regiones

I, =TI UTl, UTTS C R% (1.8.1)

que definen un nicleo Iy y un revestimiento IT*, donde

II- = {($27$3) eR?: —x0 < T3 < ¢ (51’2)},
o = {(x2,23) € R?: ¢ (ex2) < 23 < b4 (c22) },

I = {(z2,23) € R?: ¢y (ex2) < 73 < 00},

son regiones del plano, y ¢_ (ex2) , ¢+ (ex2) son las curvas que definen las interfaces entre las regiones,

respectivamente, que satisfacen

inf (¢4 (ex2) — ¢p— (ex2)) > 0,
z2€R

es decir, las interfaces no se cruzan de manera que siempre existe un canal en donde la onda cuantica
se puede propagar en la direccién longitudinal xo. En las interfaces, € > 0 representa un parametro
pequeno que describe la lentitud del cambio de las perturbaciones de la guia de ondas en la direccién
x2. La funciéon de onda 1g interactuando con la estructura de la guia de ondas considerada es descrita

por la ecuaciéon de Schrédinger bidimensional correspondiente al alambre cuantico,

—h? [ 82 2
p— [895% + 895%} o (x2,23) + Up (22, 23) Yo (v2, 23) = Eotho (22, 73) ,

15



Capitulo 1. Introducciéon

ademaés de las condiciones de frontera

[0 (T2, 23)] 35— 6. (c20) = O {8(11/)0 (2, 963)] =0,

z3=¢+(ew2)

donde n es un vector normal a las interfaces, donde la notacion

[f (2)].=. = f(20+0) = f (20— 0)

indica la magnitud del salto de una funciéon f en el punto z = zy. Este problema con valores en

la frontera describe los procesos ondulatorios estacionarios de energia constante Fy en esta guia de

ondas cuéntica. Las soluciones de la ecuacién de Schrédinger bidimensional con unidades (1.8.3)

dependerédn del parametro e, el cual puede hacerse arbitrariamente pequeno, de acuerdo con la

aproximacion adiabatica planteada.

Consideremos el siguiente cambio de variable

w = ex2, (1.8.2)

donde w es una coordenada espacial que contiene los cambios lentos de las interfaces. A partir de

este cambio de variable introducimos las siguientes funciones

Ve (w, x3) = (gws) =1 (x2,23),

w
Ue (w,z3) = U <;,$3> =U (z2,23) .

De esta manera el problema con valores en la frontera se transforma en el siguiente

—h2 [ 5 02 0? U 5 183

2m* W 8737% '(/}5 (w’ ‘T3) + Ue (’LU, :173) 1/16 (wa 1‘3) = UTZJE (U), I3) 5 ( 0. )
0

[the (0, 23)] 1=, () = 0; [83}3% (w7w3):| o) =0. (1.8.4)

Para resolver este problema se considera el siguiente esquema:

1.

Establecer un problema vertical de tipo Sturm-Liouville para una guia de ondas estratificada
uniforme sin perturbaciones en las interfaces de los materiales, como se ve en la Figura 1.8.2.

El estudio de este sistema sera ttil para abordar a la guia de ondas con perturbaciones.
. Utilizar el método SPPS, para obtener soluciones del problema vertical de Sturm-Liouville.

Abordar la guia de ondas cuantica con perturbaciones y obtener soluciones asintéticas con la

aplicacion del método WKB.

4. Emplear los resultados anteriores para calcular la funcién de Green de la guia de ondas per-

turbada, la cual se representard como una superposicion de modos guiados en su anélisis

asintotico.
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n LI
HO U(lzlg)
- o V-2
Iz Z2
— T3

(a) (b)
Figura 1.8.1. Vista lateral de la Fig. 1.8.2 y perspectivas de la guia de ondas.

z3

3

—>U (z3)

(a) (0)

Figura 1.8.2. (a) Representacion esquemdtica en coordenadas rectangulares de una guia de ondas cudntica
y (b) configuracion de los estratos de una guia de ondas cudntica con ancho del pozo igual a 2p.

5. Obtener soluciones numeéricas a partir de la representacién modal de las soluciones.

1.9. Notaciones importantes

La estructura matemética de la mecanica cuantica se desarrolla en el espacio de Hilbert, ya que
se requiere de la descripcion del estado de un sistema cuantico por medio de vectores en este espacio.
Al igual que el estudio de operadores definidos en este espacio con la relaciéon de magnitudes fisicas
como la energia. En base a esto, comencemos con las siguientes definiciones sobre espacio lineal
para abordar el espacio de funciones .%5 que se requiere por las funciones de onda que son cuadrado

integrables.

1.9.1. Espacio lineal

Definicién 1 (]38, p. 130]). Un conjunto no-vacio X = {R,F} de elementos o vectores R =
{z,y,2,...} y el campo F, se llama espacio lineal o vectorial cuando satisface las siguientes con-

diciones, también llamadas axiomas del espacio lineal X:
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1. Para cualquiera dos elementos x,y € R esta definido univocamente un tercer elemento z € R,
llamado suma de ellos y denotado = + y, tal que
a) Conmutatividad: z +y =y + x.
b) Asosiatividad: z + (y+2) = (z +y) + 2.
¢) Existencia del cero o elemento neutro: En R existe un elemento 0 tal que = + 0 = x para
todo = € R.

d) Existencia del elemento inverso: Para todo z € R existe un elemento —z tal que z+(—z) =
0.

2. Producto por escalar: Para cualquier niimero o € F y cualquier elemento = € R esta definido

el elemento ax € R, de manera que:

a) a(fz) = (af)x donde o, 8 € F.
b) 1-x ==

3. Las operaciones de adicién y producto por escalar estan relacionadas entre si mediante leyes

distributivas:

a) (a+p)x=ax+pr, z € R,a,f €F.
b) a(z+y)=ar+ay, z,y € R,a,3 €F.

Dependiendo del campo F se distinguen los espacios lineales complejos, reales y racionales.

1.9.1.1. Dependencia e independencia lineal de vectores

Ahora, definiremos los conceptos de dependencia e independencia lineal de vectores.

Los elementos x,y, ..., w € R de un espacio lineal X se llaman linealmente dependientes, cuando
existen unos escalares «, 3,...,A € IF, no todos iguales a 0, tales que ax + Sy + ...+ Aw = 0. En
caso contrario, si « = = ... = X\ = 0 estos elementos se llaman linealmente independientes, [38,
132 p.].

1.9.1.2. Bases y dimension de un espacio

En un espacio lineal X tiene dimension finita o n-dimensional si existen n vectores linealmente
independientes y si cada conjunto de n + 1 vectores es dependiente. Por otra parte, si por cada
k € N se pueden encontrar k vectores linealmente independientes se dice que X es de dimension
infinita [3, 71 p.]. El concepto de base de un espacio lineal X se define como un conjunto de vectores
linealmente independientes tal que todo vector del espacio es formado por una combinacién lineal
de los vectores de dicho conjunto [3, 72 p.].

Una identidad de propiedades entre dos conjuntos de objetos en relaciéon con un sistema de
operaciones o con otro sistema arbitrario de relaciones entre sus elementos es llamado un isomorfismo.
De acuerdo con esto, se concluye que todos los espacios lineales n-dimensionales son isomorfos entre

si independientemente de la naturaleza de sus elementos.
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1.9.1.3. Subespacios del espacio lineal X

Un conjunto no-vacio de vectores de un espacio lineal X,,, se llama subespacio de X si toda
combinacion lineal de vectores de dicho conjunto también pertenece a él [3, 74 p.]. En otras palabras,
X, < X es un subespacio, cuando x € X,,,y € X, se deduce que ax + Sz € X,,, para cualesquiera
que sean «, 8 € F [38, 133 p.].

1.9.2. Espacios de Hilbert H

En un espacio lineal X se define una operacion llamada producto interno (-,-) que cumple las

siguientes propiedades:

L (z,y) = (y, ).

2. (az,y) =alr,y), a €F.
3. (x+y,2) = (x,2) + (y, 2).
4. (x,x) >0siz #0.

La barra superior del inciso 1) indica el complejo conjugado. Un espacio lineal con la operacion de

producto interno asi definida se conoce como espacio lineal con producto interno.

Definicion 2 (|24, p. 10]). En un espacio lineal X se introduce una operacion llamada norma que

a cada vector z € X le asigna un tnico ntimero real ||z|] € R que cumple con las siguientes reglas:
1. ||z]| > 0, con la igualdad si y sblo si z = 0.
2. [lazx| = lal =], a € F.
3. Desigualdad del tridangulo: ||z1 + z2|| < ||z1|| + ||z2||-

Un espacio lineal con la operacién de norma asi definida se conoce como espacio lineal normado.

Una forma de introducir una norma en un espacio lineal X con producto interno es como sigue

[zl = V/(z, z).

Definicién 3. Un espacio lineal normado X se dice completo si cada secuencia de Cauchy en el
espacio X converge a un vector en el espacio X. Un espacio lineal completo normado se llama espacio
de Banach.

Recordemos que una sucesion fundamental o secuencia de Cauchy es una secuencia de nimeros
{zn} € X que verifica el criterio de Cauchy, es decir, para cualquier € > 0 existe un namero N tal

que

|zn — zm|| < €, min(m,n) > N.

19



Capitulo 1. Introducciéon

Definicién 4 ([38, p. 165]). Un espacio lineal completo H con producto interno se llama espacio de
Hilbert.

Un sistema de vectores {x,} C R diferentes de cero de un espacio lineal X se llama ortogonal
cuando

(Tn,Tm) = 0 para cualquier n # m.

Si los vectores {z,,} forman un sistema ortogonal, entonces son linealmente independientes, es decir,

para cualquier n € N la combinacién lineal
a1r1 + a2xa + ...+ apxy =0,

implica que

<a1x1 +...+ anIn,$m> = am <1'mvxm> =0,

con lo cual resulta que a,, = 0 para cualquier m =1,2,...,n.
Un sistema ortogonal {z,} completo se llama base ortogonal. Ademas, si la norma de cada

elemento es 1, el sistema {x,} se llama base ortonormal, es decir,

() = 0 paran #m,
ny m -
1 paran=m.

La introduccion de los espacios de dimension infinita gener6 un gran avance en el estudio de
problemas de la fisica-matematica. Esto permitié generalizar algunas propiedades de los espacios
Euclideos de dimensién finita. Un espacio de Hilbert es una especie de espacio Euclideo de dimensién
infinita [3, 39].

De esta manera, dados € H y los ntmeros ¢, = (z, hi), donde {hy} es un sistema ortonormal
completo, entonces la serie ), ci = (x,x) es convergente para cualquier z € H. Para cualquier

secuencia de ntmeros {c;} que satisfacen

Zci < 0o,

k
existe un elemento x € H tal que
C — <I, hk> s
Z = (z,x).

k

Un ejemplo de espacio de Hilbert es el espacio % (G), como se muestra a continuacion.
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1.9.2.1. Espacio de funciones .% (G)

El espacio de funciones % se considera en la mecéanica cuantica porque las funciones de onda
que son cuadrado integrables tienen una interpretacion fisica en términos de probabilidades. Ademés
este espacio es un ejemplo de un espacio de Hilbert, por lo cual se pueden ocupar las propiedades del
espacio lineal y de completitud para representar estados cuanticos. Sea G C R™ una region abierta,
entonces el espacio de funciones % (G) se define como el conjunto de todas las funciones f, para
las cuales |f (z)|* es integrable en la region G.

La siguiente propiedad demuestra que el espacio % (G) es un espacio lineal [64, p. 12]:
= Sean f,g € % (G) y sean pu, A € F, entonces
IS+ gl < 22117+ 21ul? g,

por lo tanto cualquier combinacion lineal de f y g pertenece a % (G). Esto da pie a establecer la

desigualdad de Cauchy-Buniakowski [64, p. 12], la cual establece que si f, g € % (G), entonces

/f(x)g(x)dx < /|f(l”)|2dx 5 /\g(:z:)|2da:
G G G

Sean f,g € % (G), y A € F, por lo cual resulta que |f| + \|g| € % (G), entonces

1
2

g/<|f<x>|+x|g<x>|>2dx

G

=/\f<x>|2dx+2x/|f<x)g<x>|dx+A?/|g<x>|2dx,

G G G

para que la desigualdad se cumpla el discriminante de esta forma cuadratica tiene que satisfacer

/|f o)) do /|f |dw/|g )P do <0,

de donde se demuestra la desigualdad.
Si f e % (G)y G es una region con frontera, entonces la funcion f es integrable en G. Esto se

demuestra a partir de la desigualdad de Cauchy-Buniakowski tomando g = 1, es decir,

!f(ac)dx < !|f(x)|2dw G/dx < 00,

con lo cual se concluye que [ f (z)dz < oo, como se querfa demostrar.
G

Dotemos al espacio % (G) con un producto interno definido por (f,g) == [ f (z) g (z g (z)dz. Con

base en este producto inducimos una norma
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V2= () = / f @) de,
G

con la cual el espacio %5 (G) se convierte en un espacio lineal normado.
En términos de la norma y el producto interno, la desigualdad de Cauchy-Buniakowski se puede

expresar como

(Lol < IfHlgll, — f.9 € £ (G),

de esta desigualdad resulta la desigualdad de Minkowski [64, p. 13] que viene dada por la siguiente

expresion

If+al <lfl+lgll,  fo9€ 2(G).

Para expresar la completitud en el espacio % (G) se utiliza el teorema de Riesz-Fischer, el cual
establece que si la secuencia de funciones fi, € % (G), k = 1,2,3,..., es una secuencia de Cauchy
en % (G), entonces existe una funcion f € % (G) tal que || fr, — f|| = 0 conforme k — oo.

1.9.3. Operadores lineales

En cierto momento del desarrollo del analisis funcional fue necesario abordar los problemas fisicos
con la teorfa general de operadores lineales, donde en mecénica cuantica los operadores autoadjuntos
desempenan una gran importancia.

Un operador lineal es un mapeo entre dos espacios lineales X e Y, es decir,
A: X =Y,

el cual satisface las siguientes condiciones
1. Sea A(z+y) = Az + Ay, donde z,y € X.

2. A(ax) = aAzx, donde o € F es un escalar.

El conjunto Dom (A) se llama dominio de definicion del operador A. El elemento y = Ax se denomina
tmagen del elemento x. De igual manera, la totalidad de todas las imagenes se llama la imagen del
operador, denotado por ImA, [65].

Un operador A : X — Y se dice continuo cuando toda secuencia convergente X 3z — x € X
tiene imagenes Axy — Az conforme k — oo tal que Az € Y.

Sean X y Y espacios lineales normados con las normas |- ||y ¥ || ||y~ Un operador A: X — Y

se dice que es acotado si existe un nimero ¢ > 0, tal que la desigualdad
[Azlly < cllzlx

se cumple para cada x € Dom (4) C X, [64].
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1.9.3.1. Espectro de operadores lineales

En la teoria y aplicaciones de operadores es esencial abordar el concepto de espectro de un
operador. Se dice que A es un punto regular cuando A — Al es invertible, donde I es el operador
unidad. Y el operador (A — AI) ™! no es acotado para el caso de dimension infinita. Un operador A se
llama invertible cuando para cualquier y € Y la ecuacion Az = y tiene solucion z € Dom (A) tnica
[38]. Sea A un punto regular del operador A, entonces el operador (A — A )~! se llama resolvente
del operador de A.

Sea A: X — Y un operador lineal con dominio Dom (A4) C X. Un namero A € C se llama valor

propio del operador A y z es la funcién propia correspondiente cuando la ecuacion
Az = Az, x € Dom(A)

se satisface. El conjunto de todos los valores propios se llama espectro puntual del operador A. El
espectro discreto es parte de un conjunto de niimeros A conocido como el espectro de un operador,

el cual se divide en los siguientes conjuntos disjuntos (ver e.g., [38],[55]):
1. Espectro puntual, op (A): Es el conjunto de todos los valores propios de A.

2. Espectro continuo, o (A): Es el conjunto de valores de X para los cuales (A — AI) ™! existe y

es acotado, y su dominio es denso.

3. Espectro residual, o, (A): Aquellos valores de \ para los cuales el operador (A — A )71 existe

y su dominio no es denso.

Por tanto, el espectro de A denotado por o (A), esta conformado por:

0(A)=0,(A)Uc.(A)Uo, (A4).
Otra subclasificacion del espectro [43], se basa en la multiplicidad m 4 (A) de sus valores propios:
1. Espectro discreto, o4 (A): El cual se define como o4 (A) == {\ € o, (A) : X es punto aislado de o (A) y m4 (
2. Espectro esencial, o.ss (A): Este se construye como gess (A) == 0 (A) \ o4 (A).

La teoria espectral encuentra la mayor parte de sus aplicaciones en los operadores auto-adjuntos,

los cuales se describen a continuacion.

1.9.3.2. Operador auto-adjunto y Hermitiano

Definicion 5 ([57, p. 142]). Dado un operador lineal A : Dom (A) < H — H con Dom (A) = H, se
define su operador adjunto A* como el operador lineal A* : Dom (A4*) < H — H tal que:

» Dom (A*) = {z € H : 3g € H de modo que (x, Ay) = (9,y), Vy € Dom (A)} # @.

» A*z =g, Yo € Dom (A*).
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Definicién 6 (|57, p. 143]). Dado un operador lineal A : Dom (A) < H — H con Dom (A) = H, se

dice que es un operador Hermitiano o simétrico si se cumple
(Az,y) = (z,Ay), Vax,y € Dom(A) <= A C A"

Definicién 7 (|57, p. 143]). Dado un operador lineal A, se define como operador autoadjunto si
A=A*

Proposicion 8 ([57, p. 143]). Todo operador autoadjunto es Hermitiano y cerrado.
Proposicion 9 ([57, p. 143]). Un operador autoadjunto A es acotado si Dom (A) = H.

Teorema 10 (|64, p. 26]). Si el operador A es Hermitiano, todos sus valores propios son reales (no-

negativos) y sus funciones propias, correspondientes a diferentes valores propios son ortogonales.

Teorema 11 ([64, p. 26]). Las funciones propias del operador A se pueden escoger siempre como

reales.

Por las definiciones anteriores los operadores de Schrodinger actuando en funciones del espacio
funciones %5 (G) pueden considearse auto-adjuntos considerando las condiciones de frontera apro-

piadas y un subespacio de funciones apropiado.

1.10. Contenido de la tesis

En el Capitulo 1 se aborda una pequena introduccién sobre la mecanica cuantica para traba-
jar con gufas de ondas cuénticas, las cuales se muestra su desarrollo en el estado del arte y su
representacion fisica en materiales semiconductores. Se puede ver también la ecuaciéon que aborda
estas gufas, que es la ecuacién de Schrédinger, para esto se requiere de notaciones importantes del
analisis funcional que sirvan de fundamento matematico. Por tultimo, se muestra la motivaciéon y el
planteamiento del problema para el anélisis adiabatico de guias de ondas cuanticas.

En el Capitulo 2 se aborda el problema de Sturm-Liouville, asi como las propiedades espectrales
del operador de Schrédinger unidimensional que se trabajara a lo largo de esta tesis para tener un
conocimiento preciso de las propiedades de este operador. Se trabaja con la solucion de la ecuacion de
Schrédinger unidimensional independiente del tiempo para la propagacion de ondas cuanticas donde
el niicleo de la guia de ondas sera representado por un pozo de potencial para obtener los estados
ligados y los estados de dispersion. Para los estados ligados se obtiene la ecuacion de dispersion, asi
como los valores propios y las funciones propias correspondientes. Este problema unidimensional, con
sus respectivos resultados nos da el fundamento para trabajar en el Capitulo 3 el método numérico
SPPS y representar la solucién general de la ecuacién de Sturm-Liouville asociada al problema
unidimensional, asi como la ecuacion de dispersién en expresiones analiticas en forma de series de
potencias del parametro espectral.

En el Capitulo 3 se aborda el método SPPS, que es un método exacto para resolver problemas

de Sturm-Liouville con valores en la frontera. En este caso, sin embargo, se trata de la ecuacion de
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Schrédinger unidimensional sometida a condiciones de frontera de continuidad, dando como resultado
dos soluciones linealmente independientes en términos del pardmetro espectral A y de las potencias
formales que estan definidas en forma recursiva a través de un procedimiento de integracion. De
esta manera se presenta la implementacion numeérica del método SPPS en Mathematica 11.0 con
ejemplos de estudio, donde la serie se trunca sin problemas gracias a su convergencia uniforme que
se demuestra, y el error resultante de la serie truncada se estima.

En el Capitulo 4 se aborda una guia de ondas cuéntica en la cual su estructura varia lentamente
en la direccion longitudinal. Esta variaciéon modifica al nicleo de la guia de ondas cuantica lenta-
mente, y esta variacion se puede modelar en forma cosenoidal o polinomial. Este anélisis parte de un
problema espectral del tipo Sturm-Liouville asociado a la ecuacién de Schrodinger unidimensional,
estableciendo las condiciones de frontera a partir de este fenémeno fisico que depende de un paré-
metro que representa la variacion lenta. Se utiliza la técnica de la funcion de Green, utilizando los
resultados obtenidos de los capitulos previos, y se emplea la aproximacion WKB para obtener una
representacion modal de las soluciones en el interior de la guia.

En el Capitulo 5 se buscan soluciones de la ecuacién no-homogénea de Schrédinger bidimensional
libre de unidades para una estructura tipo guia de ondas cuyo ntucleo tiene un grosor que cambia
lentamente de acuerdo con un par de funciones expresadas en términos de un pequeno parametro, las
cuales describen las fronteras del nucleo de la guia. En estas fronteras se establecen condiciones de
continuidad de la solucién de la ecuaciéon de Schréodinger y de su derivada normal. La solucién se re-
duce a la formulacién de un problema espectral auxiliar y que incluye las caracteristicas verticales de
la guia de ondas, el cual se expresa en términos de una ecuacién tipo Sturm-Liouville con condiciones
en la frontera apropiadas. Con base en las funciones propias normalizadas del problema espectral
auxiliar y de sus correspondientes valores propios, se obtiene una representaciéon para las soluciones
de la ecuacion de Schrodinger bidimensional cuyas fronteras cambian lentamente. Finalmente, se
muestra la aplicacion de estas soluciones a algunos ejemplos de estudio.

En el Capitulo 6, se aborda las conclusiones generales de este trabajo, abarcando las conclusiones
particulares de cada capitulo, asi como su relaciéon para obtener la propagacién de ondas cuénticas
en gufas de ondas.

En el Capitulo 7 se muestran los congresos nacionales a los que se asistieron a lo largo del
desarrollo de esta tesis, asi como la redacciéon de un articulo para un congreso nacional.

Por ultimo, en el Capitulo 8 se aborda una propuesta de trabajo a futuro de ésta tesis.
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Capitulo 2

Propagacion de ondas cuanticas en guias

de ondas estratificadas

2.1. Propiedades del operador de Sturm-Liouville

Entre 1836 y 1837 los matematicos franceses Jacques Charles Francois Sturm y Joseph Liouville
publicaron una serie de documentos sobre ecuaciones diferenciales lineales ordinarias de segundo
orden con problemas de valores en la frontera, generando un gran impacto en las matemaéticas del
siglo XIX, debido a esto su trabajo recibe su nombre el cual se conoce desde entonces como teoria
de Sturm-Liouville [68].

La teoria de Sturm-Liouville es requerible para trabajar con problemas con valores en la frontera,
ya que para abordar un problema fisico es necesaria la ecuacién que describe este proceso y las
condiciones de frontera que especifican el comportamiento en el limite de la region donde éste
se desarrolla. El operador eliptico —V-pV + g en R”, donde V representa el operador gradiente,
aparece frecuentemente en los problemas de la fisica matematica que estan relacionados con la
electrodinamica y la mecénica cuéntica, donde la versiéon unidimensional de este operador se conoce

como el operador de Sturm-Liouville, expresado de la siguiente manera

d d
= ——p— 2.1.1
S d$pd$+q,a<x<b, ( )

donde los coeficientes p y g deben satisfacer ciertas condiciones de suavidad, las cuales en el caso

regular son

peCt(a,b]), p(z)>0en [a,b], (2.1.2a)
q€C([la,b]), qg(z) >0en [a,b]. (2.1.2b)

Asociadas a los puntos extremos del intervalo (a,b) se especifican condiciones en la frontera de la
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manera siguiente

hiu(a) — hou' (a) =0,  Hyu(b) + Hou' (b) =0, (2.1.3a)
h1 >0, ho >0, hy+he >0, H, >0, Hb >0, H;+ Hy > 0. (2.1.3b)
El dominio del operador S, denotado por Dom (5), consiste de funciones u € C? (a,b) N C* ([a, b])

tales que Su € .Z? (a,b), las cuales satisfacen las condiciones de frontera (2.1.3), [6].

Consideremos el siguiente problema

Su = Au, (2.1.4)

donde A representa un parametro, en general, complejo. Aquellas soluciones no triviales u € Dom (.5)
se les conocen como funciones propias del operador S, y los valores de A asociados con tales soluciones
se llaman valores propios del operador S. Algunas propiedades de las funciones propias y valores

propios del operador S son [64, p. 270-274]:

1. El operador S es real, es decir, Su = S%, para u € Dom (9), donde % representa el complejo

conjugado de la funciéon wu.

2. El conjunto de valores propios del problema (2.1.3)-(2.1.4) es a lo méas contable y no tiene

puntos limite finitos.

3. Los valores propios del problema (2.1.3)-(2.1.4) son no-negativos y las funciones propias co-

rrespondientes para diferentes valores propios son ortogonales en .2 (a, b).
4. Las funciones propias del problema(2.1.3)-(2.1.4) se pueden elegir siempre como reales.
5. El sistema de funciones propias del problema(2.1.3)-(2.1.4) es completo en £ (a, b).

6. Cada funcion v € Dom (5) se puede expandir como una serie de Fourier regularmente conver-
gente que involucra las funciones propias normalizadas wuy, (z) del problema (2.1.3)-(2.1.4), es

decir,

v(z) = Z (v, ug) ug () .
k=1

7. Si v € Dom (5), entonces la serie anterior se puede diferenciar una vez término a término, lo
cual da la serie
o0
duy, (z)
D> (vu) ==
dx
k=1

que converge a v’ (z) en £ (a,b).

Un caso particular del operador S es cuando el coeficiente p = 1 en [a, b], lo cual conduce al ope-

rador unidimensional estacionario de Schrodinger, el cual tiene amplias aplicaciones en la mecanica
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cuantica. En este caso, el operador S toma el papel del operador de energia y el coeficiente ¢ esta

asociado con una funcién potencial V' definida como

q(z), z¢€la,b],
+oo, x¢[a,b].

Vi(z)=

Las propiedades anteriores del operador de Sturm-Liouville son heredadas directamente de las
propiedades del operador eliptico L := —V-pV + ¢ en R". Estas propiedades se desprenden de

considerar el siguiente problema con valores en la frontera

Lu=Mu, enQ, (2.1.5a)

au + Bg—z =wv, en JNQ, (2.1.5b)

donde A es un pardmetro, y {2 C R" es una regién del espacio. Los coeficientes p y ¢ del operador L

satisfacen las propiedades

peC (Q),p(x)>0enQ,
q€C(Q), q(z) >0enQ,

similares a las propiedades del operador de Sturm-Liouville, mientras que los coeficientes de la
condicion en la frontera a, 5, v € C (0€) satisfacen a (z) > 0, 5 (x) > 0, de modo que « (x)+ 3 (z) >
0, z € 99, por lo cual @ y f no se anulan simultdneamente en la frontera 02 de la region Q C R™.
Definamos el dominio Dom (L) del operador L como el conjunto de funciones u € C* (2)NC! (Q) tal
que Lu € £? (), las cuales satisfacen las condiciones en frontera (2.1.5b). Problemas elipticos de
la forma (2.1.5) permiten analizar la propagacion de ondas en medios limitados, asi como en medios
guiados; la vibraciéon de membranas que delimitan volimenes en el espacio; entre otras muchas
aplicaciones [14].

Cabe mencionar que para el caso general en R™, los valores propios del problema (2.1.5a) pueden

ser numerados de acuerdo con el orden de sus magnitudes
0< A <A<, A — 00,k — o0,

repitiendo A\ en esta sucesion tantas veces como su multiplicidad. Sin embargo, en el caso unidi-
mensional los valores propios del problema regular de Sturm-Liouville (2.1.3)-(2.1.4) son simples y

se pueden enumerar de la siguiente manera
D<M <A< -+, Ap—00,k— o0

Esta propiedad es consecuencia del siguiente teorema.
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Teorema 12 (|64, p. 277]). Cada valor propio del problema (2.1.3)-(2.1.4) es simple.

En particular, es posible que A = 0 sea un valor propio asociado a una funcién propia no trivial.

El siguiente resultado muestra las condiciones necesarias y suficientes para que esto ocurra.

Lema 13 (|64, p. 260]). Para que A = 0 sea un valor propio del problema (2.1.5) es necesario y

suficiente que ¢ =0 y o = 0. Entonces ug = const es la funcion propia correspondiente.

En el problema regular de Sturm-Liouville para que A = 0 sea un valor propio es necesario y

suficiente que ¢ =0,y hy =0y H; =0.

Corolario 14 ([64, p. 260]). Sea u € Dom (L) y f € C (Q2)N.ZL? (Q). La solucion cldsica del problema
con valores en la frontera

Lu=f, en{,

es tinica en la clase C* (Q) N C! (ﬁ) sty solo siqg#0 6 a#0.

2.2. Propiedades espectrales del operador de Schrodinger unidimen-
sional en el eje real

Los resultados anteriores se desprenden de operadores considerados en regiones acotadas del

espacio o de la recta real, sin embargo algunos operadores pueden estar definidos en regiones no

acotadas. En este caso, es necesario desarrollar la teoria espectral de tales operadores, en particu-

lar para el operador estacionario de Schrodinger definido en el eje real, el cual serd ampliamente

utilizado en este trabajo. Para empezar con este estudio se considerara el operador de Schrodinger

unidimensional [13, p. 50] dado de la siguiente manera

Hy = —y" +v(x)y,

donde H es el operador de energia de una particula con un grado de libertad sometida a un potencial
v (x), el cual se representa por una funciéon real-valuada, medible y acotada localmente; en este
operador y € C§° (R) representa la funcion de onda. A continuacion, se anunciaran algunos teoremas

y proposiciones que especifican las propiedades espectrales del operador de Schrodinger H.

Teorema 15 ([13, p. 50]). Asuma que v satisface

v(e) 2 -Q (), zeR,

donde @Q es una funcidn par positiva y continua en R que es no decreciente para x > 0 y que satisface

[o0]

entonces H es esencialmente auto-adjunto.
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Es bien sabido que los operadores auto-adjuntos tienen espectros reales, los cuales pueden aso-
ciarse directamente con algunas propiedades fisicas de los sistemas. Por ejemplo, para el operador de
energia H el espectro representa los valores de energia que puede tener una particula cuéntica, que
para los estados ligados y de dispersion se espera que la energia sea real. Al considerar el operador de
Schrédinger con un potencial creciente, se deriva la discretitud de su espectro. El comportamiento
asintético de las funciones propias conforme x — oo, y algunos teoremas de los ceros de las funciones

propias se muestran en los siguientes resultados.

Teorema 16 ([13, p. 57]). Asuma que v(x) — +o00 conforme |x| — +oo, entonces H tiene un
espectro discreto o mds precisamente, hay un sistema ortonormal, completo en % (R), de funciones

propias fr, (k=1,2,3,...) de H cuyos valores propios A tienden a +00 conforme k — oo.

Corolario 17 ([13, p. 60]). Si v (z) > 0 para x € [a,b], entonces cualquier solucion y no-nula de la

ecuacion —y" + v (z)y = 0 tiene a lo mds un cero en [a, b].

Corolario 18 (|13, p. 64]). Siv(x) — +oo conforme x — 400, entonces cualquier funcidn propia

generalizada del operador H = 7;—; + v (x) pertenece a % (R).

Proposicion 19 (|13, p. 64]). Siy es una solucion no trivial de —y” +v (z)y = 0, donde v satisface
v(z) = 400 conforme |x| — 400, entonces y(x) tiene un nimero finito de ceros (posiblemente

ninguno en absoluto).
Corolario 20 ([13, p. 64]). Cada funcion propia de H tiene un nimero finito de ceros.

Proposicién 21 ([13, p. 64]). Si y1,y2 son funciones propias con los valores propios A1, A2, respec-
tivamente, y si ny,ng representan el numero de ceros de yi,y2, respectivamente, entonces Ao > A1

implica que ng > ny.

Proposicion 22 ([13, p. 65]). Si A es un valor propio de H entonces precisamente una funcion

propia le corresponde (hasta por un factor constante).

Teorema 23 (|13, p. 66|). Organice las funciones propias —y” + v (x)y = 0 de tal forma que las

desigualdades

np<ng <...<np<...,

<M< . < <...,
se cumplan. Entonces yi tiene precisamente k ceros, es decir, en la desigualdad ng < n; < ... <
ng < ... tenemos ny = k.

2.3. Problema espectral unidimensional

El problema de propagacién de ondas cuanticas en una guia de ondas estratificada con varia-

ciones lentas en su estructura se describe en términos de una ecuacion de Schrédinger estacionaria
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tridimensional y de un parametro pequefio, pero su analisis se basa en una ecuaciéon tipo Schrédinger
unidimensional escrita en términos de tal parametro. Para su analisis, primero consideramos una guia
de ondas sin variaciones en su estructura en un sistema rectangular de coordenadas (1, z2, x3) € R3,
la cual se compone de tres estratos apilados a lo largo del eje x3 y estos estratos dividen la guia de
ondas en tres regiones denotadas como I = (—o0, —a), II = (—a,a) y III = (a,00) como se observa
en la Figura 1.8.2.

En esta guia de ondas cuéntica la direccion de propagacion de los modos guiados corresponde con
el eje xo, mientras que en el eje x3 se tienen los estratos que establecen las condiciones de frontera
que hacen que las ondas se propaguen en el niicleo, representado por la region II de la figura anterior.

Consideremos la ecuacion unidimensional de Schrédinger

—h? d?

S g @) + U (@) v () = B¢ (23), a3 €R, (2.3.1)
m .’I)g

donde £ es la constante de Planck reducida, E es la energia en el estado estacionario de una particula
cuantica de masa m interactuando con un campo de fuerzas representado por la funciéon potencial
U, que se asume real-valuada, y 1 representa la amplitud de probabilidad de tal particula. Cuando
se considera la propagacion en los medios cristalinos, tales como los semiconductores, se debe tomar
m = m*, donde m* representa la masa efectiva del portador de carga propagéndose en el cristal.
Esta ecuacion puede surgir después de aplicar el método de separacion de variables o la transformada
de Fourier con respecto a algunas coordenadas espaciales a un problema tipo Schrédinger en varias
dimensiones. Note que la ecuacion considera las unidades fisicas del problema, sin embargo conviene
considerar una ecuacion de Schrodinger libre de unidades a partir del siguiente cambio de variable

z = \/ZTnM (2.3.2)

Cabe mencionar que este cambio de variable permite escalar las dimensiones del sistema cuéantico

original para su mejor representaciéon numérica. Sin embargo, después de analizar los problemas y
de obtener los resultados buscados es necesario regresar a las coordenadas originales empleando la
relaciéon inversa.
Con la nueva variable z la ecuacién de Schrodinger toma la forma libre de unidades siguiente
d2
Su(z) = ——=u
dz?

donde S es un operador diferencial, E es el parametro espectral, y

u(2) ::¢<\/Zimz).

En esta ecuacion la funcién potencial V' en el nuevo sistema de coordenadas se define como una

(2) +V(2)u(z) = Eu(z), z € R, (2.3.3)
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Figura 2.3.1. Representacion del pozo de potencial de la ecuacion de Schrédinger (2.3.3).

funcién real-valuada de la siguiente manera

Vi) =u (=2,

Asumamos que el potencial V' define un pozo de potencial regular de acuerdo con los tres estratos

de la estructura de la guia de ondas, ver Figura 2.3.1, como sigue

0, -0 <z < —a,
V() ={Vo(2), —a<z<a, (2.3.4)
0, a <z < o0,

donde Vy € £ (—a,a) es una funcion real-valuada tal que Vo (z) < 0 para z € (—a,a), y 2a
representa el ancho del pozo de potencial. En el sistema de coordenadas original el ancho del pozo
es 2p, donde p y a se relacionan de la siguiente manera: a = v/2mp/h.

Como la funcion V (z) de la ecuacion (2.3.3) tiene singularidades de salto en z = +a, entonces

las expresiones

[w(2)].ca =0, [v'(2)],_y, =0, (2.3.5)

son las condiciones de frontera que gobiernan a la amplitud de probabilidad en las discontinuidades
del potencial.
El dominio del operador S como un operador no acotado en el espacio de Hilbert H = .#? (R),

denotado por Dom (5), se define como
Dom (S) = {u € H:ueC?R\{-a,a})NC" (R), Su € H,u satisface (2.3.5)} .
Si u € Dom (S), entonces u satisface las condiciones asintéticas en el infinito

lim u(z) =0.
|z] =00

El espacio de Hilbert H = .#? (R) esta dotado de la norma
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Lol

lu () = / ()2 de

Como V es real-valuado, entonces S es auto-adjunto en el espacio de Hilbert H, lo cual implica que
el espectro del operador S es real, el cual consiste de valores propios negativos en el intervalo de la
recta real de (inf Vp,0) y una parte continua del espectro en [0, 00), [13].

Por tanto, consideremos el siguiente problema espectral unidimensional

Su(z) = (—dd; +V (z)) u(z) =FEu(z), —oo0<z<o0, (2.3.6)
donde S es el operador diferencial definido anteriormente, y el parametro de la energia E se toma
como un parametro espectral real representado en la forma E = —32, donde 8 > 0 es un parametro.
El problema espectral (2.3.6) serd un problema auziliar para el andlisis adiabatico de la guia de
ondas considerada.

Para obtener las funciones propias del operador S obtendremos las soluciones ¢r (2), ¢ (%) y
w1 (z) de la ecuacion diferencial Su = Fu en los estratos LIT y IIT de la guia de ondas, los cuales
deben acoplarse en z = a y z = —a de acuerdo con las condiciones de frontera (2.3.5), y finalmente se
aplican las condiciones asintoticas en el infinito a las soluciones resultantes. En este proceso resultara
una ecuacion de dispersion que definira los valores propios del operador S.

De acuerdo con lo anterior, en la region I = (—oo, —a) la ecuaciéon de Schrodinger se convierte
en

d2
—an () =-Fe(z),  —o<z<-a (2.3.7)

de modo que un sistema fundamental de soluciones de esta ecuacion diferencial es el siguiente

{e,ﬁ(z+a)7 e—,@(z-‘ra)} )

Se puede ver que el Wronskiano de estas soluciones es diferente de cero debido a la independencia

lineal
B(z+a) —B(z+a)
e e
- Befzta)  _ge—Bl=ta) =25 #0.
Por tanto, una solucién general en la region I es
g1 (2) = C1ePET) 4 Cye=Plata), (2.3.8)

donde C; y Cy son constantes arbitrarias.

En la region IT = (—a, a) la ecuacion de Schrédinger se convierte en
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d2
<dzg +W (Z)> on (2) = =% (2), —a<z<a. (2.3.9)

Denotemos un par de soluciones linealmente independientes de esta ecuaciéon como

o1 (28), 92 (2 8) -

Su correspondiente Wronskiano debe satisfacer la siguiente relacion

©1(2;8) w2(2:8)
1 (8) ¢y (2 )

en al menos un punto z € (—a, a). Note que el valor del Wronskiano también dependera del parametro

W 1, 2] (2 8) = #0,

B, por lo que en algunos valores de /3 la independencia lineal se perdera. Estos valores corresponderan

a los valores propios del operador S. Por tanto, una solucién general en la region II es

o1 (2) = D1y (2) + Doz (2), (2.3.10)

donde Dy, Dy son constantes arbitrarias.

Por ultimo, en la region III = (a, o) la ecuacion de Schrodinger se convierte en

d2
—@gam (2) = —[3290111 (2), a < z< oo, (2.3.11)

de modo que un sistema fundamental de soluciones de esta ecuacion diferencial es el siguiente
{6,6’(2—11)7 e—ﬁ(z—a)} )
Por tanto, una solucién general en la region III es

i (2) = Cae?E7) 4 Qe P70, (2.3.12)

donde C3 y Cy son constantes arbitrarias.

Ahora al aplicar las condiciones de continuidad en el punto z = —a

¢1(—a) = o (—a),
¢t (—a) = ¢ (—a),

se obtiene un sistema de ecuaciones lineales con C7 y Cy como incognitas

Ci1+ Cy = ¢ (—a),
BC1 — BCy = ¢y (—a).
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La solucién del sistema de ecuaciones es

¢ = (eu -0+ et (-a)) (2.3.13)
. (son () - b <—a>) | (2314)

Al aplicar las condiciones de continuidad en el punto z = a

e (a) = o (a),
@il (a) = @in (a),

se obtiene un sistema de ecuaciones lineales con C3 y Cy como incognitas

Cs+Cy=pr(a),
BCs — BCy = 11 (a) .

La solucién del sistema de ecuaciones es

6= (n @+ Joh @), (2315
Cy = % ((pn (a) — %cph (a)) . (2.3.16)

Como buscamos soluciones en Dom (S) es necesario que las restricciones en las regiones I y 111
de la solucién general satisfagan las condiciones asintéticas en el infinito. En la regién I la condiciéon

asintética en z — —oo implica que Cy = 0, es decir,
1 /
ou (—a) = B‘/’H (—a),

por lo tanto el coeficiente C} se escribe como C1 = ¢r1 (—a). De esta manera, la solucion de la region

I que satisface la condicién asintética z — —oo es

¢1(2) = o (—a) /1), (2.3.17)

Note que el valor de ¢1 (—a) puede elegirse arbitrariamente, por lo cual hacemos que ¢y (—a) = 1.

En la region IIT la condicion asintética en z — oo implica que Cs = 0, es decir,

et (a; B) + = (a;8) =0, (2.3.18)

|~
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donde se ha escrito explicitamente la dependencia con el pardmetro 8. A partir de este resultado se
obtiene que Cy = g1 (a). La condicién (2.3.18) representa la ecuacion de dispersion del problema
espectral considerado, que es una ecuacion que define los valores de 8 que hacen que las soluciones

obtenidas pertenezcan a Dom (S). Si 5; > 0 es un cero de la ecuacién de dispersién, entonces
2
Ej = -0

representa un valor propio del operador 9, el cual corresponde con un valor permitido de energia del
sistema cuéntico. Si la ecuacién de dispersiéon tiene N ceros, estos pueden ordenarse de acuerdo con

sus magnitudes como

0< BNy <...<f,

de modo que las energias negativas del sistema se ordenan de la forma siguiente
infVp(z) < By <...<En <O,

donde Ej representa la energia del estado base, y E,, (n =2,...,N) representan las energias de los
estados excitados.
Si B; > 0 es un cero de la ecuacién de dispersion, la funcién propia correspondiente al valor

propio E; = —BJZ es

efilzta) —00 < 2 < —a,
uj (2) = § ou (23 5;) —a<z<a, (2.3.19)
o (a; 55) e Bilzma) g < 2 < 0.
Entonces, la funcién propia normalizada se expresa como
@i (z) = m (2.3.20)
donde la norma ||u (z)||;; se calcula de acuerdo con
1/2

oo (1 ¢ a3 7))

@l = { [ len P as +

El sistema de funciones propias {¢; }jV: 1 es un sistema ortonormal en H, es decir

00 R
(i@ = [ @@ o=
. 0, j#k.

N

El sistema de funciones propias normalizadas {¢;},_; no es un sistema completo en H = .& 2 (R).
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Para la completitud de este sistema es necesario considerar las soluciones acotadas de la ecuacién

de Schrodinger correspondientes al parametro

E = a2, a>0,

que satisfagan las condiciones de continuidad (2.3.5). Estas soluciones representan las funciones
propias generalizadas del problema. Para obtenerlas procedemos de la misma forma en que obtuvimos
las funciones propias del operador S, es decir, consideramos las soluciones acotadas en las tres
regiones que define el potencial y aplicamos las condiciones de frontera correspondientes.

En la region I = (—o0, —a) la ecuacién de Schrédinger se convierte en

d2
—@@ (z) = a®¢1(2), (2.3.21)

de modo que un sistema fundamental de soluciones de esta ecuacion diferencial es el siguiente
{ela(z-i-a)7 e—la(z+a)} )

Se puede ver que el Wronskiano de estas dos soluciones es diferente de cero debido a la independencia

lineal,
eiOé(ZJra) e*iﬁé(z+a)
W= iaela(zta)  _jge—ialzta) = —2ia # 0.
Por tanto, una solucién general en la region I es
¢1 (2) = Ay e@CGH) 4 gyemialzta) (2.3.22)

donde A; y As son constantes arbitrarias.

En la region II = (—a, a) la ecuacion de Schrédinger se convierte en

dz?

< & +W (2)> o1 (2) = ¢ (2) . (2.3.23)

Denotemos las soluciones linealmente independientes de esta ecuacién como

o1 (z50), 02 (230)

El Wronskiano debe satisfacer la siguiente relacion

b1 (z50) @2 (2;0)
W o1, zya) =
o0l 50 ‘qéa(z;a) & (7 )

en al menos un punto del segmento [—a, a]. Por tanto, una solucién general en la region II es
o1 (2) = Big1 (230) + Bagh2 (230) (2.3.24)
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donde Bj, Bo son constantes arbitrarias.

Por ultimo, en la region III = (a,00) la ecuacion de Schrodinger se convierte en

2
*%ﬁbﬂl (2) = a6 (2), (2.3.25)

de modo que un sistema fundamental de soluciones de esta ecuacion diferencial es el siguiente
{eia(zfa) e*ia(zfa)}
, .
Por tanto, una solucién general en la region III es

i (2) = Azel®F™) 4 Ayemiola), (2.3.26)

donde A3 y A4 son constantes arbitrarias.

Ahora, se aplican las condiciones de continuidad en el punto z = —a

que conduce a un sistema de ecuaciones lineales con A; y Ay como incognitas
A1+ Ay = ¢r1 (—a),
. . 12
i) — iy = ¢fy (—a),

resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos los valores de Ay y Ag

A= (o0 - o). (2327

A=l <¢H (o) + Lo <—a>) . (2.3.28)

Ahora, se aplican las condiciones de continuidad en el punto z = a

¢ (a) = ¢ (a) ,
o1 (a) = éi (a) .

Tenemos un sistema de ecuaciones lineales con A3 y A4 como incognitas
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Az + Ay = ¢ (a),
iz —icAy = ¢y (a),

cuya solucion estd dada como

Ay = % (¢H (a) - éqﬁh (a)) , (2.3.29)

A= (sn@+ 2ohi@). (2330

La solucién obtenida por trozos que satisface las condiciones de continuidad en z = +a representa
una superposicion de dos ondas planas que se propagan en direcciones opuestas y que interacttian
con el potencial Vj en la regién de interaccién. Debido a la linealidad del problema este proceso se
puede estudiar como la superposicion de una onda que viene de izquierda a derecha y que interactiia
con el potencial, y de una onda que viene de derecha a izquierda y que interactiia con el mismo
potencial. Estos dos casos individuales se analizan a continuacion.

Supongamos que existe una tunica fuente de ondas a la izquierda de la regiéon de interaccion, es

decir, A4 = 0 ya que no existen fuentes del lado derecho. La condicion A4 = 0 implica que

o1 (a) = i1 (a).

Entonces el coeficiente As, que corresponde con la amplitud de la onda transmitida, es

A= (0@ - Lot @) = on @) =1,

donde hemos asignado arbitrariamente el valor de 1 a este coeficiente. A la izquierda de la regiéon de

interaccion la superposicion de las ondas incidente y reflejada se expresa como

¢“”:;<@“ﬂ”‘;%ﬂﬂﬁem””+§(mm—@+;mu—m)fwww
= ¢11(—a)cos (a(z+a)) + éd)h (—a)sin(a(z +a)). (2.3.31)

Por tanto, la solucién de la ecuacion de Schrodinger para el proceso de transmision de izquierda a

derecha es
on (—a;a)cos (a(z + a)) + 2¢f; (—a;a)sin (o (2 + a)), —o0<z< —a,
uo1 (z30) = i1 (250) —a<z<a,
elolz=a), a<z<oo.
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Como esta solucién se mantiene acotada para cualquier valor de a > 0, entonces define una primera
familia de funciones propias generalizadas, las cuales evidentemente no pertenecen al espacio de
Hilbert H = .#? (R). Por tanto, la primer familia de funciones propias generalizadas normalizadas

se expresa de la siguiente manera [13, 126 p.]

éu (—a;a) cos (o (z +a)) + 24, (—a; @) sin (o (2 + a)), —oo <2< —a,
do1 (z;a):M—; o (z;a), —a<z<a,
ele(z—a), a < z < 00,
(2.3.32)

M :\/g\/ 2 (“a;a) + (;% (—a;a)>2. (2.3.33)

Supongamos ahora, que existe una tnica fuente de ondas a la derecha de la regién de interaccion.
En este caso el coeficiente A; = 0 ya que no existen otras fuentes del lado izquierdo de la region de

interaccion. La condicién A; = 0 implica que

_ iy
¢u (—a) = a¢H( a).
Por lo tanto, la amplitud de la onda transmitida es
1 i,
Ag = 3 o1 (—a) + aqsn (=a) | = ¢u(—a) =1,

donde arbitrariamente hemos asignado una amplitud de 1 para este coeficiente. A la derecha de la

region de interaccion las amplitudes de las ondas incidente y reflejada son

o (2) = % (¢II (a) - é¢>h (a)> el 4 % <¢H (a) + éébh (a)> e~ilz—a),
= ¢ (a) cos (a (z —a)) + é(bh (a)sin (a(z —a)). (2.3.34)

Por tanto, la solucién de la ecuacion de Schrodinger para el proceso de transmision de derecha a

izquierda

e—ia(z+a)7 —x<z< —a,
up2 (z30) = { o1 (2500) —a<z<a,

o (a; @) cos (a (z — a)) + Lo (a;a) sin (o (2 — a)), a <z < 0.

Como esta solucién se mantiene acotada para cualquier valor de o > 0, entonces ésta define una

segunda familia de funciones propias generalizadas, las cuales tampoco pertenecen al espacio de Hil-
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bert H = .2 (R). Por lo tanto, la segunda familia de funciones propias generalizadas normalizadas

se expresa de la siguiente manera [13, 126 p.]

e—icz(Z-i-a)7 -0 < z < —a,
1
o2 (210) = 75 | du(250), —a<z<a, (2339)

o (a; ) cos (o (z —a)) + é(bh (a;)sin(a(z—a)), a<z< oo,

2
MF \/7\/92511 (a; @) gZ)H (a; a)) . (2.3.36)

Las funciones propias generalizadas de esta manera definidas estdn asociadas con el espectro

continuo del operador S, mientras que las funciones propias normalizadas estan asociadas con el
espectro discreto del operador S. A partir de las familias de funciones propias definidas introducimos

el siguiente importante resultado.

Teorema 24 ([7, p. 737]). Sea {¢; (z;ﬁj)};.v:l una familia de funciones propias normalizadas y sea
{do1 (Z;oz)}oée]R+ y {dos (Z§O‘)}aelR+ dos familias de funciones propias generalizadas normalizadas

del operador S. Entonces, cualquier f € £? (R) admite la expansion

ng% / for (@) o1 (25 dOé+/ foz2 (@) g2 (25 ) da
con los coeficientes dados por las siguientes formulas

fj:/ocf(z)apj(z)dz, j=1,...,N;
fOl / f (2501 Z; a)
Joz (a / f(2) ¢o2 (2;)dz

Ademds, la identidad de Parseval se cumple

N o0 (oo}
11 = 150+ [ Lo @) da+ [ Ifon (@) do
j=1
Corolario 25. [7] La distribucion de Dirac § (z — 2') puede ser escrita formalmente por la expansion
N 0o oo
§(z=2)=> ¢ (2)e;(?) +/ bo1 (23 @) o1 (2 )dav +/ b2 (23 @) o2 (2/; ) dav
j=1 0 0

Tanto las funciones propias normalizadas ¢; (z) del espectro discreto, asi como las funciones

propias generalizadas normalizadas ¢g,, (2; @), m = 1,2 del espectro continuo seran utilizadas para
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Figura 2.4.1. Representacion de un pozo de potencial finito de profundidad —I, y anchura 2a.

desarrollar la teoria basica que se utilizara en los capitulos posteriores. A continuacién presentamos
un ejemplo simple para calcular las funciones propias y los valores propios asociados con un pozo de

potencial rectangular.

2.4. Ejemplo del pozo de potencial rectangular

Como ejemplo consideremos el problema del célculo del espectro discreto del operador de Schro-

dinger S correspondiente a un pozo de potencial V (z) definido como

0, —-oco<z<—a,
\%4 (Z) =< -l, —a<z<a, (2.4.1)
0, a<z<oo,

donde [ > 0, como se muestra en la Figura 2.4.1

Para este problema se puede mostrar que

on8) = on (540 V=) + 2 () Vi)

Vi— 52
satisface la ecuacion de Schrodinger en la region de interaccion, y ademas cumple con la condicion

o1 (—a, B) = 1. A partir de esta solucion se llega a la ecuacion de dispersion del problema

cot (Qa\/l - 52) = i (2.4.2)
268/ — B2

. ., . ., _ 2 .
Si B; > 0 es un cero de la ecuacién de dispersioén, entonces E; = —ﬁj es un valor propio del operador

S, el cual satisface la siguiente condiciéon

1< E; <0,

es decir, 0 < ﬂ? < [. Las funciones propias normalizadas correspondientes a E; = 76? tienen la
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1—252

cot (%/W) = 2;\/;% 28/1-52
61 cot (ZaM)

/’/[/ :

Figura 2.4.2. Ejemplo numérico de la ecuacion de dispersion calculado para —l = =20 y a = 1.

forma
ePilzta) -0 < z < —a,
1
i (2) = 37 eu (2 8)), —a<z<a, (2.4.3)
J
o (a; 55) e Filz=a) g < 2 < o0,

donde la constante de normalizacion se calcula de la siguiente manera

a 1/2
1
M; = /|<P11 (2)*dz + 25 (1+ 7 (a5 85)) ,
J

y ademas 5
o1 (a; B) = cos (Za, /1 — 512) + \/1]7 sin <2a, /1 — ﬁ]z) )
_ 5]2,

En la Figura 2.4.2 se muestra la solucion grafica de la ecuacion de dispersion donde se han
graficado los miembros izquierdo y derecho de esta ecuacién como funciones de 5, de modo que las
abscisas de las intersecciones de las dos graficas corresponden a soluciones de esta ecuacion.

Se observa en la Tabla 2.1 los ceros de la ecuacién de dispersién §; , y las energias permitidas
a este pozo de potencial F;. Cada uno de estos niveles de energia tiene su propio valor del niimero
cuantico j y los valores de M; de la constante de normalizacion correspondiente. En este ejemplo
se consider6 una profundidad del pozo de potencial igual a { = 20 y un ancho del pozo de potencial
igual a 2a = 2. Para estos valores se obtuvieron tres niveles de energia permitidos que se encuentran
en orden creciente en la Tabla 2.1, donde j = 1 corresponde con la energia del estado base, mientras
que j = 3 es la energia permitida del segundo estado excitado.

En las Figuras 2.4.3, 2.4.4 y 2.4.5 del inciso (a) se muestran las tres funciones propias norma-

lizadas correspondientes a los valores propios de la Tabla 2.1 que fueron graficadas utilizando la
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Bi

E, = 5"

M;

4.284917718284301

—18.360519852466737

3.948868773985219

3.6821352559107354

—13.558120042820818

2.017492185914087

J
1
2
3

2.471531310250313

—6.108467017547629

1.3732970966280877

Cuadro 2.1. Ceros de la relacion de dispersion f3;, energias discretas Ej, y valores de M; de las constantes

de normalizacion.

ro. Z 1 L

L1 12

0.8}

-6

-4

-2

6 -6 -4

-2 2

Figura 2.4.3. (a) Funcidn propia normalizada para el estado base (j = 1) y (b) la funcion de distribucion
de probabilidad |¢1 (2)|° con la constante de normalizacion My .

instrucciéon Plot de Mathematica 11.0. La probabilidad de que la particula se encuentre dentro de

un intervalo pequefio dz en torno al eje z es igual a |@; (2)|*dz, [67]. Si analizamos las gréaficas de

las Figuras 2.4.3, 2.4.4 y 2.4.5 del inciso (b), la interaccién de la particula cuantica con los tres

estratos da lugar a regiones de alta probabilidad en las interfaces de los estratos, y regiones de baja

probabilidad lejos del estrato central. Cabe destacar que para cada energia permitida E; existe una

funcién de onda normalizada ¢; (2), que tiene una distribucién de probabilidad bien definida.
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Figura 2.4.4. (a) Funcidn propia normalizada para el primer estado excitado (j = 2) y (b) la funcion de

distribucion de probabilidad |2 (2)|* con la constante de normalizacion M.
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Figura 2.4.5. (a) Funcidn propia normalizada para el sequndo estado excitado (5 = 3) y (b) la funcidn de

distribucion de probabilidad |5 (2)|> con la constante de normalizacion Ms.
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Capitulo 3

Series de potencias del parametro
espectral para la ecuacion de

Schrodinger unidimensional

El método SPPS (Spectral Parameter Power Series) es un método exacto para resolver problemas
de Sturm-Liouville con valores en la frontera o valores iniciales como series de potencias del parametro
espectral, fue desarrollado por Vladislav V. Kravchenko [40, 41, 42].

En este capitulo se trabajara con la ecuacion de Schrodinger unidimensional (3.2.1) que esta
sometida a condiciones de frontera, de la cual obtendremos dos soluciones linealmente independien-
tes en términos del parametro espectral A y de las potencias formales construidas a partir de un
procedimiento de integraciéon recursivo. Para la implementacion numérica, las series de potencias se
truncan y debido a su convergencia uniforme el error que resulta del truncamiento no depende de la

variable independiente, y disminuye al aumentar el nimero de términos de las series.

3.1. Series de potencias del parametro espectral para la ecuacién

de Sturm-Liouville

Consideramos el método SPPS del articulo [42] para obtener soluciones de la ecuaciéon de Sturm-

Liouville

(pu')/ +qu=Xru, rg<z<], (3.1.1)

donde p, q y 7 son funciones complejo-valuadas de la variable real x, u es una funcién que satisface
ciertas condiciones de suavidad, y A es un parametro complejo. Asumamos que existe una soluciéon

particular ug de la ecuacion homogénea

(pu)’ + quo = 0, (3.1.2)

46



Capitulo 3. Series de potencias del parametro espectral para la ecuacion de Schrédinger
unidimensional

que cumple con las condiciones de regularidad

1
2
uir, —— € C ([xo, z1]) -
0 u%p [ }

Una solucion general de la ecuacion (3.1.1) en [zg, 21] tiene la forma

u(x) = Crug (x) + Coug (x), (3.1.3)

donde C, C5 son coeficientes arbitrarios,

uy (z) = up (x) i M X CR) () (3.1.4)
k=0
ug () = ug (2) i AR X CRHD) (1) (3.1.5)
k=0

y observamos que estas soluciones dependen fuertemente de la solucion particular ug. Las funciones

xX® y X se calculan recursivamente de acuerdo con el siguiente procedimiento de integracion

=) [2 X1 (s)ud (s) 7 (s) ds, nimpar,
X (x) = I X (=1 (8) —z———ds, npar (8.1.6)
z! u3(s)p(s) 7 ’
X0 (2) = J2 X 0= (s) 7u(2)(sl)p(s)ds7 nimpar, (3.1.7)
[2 X0V (s)ud (s)r (s)ds, npar,
con las semillas
X0 =1 xO0=1, (3.1.8)

donde 2’ es un punto arbitrario en [xg, z1], tal que p (2’) # 0 y p es continuo en z'.

Las funciones uj (z) y us (z) satisfacen las siguientes condiciones de frontera en el punto z’
ur (2') =g (2), uy(2') =g (2), (3.1.9)

= (3.1.10)

Se puede demostrar que u; y ug son linealmente independientes a partir de su Wronskiano

W [ur, up] (2) = (2 uz (z")

up (') wa (2)) ‘: 1

el cual es diferente de cero en al menos un punto.
Para demostrar la convergencia uniforme de las series 1 v ¢g se utiliza la prueba M de Weier-

trass, el cual se formula de la siguiente manera.
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Teorema 26 (Kravchenko 2009). [41] Sea {u, (x)},2 una sucesion de funciones definidas en un

conjunto cerrado E, y considere la serie
o0
S:Zun(az), r e E.
n=1

Si existe una serie convergente de mimeros no-negativos y ooy M, tal que para todon =1,2,... se

cumple que |uy, (z)| < M,, x € E, entonces la serie S converge absoluta y uniformemente en E.
pe q ) s g Y

Al aplicar la prueba M de Weiertrass para la serie de potencias uy se puede demostrar que existe

una serie convergente tal que [42]

ur ()] < o (2)] 3 7 <

1/2
donde ¢ == (|A|sup |ruf|sup 21, |x — 2’| < co. Como la serie uj es mayorizada por una serie
0 pul

convergente que converge a cosh (¢) hasta una constante multiplicativa en el intervalo [xo, z1], en-
tonces la serie u; converge absoluta y uniformemente en el mismo intervalo. De igual manera, al
aplicar la prueba M de Weiertrass para la serie de potencias us se puede demostrar que existe una

serie convergente tal que

CQkJrl
2k + 1)

1
2
pug

|uo ()] 1 /sup
|ug ()] <

- VA /sup [rud]

Como la serie ug es mayorizada por una serie convergente que converge a sinh (¢) hasta una constante

hE

'<oo.

=
Il

1

multiplicativa en el intervalo [xg,z1], entonces la serie us converge absoluta y uniformemente en el

mismo intervalo.

3.2. Solucién SPPS de la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional

para el caso de los estados ligados

Retomemos el problema espectral del operador de Schrodinger unidimensional para el caso de

los estados ligados

2
Su (z) = (—522 + V(z)) u(z) = —f*u(z), —oo<z< o0, (3.2.1)
[w(2)],—sa =0,  [v'(2)],_, =0, (3.2.2)
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donde —f% = E representa los valores de energia negativa del sistema cuantico. Entonces, la ecuacion

(3.2.1) en el intervalo [—a, a] tiene la forma

d2
(-4 + %) o) = o), -a<:<a 323)

la cual se puede identificar con una ecuaciéon de Sturm-Liouville

(pels (2)) +apn (2) = Arpn (2), —a<z<a, (3.2.4)

con las siguientes correspondencias p = —1,¢= Vo (2),r = 1, A= 3%, 20 = —a, 1 = a, y v = 2.
Para poder aplicar el método SPPS asumamos que existe una solucion particular g de la ecuacion

homogénea

2
< jg +Vo(z)) wo(2) =0, —a<z<a (3.2.5)

que cumple las condiciones de regularidad
06, —¢5° €C([—a,a). (3.2.6)

De esta manera una solucion general o1 (2) = C1p1 (2) + Caga (2) de la ecuacion (3.2.3), donde

o0

1 (2) = 9o (2) Y NXER (2), (3.2.7)
k=0
2 (2) = po (2) D N XD (), (3.2.8)
k=0
se escribe como
i (21 8) = Ciopo (2) D (—1)" BPFX ) (2) + Coppo (2) D (—1)F B X R (7)), (3.2.9)
k=0 k=0

donde las potencias formales X y X™ se calculan de acuerdo con el procedimiento recursivo
anterior tomando la siguiente correspondencia 2’ = z’, con el punto inicial de integracion 2z’ como
—a. Los coeficientes C y Cs se calculan a partir de las condiciones en frontera (3.2.2). Esto da como

resultado )

@o (—a)’

Las funciones X (™ y X se calculan recursivamente de acuerdo con (3.1.6) y (3.1.7). A partir de

C1(B) = C2 (B) = Byo (—a) — ¢ (—a). (3.2.10)

la representacion SPPS es posible obtener una representacion para la derivada de prr como sigue
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Pl (238) = (1)[ ﬁ)Z( 1)F BRX D (2) +
S 2k v (2k) <P6(2)
kZ:O )F B2 X @) (2) +¢O(Z>SOH()

Con las expresiones anteriores la ecuacion de dispersion del problema,

Beu (a; B) + ¢ir (a: B) = 0, (3.2.11)

se puede expresar en términos de series de potencias como sigue

Beo (a [01 i ) BHEXER) (a) + Cy (B i )k g2k x (k1) (g )] _
k=0 k=0
e 3 (—1)* pEX D) (a) + O (B) i ) g2k X (28) (4
Pl k=1 k=0
+i/§ Ezg i (@) =0, (3.2.12)

donde C; y Cs se definieron en (3.2.10). Por tanto, si 8; > 0 es un cero de la ecuacion de dispersion,

entonces F; = —6]2 es un valor propio del problema espectral, y la funcién propia correspondiente
es
eﬁj(2+a), —00 < z < —a,
uj (2) = o (2 55) —a < z<a, (3.2.13)

i (a; B;) e P79 a4 < 2 < o0,

La correspondiente funcién propia se puede normalizar de acuerdo con

uj (2)
i(2) = ———. 3.2.14
A e .
Céalculo de la solucién particular g

Para obtener una solucion ¢ (z) de la ecuacion (3.2.5) se puede aplicar nuevamente el método
SPPS. Al reescribir la ecuacion homogénea (3.2.5) en la forma de una ecuacion de Sturm-Liouville
/

(B (2))' + o (2) = Aigo, (3.2.15)

se tienen las siguientes correspondencias p = —1, ¢ =0, 7= V) (2) y A= 1.

Nuevamente, para obtener soluciones de la ecuacién (3.2.15) en forma de series de potencias
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formales necesitamos una solucion particular ¢y de la ecuacién homogénea

(B0 (2))" + 6o (2) = 0, (3.2.16)

es decir, se necesita una solucién particular de

(—¢0(2)" =0. (3.2.17)

De todas las soluciones particulares se elije por simplicidad ¢g (z) = 1.

La solucién g se expresa como series de potencias formales Y™ vy de la siguiente manera

po(2) =D Y (2) +1) YD (),
k=0

k=0
donde _
PO (2 = I y(n—li(s) Vo (s) ds, nimpar, (3.2.18)
- Y (=1 (s)ds, npar,
" — [2Y (=1 (s)ds, nimpar,
Y (z) = Zfz(nfl) (3.2.19)
oY (s) Vo (s)ds, npar,
con las semillas
YO = 1, Y0 = 1,
donde 2’ es un punto arbitrario en [—a,a], el cual por simplicidad se elige como 2z’ = —a. De esta

manera garantizamos que la solucion ¢g asi construida no se anula en el intervalo de [—a, a]. A partir

de esta soluciéon es posible encontrar una expresiéon en series de potencias formales para su derivada

o) (2) = — iff@‘k—l) () — iiY(%) (2). (3.2.20)

k=1 k=0

3.3. Ejemplos numéricos de la solucién de la ecuaciéon de dispersion

para diferentes potenciales

Para utilizar el método SPPS en la solucion numérica de la ecuacion de Schrédinger unidimen-

sional, se utiliz6 el software Mathematica 11.0 con las siguientes consideraciones, [41]:

1. Los principales parametros al obtener una solucién numérica de (3.2.9) que se pueden controlar
son el namero M de subintervalos en los que se divide el intervalo [—a, a] cuando se calculan las
integrales recursivas (3.1.6)-(3.1.7), y el nimero N de potencias formales de las series truncadas
como aproximaciones de (3.2.7)-(3.2.8). Cabe senialar que la exactitud del método numérico

depende principalmente del niimero N de términos de la serie. Por ejemplo, una cota para el
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error del truncamiento de la serie ¢ es la siguiente

0o B 00 CQk
for = el = ool | 3 MK <mislenl 30
k=N+1 k=N+1 ’
N o2k
= méx |g| |cosh (¢) — kz_o ol

que depende de la cola de la serie de Taylor truncada de la funcién cosh (¢). De igual manera,
una cota para el error de la serie 92 depende de la cola de la serie de Taylor de la funcién
sinh (¢) hasta una constante multiplicativa. El ntunero de subintervalos M también influye
en la precision numérica del método numérico, y su influencia en el error del calculo de las

integrales es bien conocida en el anélisis numérico.

2. En la implementaciéon numérica del método SPPS las integrales recursivas pueden resolverse
de forma numeérica o utilizando célculo simbolico. El calculo simbélico, aunque produce expre-
siones exactas, no siempre puede usarse para un integrando arbitrario, por otra parte el calculo
simbélico suele ser muy lento. En el calculo numérico de las integrales se utiliza la instruccion
Interpolate [49], para producir una funciéon aproximada f del integrando f a partir de un
conjunto de puntos discretos de éste. Note que f toma el papel del integrando de una potencia

formal en el procedimiento de integraciéon recursiva.

3. Lainstruccién Interpolate permite elegir el método Spline, con la cual la funcién aproximada
fse obtiene como una funcién continua a trozos, donde en cada segmento se define un polinomio
de orden n, como se ve en la Figura 3.3.1. El método Spline garantiza la continuidad de la
funcién aproximada fy de sus derivadas hasta de orden n— 1. Esto conduce a una curva suave
que pasa exactamente por los puntos discretos de f. Con el problema que se esta trabajando,
se utiliza el método Spline de orden n = 3, el cual produce funciones aproximadas f de
clase C? ([~a,a]). El uso de polinomios de tercer grado es el que se presenta por defecto en

Mathematica.

4. Una vez calculada la funciéon interpolante f, se construyen las potencias formales en cada uno
de los puntos discretos en que el intervalo [—a, a] se segmenté usando integracion exacta. Esto
es posible ya que en cada segmento de longitud

)

A="30

la funcién interpolante es un polinomio, con lo cual se reduce el error. En la Tabla 3.1 se
observa el proceso de integraciéon para el calculo de una potencia formal en todos los segmentos

de longitud A que forman el intervalo [—a, x;].

5. A partir de los valores {Iy, I1, ..., I} se construye una funcion interpolante fque representa

a la potencia formal considerada, y el proceso se repite desde el Punto 1 para calcular la
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f(x)

— P(z)=azd+bzt +ex+d

Ty To+ld To+2A 2]

Figura 3.3.1. Segmentos que forman a la funcion aprozrimada f(l)

‘ i ‘xi::ﬂo-i-iA‘ [or £ (s)ds ‘
0 0 [l f(s)ds =0= Iy
1 zo+ A ff;f(s)ds:ll
2 o+ 24 f;;j;(s)dSZH—i—fﬁj% j;(s)ds:lg
3| zo+3A [l f(s)ds =To+ [°10 f(s)ds = Iy
M| zg+MA ffol f(s) ds =1Ip_1+ fai)oj(%—l)A f(s) ds = Iy

Cuadro 3.1. Esquema del cdlculo numérico de las integrales recursivas.

siguiente potencia formal. Este procedimiento se realiza hasta 2N + 1 veces par obtener las

potencias formales necesarias para construir las series truncadas.

3.3.0.1. Pozo de potencial constante

En la subseccion 2.4 se analizé el caso de un pozo de potencial constante de profundidad |I| y de
ancho 2a. En este caso fue posible obtener en forma cerrada la ecuaciéon de dispersion que define los

estados de energia negativa. La ecuacion de dispersion obtenida es la siguiente

cot (Qa\/l - 62) = i (3.3.1)
N

Con el fin de ejemplificar la aplicacién del enfoque SPPS en la soluciéon del mismo problema se

consideran los siguientes pardmetros
= Soporte de la funcion V; (z) en el segmento [—0.5,0.5].
= Ancho del pozo 2a = 1, y profundidad del pozo | = 105.

= Nuamero de términos en que se truncan las series N = 100.
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| j | Ej = —B2 (NSolvell) [ E; = —f7 (Roots[]) SPPS |
1| —98.1160605756289 —98.11606057642814
2 | —77.80123881048429 —77.80123881291132
3| —45.42114107952649 —45.42114108190518
4 —6.46711990604026 —6.467119903185034

Cuadro 3.2. Energias discretas E; de un pozo de potencial constante del Ejemplo 3.3.0.1.

’ J ‘ E; = 75]2» (Roots[1) SPPS ‘
1 —64.627214835999370
2 —17.49429884306529

Cuadro 3.3. Energias discretas E; de un pozo de potencial cosenoidal del Ejemplo 3.3.0.2

= Nuumero de divisiones del segmento [—0.5,0.5] es M = 1000.

A continuacién, en la Tabla 3.2 se muestran los resultados de calcular los valores propios F; = — sz a
partir de la ecuacion de dispersion (3.3.1) usando la instrucciéon NSolve[], y a partir de la ecuacion
de dispersion en su forma SPPS usando la instruccion Roots[]. Esta tabla permite hacer una
comparacion de los resultados obtenidos con el fin de establecer la validez del método SPPS en
este problema. Las funciones propias de este problema calculadas a partir de las soluciones exactas
y de la representacion SPPS se muestran en la Figura 3.3.2.

3.3.0.2. Pozo de potencial cosenoidal

A continuacion se considera un pozo de potencial cosenoidal (ver Figura 3.3.3) de la forma
Vo(2) =46 (cos(2mz) — 1), 0< 2 <1,
para obtener una representacion del enfoque SPPS vamos a considerar los siguientes parametros:
= Soporte de la funcion Vj (z) en el segmento [0, 1].
= Ancho del pozo a = 1, y profundidad del pozo [ = 92.
= Nuamero de términos en que se truncan las series N = 50.

» Numero de divisiones del segmento [0,1] es M = 100.

En la Tabla 3.3 se muestran los resultados de calcular los valores propios E; = —ﬁ]z a partir de la
ecuacion de dispersion en su forma SPPS usando la instruccién Roots[]. Las funciones propias de

este problema con la representaciéon SPPS se muestran en la Figura 3.3.4.

3.3.0.3. Pozo de potencial exponencial

Por tltimo, se considera un pozo de potencial exponencial [62] (ver Figura 3.3.5) de la forma
Vo(2) =40 (exp (—27z) — 1), 0< 2 < 1,
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z L L z
-2 -1 1 2 -2 2
(a) Funciones propias normalizadas para j = 1.
/3 [
of tof
osf osl
L L L Z L I L Z
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
-0.5H -05
-1.0} -1.0F
(b) Funciones propias normalizadas para j = 2.
(4] (4]
1.0f 1.0
st sk
L L z L L Z
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
-olsf -ols
1ok 1.
(¢) Funciones propias normalizadas para j = 3.
[ 04
1.0
1.0
05 05
1 1 1 Z 1 1 1 2:

-2 -1

(d) Funciones propias normalizadas para j = 4.

Figura 3.3.2. Comparacion de funciones propias normalizadas del Ejemplo 3.3.0.1: del lado izquierdo
(NSolve(]) y del lado derecho (Roots[]) SPPS.
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Potencial sinusoidal
V(z)
\ \ | \ oz
02 04 06 08 1.0
Bl T Fommmmmmmmmmm o R T e rofrmmm -
e S e ' e -
g SR - AR— R — S A
Ol N o P -
Figura 3.3.3. Potencial cosenoidal.
4 1
10fF
j-
. . . . .
-3 -2 -1 1 2 3
-05F
-1.0F
. . . . . -
-3 -2 -1 1 2 3 4

(a) Funcion propia normalizada para j = 1.

(b) Funcién propia normalizada para j = 2.

Figura 3.3.4. Funciones propias normalizadas para el potencial cosenoidal con SPPS (Roots[]) del

Ejemplo 3.3.0.2.
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Potencial exponencial
V(z) i
: : : : > Z

0,2 0,4 0,6 0,8 10
_1'07 ””””””” L L (e
. b forearoeaean e oo -
T
T e e e A m e ~

Figura 3.3.5. Potencial exponencial.

’ J ‘ E; = —5]2 (Roots[1) SPPS ‘
1 —31.29115104962435
2 —12.36417239118836

Cuadro 3.4. Energias discretas E; de un pozo de potencial exponencial del Ejemplo 3.5.0.5.

para obtener una representacion del enfoque SPPS vamos a considerar los siguientes parametros:
= Soporte de la funcion Vj (z) en el segmento [0, 1].
= Ancho del pozo a = 1, y profundidad del pozo I = 40.
= Numero de términos en que se truncan las series N = 50.
= Numero de divisiones del segmento [0,1] es M = 100.

A continuacioén, en la Tabla 3.4 se muestran los resultados de calcular los valores propios Ej = — 5]2
a partir de la ecuacién de dispersion en su forma SPPS usando la instruccion Roots[]. Las funciones

propias de este problema con la representacion SPPS se muestran en la Figura 3.3.6.
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-3 -2 -1 1 2 3
-0.5F
j-
. . . . > 2 -10f
-3 -2 -1 1 2 3 4
(a) Funcidn propia normalizada para j = 1. (b) Funcidn propia normalizada para j = 2.

Figura 3.3.6. Funciones propias normalizadas para el potencial exponencial con SPPS (Roots[]) del
Ejemplo 3.3.0.5.
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Capitulo 4
Aproximacion WKB

En algunos problemas de la fisica matemaética se involucran ecuaciones diferenciales parciales que
dependen de un pequeno parametro. Existen técnicas para construir soluciones aproximadas de estas
ecuaciones utilizando métodos asintoticos [32]. Uno de estos métodos es la llamada aprozimacion
WKB, que obtiene su nombre de las iniciales de los investigadores G. Wentzel, H. A. Kramers y L.
Brillouin, quienes trabajando de forma independiente pero simultanea propusieron a partir de 1926
un método de resolucion aproximada de la ecuaciéon de Schrodinger basada en técnicas matemaéticas
desarrolladas por H. Jeffreys. Este método también es conocido como aprozimacion semicldsica,
aprozimacion de onda corta y aproximacion de altas frecuencias [33|. La aproximacion WKB es un
procedimiento de calculo aproximado de niveles y funciones de onda que no construyen soluciones
exactas ya que conduce a aproximaciones suficientemente buenas para estudiar el comportamiento
de los sistemas cuanticos [21].

En este capitulo se va a considerar una solucién asintética WKB para resolver la ecuaciéon de
Schrédinger bidimensional libre de unidades para abordar el andlisis de la guia de ondas con per-
turbaciones en las interfaces entre el nucleo y el revestimiento, que dependen de un parametro € el
cual se asume como suficientemente pequeno de tal forma que conforme ¢ tiende a cero, la guia de

ondas es localmente plana.

4.1. Soluciones WKB de la ecuaciéon de Schrodinger

Recordemos que en el Capitulo 1 el problema de la propagacién de ondas cuanticas en la guia

de ondas considerada se escribia de la siguiente manera

7h2 9 82 82
I [5 EC 895%} Ve (w, 23) + Ue (w0, x3) Ve (w0, x3) = Eotpe (w0, 23)
0
[wE (w7 '733)}33 = w) — 07 |:w6 (w7 '7"3):| = Oa
s=0xlw) I3 z3=¢+(w)
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Capitulo 4. Aproximacion WKB

el cual basicamente es la ecuaciéon de Schrodinger bidimensional con una perturbacion en la direccion

longitudinal w, con las transformaciones definidas por

W = £T9,
Ve (w, x3) = 1) (%75153) = (22, 73),
Us (wya3) =U (%,.’Eg) =U (z2,23) .

Con el objeto de analizar el problema libre de unidades introducimos el siguiente cambio de variables

2m* 2m*
Z = X =
B 3 Yy B

a partir del cual se obtiene el siguiente problema con valores en la frontera

w, (4.1.1)

2
( g&ﬁ—a2+VH%6—EOWA%@—OJ%@€R% (4.12)

0
. (5. 2)]og, ) = O, [wa%a} o,
+(y) 9z s (y)

donde se consideran las siguientes transformaciones

Ve (y,2) =1 <\/—Z/a\/—> (w, x3)
Ve(y2) = U (f%f>=ww,

s )= S0 () = s,

Se identifica al operador de Schriédinger vertical

0 0?

donde V% esta definido como una funcion potencial definida a trozos

0, —00<z<d_(y),
Ve(y,2) = Vo (y), @_(y) <z< D, (y), (4.1.4)
0, b, (y) < z < o0,

tal como se consider6 en el problema auxiliar de la Secciéon 2.3. En términos de este operador vertical

la ecuacion de Schrodinger (4.1.2) toma la siguiente forma
5éi+£ 9) _ g . (y,2) =0, (y,2) € R? (4.1.5)
8 2 82’ 0 e \Y, =U, . oL
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Capitulo 4. Aproximacion WKB

Si el potencial V; (y, z) es real-valuado y si éste toma valores negativos en la region (®_ (y) , @4 (v)),
entonces el operador de Schréodinger vertical £ (y, 2,52 ) tiene un conjunto de valores propios nega-

tivos
=By eR

que dependen de y como parametro. Asociado con los valores propios —5]2- (y) se tienen las funciones

propias ¢; (y, 2) , es decir,

0
£(nsg ) s 02 =B ) s 02) 7€ R,

donde y actia como parametro. Se aplicara el método asintético WKB para buscar soluciones de la

ecuacion de Schrodinger (4.1.5) en la forma

N(y)
Ve (y,2) = Y bi(y, 2)exSi) 4 0 (e2), (4.1.6)
j=1
conforme ¢ — 0. Esta solucion representa una superposiciéon de ondas planas con fases reales S; (y)
y amplitudes b; (y, z). Observar que la solucion propuesta se motiva por el hecho de que en una
guia de ondas existen simultdneamente varios modos guiados que se superponen. Este Ansatz ha
sido considerado en varios trabajos sobre la aproximaciéon adiabética de la propagaciéon de ondas en
estructuras con cambios lentos, ver, e.g. [16, 32, 48]. El problema consiste, entonces en determinar
las fases y las amplitudes de tales modos.

Realizando las operaciones indicadas en la ecuacion (4.1.5), obtenemos la siguiente relacion (4.1.7)

_IEZ (265, (0 2) ) () + b5 (4,2) S} ()] e+ 5

—¢? Z (b (y z) esS ) =, (4.1.7)

la cual se puede separar en tres partes dependiendo el valor de €, es decir, se tiene un término principal
@ (50) que corresponde al primer término, y dos términos secundarios O (61) que corresponde al
segundo término y O (62) que corresponde al tercer término. Ahora, observamos que conforme € — 0,

los términos O (51) y O (52) son despreciables, por lo que

2(b)), (y,2) S5 (y) + bj (y,2) S} (y) =0, (4.1.8)
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(b1)yy (4:2) = 0. (4.1.9)

La ecuacion (4.1.8) da lugar a las derivadas logaritmicas

S/ ) (b n2)

Sy bj(y,2)

cuya solucién se expresa de la siguiente forma

S (y) = (4.1.10)

donde Bj; es una constante de integracién. El término que involucra a Sé- (y) en la ecuaciéon (4.1.8)

se puede expresar entonces en términos de la funcion b; como sigue

b (y,2) (S} ()" = Wyjz) (4.1.11)

De esta forma el término principal de la asintotica de la solucion de la ecuacion (4.1.7) toma la forma

0? 0
<_€23y2 + ﬁ (yaza 82) - E0> \IIE (y,Z) ~

d ig.
; |f€ (y7z) + L (y,z, C,)Z> bj (y,Z) — Eobj (y, z)‘| e=5i(Y) (4'1‘12)

Supongamos que las amplitudes b; se expresan en términos de las funciones propias del problema

vertical como sigue

bj (y,2) =5 (y) 5 (y,2) (4.1.13)

donde ~; (y) son coeficientes a determinar y ¢; (y, z) son las funciones propias del problema vertical
que van a depender del parametro y. Se puede demostrar que las funciones b; (y, z) también satisfacen

la ecuacion de valores propios

£ (s ) 02) = =B ) 022,

Esto implica que la expresion (4.1.12) se escriba como
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(—5 +£< ;)Z) —E0> U, (y, 2)

B? |
Z =5 (1) b5 (v, Z)] e:Si) =0,

y7z) !

donde se han definido las correcciones cuanticas [33] a este problema de acuerdo con la expresion

/-i? (y) == ﬂf (y) + Ebo. (4.1.14)

La relacion asintotica anterior implica que

B}
s W0 =0

de modo que a partir de la relacion (4.1.10) se obtienen los términos de fase

= :i://fj (o) do, (4.1.15)
o

donde gy es un punto arbitrario. Observamos que los términos de fase dependen de los valores propios
del problema vertical y de la energia Fy del sistema. Si las fases son reales, las soluciones asintéticas
son oscilatorias en la direcciéon longitudinal i, mientras que si las fases son imaginarias las soluciones
seran exponenciales (crecientes o decrecientes) y no representaran modos propagantes.

Queda por determinar los coeficientes ; (y). En la ecuacion (4.1.8) se sustituyen las expresiones

(4.1.13) y (4.1.15) con lo cual se obtiene la siguiente ecuacion

2 (75- (W) %5 (1, 2) + (25)y, (v, 2) 75 (y)) K (¥) + 5 () @5 (y,2) K (y) = 0. (4.1.16)

Multiplicando esta ecuacion por ¢; e integrando con respecto a z resulta

2, () &5 (1) / o3 (4 2) 05 (4, =) A (9) 55 (9) / i)l (4 2) 4 () ¥, () / o3 (4 2) 9 (4, 2) dz = 0.

R R
(4.1.17)

Para simplificar esta expresion consideremos que las funciones propias del operador vertical estan

normalizadas, es decir,

/ o3 (4, 2) 0 (3, 2) dz = / oy, 2)dz =1, (4.1.18)

R R
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entonces al derivar ambos lados de esta igualdad con respecto a y se obtiene la expresion

0 0
o [ Awaa= [ Sawaa:= [2,0.2 @), 2 =0
R R R

por lo tanto

[ 102, 2 dz =0, (4.1.19)
R

Finalmente, al utilizar las igualdades (4.1.18) y (4.1.19) en la ecuacion (4.1.17) obtenemos una

ecuacion de transporte

29} (y) k5 (y) + 75 () & () = 0, (4.1.20)

la cual nos sirve para la definicion de ~; (y).

La ecuacion (4.1.20) se escribe también como derivadas logaritmicas

cuya solucién es

7 (Y) = ———= (4.1.21)

donde C son otras constantes de integracion. Sustituimos la ecuacion (4.1.21) en la ecuacion (4.1.13),
obteniendo la amplitud
by (y,2) = ¢, L1 9:2). (4.1.22)
VE; ()
Con esto, la solucion WKB de la ecuacion de Schrodinger bidimensional homogénea libre de unidades,

cuando las fronteras cambian lentamente, es

N(y) )
Vo) = 3 () LI m o (), (41.23)
j=1 VE; ()
en esta ecuacion los tinicos términos que se desconocen son las constantes Cj, para determinarlas
empleamos la técnica de la funcién de Green que sera vista en el siguiente capitulo.

A partir de la lentitud con la que cambian las interfaces es posible abordar numéricamente el
problema del calculo de las funciones propias ¢; (y, 2) y las correcciones espectrales ; (y), con y
como un parametro, al asumir una representacion escalonada de las interfaces como se muestra en
la figura 4.1.1. En cada escalén se establece una anchura del pozo que depende del parametro y, y

a partir de esta anchura se determinan los datos especificados. La longitud del escaléon se considera
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Figura 4.1.1. Guia de ondas con estrechamiento tipo cosenoidal y guia de ondas cudntica segmentada

verticalmente.

tal que los datos espectrales no cambian significativamente a lo largo de éste. De esta manera, desde

un punto de vista numérico, el problema es equivalente a tener varias guias de onda de diferentes

espesores colocadas una después de la otra.
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Capitulo 5

Funcién de Green para una guia de

ondas cuantica estratificada

El término de funcion de Green hace referencia a una funcién asociada a los problemas con
valores en la frontera, la cual actiia como un kernel integral para una representacion integral de una
solucion particular del problema abordado [54]. Esta funcion fue introducida por primera vez por el
fisico matematico George Green en 1828. Desde su introduccion, la funcién de Green ha encontrado
amplias aplicaciones en areas como la mecanica cuantica, la fisica del estado solido, las matemaéticas
aplicadas, la fisica-matematica, entre muchas otras [13, 64].

En este ultimo capitulo calcularemos la funcién de Green de la guia de ondas cuantica considerada
en esta tesis para poder determinar la constante de integracion C; del analisis asintético realizado
en el Capitulo 4 para la propagacion de las ondas en una estructura con perturbaciones. El término
principal de la asintdtica de la funcion de Green se va a construir como una expansion de las funciones

propias del problema vertical auxiliar.

5.1. Construccién de la funcién de Green para una guia de ondas

con perturbaciones en sus interfaces

Consideremos el siguiente problema con una fuente puntual

0? 0
<‘52fw e <y 2 a) B EO) 9 (v, 29,7) = —ed (y = y) 0 (= = &), (5.1.1)
9 (0,59, )] gy =0 [9e)s (059 2)] gy () = O
donde £ (y/, z, %) = —6?722 + V- (', 2) es el operador vertical de Schrodinger, v g: (y, 2;y/, 2’) es la

funcién de Green de la guia de ondas cuéntica con perturbaciones en sus fronteras. Matematicamente
esta funcion es la soluciéon de la ecuacion de Schrédinger bidimensional debida a una fuente puntual

localizada en el punto (y/, 2’), sometida a las condiciones en la frontera especificadas en las interfaces
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entre el niicleo y el revestimiento de la gufa, las cuales dependen del parametro pequetio € > 0.
Note que lejos de la fuente puntual el lado derecho de la ecuacion diferencial (5.1.1) se anula,
resultando una ecuaciéon homogénea que representa la ecuacion de Schrédinger bidimensional con la
perturbacion. El potencial V. que se considera depende de la posiciéon de la fuente puntual, y lo que
resulta es una funcién de la variable z. El considerar un potencial de esta forma es una consecuencia
de la aproximacion asintética que se esta realizando basada de la teoria de rayos.

Para obtener la funciéon de Green utilizamos la transformada de Fourier con respecto a y, y
después aplicamos los resultados del problema auxiliar vertical para expresar la solucién resultante
en términos de las funciones propias del operador £ (y’ ) 2, %). Introducimos el par de transformadas

de Fourier con respecto a y de la siguiente forma

5O = [ul)eman, ul) = - [

Apliquemos la transformada directa al problema anterior, del cual resulta el siguiente

(5252 +L (y’, 2, ai) — E0> g (& 29,7) = —ce Y (z—7), (5.1.2)
9 (6292 ) ] gy =0 (@) (629 2)] g ) =0

Note que el operador £ (y’,z, %) tiene un conjunto de valores propios negativos —ﬁJQ (¥) €R a
condicion de que el potencial W (z) := V; (¢, z) sea negativo en la region (@ (y'), P4 (v')). Las

funciones propias ¢; (v, z) correspondientes a estos valores propios satisfacen la ecuaciéon

0
£(vngs) i ) =B ) 0 (0.3). 2 e R

Similarmente el operador £ (y/,z, %) tiene un par de familias de funciones propias generalizadas

dom (¥, z; ), m = 1,2, asociadas al espectro continuo en [0, 00) que satisfacen la ecuacion
/ 0 / 2 /
L ywza& ¢0m(yaz;a):a¢0'm(yvz;a)vZeRa

donde « es el parametro del espectro continuo.
Asumamos que la funcion g; se puede expandir en términos de las funciones propias del operador

LY,z %) como sigue

N(
G (& 205 7") = Aj (6952 05 (Y, 2) +/B’a (&y'52) do1 (¥, 250) da
=1 2

/) oo

<

oo
+/ Ca (& 952" )02 (v, 25 @) dev, (5.1.3)
0
donde A (&;y';2'), Ba (§;y';2') vy Ca (& y'; 2') son coeficientes a determinar. Al sustituir la expansion
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(5.1.3) en (5.1.2) y realizar operaciones formales se obtiene lo siguiente

N(y")

8 —~ /2Ni /AN / /
(¢(v55) + (€ - E0)) @ (/) = D A (603 (5 0) + € - By (012
+ / B (64, ') (~02 + €262 — Fy) éo1 (4, 250) da
0

+ / Co (&1 7') (—a2 + 262 — Fp)dos (v 25 ) da.
0
(5.1.4)

Definamos a continuacion las siguientes constantes de propagacion asociadas con el espectro discreto

y continuo

() =E+B(y), j=1...N(),

72 (a): = Ey — o
Por tanto, la expansion (5.1.4) queda como
N(y")
A (&9, 2) (%€ = 5] (V) @5 (¢, %)
j=1

+ | Ba (&9, 7) (826 = F* (@) do1 (¥, 25 @) dov

+/ Ca f y', 2 ( 2¢% _R? (a))qon (y’,z;a) da = —ce %Y'§ (z — z/)
0

Luego, recordemos que la distribucién de Dirac § (z — z’) se escribe formalmente en términos de las

funciones propias del operador £ (y' .2, %) de la siguiente manera

N(y') x *x
§(z=2)= > v (v.2) ¢ (y’,Z’)+/ do1 (v, 25 @) dor (y’,Z’;a)daJr/ do2 (¥, 2z a) o2 (v, 25 a)de,
J=1 0 0

por lo tanto al igualar términos correspondientes
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N(y') ' ,N(y’)
A (G0,2) (P =15 (V) 05 (v, 2) = —ee 7 > i (v, 2) @ (W 7).
j=1 =1

By (&Y. %) (%€ =R (@) dou (¢, z0) da = —ee™ /¢01 (v, z:) ¢o1 (¢, 2; @)da,
0

Q\g 0\8

Ca (&,2) (€767 =R (@) doz (v, 73 0) dav = —ee ™V /¢02 (v, z:) go2 (¢, 2; @)da,
0

se obtienen los siguientes coeficientes

e i€y (Y, 2
A () ) = ge ®; Y,
16 = —ZE )

—ee 1 do1 (v, 25 )

B i1/ = 22 —R2(a)
Y T (T
o) = g

Aplicando la transformada inversa de Fourier a (5.1.3) y el principio de absorcion al limite con

respecto a y se obtiene [64, Sec. 10.9]

/
Nw) [ e—i€ly—y/|

9 (y. =y, ) == > g/gzgz “0- 2 (y,)df i (v,2) i (v, )
R

j=1

T e e~ ily—y'| ) -
- / 9 / £2¢2 o1 (v, 7 ) do1 (v, 2'; ) da
0

27 —i0 — %2 ()
R

€262 —i0 — k2 ()
R

it g efig‘yfy,l ’
- / %/ do2 (v, 2 0) do2 (v, 2'; ) dav.
0

Entonces la expansion de g (y, z;9/,2') es de la forma
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! .
N =i ()ly—'|

e (y»Zle,ZI) = 5 2 W@j (y'7z) Pj (y’,z’)
j=

e [ ety R
b / W(ﬁm (Z/ X2 a) do1 (v, 2'; a)da
0

o0 i~
c ez F(@)ly=y|

_ & ee 7 7 . Al A ),
% = (Oé) ¢02 (IU s Oé) ¢02 (y ) % 70[)d0[.
0

Las expresiones

;o e e R W)=yl . —
9ej (y»ZQZU’Z) = _EW%- (ZUvZ) Pj W', 2), (5~1-5)
e T etR@ly—y|

% W%m (y/, z; a) dom (', 2';a)da, m = 1,2, (5.1.6)
0

9o (v 239, 2) =

representan a los modos guiados y las ondas laterales, respectivamente. Los modos guiados son
exponencialmente decrecientes en |z| — oo, mientras que las ondas laterales son oscilantes si |z| — o0,

de esta forma los modos guiados quedan confinados en el nicleo de la guia de ondas.

5.1.1. Comportamiento asintético de la funciéon de Green

Para obtener el comportamiento asintotico de la funcion de Green se consideran los términos
principales de la asintética de las ondas laterales de la ecuacion (5.1.6) conforme |y — y'| — oo, los

cuales estan dados por las siguientes expresiones (ver [4, 9])

.37 _— i /
2 E 1=~ / . VR g\/Eioly*yl

e (y,z;y’,z’) N 5\/7 o€ 4 ¢01/(y ,%0) o1 (y 72 ;0) e 3/2da7 m=1.2,
T ((eo). (@4 (¥),250))"  (VEoly—y)
.37 _— i /
2 1=~ / . VR g\/Eioly*yl

0% (. 739/, ) ~ 6\/7 hel ¢>02/(y ,250) ¢o2 (y 72 ;0) e 3/2(10[7 12
T ((¢o2), (2— (y'),2;0)) (VEoly =)

Estas expresiones se calcularon a partir del método de fase estacionaria, donde se demostré que
las fases %'Fa (a) |y — ¢/| tienen un tnico punto estacionario que es o = 0. Los resultados anteriores

muestran que las ondas laterales son del orden

—3/2
Gem (4,7:9,') = O <<¢E7|y ~vl) ) . m=12,

conforme |y — y'| = oo, por lo cual pueden ser despreciables a grandes distancias de la fuente. Por

lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 27 (|9, p. 443]). Sea g. € 9’ <R%y Z)) una solucion generalizada del problema (5.1.1) que
satisface el principio de absorcion al limite con respecto a y € R. Entonces, el término principal de

las asintdticas de g- estd dado por la expansion

/
e N k@)l

2 st ki (y)

9e (v, 29, 2) ————0; (¥, 2) 0 (¥, 2),

conforme |y — y'| — oc.

5.2. Solucién de la ecuacion de Schrodinger bidimensional a partir

de la funciéon de Green

Se demostrd en la seccidén anterior que lejos de la fuente puntual el término principal de la
asintotica de la funcion de Green esté dado tnicamente por modos guiados y las ondas laterales son
despreciables en el campo lejano. Por tanto, nos quedamos con el siguiente término principal de la
asintotica de la funcién de Green

NWD = Lrw)ly-v'|
c e~ eriW)ly—y
9 (v, 29,7) ~ —5: Z ————; (v, 2) ¢; (v, 7). (5.2.1)
2i st ki (Y)
Note que lejos de la fuente la ecuacion diferencial que define a la funcion de Green corresponde con la
ecuaciéon homogénea. Por lo tanto el término principal de la asintética de la ecuaciéon de Schrodinger
bidimensional también esta dado por la expresién anterior. Por otra parte, en el Capitulo 4 la solucion

de la ecuacion de Schrédinger se obtuvo asintoticamente a partir del método WKB

W i (:2) s J%55(0)d
U, (y,2) ~ C; P 2]ty ralo)do (5.2.2)
jz:; "V W)

y quedaron por determinar ciertas constantes C; que resultaron del proceso de integracién. Como
ambas soluciones asintoticas corresponden a la misma ecuacion diferencial es posible obtener las
constantes C; a partir de la comparaciéon de ambas soluciones. Comparando la ecuacion (4.1.23)

evaluada en el punto ¥’ y (5.2.1) nos da la expresion para C;

)
C; () = —Soi ) (5.2.3)

A /ki (y)
Sustituyendo (5.2.3) en la ecuacion (5.2.2) se tiene la soluciéon de la propagacion de modos en la

ecuacion de Schrodinger bidimensional lejos del punto de la fuente (v, 2”)
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. (g, 2y, ) = &_Zy:’ (y,2) 5 (¥, z)eiglmg‘(a)da_‘_(?(g) )
T As VROVE®) | N

5.3. Determinacién computacional de los modos en guias de ondas

cuanticas con perturbaciones

Las simulaciones por computadora son una herramienta para la investigacion de las propiedades
cuanticas de ciertos procesos que no pueden ser observados en el laboratorio. Al considerar las
dimensiones nanométricas de las guias de ondas cuanticas se realizan simulaciones en tres ejemplos
diferentes en los cuales se determina la configuraciéon modal en el interior de las guias de ondas. Estas
simulaciones se realizan usando el software Wolfram Mathematica 11.0. A continuacién se presentan

los parametros de simulacién que tienen en comtun los tres ejemplos considerados.
= Parametros de simulacion para el método SPPS aplicado al problema vertical en el eje z:

e Con la instrucciéon SetPrecision se establece una precisién numérica de 60 cifras de-
cimales en los resultados numeéricos. Cabe mencionar, que esta precision es superior a
la precisiéon de méquina del punto flotante. También con respecto al eje z las interfaces
[®_, D] se dividen en el nimero M = 1000 de subintervalos verticales, los cuales tienen

una longitud Az dada por la siguiente féormula

Py —P_
Ny = ——.
M
e De igual manera, el nimero de términos con que se truncan las series de potencias formales

es N = 50, que conduce a calcular hasta las potencias formales X (100) y x (101),

e Para cada simulacion de los tres ejemplos de guias de ondas se va a considerar un pozo
de potencial de profundidad constante Vg (v/,2) = =47, @_ (/) < z < &, (v'). Este pozo

de potencial Vj esté definido con respecto a las unidades z := 2};”* 3.

= Parametros de la simulacién en la direccién horizontal y:

e Con la instrucciéon SetPrecision se establece una precision numérica también de 60 cifras
decimales en los resultados numeéricos. Con respecto al eje y se va a considerar una regiéon
de la guia de onda en la cual se van a calcular los modos de propagaciéon lejos de la
fuente puntual. La region de la ventana esta definida por las esquinas (a, ®_) y (b, @),
a < b, la cual estara lejos de la fuente puntual localizada en el origen (y/,2') = (0,0).
Horizontalmente, esta ventana se va a dividir en P = 70 subintervalos, cuya longitud Ay

se calcula con la siguiente formula

b—a

A:
Yy=7p

72



Capitulo 5. Funcién de Green para una guia de ondas cuéntica estratificada

En las simulaciones que siguen se toma a = 97.5 y b = 102.5, considerando que las

. 2, *
unidades estan dadas de acuerdo con y := 2,:" w.

Como se verda mas adelante, se obtuvieron tres modos guiados cuyos médulos se calcularon a partir
de las expresiones
— 5 +1 [Y kj(0)do
€ Ze ey )
7% ( )(p](y ) 7172’3’

21 /7,‘43]' ,71{3‘ 9 J =

la grafica de cada modo se obtuvo con la instruccion Plot3D. Asi mismo, también se consider6 la

e (v, 29,7 =

superposicion de estos tres modos, es decir,

e sf,nj(o o

3
| (y,2;9/,2")| = Z (y,2) 95 (Y, 7))

VE; () E; (Y)

La grafica bidimensional de los modos se realiza con la instrucciéon DensityPlot, la cual genera una
grafica cuyos colores se determinan a partir de los valores de densidad (intensidad) de la funcion

considerada.

Ejemplo 28 (Guia de ondas cuantica sin perturbaciones). En este primer ejemplo se va a considerar
una guia de ondas sin perturbaciones, en la cual sus fronteras ®_ y &, son uniformes, ver Figura
5.3.1. En este caso se asume que ®_ = —0.5 y &4 = 0.5. Después de realizar los calculos y aplicar el
método numérico se obtuvieron tres modos. En la Figura 5.3.2 se muestra el moédulo de los modos
individuales en 3D correspondientes a: a) el primer modo, b) el segundo modo y c) el tercer modo.
Por ultimo, en la Figura 5.3.3 se muestra el médulo de la superposiciéon de estos tres modos. En la
Figura 5.3.3 se observa la propagacion de la onda cuantica a lo largo del eje y, donde se muestra la
interpretacion probabilistica de encontrar a la particula, es decir, [|¢; (v, 2’ )||2 Se puede ver que la
probabilidad mas alta de encontrar a la particula es donde hay mayor intensidad. Se puede observar
que los puntos de mayor probabilidad se distribuyen periédicamente a lo largo del eje de la guia
cuantica. La intensidad va a depender de la cantidad de particulas, por ejemplo, portadores de carga

transportandose en esta guia de ondas cuantica.

Ejemplo 29 (Estrechamiento del nicleo de la guia de ondas). En este segundo ejemplo se va a
considerar que las fronteras de la guia de ondas estan perturbadas de tal forma que el nicleo se

estreche, ver Figura 5.3.4. Més precisamente, consideramos que las interfaces se definen por las

formulas
—0.5, 96.5 <y < 97.5,
®_ (y) = € 0.03cos (0.27y) — 0.5, 97.5 <y < 102.5,
—0.5, 102.5 < y < 103.5,
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z
\

04}

0.2F

96 98 100 102 104

Figura 5.3.1. Ejemplo de una guia de ondas sin perturbaciones del Ejemplo 28.

0.5, 96.5 < y < 97.5,
Dy (y) = ¢ —0.03cos (0.2my) + 0.5, 97.5 < y < 102.5,
0.5, 102.5 < y < 103.5.

En la Figura 5.3.5 se muestra el modulo de los modos individuales correspondientes a: a) el primer
modo, b) el segundo modo y c) el tercer modo. Por altimo, en la Figura 5.3.6 se muestra el moédulo de
la superposicion de estos tres modos. En la Figura 5.3.6 se observa la propagacion de la onda cuéntica
a lo largo del eje y, donde se muestra la interpretacion probabilistica de encontrar a la particula, es
decir, [l (¢, 2|
mayor intensidad, y esta interpretacion probabilistica va a depender de la seccion de la guia cuéntica,

. Se puede ver que la probabilidad més alta de encontrar a la particula es donde hay

ya que en la seccion del nicleo donde la guia se estrecha se observa la incertidumbre de Heisenberg
(1.1.2), es decir, si se estrecha la guia en la direccién de z, donde Az es la indeterminacion en la
posicién de la particula, entonces la indeterminacion en el momento de la particula, Ap, aumentara
y dard como resultado el efecto tunel en la guia de ondas cuéntica en los estratos externos. La
intensidad también va a depender de la cantidad de particulas, por ejemplo, portadores de carga

transportandose en esta guia de ondas cuantica.

Ejemplo 30 (Ensanchamiento del nicleo de la guia de ondas). En este tercer ejemplo se va a
considerar que las fronteras de la guia de ondas estan perturbadas de tal forma que el nicleo se

ensancha, ver Figura 5.3.7. Mas precisamente, consideramos que las interfaces se definen por las

formulas
~0.5, 96.5 < y < 97.5,
P_ (y) = 4 —0.03cos (0.21y) — 0.5, 97.5 < y < 102.5,
—0.5, 102.5 < y < 103.5,
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01}
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02|

01|
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(©)

Figura 5.3.2. Vista frontal y vista predeterminada de los mdédulos de los modos de la guia de ondas del
Ejemplo 28: a) Primer modo; b) segundo modo; y ¢) tercer modo.
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97 98 99 100 101 102 103

Figura 5.3.3. Mddulo de los modos en la guia de ondas cudntica sin perturbaciones del Ejemplo 28.

04

0.2

96 98 100 102 104

Figura 5.3.4. Ejemplo de una guia de ondas con perturbacion estrecha del Ejemplo 29.
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02|
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0.0 L

Y
98 100 102
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0.00010
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02
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Figura 5.3.5. Vista frontal y vista predeterminada de los mddulos de los modos de la guia de ondas del
Ejemplo 29: a) Primer modo; b) segundo modo; y ¢) tercer modo.
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A1 | - . : — y
97 98 99 100 101 102 103

Figura 5.3.6. Mddulo de los modos en la guia de ondas cudntica con perturbacion estrecha del Ejemplo 29.

0.5, 96.5 <y < 97.5,
Dy (y) = € 0.03cos (0.27y) + 0.5, 97.5 <y < 102.5,
0.5, 102.5 < y < 103.5.

En la Figura 5.3.8 se muestra el modulo de los modos individuales correspondientes a: a) el primer
modo, b) el segundo modo y c) el tercer modo. Por ultimo, en la Figura 5.3.9 se muestra el modulo
de la superposicion de estos tres modos. Por ultimo, en la Figura5.3.9 se observa la propagacion de
la onda cuéntica a lo largo del eje y, donde se muestra la interpretaciéon probabilistica de encontrar
a la particula, es decir, |l¢; (v, 7 )||2 Se puede ver que la probabilidad méas alta de encontrar a
la particula es donde hay mayor intensidad, y esta interpretaciéon probabilistica va a depender de
la seccion de la guia cuéntica, como en el Ejemplo 29, ya que en la seccion del ntcleo donde la
gufa se amplia se observa la incertidumbre de Heisenberg (1.1.2) nuevamente, es decir, si se amplia
la gufa en la direccién z, entonces la indeterminacién en el momento de la particula decrece. La
intensidad también va a depender de la cantidad de particulas, por ejemplo, portadores de carga

transportandose en esta guia de ondas cuantica.
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0.4

0.2

96 98 100 102 104

Figura 5.3.7. Ejemplo de una guia de ondas con perturbacion ensanchada del Ejemplo 30.
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Figura 5.3.8. Vista frontal y vista predeterminada de los mddulos de los modos de la guia de ondas del
Ejemplo 30: a) Primer modo; b) segundo modo; y ¢) tercer modo.
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Figura 5.3.9. Mddulo de los modos en la guia de ondas cudntica con perturbacion ensanchada del Ejemplo
30.
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Capitulo 6
Conclusiones generales

En los tltimos afos, las heteroestructuras semiconductoras se han convertido en el modelo de
sistemas cuénticos para investigaciones gracias a la disponibilidad de materiales cristalinos a los
cuales se les puede dopar de cierta manera para generar impurezas, con la finalidad de confinar
portadores de carga para un transporte cuantico. El descubrimiento de este transporte proporciona
el desarrollo de dispositivos innovadores para el futuro. De hecho, la electrénica de estado sélido y
la optoelectronica estan experimentando cambios de desarrollo en el disefio y en la nanofabricacién
de guias de ondas cuanticas.

En las guias de ondas cuénticas existen variaciones en sus interfaces generadas por las imper-
fecciones intrinsecas o extrinsecas de la estructura del material cuando se forma la heterounién. El
analisis de este tipo de guias de ondas para una propagacién de ondas cuanticas en el eje longitudinal
de la guia se hace a partir de la aproximaciéon adiabéatica, donde se va a introducir un parametro
pequeno &, que describe la lentitud del cambio en estas interfaces.

Sin embargo, al abordar la propagaciéon de ondas cuanticas en una guia de ondas estratificada
con variaciones lentas en sus interfaces descrita por una ecuaciéon de Schrodinger estacionaria tridi-
mensional, se necesit6 su analisis en una gufa de ondas en un sistema rectangular de coordenadas,
sin variaciones en sus interfaces y descrita por una ecuacién tipo Schréodinger unidimensional. Este
anélisis nos permiti6 abordar un problema vertical de tipo Sturm-Liouville que esta asociado a una
ecuacion de Schrodinger unidimensional libre de unidades con ciertas condiciones de frontera para
caracterizar el espectro discreto, y asi obtener las energias permitidas y las funciones propias nor-
malizadas. De igual manera, se obtuvo una ecuacién de dispersion en forma cerrada que relaciona
los tres estratos para establecer las condiciones de frontera que hacen que las ondas cuénticas se
propaguen en el nicleo. Por tltimo, se caracterizo los estados de dispersion y se obtuvieron las dos
familias de funciones propias generalizadas normalizadas correspondientes.

Actualmente, se han desarrollado técnicas modernas como el método SPPS para abordar proble-
mas de Sturm-Liouville con valores en la frontera, asi como la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional
en forma de series de potencias del pardmetro espectral. Al abordar este método exacto SPPS, se
logr6 expresar la solucion general del niicleo de la guia de ondas y la ecuacién de dispersiéon como

funciones analiticas en términos del parametro espectral, dadas por su serie de Taylor. De esta ma-
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nera, se realizé una comparacién de los ceros de la ecuacion de dispersion en forma cerrada con la
ecuacion de dispersion obtenida en series de potencias del pardmetro espectral, para establecer la
validez del método SPPS y abordar también potenciales variables que no se podrian realizar con el
analisis con ecuaciones trascendentales. Los resultados del método SPPS en la soluciéon numérica de
la ecuaciéon de Schrédinger unidimensional fueron de gran utilidad para abordar el método WKB,
que requiere las funciones propias de este problema espectral.

Por tanto, el estudio de la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional es util para abordar la guia
de ondas con perturbaciones y asi obtener soluciones asintoticas con la aplicacion del método WKB.
Este método construye soluciones aproximadas suficientemente buenas de funciones de onda para
estudiar el comportamiento de estos problemas cuanticos. Es decir, nos interesa el comportamiento
asintético no para una solucién exacta, porque en la practica es imposible conseguirlas, pero si se
puede extraer informacién del comportamiento asintético y que resulta sumamente valiosa. También
la aproximacion WKB es 1util para abordar problemas de ecuaciones diferenciales con un pequeno
parametro, como es el caso de la guia de ondas con perturbaciones lentas en sus interfaces, donde
su comportamiento es descrito por la ecuacion de Schrédinger bidimensional; ademas se buscaron
soluciones para esta ecuacion a partir de una solucién propuesta como un Ansatz. Este Ansatz
representa una superposicion de ondas planas con fases reales y amplitudes, las amplitudes van a
estar descritas por las funciones propias normalizadas del problema vertical de tipo Sturm-Liouville
abordado por el método SPPS, ya que se conoce este comportamiento en el eje vertical. De igual
manera, este Ansatz ha sido estudiado en propagacion de ondas electromagnéticas y actsticas.

Sin embargo, al obtener la solucién asintética WKB falté por determinar unas constantes de
integracién Cj, asi que se emplearon los resultados anteriores para calcular la funcién de Green de
la guia de ondas perturbada. Con lo cual el término principal de la asintotica de la funcién de Green
dado tnicamente por modos guiados, se construyo como una expansion de las funciones propias del
problema vertical auxiliar. Cabe destacar que las ondas laterales son oscilantes conforme |z| — oo,
por lo tanto se us6 el método de fase estacionaria, ya que estas integrales fisicamente representan
una superposicién de ondas cuanticas, y a grandes distancias de la fuente pueden ser despreciables.

Obteniendo ambas soluciones asintoticas la solucion WKB y la solucion de la funcion de Green,
éstas corresponden a la misma ecuacion de Schrodinger bidimensional homogénea libre de unidades, y
fue posible obtener las constantes C; a partir de la comparacion de ambas soluciones, y asi sustituirlas
en la solucion WKB cuando las fronteras cambian lentamente para determinar los modos de este
problema cuantico.

Por ultimo, se hizo la implementacién numérica de los modos de la propagacion de ondas cuan-

ticas en diferentes ejemplos de estudio de guias de ondas con perturbaciones.
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Capitulo 8
Trabajo a futuro

Al trabajar con la solucion de la ecuaciéon de Schrodinger bidimensional para obtener una repre-
sentacion modal de las ondas cuénticas que se propagan en el interior de la guia de ondas a partir
de la aproximaciéon WKB usando el método SPPS para una implementacion numérica, y la técnica
de la funcion de Green para obtener las constantes de integracion se puede considerar como trabajo
a futuro una fuente cuéntica en movimiento.

El movimiento de una fuente cuantica a lo largo del eje longitudinal y de la guia de onda nos
puede llevar a la descripcion de la radiacién Vavilov—Cherenkov [9] (ver referencias ahf incluidas),
la cual es muy conocida a nivel electromagnético y a nivel acistico. Sin embargo, la radiacion
Vavilov—Cherenkov es poca conocida a nivel cuantico. En el caso cuantico la radiaciéon se puede
considerar también codnica porque se describe por una ecuaciéon de onda. Lo interesante serd saber
qué pasa por ejemplo, en la punta del cono, ya que ésta es singular, y se tendria que trabajar con la

aproximaciéon asintotica desde este punto de vista.
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