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Resumen

La motivacién de esta Tesis es resaltar la importancia de los invariantes ante el cambio de
fase de los campos de quarks, que se construyen a partir de elementos de la matriz de mezcla
CKM (Cabibbo-Kobayashi-Maskawa). Estos invariantes estdn relacionados con observables
fisicas ¥ en particular con la violacién de la simetria CP entre la materia y antimateria
existente en el universo. Los resultados que se obtienen son tutiles para la simplificacién de
las Ecuaciones del Grupo de Renormalizacion y para el calculo, entre otros, de los diagramas
de Feynman en el contexto del Modelo Estandar de la Fisica de Altas Energias.

Palabras clave: Modelo Estandar, matriz CKM, Invariantes de fase, CP.

Abstract

The motivation of this Thesis is to emphasize the importance of the phase invariants,
under the change of phases of the quark fields, which are build trough the elements of
the CM matrix (Cabibbo-Kobayashi-Maskawa). These invariants are related with physical
observables, in particular with the one related to the CP Symmetry Violation between the
matter and antimatter of the universe. The obtained results favor the simplification of the
Renormalization Group Equations and are useful for the evaluation of the Feynman diagrams
in the context of the Standard Model of High Energy Physics.

Keyword: Standard Model, CKM matrix, Phase invariants, CP.
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Capitulo 1

Introduccion

El Modelo Estandar (ME) de la fisica de particulas es la teoria que describe las interacciones
débil, electromagnética y fuerte entre los quarks y los leptones [1]. La estructura actual de
la teoria de las particulas elementales es una construccién matemadtica muy fina, a medida
que se trabaja a través del intrincado formalismo matematico, puede ser ficil perder de vista
cémo se relaciona con lo que observamos en la naturaleza. Sin embargo, el ME tiene una gran

virtud: la precisién de sus predicciones (Fig. 1.1 y [2]), lo que le otorga validez fenomenoldgica
1
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Figura 1.1: Lineas de tiempo transcurrido entre la postulacién tedrica y su comprobacién
experimental de particulas que forman parte del Modelo Estdndar. Daily chart, (2012).

'En 2017 se descubrié un nuevo tipo de particula en el CERN utilizando datos de 2016 del Large Hadron
Collider (LHC). La particula es el Xi-cc ++, un baryon doblemente encantado, pertenece a una familia de
quarks pesados predicho por el Modelo Estdndar, [3].



Pero también tiene un defecto: la cantidad de parametros que contiene, dieciocho [4],
lo que hace pensar en la posibilidad de buscar una teorfa mas completa? que lo incluya y
ademads suprima el exceso de parametros libres. De las cuatro interacciones fundamentales:
electromagnética, débil, fuerte y gravitacional, lo planteado por Glashow, Weinberg v Salam
[5] conduce a la unificaciéon de las dos primeras a través de un principio de simetria de
norma local, expresado en la invariancia del lagrangiano ante las transformaciones del grupo
U(1) x SU(2). Este principio sin embargo requiere de particulas sin masa, la manera de volver
fisico tal esquema es proveer un mecanismo de generacién de masas que sea compatible con
la simetria. Tal mecanismo lo introdujero primeramente en 1962, Philip Warren Anderson
[6]; después Englert y Brout [7] en 1964; luego Higgs [8] en 1964; y también Guralnik, Hagen
y Kibble [9] en 1964.

La generacién de las masas en el sector fermiénico del modelo (para quarks y leptones) surge a
través de las interacciones de Yukawa, donde participa el campo de Higgs tipo doblete usando
el mecanismo de rompimiento espontaneo de la simetria. La descripcién de las interacciones de
Yukawa ocupa 13 parametros del total de 18 que requiere el modelo. Un buen entendimiento
de este sector es crucial para el progreso de la teoria de particulas elementales.

Las interacciones de Yukawa estan representadas por tres matrices para los quarks up y
down y para los leptones cargados. La matriz para los leptones cargados es diagonal y sus
elementos son proporcionales a la masa de los leptones. Sin embargo las matrices de los
acoplamientos de Yukawa de los quarks no son diagonales v los 18 elementos complejos de
matriz estan descritos por sélo 10 pardmetros fenomenoldgicos: 6 masas de los quarks y 4
correspondientes a la Matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. Una razén para la reduccion
del nimero de parametros se debe a que existe libertad para elegir las fases de los campos
de quarks (libertad de refasamiento), por lo tanto todas las observables relacionadas con la
matriz Cabibbo-Kobayashi-Maskawa ([10] y [11]) deben ser invariantes ante el cambio de fase.

En este trabajo estudiamos y obtenemos monomios generales construidos a partir de los
elementos de la matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM). Y estd organizado de la
siguiente forma. En el Capitulo 1 se presentan algunos aspectos generales del ME; en el
Capitulo 2 se presentan los fundamentos del ME v se concluye con la presentacién de la
matriz CKM; en el Capitulo 3 se estudian las invariantes de fase en la matriz CKM; en el
Capitulo 4 se explica la relevancia de los invariantes de fase; ye n el Capitulo 5 se presentan
las Conclusiones.

?Nuevas observaciones del quark top - la mds pesada de todas las particulas fundamentales conocidas -
podrian modificar el modelo estandar.

Los datos de las colisiones en el acelerador de particulas de Tevatron en Fermilab en Batavia, Illinois,
sugieren que algunas de las interacciones del quark top se rigen por una fuerza ain desconocida, transmitida
por una particula hipotética no considerada ain bajo el modelo estdndar, llamado gluén superior. De acuerdo
con una interpretacién, un quark top unido a su antiparticula, el antitop, actuaria como una versién del
boson de Higgs, confiriendo masa a otras particulas.

Un posible nuevo modelo fue sugerido por Christopher Hill en 2003, propuso cémo un quark top y su
antiparticula podrian impartir masa a los bosones W y Z, particulas que llevan la Fuerza nuclear débil,
responsable de la desintegracién radiativa. La masa relativamente pesada adquirida por las particulas W y Z
limita el alcance de la fuerza débil, rompiendo la simetria entre esta fuerza y la fuerza electromagnética de
largo alcance que se cree que existe a energias muy altas.[12]



Capitulo 2

Modelo Estandar

2.1. Marco tedrico

El Modelo Estandar de Fisica de Particulas se formula como una teoria de campo cuantico
relativista, la cual es ampliamente considerada como un enfoque correcto para combinar la
teoria cuantica de campos y la relatividad especial. En la teoria perturbativa del campo
cudntico, la fuerza entre las particulas estd mediada por otras particulas, los bosones de
norma, los cuales estan intrincadamente conectados a las tres interacciones fundamentales
del modelo estdndar: el electromagnetismo, la interaccion débil y la interacciéon fuerte.

La electrodindmica cuantica (QED) es una descripcién de las interacciones electromagnéticas,
posiblemente uno de los logros tedricos mas exitosos del siglo XX, la QED es la teoria del
campo cuantico que conecta el formalismo moderno de la mecanica cuantica con los principios
clasicos del electromagnetismo. Uno de sus muchos logros notables es el calculo preciso del
momento magnético del electrén, que concuerda con las mediciones experimentales con al
menos 10 decimales. Por sus contribuciones al desarrollo del QED [13], Sinitiro Tomonaga,
Julian Schwinger v Richard Feynman compartieron el Premio Nobel de Fisica en 1965.

En 1954, C.N. Frank Yang y Robert Mills [14] formularon un principio generalizado de
invariancia de norma que eventualmente condujo a un nuevo tipo de teoria del campo
cuantico. A diferencia de la QED, con un solo fotén mediador de fuerza, la teoria propuesta
por Yang y Mills requirié tres bosones de norma sin masa: uno con carga eléctrica positiva,
uno con carga eléctrica negativa y otro eléctricamente neutro. La introducciéon de bosones
de norma adicionales implica la existencia de una fuerza capaz de transformar particulas de
un tipo a otro, que entre otras cosas, convirtié los protones en neutrones (v viceversa) en la
desintegracién nuclear.

En 1965, Moo-Young Han, Yoichiro Nambu [15] y Oscar Greenberg [16] sentaron las bases
para la cromodinamica cudntica (QCD), la teoria cudntica de norma describe la mas fuerte
de las cuatro interacciones fundamentales. La interaccidén fuerte es mediada por bosones de
norma sin masa llamados gluones (g). Los gluones son los cuantos de campo que llevan
una clase de carga, llamada color, lo que explica el nombre de la teoria. Asi como la carga
eléctrica se conserva en el marco de QED, la carga de color de QCD se conserva en todas
las interacciones entre quarks y gluones. Hay tres valores distintos de la carga de color -
comiinmente se indica como rojo, verde y azul - junto con sus correspondientes anticolores.



2.2. Particulas elementales

A mediados del siglo XX, antes de que los quarks fueran postuladas tedricamente, los
fisicos de las particulas elementales fueron sorprendidos por la explosion repentina de la
poblacion de nuevas particulas descubiertas en el laboratorio. Las cosas parecian demasiado
desorganizadas. ;Cémo podrian todas estas particulas ser elementales? Se estudiaron a estas
particulas y eventualmente se hizo evidente que no eran elementales en absoluto, comprendian
dos 0 mas particulas. Asi como los primeros bidlogos clasificaron los organismos vivos por su
apariencia y caracteristicas definitorias, los fisicos clasificaron las particulas basdndose en sus
propiedades medidas tales como la masa, la carga eléctrica y el momento angular intrinseco.
La identificacién de caracteristicas comunes dentro del " zooldgico” de nuevas particulas llevo al
modelo de quarks [17] de la naturaleza. Ademas, los nombres de las categorias de particulas
se han convertido en una parte del vocabulario diario de la fisica de particulas experimental.

Fermiones y bosones

Cada tipo de particula, elemental o compuesta, tiene un momento angular intrinseco, o spin
mecanico cudntico. Una particula con un spin semi-entero (1/2, 3/2, 5/2, ...), en unidades de
la constante de Planck, es un fermién. Una particula con un niimero entero de spin (0, 1, 2, ...)
es un bosoén. El spin, ademds de ser el momento angular intrinseco de la particula, gobierna
la estadistica de un conjunto de tales particulas, de modo que los fermiones y los bosones
también pueden estar definidos segin las estadisticas que satisfacen. Fermiones obedecen la
estadistica de Fermi-Dirac, y también el principio de exclusion de Pauli. Los bosones, por
otro lado, obedecen a la estadistica de Bose-Einstein, lo que significa que cualquier niimero
del mismo tipo de particula puede estar en el mismo estado al mismo tiempo.

Las particulas elementales que componen la materia son quarks y los leptones, tienen spin 1/2
y son, por tanto, fermiones. Como veremos, también hay particulas elementales que gobiernan
las interacciones fundamentales del modelo estandar, estas son el fotéon, los bosones W y Z,
v los gluones que tienen spin 1, y¥ por lo tanto son bosones. El bosén de Higgs tiene spin 0.

Bariones y mesones

Una forma de distinguir los diversos fermiones elementales es si interactiian o no a través
de la interaccion fuerte: los quarks interactian a través de la interaccion fuerte, mientras que
los leptones no lo hacen. Los hadrons son particulas compuestas por quarks unidos por la
interaccién fuerte. Pueden ser fermiones o bosones, dependiendo del ntimero de quarks que
los componen. Tres quarks ligados (o tres antiquarks ligados) forman hadrones de spin-1/2 o
spin-3/2, que se llaman bariones. Los bariones estdn hechos de quarks de materia “normal” y
sus contrapartes de antimateria estan hechas de los antiquarks correspondientes. Los ejemplos
mas conocidos de bariones son protones y neutrones. Los mesones son hadrones de spin-0 o
spin-1 consistentes en un quark y antiquark, aunque no necesariamente del mismo sabor.
Los ejemplos incluyen el 7 (ucf) (un pion positivamente cargado) y el K~ (us) (un kaon
negativamente cargado). Debido a sus valores de spin, todos los bariones son fermiones y
todos los mesones son bosones.
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Una de las razones de la plétora de particulas descubiertas en el siglo pasado es las
numerosas combinaciones posibles de diferentes sabores de quarks que uno puede poner en
un barién de tres quarks o mesdén de dos quarks. Ademas, cada una de estas combinaciones
puede estar en uno de los miiltiples estados mecanicos cuanticos. Por ejemplo, un mesén p*
tiene la misma combinacién de quarks que un 7+, pero el p* es una particula de spin 1
mientras que el 7+ es una particula spin 0.

2.3. Grupos de norma y Lagrangiana en el Modelo Estandar

El ME esta representado por el grupo de simetria G g = SU(3)c @ SU(2) Q@ U(1)y!.
El grupo SU(3)¢ es la teoria fuerte, incluye ocho gluones de color acoplados a los quarks y
entre si; el grupo SU(2)r @ U(1)y es la teorfa electrodébil, que unifica las interacciones débil
v electromagnética, e incluye tres bosones de norma masivos, ademas del fotén sin masa.

En esta seccion se presenta una visién resumida del ME [18] y se introduce la notacién
que se utiliza para los parametros que aparecen en éste y se establece su estructura basada
en la simetria de norma local en la cual se apoya. Con este modelo es posible describir las
interacciones y el comportamiento de los leptones y quarks, asi como el de los bosones de
norma que lo constituyen, como elementos basicos de la materia, los primeros, y mediadores
de las interacciones entre ellos, los segundos. Con el propdsito de definir los parametros del
ME, se presenta el Lagrangiano de la siguiente manera:

CM'E = Eelectradebil + Cfuerte' (21)

La manera en la que el ME incorpora a los bosones mediadores de las interacciones es mediante
el principio de norma. Los acoplamientos de norma son parametros introducidos en la Ly
para cuantificar la intensidad de las interacciones. Se considera un parametro de acoplamiento
para cada grupo unitario. De esta manera, los acoplamientos de norma g; = \/%g’ s g2 =gy
g3 estdn relacionados con los grupos de simetria U(1)y, SU(2)p y SU(3)¢, respectivamente.
Se analiza primero la parte de la Lagrangiana del ME correspondiente a las interacciones
electro débiles. Los términos de la Lagrangiana correspondientes a las interacciones electrodébiles
se encuentran en:
Lelectrodebil = ESU(Q) & U(1) + fCH?ngS + Ly ukawa- (22)

La Leectrodebit e forma por los términos asociados a la parte cinética (Lgi(2)@u(1))s los
términos responsables del rompimiento de la simetria espontanea (RES) a través del mecanismo
de Higgs (Liggs) v los términos que generan las masas de los fermiones (Lyykqua). La parte
cinética Lsy2)y@u) es [19]:

Lsuoy@uuy = " Dulsr +ieiry" Duesr + iGrry" Dyugsr
+ iuspY'Dyusr +’iafR"y‘”“'D”de

Ypi fiwr _ Lpi pin, (2.3)

47 E i
Las " son las matrices de Dirac, los indices f e ¢ toman valores de 1, 2 y 3. Los subindices L y
R corresponden a los estados de helicidad izquierda y derecha, respectivamente. Ademas, para
los quarks se debe considerar una suma sobre el color, la cual es omitida en estas ecuaciones

'El Grupo Unitario Especial de grado n, denotado por SU(n), es el grupo de Lie de matrices unitarias
cuyo valor absoluto del determinante complejo es 1. Las matrices de Pauli son una base para el grupo SU(2).
Las matrices de Gell-Mann son una base para SU(3).



para no tener mas indices de los ya mostrados. El indice de familia, f, se usa para denotar a
los espinores de Dirac de los leptones como:

(61,62,63) = (6,#,7)’

(V17V27V3) = (VEJV,LL:VT)7

v para los espinores de Dirac de los quarks tenemos
(u1,ug,u3) = (u,c,t),
(dla d21 d3) = (da S, b) :

Con esta notacion los dobletes izquierdos asignados a SU(2), son

(v
lfL_(efL>’
_( use
qu_(de)’

€fRUFR, dfR.

v los singuletes derechos como

Los mediadores que transmiten las interacciones electrodébiles W; y B, se introducen a
través de la invariancia del L/ bajo las transformaciones locales que forman el grupo de
simetria Gyrp. Estos campos bosénicos conforman la derivada covariante [?]:

L 1Y
— a i 1 /
D, =0, —igT"W, — -9 B,. (2.4)
donde los ntimeros cuanticos para los leptones y los quarks se muestran en la Tabla 2.1.
Ademads, los campos bosénicos determinan los tensores
. , . S
F, = 0,W, —0,W, + V"W W, (2.5)
E‘"” - a_u,Bt/ - aUB,u- (26)
Ahora, para introducir el acoplamiento de norma de las interacciones fuertes g3, se analizan
los términos de L relacionados con las interacciones fuertes, esto es,

— 1 1 NN
Lruerte = ¥ (5’“ + Eggz\aGf;) ~HWr — §T'r [GWG‘L ] ; (2.7)
donde ¥ es un triplete de color,
qr
U= db ’
g

Fermién T T; Y Q@
Ve, Vs V7 1/2 1/2 -10
er, pbp, 7o, 1/2 -1/2 -1 -1
er, br, TR~ 0 0 -2 -1
wncn. i 172 172 1/3 -2/3
. 5o be  1/2 -1j2 1/3 -1/3
UR, CR, 'R 0 0 4/3 2/3
& sy b 0 0 2/3 -1/3

Tabla 2.1: Nimeros cudnticos para los campos.



Y es la hipercarga débil y Ty es la tercera componente del isoespin débil. La carga eléctrica
esta dada por la féormula de Gell-Mann-Nishijima [21]:

Q=T+ %, (2.8)
Unicamente los quarks y los mediadores de las interacciones fuertes poseen color e interactian
fuertemente a través de €él. Los mediadores de las interacciones fuertes son los gluones ] para
a=1, ...,8, los cuales no tienen masa. Para mantener la invariancia del grupo SU(3)¢ se
introduce la derivada covariante d,, + é g3A"GY. La imposicion de dicha invariancia introduce
a los mediadores de la interaccién fuerte, como en el caso de las interacciones electrodéhiles.
Finalmente, el tensor de energia cinética para los gluones es:

- 1

G =3 (a;,cg — 3,G% + g3 f“b“Gf(Gf,) AC. (2.9)

2.4. Mecanismo de Higgs

Los términos de masa para los mediadores de las interacciones electro-débiles y para los
fermiones se introducen de manera especial para respetar la simetria del grupo SUL(2) @ Uy (1)
del modelo. El mecanismo para generar las masas de los bosones y fermiones es conocido como
mecanismo de Higgs [8]. La idea principal del mecanismo es introducir un campo escalar
complejo (Higgs), como doblete de SUL(2)

b — ( 2; ) (2.10)

y un potencial dependiente de dos pardmetros: ;i relacionado con la masa My del Higgs, y
A, el autoacoplamiento de este campo. Para el sector de Higgs se tiene

Liges = (Du,®)T (DY) — V (®), (2.11)

donde ) )
V(@) = ptofe+ St (cp’fcb) . (2.12)

Se presentan dos casos, cuando p? > 0y p? < 0, y para asegurar la estabilidad del vacio
consideramos siempre el pardmetro Ay positivo (Ag > 0). Para el primer caso (u > 0,
Ag > 0), el potencial tiene un minimo en ® = 0, entonces, el valor de expectacién del campo
es cero, por lo tanto se preserva la simetria de la lagrangiana.

En el segundo caso (u? < 0, Ay > 0), el potencial tiene un minimo distinto de cero,
es decir, el sistema tiene una infinidad de estados de vacio. La simetria de norma de la
lagrangiana es rota cuando elegimos un valor particular dado por

(@) = L ( 0 ) | (2.13)

v=q]—— (2.14)



y en consecuencia se deja invariante la simetria de norma U (1) gys. Considerando perturbaciones
alrededor del estado de vacio, se puede escribir el estado perturbado en la norma unitaria

CcOomo 1
0
(I)_\/ﬁ(quH)’ (2.15)

donde H es un campo real conocido como bosén de Higgs, v su masa estd dada por
M% = v? Ay (2.16)

El término cinético (derivada covariante) de la ecuacion (2.11) genera las masas de los bosones
de norma cuando se realiza el rompimiento espontaneo de la simetria

y . 2
Ly Lg
(D,,(I)ﬁL (D"®) = (8# - 7BFY — EWETQ) ) (2.17)
Debido a que los campos B, y Wj aparecen mezclados, se pueden expresar en términos de
campos rotados 4, y Z,
A, \ _ [ cosb, sind, B,
( Z, ) - ( —sinf, cosf, VVﬁ’ ’ (2.18)

donde el angulo ¢, es conocido como dngulo de Weinberg o dangulo de mezcla, definido por

cos 6 sin @ (2.19)

!
_ g g
= e
f02 L 12 [02 1 2
g-+g g +yg
Los campos W'& y Wﬁ no aparecen mezclados con otros campos, se definen los campos
vectoriales cargados Wf Como

Wi+ iW?
Wi =—+—~ (2.20)
V2
Asi los términos de masa para los bosones de norma cargados Wj son
o, =9
My = - (2.21)
Definiendo el campo Z,, como
—¢'B,+ W}
Z,= 92T Tu (2.22)

entonces, el término masa para Z, es

My = %«/92 1 g2 (2.23)

Y finalmente la combinacién ortogonal

B+ gW}
A, = w’ (2.24)
nos deja un campo sin masa
My =0, (2.25)

que corresponde a la masa del fotén. Los términos de masa para los fermiones se obtienen
mediante los acoplamientos de Yukawa al campo escalar @, y asi cuando ¢ adquiere un VEV

se obtienen los términos de masa \
UAF
M= —=, 2.26
=7 (2.26)

donde el subindice f corresponde a leptones y quarks.



2.5. Acoplamiento de Yukawa

Para generar la masa de los fermiones del ME se introducen los acoplamientos de Yukawa,
lo que significa adicionar nuevos parametros al lagrangiano del Modelo Estandar. Los acoplamientos
de Yukawa estan dados por

Ly ukawa = y(e)ffjfL(I)ef’R + y(u)ff,qu‘i”M_f'R T Yy, T Pdyr + hec, (2.27)
donde se define a ® como 0
d = ioog* = ( i’)_ ) . (2.28)

Es necesario cambiar la base de norma, en la cual las matrices ., no son diagonales, a
una base de masas donde si son diagonales las matrices, Y., 4. Para obtener las masas de los
campos fisicos se requiere de una diagonalizacién de las matrices de Yukawa y esta se realiza
mediante la siguiente transformacion biunitaria:

DiGQ(Yu,d,e, }/(:,s.,u.: 1/i',b,ﬂ') = (Uu-,d.e)Lyu,d,e(Uu..d,e)}r:ga (229)

las matrices unitarias (U, 4.)r, r cambian los estados de norma u; a estados de masa. Para
el sector up de los quarks tenemos

u Ul
=Uu)rr | u2 : (2.30)
t ) ir s /LR

de forma andloga para el sector down y los leptones cargados

d dq
2 — Wk | d | . (2.31)
b L.R d3 L.R

Yy
€ €1
I = (Ue)Lr | €2 : (2.32)
T/ LR /LR

respectivamente. De esta manera, se tienen nueve parametros, que seran determinados a
partir de la masa de los fermiones de la siguiente manera

mp = iUY}:, (2.33)
V2
donde F' = e, u,7,u,d, s, ¢,b,t, corresponde al electréon, muén, tau y los quarks up, down,
strange, charm, bottom y top. Se dice que se ha cambiado de un estado de simetria total en
el que no existian particulas con masa, a uno donde se ha roto espontaneamente la simetria
vy adquieren masa todas las particulas del Modelo Estandar, con excepcion del fotén y los
neutrinos.
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2.6. Matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM)

Cabe mencionar que ademas de los nuevos pardmetros relativos a las masas, se adicionan
cuatro pardmetros mas que estan relacionados con la matriz de Cabibbo Kobayashi Maskawa
(CKM), la cual se obtiene al realizar el cambio de estados de norma a estados de masa

V= (Uu)L(Ud)}f- (234)

El efecto de esta transformacion se manifiesta en el lagrangiano de la siguiente manera

Vud Vus Vub dL
Low = —%(W,EJE)W“WJ Vea Ves Ve sp | +hee (2.35)
Vie Vis Va b,

Los valores de los elementos individuales de la matriz pueden determinarse, en principio, a
partir de decaimientos débiles de los quarks relevantes o, en algunos casos, de la dispersién
inelastica profunda de los neutrinos. Existen varias parametrizaciones de la matriz CKM. La
parametrizacion estandar [11] de V utiliza los dngulos 0, 023, 013, y una fase d;3. Esto tiene
claras ventajas de interpretacién, porque los dngulos de rotacion estan definidos y etiquetados
de una manera que se relaciona con la mezcla de tres generaciones especificas y si uno de
estos angulos se desvanece, también lo hace la mezcla entre esas tres generaciones:

—ib-
€12€13 512€13 s13e” 018
o S 7 o R X o :
V= | —s12¢23 — c12823513€"1®  c12023 — S12523813€"71% Sa3Ci3 : (2.36)
e e il o SRR e
$12523 — C12023813€"""%  —C12823 — $12¢23513€"°1% Cazcy3
con ¢;j = cosfly; y s;; = sint;; para las generaciones con etiquetas ¢, j = 1, 2, 3. Kobayashi

vy Maskawa [20] originalmente eligieron una parametrizacién que involucra a los dngulos 6,
fa, 05 y la fase &

(8] —S51C3 —S8153
_ o iy e P 7:) e @ e oy 0
V = S1C2 C1C2C3 — 52638' C1C253 + 52(,3(:'. 3
5182 C€18203 + 0233635 C15983 — 02036“5
donde ¢; = cosf; v s; =sinf;. parai = 1, 2, 3. En el limite 82 = 03 = 0, esto se reduce a

la usual mezcla de Cabibbo con 6, identificado (hasta un signo) con el angulo de Cabibbo.
Una aproximacion a la parametrizacién estandar propuesta por Wolfenstein [22] enfatiza la
jerarquia en el tamano de los angulos, sj2 = sa3 > s13. Estableciendo A = 519, el seno del
angulo de Cabibbo, se pueden expresar los otros elementos en términos de potencias de A:

1- A A AN (p—in)
V= .\ = AN? :
AN (1 —p—im) —AN? 1

donde A, p v n son niimeros reales.
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Capitulo 3

Invariantes de Fase

3.1. Acoplamientos de Yukawa e Invariantes de fase

El ME esta representado por su Lagrangiano, la parte del Lagrangiano que corresponde
a la interaccién de Yukawa tiene la siguiente forma

YO R (qﬁ"'uL) + yadp (¢dp) + h.c, (3.1)

aqui ¥, ¥ yq son los acoplamientos de Yukawa para los quarks del sector up y down; ¢ es el
campo de Higgs; ur r y dr g son los campos de quarks. Las y, ¥ y4 son matrices complejas
3 x 3 no observables directamente, v pueden ser diagonalizadas por medio de transformaciones
biunitarias, siendo Y% sus eigenvalores.

diag (Y, Y3'YV3') = UyaUpT, diag (Y1, Y83 ) = Ut (32)

el indice 7 = (1,2, 3) se refiere en el caso del sector up a (u, ¢, t), y en el caso del sector down
a (d, s,b), los campos de quarks se transforman por medio de los operadores unitarios U }de
Con esta transformacién y después del rompimiento espontaneo de la simetria, los términos
del Lagrangiano de Yukawa se convierten en términos que contienen a la masa de los quarks:
m:"d = (u/ \/5) Yfi“‘d, donde v es el valor de expectacion del vacio del campo de Higgs. Las
corrientes cargadas dejan de ser diagonales y ahora se encuentran descritas en términos de la
matriz CKM denotada por V:

v =upuil (3.3)

Las matrices szia en (3.2) son distintas para los quarks up y down. Existe una libertad

relacionada con el cambio de fase para la matriz CKM. Las masas de los quarks (6 los Yl-'“”d) y
los elementos de la matriz CKM, no obstante, son y generan observables medibles invariantes
ante cambio de fases. Los términos tipicos relacionados con los acoplamientos de Yukawa en
los calculos de la seccidn transversal, en el ME, tienen la siguiente forma

I l2 I3 I
Tr ((ylyu.) (yﬁ;yd) (ylyu) (yfgyd) ) , (3.4)
v estan relacionados con los observables emanados de la matriz Vogas v de los eigenvalores

u,d
Yoo
Como ejemplo, tenemos que

Tr (yiyu) = i ("), Tr (y}yd) = Zd: (Yéd)za (3.5)
i=1 3
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2 (3.6)

Tr (yhyulya) = i (Y,;“Y;Ff)z Vi,
ij=1

2 2 3 , 2 2

Tr ((ylyu) (yfgyd) ylyuyfi’yd) = > ((YJ‘)2 (Y}d) Yk“Y.zd) VaViViVi.  (3.7)
i k=1

Todos los términos que aparecen del lado derecho de (3.5) a (3.7) son invariantes de fase.
Los eigenvalores Yf’d claramente lo son, sin embargo los términos que se construyen a través
de la matriz V;; son mas interesantes. Asi que es importante encontrar cual es la forma general
de los monomios invariantes de fase que se construyen a través de los elementos de la matriz

Ve ar, para relacionarlos con los observables fisicos (experimentales).
Los monomios surgen en el sector de Yukawa de la lagrangiana del Modelo Estandar,
en este trabajo se clasifican y analizan las condicidénes para su invariancia, se definen a
los Monomios Invariantes de Fase (MIFs), Monomios Invariantes de Fase Puros (MIFP) y

Monomios Invariantes de Fase Bésicos (MIFB). Los resultados mas importantes son:

1. Cualquier MIFP para tres generaciones de quarks puede ser expresado de una manera
unica como el producto de potencias positivas de a lo mas cuatro MIFB. No mas de
uno de los invariantes es de orden seis, los restantes son de orden cuatro.

2. Cualquier MIF de la matriz CKM para tres generaciones de quarks puede ser expresado
de manera tnica como el producto de no més de 5 factores: cuatro de ellos como
potencias positivas de MIFB s y el producto de cuadrados de los valores absolutos de
elementos de la matriz CKM también tomados con potencias positivas. No mas de un
MIFB es de orden seis.

Este resultado es matematico y fisicamente interesante para el Modelo Estdndar, ya que con
él se pueden simplificar los cdlculos de la seccién de dispersion y de los diagramas de Feynman
que contienen lazos, para expresar el resultado final en términos de un numero reducido de
MIFs. Los resultados de este trabajo pueden conducir a simplificaciones significativas de las
ecuaciones del grupo de renormalizaciéon para el Modelo Estandar.

13



3.2. Efecto de los cambios de fase de los quarks en la Matriz
CKM

En el ME de tres generaciones, la violacién Carga-Paridad se origina a partir del angulo
de fase presente en la matriz unitaria Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. Matematicamente, se
permite que solo exista un angulo de fase en una matriz unitaria de tres por tres, y tres
angulos eulerianos. La razén de estudiar los invariantes de fase es su relacion directa con la
violacién de la CP.

La matriz Viogeas aparece en el Lagrangiano relacionado con las corrientes cargadas

d
Ly+ =——F%= (ﬁ,Ej)L (VCKM)’Y'U s W;,

V2 J b

L

v es sensible a los siguientes cambios de fase de los campos de los quarks
. it drs il g
Ur; — €7 UL, Li — € Lis

Los elementos de la matriz Vg s son afectados ante estos elementos de la siguiente manera:

e 0 0 Vad Vs Vb e 00
V= 0 e 0 Ved Vs Ve 0 €% 0 ;
0 0 e Vie Vis Vi 0 0 ¢
es decir
V(}j — exp (?’ (Gf) Qba)) aj- (38)

Para ilustrar lo anterior, consideremos un caso particular usando notacién numérica para
los elementos Vj; de la matriz Vogar. Ante el cambio de fase de un elemento del sector up,
obtenemos

e ¥ 0 0 Vir Viz Vis e IV e 1V e Vg
V — 0 1 0 Vor Voo Vaog = Vo1 Vaa Vo
0 01 Va1 Vza Vi Va1 V32 Vas

En este ejemplo, tenemos que (;5? =0 para j=1,2,3, y sélo ¢} # 0 en (3.8). Los tinicos
elementos que cambian corresponden al primer renglén de la matriz V'

Vit = exp (i (=¢1)) Vir,  Vig = exp(i(=¢1)) Via,  Vig — exp (i (—¢1)) Vis.
Considerando ahora el complejo conjugado de estos elementos se tiene
Viy = exp(i(¢)) Vi1, Vip = exp(i(en)) Viy, Vi — exp (i (1)) Vi

Como era de esperarse, los siguientes productos no resienten el cambio, es decir, son invariantes
de fase
* 2 * 2 * 2
ViTVie = [Va|™  VehVae = [Vao|™,  VisVas = [Viag|

Consideremos ahora una representaciéon general de monomios CKM [23]

(m,n) va” H n”)* ; (3.9)
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donde 7,7, k,1=1,2,3 ¥

mi11 Mmi12 M3 ni1 N2 N3
m = 21 Moz 123 y = Na1 T2z N2y )
31 ™32 1133 n3py MN32 N33
es decir
— 11 mi2 7n13 a1 mos 'fn23 m3] 7'1'132 m33 'n,k] *
P (m,n) —H[ 11 Vg Vg Vo P Vo 2 Vg B Vit Vg 2 Vg @ T (Vg H)™ (3.10)

kl

En particular para el caso anterior en el que los cambios se dan sélo para los elementos Vi;,
tenemos

PY (m,n) = HVS” (Vi) 4l=1,2.3
2l
= exp (i (—ma1¢1)) Vi7" exp (i (—mazé)) VI3 exp (i (—maser)) Viz™
exp (i (n111)) Viy"™" exp (i (n12¢1)) Vis"* exp (i (n1z¢r)) Vi
= H I/’l?” (Vl’f“)* exp(—ipy (m11 + miz2 +ma3z))exp(idy (n11 + niz + n13)),
Iy

para la invariancia se requiere que

(m11 +mye + my3) — (N1 +npe +n13) =0

O~

3 3
> mij =) my
i=1 =1

con lo que se establece el siguiente teorema:
Teorema 1. El monomio asociado a la matriz CKM es un monomio invariante de fase (MIF)

si las matrices m y n satisfacen las siguientes condiciones:

3 3 3 3
E mi; = E g, E mi; = E Mg
=1 =1 i=1 i=1

Es decir:
Suma de columnas iguales

L. myd + Med + Mtd = Nud + Ned + Ntd,

2. Mys + Mes + Mps = Ny + Nes + Tis,

3. Mgy + Mgy + Mgy = Ny + Nep + Tgps
Suma de renglones iguales

1. myg + mys + Mayp = Nyd + Nys + Nybs

2. Med + Mes + Mep = Ned + Nes + Neb,

3. Mg + Mys + My = Nyqg + Ny + Nygp.
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El resultado del Teorema anterior nos proporciona combinaciones posibles para los elementos
de m y n. El monomio general (3.9) estd parametrizado en términos de dos matrices, sin
embargo, el resultado del teorema nos permite escribir un MIF parametrizado en términos
de una matriz p de 3 x 3 con elementos positivos o negativos, para la cual, la suma de los
elementos de cada renglén o columna es igual a cero [24].

Teorema 2. El monomio:

Pp) = T vigys 1T (v 7=, (3.11)

pij >0 Pr1<0

donde p es una matriz 3 x 3, cuyos elementos son enteros positivos, negativos o cero, es
invariante de fase puro (MIFP) si la suma de cada renglén y la suma de cada columna es
cero.

Definicién 1. El Monomio Invariante de Fase (MIF) de la matriz CKM que no se factoriza en
términos del producto de valores absolutos de elementos de la matriz CKM y otros invariantes,
se denota como MIF-Puro, es decir MIFP.

La matriz p para los MIFB se muestra en los apéndices A y B.

Definicién 2. Un MIF Bésico (MIFB) es un MIFP, que consiste en el producto de cuatro o
seis elementos de la matriz CKM y sus complejos conjugados.

Sélo existen 18 MIFB de orden cuatro, nueve de ellos son:

Jl = V111/22V1§V2*17
Jo = Vi VasVis Vi,
J3 = Vi Vaz V5 Vs,
Jy =V Ve Vi5Vay,
J5 = Vi1 VasVis Vs,
Jo = V12V33V5Va5,
J? = VQIVZSQI/Q*Q%*U
Jg = Vo Va3V Vi,
Jg = Voo Va3 Vi Vs,
Jori=Jri=1,..,9.

(3.12)

Ver Apéndice A. Monomios Bésicos con productos de 4 elementos.

Ademas existen 12 MIFBs de sexto orden:

Iy = Vi1 Vaa Vas Vi Vi Vi,
Iy = Vi VasVaa ViR V5L Vi
I = Vi1 Vaa Vs Vs Vs Vi
I5 = VigVag Va1 Vs V) Vi, (3.13)
I3 = Vi1 VaaVaa VIS Vi Vi,
Is = VoV Vas Vs Vs Vi,
Jori = Ii*??: =1,...,6.

Ver Apéndice B. Monomios Bésicos con productos de 6 elementos.
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3.3. Forma general de los monomios invariantes ante los cambios
de fase

Las nociones introducidas acerca de los MIFP y MIFB nos permiten demostrar los
siguientes dos teoremas:

Teorema 3. Cualquier MIFP para tres generaciones de quarks puede ser expresado de una
manera inica como el producto de potencias positivas de a lo mas 4 MIFB. No mas de uno de
los invariantes puede tener la forma del conjunto (3.13) y los restantes pertenecen al conjunto
(3.12).

Teorema 4 (Teorema principal para Invariantes de Fase). Cualquier MIF de la matriz CKM
para tres generaciones de quarks puede ser expresado de manera tnica como el producto
de no mas de 5 factores: 4 de ellos como potencias positivas de MIFBs y el producto de
cuadrados de los valores absolutos de elementos de la matriz CKM también tomados con
potencias positivas. No més de un MIFB es elemento del conjunto (3.12).

La prueba de estos teoremas es algebrdica. Se demuestra primeramente el Teorema 2 usando
la parametrizaciéon dada en (3.11) y se prueba que sélo son posibles 7 tipos de matrices p,
después, para cada tipo, uno muestra que el Teorema 3 se cumple. El Teorema 4 se sigue del
Teorema 3 debido a que un MIF general es igual a un MIFP multiplicado por el producto de
cuadrados de valores absolutos de elementos de la matriz CKM.

Para sus demostraciénes, consultar el Apéndice C. Caracteristicas del Monomio invariante
Puro General P(p).
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Capitulo 4

Relevancia de los Invariantes de
Fase

4.1. Invariante de Jarlskog

En fisica de particulas, la simetria CP [25] se refiere a la simetria de conjugacién de
carga C y de paridad P. Las leyes de conservacion en la fisica establecen que no deberia haber
ningin cambio en éstas ante el intercambio de una particula por su antiparticula (simetria C)
mientras que sus coordenadas espaciales son invertidas (simetria de “espejo” P). Sin embargo
en 1964 se descubre que en el decaimiento de particulas conocidas como kaones esta simetria
no se conserva, lo que se conoce como la violacién de CP (VCP). Este descubrimiento juega
un papel muy importante tanto en los intentos de la cosmologia para explicar el dominio de la
materia frente a la antimateria en el universo presente como en ¢l estudio de las interacciones
débiles a través del Modelo Estandar en la fisica de particulas. Esta observacién dié como
resultado el Premio Nobel para sus descubridores James Cronin y Val Fitch.

La tnica fuente de VCP en el Lagrangiano del Modelo Estdndar son los acoplamientos
de Yukawa de los quarks. Estos acoplamientos estdn descritos por dos matrices Y, v Yy
complejas de dimension 3 x 3 para los quarks up « y down d respectivamente. Estas matrices
estan relacionadas con las matrices de Masa de la siguiente manera:

U v
—Y,. My=—
V2 T2

donde v es el valor esperado del vacio del campo del Higgs v M, y My son las matrices
de masa de los quarks w y d . Las masas de los quarks son los eigenvalores de las matrices
de masas de éstos y la matriz compleja Viogas se obtiene a través de la combinacion de las
matrices biunitarias izquierdas de diagonalizacion Uz’d que actian de la siguiente manera:

M, = Yy, (4.1)

UpMU} [ Diag (my, me,my) , (4.2)
U}%ﬂ/‘[Ug f= Diag (mg, ms, my) , (4.3)
Vorw = UpUL T (4.4)

La matriz Vo g, para tres generaciones de quarks, es una matriz unitaria y compleja

VCKMV(];KM = V(];KMVCKI‘J - UEUE f (UgUz’ Jr) =1, (4-5)
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que contiene una fase que no puede ser eliminada mediante la libertad de fase de los
campos de los quarks del Modelo Estandar.

C. Jarlskog [26] encontré que el conmutador de las matrices de masa de los quarks M
para los del sector up v M” para los del sector down satisfacen la siguiente relacién

(M, M] = iC

que provee de una medida, independiente de la convencién, para VCP.
Las matrices U}j’d también diagonalizan a las matrices Hermitianas Y.y, y YdTYd como
sigue:
U YiY, U} T = Diag (v2, 2, v7),
Ui vy, Ut = Diag (43, v2 i),
donde ., Ye, Y, Yd, Ys ¥V Y son los eigenvalores de los acoplamientos de Yukawa correspondientes

a los quarks up, charm, top, down, strange and bottom, respectivamente.
La propuesta en términos de la matriz C

iC = |viva.vjva].

que se describe en términos del conmutador entre los acoplamientos de Yukawa, es equivalente
a la propuesta de Jarlskog y requiere para la VCP de la no nulidad del determinante

det C' # 0.

Ademads resulta que el det C' es igual a

detC = 2(yi — v2) (2 — i) (Wi — i)
< (i — v2) (Wi — vd) (va — wi) /.

Es aqui donde el invariante J de Jarlskog (ante el refasamiento de los campos de quarks) se
define en términos de los simbolos de Levi-Civita de la siguiente manera:

Im [Vangth;“svgj] = sza’ﬁ'mgjsn-

Asi que la violacion de CP estd presente en el ME si J # 0 vy si las masas de todos los
quarks por sectores up y down son diferentes entre si.
Los resultados, previamente presentados, son facilmente verificables de la siguiente manera:

Im Jy=J E E12mEl12n = €123€123J = J,

m,n

Im J=1J E €12mE13n = €123€132J = —J,

m,n

Im J3= JZSMmSQ:ﬁn = g1o3€031J = J.

m,n

Siguiendo este procedimiento con (3.12) obtenemos:
Im Jn=J para n= 1, 3, 4, 5, y 9,
Im Jn=-J para n= 2, 6, 7, y 8,

es decir
[Im J,| = |J|.

lo cual concuerda con el resultado del apéndice D.

19



4.2. Triangulo Unitario

La determinacion extremadamente precisa de los valores experimentales de los parametros
involucrados en el triangulo unitario es sumamente importante para considerar la posibilidad
de nueva fisica descrita por medio de modelos tedricos que van mas alla del ME. El triangulo
unitario surge a través de la unitariedad de la matriz V de CKM. Consideremos las relaciones
derivadas de la unitaridad de la matriz Vo as

> ViVl = ViaVii, = 0.
(8] 8]
Enelcasoi=d, j=0b se tiene
VuaVip + VeaVg, + ViaVi, = 0.

Podemos interpretar esta ecuacién como un triangulo en el plano complejo, cuyos angulos
son

o = arg (~ViaVis/VaaVi) = ang (~ViaVa Vi Via/ [Vaal? Vao ) — awg Js,
B = arg (—VeaViy/ViaVyy) = arg (—%thbVCEVQ/ Vial? \th\Q) — arg Jg,

v = arg (—VuaVyp/VeaVy,) = arg (—%chbVJbVCE/ V.a]? |Vcb|2) — arg Js.

Los angulos internos del triangulo satisfacen,

a+f4+y=m

(0,0) (1,0)
Figura 4.1: Tridngulo unitario asociado a la matriz Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM).

Hay diversas parametrizaciones para la matriz CKM, a continuacién se muestra la que se
da en términos de los pardmetros de Wolfenstein A, A, p y 7.

2 s P
1- )‘7 A ) AN (p — i)
Vekm = - — 2 AN?
AN (1 —p—in) —AN 1

En la figura se considera la correccién de [27] donde

VdV*
= _ 1—)\22. 7 1_)\22, — = _ Y ub,
p=rp( /2), m=n( /2), P+ VoaVe

! . ViaViy, ViaVy, ) VeaViy,
p+in= ub, b=1-p—in, ——2L=-1
VeV [VeaVis| |VeaVes|
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La Interpretacién geométrica de J se obtiene al considerar el area del triangulo cuya
altura es p v que resulta ser A = % |J].

El Area de todos los triangulos que se obtienen en base a la unitaridad de Vo es la
misma, asi que, en tanto que J # 0, si habra violacién de la simetria CP.

Las restricciones que impone la unitaridad de la matriz CKM, para tres generaciones de
quarks, reduce el rango experimental permitido para el valor de sus elementos de la siguiente
manera ([28] y [29]):

A = 0.22506 & 0.00050, A =0.811+0.026 5= 0.124 fg'gig : 7 = 0.356 + 0.011.

En la figura 4.2 se presentan resultados experimentales que proporcionan sélides al Modelo
Estandar, por ejemplo, la region del vértice superior representa la regiom en donde ocurre la
violacién de la Carga-Paridad (CP).

Figura 4.2: Triangulo unitario, Fuente: Grupo CKMfitter.
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4.3. Violacién Carga-Paridad (CP)

El mecanismo de Kobayashi-Maskawa proporciona una explicacién elegante y simple de
la violacion de CP. El modelo tiene solamente un parametro libre que gobierna la violacion
de la CP, y sin embargo, logra explicar todas las medidas de violacién de CP obtenidos en
los experimentos de la fisica de particulas hasta la fecha. Desafortunadamente, a pesar de sus
muchos éxitos, esta teoria sigue siendo incapaz de proporcionar una explicacion de porqué la
cantidad de bariones en el universo cae varios 6rdenes de magnitud por debajo de lo observado
por los astrénomos.

La implicacidon de esta deficiencia es profunda: el Modelo Estandar es incompleto y otras
fuentes de violacion de CP deben existir porque ... jexistimos! Se han propuesto muchas
extensiones del ME, y la mayoria de ellas contienen fuentes de violacion de CP. La tarea
dada a los experimentalistas, por tanto, es medir de manera muy precisa la violacién de CP
en los procesos que pueden predecirse fiablemente por el ME para encontrar cualquier posible
desacuerdo.
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Capitulo 5

Conclusiones

Para la consolidacién de un modelo tedrico se requiere su verificacion experimental y ésta
se da a través de resultados que se relacionen con observables fisicos tales como las que aqui se
presentan. En este trabajo describimos las condiciones generales para la invariancia, ante el
cambio de fases de los campos de quarks, para tres generaciones de ellos. Algunos invariantes,
como el de Jarlskog, tienen gran importancia, va que determina la violacién de la simetria
CP entre particulas y antiparticulas. Los resultados que se presentan, propician ademas una
simplificacion en las ecuaciones del Grupo de Renormalizacion y son ttiles para el célculo
entre otros de los diagramas de Feynman en el contexto del Modelo Estdndar de la fisica de
Altas Energias.

Primeramente consideramos una breve Introduccion relativa a los aciertos del Modelo Estandar.
En el Capitulo 2 se presentan los conceptos bdsicos del modelo y el surgimiento de la
matriz CKM. En el Capitulo 3 se entra en materia relativa a los invariantes de fase y
se describe con todo detalle la obtencién de los 30 monomios invariantes bésicos, 18 de
los cuales estan constituidos por el producto de 4 elementos de la matriz CKM y 12 por
el producto de 6 elementos de esta matriz. Los resultados se describen en términos de 4
Teoremas fundamentales cuya demostracién se muestra en los Apéndices A, B, y C. El
Apéndice D estd dedicado a la evaluacién de la parte imaginaria de todos v cada uno de
los invariantes bésicos demostrando que ésta es proporcional al importante Invariante de
Jarlskog. El Capitulo 4 se refiere a la relevancia de los Invariantes de fase en el dmbito de la
Simetria CP v a través del Triangulo Unitario con un ajuste de los parametros que aparecen
en éste v su evaluacion experimental reciente.

De no haber un ajuste adecuado con la matriz CKM, esto serd una senal clara de nueva
fisica que va mas alla del ME.
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Apéndice A

Monomios Basicos con productos
de 4 elementos

Para los términos que contienen un producto de 4 elementos de la Matriz CKM consideramos
las siguientes definiciones [30]:

B gk| == Vo VarV, ij»J, (o, 8,4, 7,=1,2,3), (A.1)
(af; jk) == Im [Vo; VeV, Vﬁj} (afB; jk) == Re [Vo;VarV}; Vﬁj} (A.2)
Es decir,
. 1
(af;jk) = 5 (VasiVarVar Vi — Vo VaiVa; Var) » (A.3)
. 1 * *
(af3; jk) = (VQJng ok Vi T Var VeV, Vb’k) (A4)

Algunas propiedades de estos térmlnos son las siguientes:

(aB;jk) = —(aBikj),  (af;jk) = — (Bos jk), (A.5)

(aB:jk) = (aBi ki), (aBjk) = (Bas jk). (A.6)

[0f; k] = Vo Var Vi Vity = Ve Vas|*. - o= 8 (A7)

[aB; jk] = VajVJJVJJVﬁJ Vol [Vas1*, 5=k (A.8)

Como los indices «,8,1,7 = 1,2,3 toman tres valores cada uno, existen 81 términos

diferentes.

Para considerar MIFPs hay que eliminar los términos con « = 3, v 7 = k ya que éstos
intoducen elementos invariantes de fase cuadriticos de acuerdo a (A.7) y (A.8), asi que el
numero de términos se reduce a 36.

[12;12], [12;13], [12; 21] , [12; 23] , [12; 31], [12; 32]
21;12], [21;13], [21; 21] , [21; 23] , [21; 31], [21; 32]
31;12], [31;13], [31; 21] , [31; 23] , [31; 31], [31; 32]
[13;12], [13;13], [13;21], [13; 23] , [13; 31], [13; 32]
[23;12], [23;13], [23; 21] , [23; 23] , [23; 31], [23; 32]
32;12], [32;13], [32; 21] , [32; 23] , [32; 31], [32; 32]
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[12;12],[12;13],[12;12]", [12;23] , [12; 13]*, [12; 23]
[21;12],[21;13],[21;12]", [21; 23] , [21; 13]*, [21; 23]
[31;12],[31;13],[31;12]", [31; 23] , [31; 13]", [31; 23]
[13;12], [13;13], [13; 12]", [13; 23] , [13; 13]", [13; 23]
[23;12],[23; 13], [23; 12]", [23; 23] , [23; 13]", [23; 23]
[32:12],[32;13] ,[32; 12]", [32; 23] , [32; 13]", [32; 23]"

Lo anterior, considerando
[B; jk]" = (VagVerVar Vi;) " = Va Vi Vi Vi = [aB: kj] (A.9)

reduce el nimero de términos a la mitad, por lo que quedan sélo 18 términos de los cuales 9
términos corresponden a los complejos conjugados de ellos mismos, y obtenemos

[12;12], [12;13], [12; 23],
[21;12], [21;13] , [21; 23],
[31;12],[31;13] . [31; 23],
[13;12],[13; 13], [13; 23],
23;12],[23; 13] , [23; 23],
[32;12],[32;13] . [32; 23] .
con el intercambio de o y 3:
[Bov; jk]" = (Vi VarVirVai) " = VarVai Vi Var = [Bas kj] (A.10)

[12:12] = ViyVaaVis Vit = (Ve ViaVi V)" = [21:12]"
Por lo que podemos eliminar mas términos
[12;12], [12;13], [12; 23],

[31;12] ,[31;13], [31; 23],
[23:12] , [23;13], [23; 23],

restando sélo 9 términos y sus complejos conjugados. Resumiendo, consideramos ahora como
MIFBs a los siguientes términos.

Ji = Vi Ve V5 V5 Ja = Vi1 VasVisVa,
J3 = VigVag V5V, Ji= Va1 ViV Vi
J5 = Vi Vas Vi Vi, Jo = VazVia Vb Vi (A.11)

Jr = Voo Vi V3 V5, Js = Va1 Va3 Vs V3
Jg = Vaa Va3 Vi Vi,

los otros nueve son los complejos conjugados:

Joy1=J i =1,...,9. (A.12)
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Las matrices p; (3.11) que las representan, con ¢ = 1,...,9, contienen 2 niimeros positivos y
2 negativos ademads de 5 ceros:

1 -1 0 \ 1 0 —1 0o 1 -1

b= -1 1 0], po=[-10 1), pr=[(0 -1 1 |, (A13a)
0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 1 0 -1 0 1 -1

P, = 0 0 pI = 0 0 0 , p=1| 0 0 0 . (A.13b)
-1 1 0 -1 0 1 0 -1 1
0 0 0 0O 0 0 0 0

pr=1 1 =10, pp=(1 0 1|, pp=[0 1 -1 (A.13c)
-1 1 0 -1 0 1 0 -1 1
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Apéndice B

Monomios Basicos con productos
de 6 elementos

Definimos
Iy = [aByyigh, lmn] = Vo VeV Vi Vi, Vi, (B.1)

donde: a, B, v, 4, 7, k. i, m,n=1,2,3;vqg=1,...,6. Los indices «, /3, indican los renglones y
los indices i, 7, k [, m, n indican las columnas en la matriz CKM de sus elementos que aparecen
en la ec. (B1). Las matrices p, (3.11) constituidas por tres ceros, 3 niimeros positivos y tres
numeros negativos que se obtienen mediante la permutaciéon de p;, de acuerdo a (3.13) son
las siguientes:

I = [123; 123,312] = Vi VaaVas VS V51 Vs, cuya matriz pr, asociada es

r 0 -1
rn = -1 1 0
0 -1 1

Iy = [123; 123,231] = Vi1 Vaa Vas V5 Vo5 Vi cuya matriz py, asociada es

-1 0
P, = 0 1 -1
-1 0 1

I3 = [123;132,213 | = Vi1 Vaz Vs V5V Vil cuya matriz pr, asociada es

1 -1 0
po= -1 0 1
0 1 -1

Iy = [123; 132,312] = Vi1 Vg Vs VS V5V, cuya matriz pg, asociada es

1 0 -1
P, = 0o -1 1
-1 1 0

Is = [123; 231,312] = Via VoV VSV Vi, cuya matriz py, asociada es

0 1 -1
p=( -1 0 1
1 -1 0
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Is = [123;213,321] = ViV Vas V5 Vo5 Vs, cuya matriz py, asociada es

En resumen, los doce monomios invariantes de fase con seis elementos son:

I = [123; 123,312] = Vi1 Voo Vas Vi V5 Vi

Io = [123; 123,231] = Vi1 Voo Vas Vi Vo Visy

I3 = [123;132,213 | = Vi1 VasVaa Vis Vi Vi

Iy = [123; 132,312] = Vi1 VasVaa Vi3 Voh Vi

Is = [123; 231,312] = VioVaz Va1 V5Vt Vi

Is = [123;213,321] = Via Vg Vas Vi Vi V.
Isvi = (I;)" .

}
}
}
|

En las ecs (B.1)
I, = [afry;ijk,lmn], g=1,2,...6

Iq = Vaé V,ﬁj Vka* V’;m V’T*ﬂ

o]

los indices Imn estdn relacionados con los indices ijk en cada caso ¢$delasiguientemanera

Imn = kij, ¢=1,3,6,
Imn = jki, q=2,5,

Imn = jik, gq=4.
Sustituidos los indices correspondientes, resulta para las Iys:
L I3 Ig  —  |afy; ijk, kij],
Iy —  |afy; ijk, jik].
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Apéndice C

Caracteristicas del Monomio
invariante Puro General P(p)

P (p) depende de la matriz p cuyos elementos son nimeros enteros.

P(m,n) = H (Vig)™ e (Vi)™ m;j,ng >0, p=m—n. (C.1)
ijkl

Para tres generaciones los indices adoptan tres valores 7, j,k,l = 1,2,3. En P (p) no estén
incluidos los términos con médulo cuadraticos que resulten cuando ij = kl y m;; = n;;. De
acuerdo al Teorema 1, la matriz p satisface los siguientes requisitos:

3 3
g pis = 0, E pis = 0,
i=1 j=1
ademds para n entero,

P(pi+p2)=Pp)Pp2), (P(p)" =P(np).

Para ver ejemplos consultar los Apéndices A y B. Ahora consideraremos a la matriz p, que
satisface el Teorema 1 en su forma mas general, en base a matrices que contienen tnicamente
ceros y +1s. Para ello consideremos en la siguiente Tabla [24] que contiene a todas las posibles
formas de distribuir a los elementos de p.

Tipo 1 2 3 4 5 6 7T
#>0 2 3 3453 436 465
#<0 2 3 433546354
#=053221110000

Tabla C.1. Todas las posibles distribuciones de elementos positivos (# > 0), negativos (# < 0)
y ceros (# = 0) que contiene la matriz p.
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Ejemplos:
Tipo 1. Para el caso con 5 ceros, 2 nimeros positivos y 2 niimeros negativos

n 0 —n 1 0 -1
0O 0 0 =n 0O 0 0 , n>0
-n 0 n -1 0 1

esta matriz genera a n veces pj

n 0 —n
0O 0 0O — (J5)", (C.2)
-n 0 n

a la que le corresponde una potencia del invariante basico J5 es decir, (J5)" = (V11 Vas Vi Vi)™ .
Notar que todas las matrices correspondientes directamente a los invariantes basicos .J, con
n=1,..,18 son del tipo 1 (ver apéndice A).

Tipo 2. Caso con 3 ceros, 3 nimeros s positivos y 3 nimeros negativos

ny  ny —(np+ng) 1 0 -1 0 1 -1
0 0 0 =m 0o 0 0 +no| O O 0 ., np,ne >0
—n1 —n2  (ny+n2) -1 0 1 0 -1 1
Esta matriz genera
ny  ng  —(np+n)
0 0 0 s ()™ - ()™ (C.3)

-1 —N9 (m + ’ng)

Asi que el invariante resultante corresponde al producto de dos MIFBs del grupo .J,. Otro
ejemplo de este Tipo 2 es

n -n 0
0 n -n | — ()" n>0 (C.A4)
-n 0 n

Aqui aparece un sélo MIFB tipo I, (ver apéndice B).
Tipo 3a. Primer caso con 2 ceros, 3 nimeros positivos y 4 niimeros negativos

n1 + N9 0 —(TL;[ +TL2) 1 0 -1 1 0 -1
—na no 0 =N 0 0 0 —+no -1 1 0 ., ny,ne >0
—ny  —ng  (ng +n9) -1 0 1 0 -1 1
esta matriz genera
m+nz2 0 —(n1+na)
—na N9 0 — (J5)n1 . (Il)n2 s (05)

—ny —ngy  (n1 +na)

cuyo invariante resultante corresponde al producto de un MIFB del grupo J,, y uno del grupo
1.
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Tipo 3b. Segundo caso con 2 ceros, 4 niimeros positivos y 3 niimeros negativos

—(n1+n2) 0 n1 + no -1 0 1 -1 0 1
N9 —no 0 =n 0O 0 0 +no 1 -1 0 , ni,ne >0
ni ny  —(ny+ng) 1 0 -1 0o 1 -1
esta matriz genera
ni+na 0  —(np+no)
—MN2 Nng 0 — (J14)m . (17)112 s (C.G)
—"n1 —1N32 (Tll + ng)

cuyo invariante resultante corresponde al producto de un MIFB del grupo J,, y uno del grupo
L.

Tipo 4. Para el caso con 1 cero, 5 niimeros positivos y 3 niimeros negativos, ny,ns, ng > 0

n N9 —(ny + n9)
n3 —(ni+mn2+n3)  (n1+n2)
— (ny + ng) (n1 +n3) 0
1 0 -1 0o 1 -1 0 0 0
= n 0o -1 1 + na 0o -1 1 + n3 1 -1 0
-1 1 0 0 0 0 -1 1 0
— (L))" (J3)" (J7)"™, (C.7)

cuyo invariante resultante corresponde al producto de un MIFBs del grupo J,, ¥ sélo uno del
grupo I,

Tipo 5. Para el caso con 1 cero, 4 niimeros positivos y 4 niimeros negativos, ny,ns,ng > 0

ni + ng na — (n1 + na + ngy)
—n3 ng 0
—n — (ng + n;}) ni + ng + N3
1 0 -1 0o 1 -1 1 0 -1
= m 0 0 0 + ng 0o 0 0 + ng -1 1 0
-1 0 1 0o -1 1 0o -1 1
— (J5)" (Jg)"* (1), (C.8)

cuyo invariante resultante corresponde al producto de dos MIFBs del grupo J, y sélo uno
del grupo 1.

Tipo 6. Para el caso con 3 nimeros positivos y 6 ntimeros negativos, ni,ne,ns,ng > 0

ny+n3+ng —(n1+ng) —ng
—ny ny+ne+ng —(na+nyg)
- — (nq + n4) —MNo N9 + N3 + Ny
1 -1 0 0 0 0
= m -1 1 0 | +ne 0o 1 -1
0O 0 0 0o -1 1
1 0 -1 1 -1 0
+ng 0O 0 0 + ny 0 1 -1
-1 0 1 -1 0 1
— (J1)" (J9)™* (J5)™ (Is)™, (C.9)



cuyo invariante resultante corresponde al producto de tres MIFBs del grupo J, y sdélo uno
del grupo 1,,.

Tipo 7. El caso con 4 ntimeros positivos, 5 niimeros negativos y sin ceros, ny, na, ng, nqg > 0

ny + ny n3 —(n1 +n3+ny)
—Ny ng + N4 —no
—n —(na+mng+mng) nyt+net+mng+mny
1 0 -1 0 0 0
= m 0O 0 0 + na 0o 1 -1
-1 0 1 0 -1 1
0o 1 -1 1 0 -1
+n3 0O 0 0 + ny -1 1 0
0 -1 1 0 -1 1
— (J5)" (Jo)"™ (J6)™ (I1)™, (C.10)

cuyo invariante resultante corresponde al producto de tres MIFBs del grupo J, y sélo uno
del grupo I,

Para finalizar demostraremos que el producto de dos MIFBs con seis factores I, I,,, genera
a lo mas un sélo I; multiplicado por Jgs. Particularmente para 3 generaciones, considerando la
unitariedad de la matriz CKM, los MIFB tipo I,, pueden ser reducidos a MIFBs multiplicando
por |V,,;]*.

Iy I I3 I, I I
I (I)° J1JsJg J1J2 (Jo)? Js (J1)* (J5)% (Jo)? (Is)° JsJs
I 15 g (1)’ iy JaJs oo Jo (Js)?
I3 J1.Jo J1Jy (I3)° JiJs (Jig)? Jad17 JaJ7
1y (J2)2 Jg Juds  Jids (J18)2 (Ll)2 Jadg (J5)2 JioJ1g
I (1) () (J) (Is) oy Jo iz J2J3 (I5)° J3Jg
I J5Jg I (Js)? J2J7 (Js5)% JioJ1s J3Js (Is)?

Tabla C.2. Producto de MIFBs.
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Apéndice D

Parte Imaginaria de todos los
elementos J,

Para la demostracién de la existencia de una fase tinica para todos los invariantes basicos
Jn, que corresponde a un multiplo entero, 0 6 £1 del invariante de Jarlskog, nos vamos a

apoyar en las siguientes ecuaciones del Apéndice A:

{Qﬁ,jk] = VQJVL}R“V:]{*V;J: (au )8* r":u j: = 1: 27 3) ]

(af; jk) :=Im [VQJVJ’AV ng} ’ (aB;jk) = Re [VaJVJ’kV ng} '

Es decir,
) 1 v V.
(Qﬁjk) = 5 (I/CUV;{kV AVJ*? Vo Vi B3 Sk’)

(aBs jk) = — (aBikj) . (aB;jk) = — (Bas k)

v en relaciones derivadas de la unitaridad de la matriz CKM

S VaiVii =6, > VaVi; = dap
o J

3 3
> laB i) = 6 | Vi, > laB cig) = 655 |Vl
a=1 £5=1
3 3
S (0B ] = dap | Vail*, > B 1if] = dag [Vas|®

i=1

H‘ﬂ
—_

recordando (A.11) que los monomios bésicos son:
J=01212], J=[12:13], J5=[12;23),

Jy=[31;12], J5 =[13;13], Js = [31;32],
Jr=1(23;21], Js =[23;13]. Jg =[23;23].
Primer Caso usando (D.1) Para .Js en (D.4)

(12 13 [VMVZSV’M-VH h(,‘] .
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Vamos a considerar cuatro posibilidades de factorizacién para el uso de (D1), las cuales son

a) (ViiVay) VasVis,  b) (Via Vi) VasViy, o) (VasVis) Vin Vo, d) (VasViy) Vi Vis,  (D.5)

l.a
) (Vi1 Va)) = — (Vi2Vgs + VisVas)
(ViaVih) VasViy = — (ViaVi + ViaVis) Vas Vi = —ViaVas Vi3 Ve — [Vas|? [Vas [,
resulta
ImJ, = —Im.Js.
1.b)

(VirVis) = — (VaaVas + Vin Vi)
(Vi Vi) VasVay = — (Vaul® [Vas|” + Vo Vas ViVt )

por lo tanto resulta

I?TLJQ = ImJg.
1.c)
(VasV3y) = — (VasVa) + VisViy)
(VasVo1) Vit Vi = — (Wl‘%sVEVﬁ + Vsl |V11\2) ;
resulta
ImJ, = —ImdJs.
1.d)
(VazViy) = — (VisVi] + VasVih) .
Vos Vo Vin Viz = — (“/13|2 Vi |? + V%:%V11V3*1V1*3) ;
resulta
ImJs = —Imds.
2. Para Jy en (D.6)
1
(31:12) = 5 [VauViaVip Vi — b (D.6)

Vamos a considerar cuatro posibilidades de factorizacién para el uso de (D1), las cuales son

a): (VarVis) ViaVi, )« (Vai Vi) ViaVis,  e) = (ViaVih) VaiVig, d) = (ViaVih) VarVih. (D7)

2.a)
VaiVip = — (VaVih + VaiVis)

(Vo Vi) ViaViy = = (VirViy + VarVi) ViaVis = = (Vi Vil + VaiViaVi i )

resulta
ImJy = ImJ;.

2.h)
VaVi = — (Va2Vih + VasVis)
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(Va1V77) ViaVay = — (Vaa V5 + Vas Vi) Via Vs = — (|V32\2 [Via|? + WQV%:WH@E) ,

resulta
ImJ4 = —ImJg.

2.c)
ViaVigy = — (Vi Vi) + VisVi)

(ViaVi) Var Vi = — (ViaVii + VasVil) Ve Vi = — (Ve P IVaal + VaiVis Vs Vi)

resulta

ImJy =ImJs.
2.d)

VisViy = — (Va2 Vo) + Va2 Vi),
(ViaViy) Vai Vi = — (VaaVay + VaaViy) Vi Vs = — Vaa Vil Vi Vi + [Vau|* [Vaz |,

resulta

ImJ,=—ImJ;.
Resumiendo:

ImJos = —I'mJ3 = —ImJ, = —ImJs = I'mJs,
ImJy =ImJ, = —Imdg = ImJs = —Im.Jy,
ImJy = —ImJy =ImJs =1ImJy =ImJ; = —ImJg = —ImJ; = —ImJs.
3. Para Jg en (D.8)
|

(23:23) = 3 [VioVas Vi Vi — h] (D.8)

Vamos a considerar la posibilidad de factorizacién para el uso de (D1),

(VagVis) Vas Vs, (D.9)
(VaaVa3) = — (Vi2Vi5 + VaaVis)
(Voo Vigs) VaaVay = — (VigVi5 + Vaa Vi) VaaVah = — (VagVah Via Vi + Vaa VasVag Vi) )
= - (V33V12V§‘2Vf§, + | Vaz|? |Vﬂ,3\2) ;

resulta

ImJyg = —Imds.

Resumiendo:

ImJy = —ImJs = ImJs = ImJy = ImJs = —ImJg = —ImJ; = —ImJg = ImJy. (D.10)
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