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Resumen

La aplicacién de la relatividad general a la cosmologia ha sido muy prolifica ya que
revel6 la existencia de la singularidad inicial, en la cual se centra el problema del origen
del universo. Una de las posibles formas de remover dicha singularidad serfa mediante el
uso de una teoria cuantica que sea consistente con la gravedad. Se han utilizado diferentes
formulaciones de la gravedad cuéntica con el fin de evitar esta dificultad.

En el presente trabajo se da una introduccién al formalismo de la cuantizaciéon por defor-
macion de espacios planos para el caso de grados de libertad finitos asi como su extension a
espacios métricos. A partir de estos conceptos se desarrolla el formalismo de Weyl-Underhill-
Emmrich (WUE) el cual es una generalizacion posible del mapeo de Weyl para variedades
con métrica. Este formalismo de cuantizacion se utiliza en un minisuperespacio arbitrario y
posteriormente es aplicado a los casos de un modelo Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker
con variables candnicas y de Ashtekar-Barbero. Se comparan, para el mismo modelo, las
ecuaciones de onda resultantes de WUE en las variables canénicas y las de Ashtekar-Barbero
con las ecuaciones de Wheeler-DeWitt correspondientes. Las ecuaciones de onda resultantes
difieren tnicamente por una constante multiplicativa en el potencial.
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Abstract

The use of general relativity in cosmology has been a very useful tool because it has
revealed the existence of the initial singularity which is the most important problem to
elucidate the origin of the universe. One of the possible ways to remove such singularity
could be by means of a consistent quantum theory of gravity. Different formulations of
quantum gravity have been employed with the purpose to avoid that difficulty.

In this thesis an introduction to the deformation quantization formalism is given for flat
spaces with finite degrees of freedom as well as its extension to metric spaces. From these
concepts the Weyl-Underhill-Emmrich (WUE) formalism is developed which is a possible
generalization of the Weyl map for metric manifolds. This quantization formalism is applied
to an arbitrary minisuperspace and later it is used in a Friedman-Lemaitre-Robertson-
Walker model with canonical and Ashtekar-Barbero variables. For the same model the
WUE wave equations in the canonical and Ashtekar-Barbero variables are compared with
the corresponding Wheeler-DeWitt equations. The obtained wave equations are different
just by a multiplicative constant in the potential.
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Introduccion

En 1687 Isaac Newton [1] publico la teoria de la gravitacién universal, la cual es una
de las teorias mas importantes para modelar las 6rbitas planetarias, en ella se establecia
que la fuerza gravitacional entre dos cuerpos esta dada por la siguiente expresion

GMm

F=—-——75

f‘?
r
donde G es la constante de gravitacion universal, m y M son las masas de los cuerpos entre
las cuales se mide la fuerza de gravedad, r es el la distancia entre los cuerpos y 1 es el el vector
unitario que senala la direcciéon de un cuerpo al otro. Pasaron més de docientos anos para
que una nueva teoria de la gravedad surgiera, esta fue llamada teoria de la relatividad
general por Albert Einstein en 1915 [2] y cambio radicalmente la manera en la que se
concebirfa el tiempo y el espacio. En esta nueva formulacién la distribucion de masa afecta
el espacio-tiempo provocando que la gravedad sea producto de dicha distorsién, convirtiendo
la métrica del espacio-tiempo g, en el objeto principal de estudio y su comportamiento se
caracteriza por la ecuaciones de Einstein

G;w = v,

donde G, es el tensor de Einstein y T}, es el tensor de energia-momento. La aplicacién de la
relatividad general a la cosmologia ha sido muy prolifica, Einstein fue pionero [3| en hacerlo.
Sin embargo, el desarrollo de esta linea de investigacion en los trabajos de Lemaitre [4] y
Friedman [5] concluy6 en uno de los grandes misterios del origen del universo, la llamada
singularidad de la gran explosion.

Practicamente al mismo tiempo que se desarrollaba la relatividad general una nueva
teoria emergia la cual describia los efectos a escalas atémicas, la mecanica cuantica. Para
esta teoria se desarrollarian varias formulaciones, donde una de las mas utilizadas esta
basada en operadores sobre espacios de Hilbert a la cual le dieron su forma final Dirac [6]
y von-Neumann |[7]. Sin embargo, tiempo después se desarrollaria un formalismo basada
en funciones en el espacio fase y un producto no conmutativo resultado de la deformacion
del producto de funciones. La estructura formal de este formalismo la dieron Bayen, Flato,
Fronsdal, Lichnerowicz, y Sternheimer en 1978 [8].



Introduccion

Figura 1: Los cuatro personajes que participaron en la discusién de la cual nacié la gravedad
cuantica. En orden de izquierda a derecha: Landau, Bohr, Rosenfeld y Bronstein. Foto
publicada en el periédico Khar’kovskii rabochii el 20 de mayo de 1934.

En 1931 Peierls y Landau [9] publicaron un articulo donde se sugeria que la aplicacion
de la mecanica cuéntica al campo electromagnético violaba el principio de incertidumbre
de Heinsenberg intuyendo que con una localizaciéon arbitrariamente precisa en el espacio-
tiempo, podria entrar en contradicciéon con el principio de incertidumbre. Sin embargo, Bohr
en uno de sus trabajos con Rosenfeld, publicado en 1933 [10], indic6 que las expresiones del
principio de incertidumbre no prevenian que una tinica componente del campo en un punto
del espacio-tiempo fuera medida con una precision arbitraria. A partir de este error un amigo
de Landau llamado Matvei Petrovich Bronstein, tuvo la idea de reproducir el anélisis hecho
por Bohr pero al campo gravitatorio, dando como resultado que la intuicién de Landau era
correcta. El trabajo de Bronstein [11] demostré que si se tiene en cuenta la relatividad, la
mecénica cuantica permite mediciones del campo en una regiéon arbitrariamente pequena.
Asi naci6 la teoria de la gravedad cuantica.

En 1958 Dirac [6] aplico su método de cuantizacién para sistemas con constricciones
a la relatividad general, desafortunadamente sus resultados eran muy complicados y no
se divulgaron con facilidad. Sin embargo en 1962 Arnowitt, Deser y Misner (ADM) [12]
generaron un mecanismo para dar una formulaciéon hamiltoniana de la gravedad, ddndole un
enfoque de teoria de campo. Este método comenzaba con reescribir a la gravedad como una
teoria de norma, ya que la evolucién temporal depende de funciones arbitrarias, la funcién
de lapso y el vector de corrimiento. Ademas revelo que el hamiltoniano estaba compuesto
solamente por dos constricciones, haciendo que el hamiltoniano total sea idénticamente
cero. La cuantizacién para sistemas con constricciones, desarrollada por Dirac, aplicada al
hamiltoniano resultante de la formulacion ADM hoy en dia se le conoce como gravedad
cuantica canoénica y revelo varios de los problemas a resolver en el surgimiento de una
teorfa cuantica de la gravedad.



Introduccién

En 1977 Plebanski [13] presenté una formulaciéon de la relatividad general basada en
2-formas diferenciales auto-duales en lugar de la métrica, con la cual es mucho mas sen-
cillo la realizacion de célculos [14]. En 1982 Amitaba Sen [15] y en 1986 Ashtekar [16] de
manera independiente propusieron como variable canénica a una conexién compleja. Esta
formulacion, conocida como gravedad con variables de Ashtekar, daba las constricciones en
forma de polinomios lo que facilitaba la cuantizacién, sin embargo la imposicién de con-
diciones de realidad (para recuperar la gravedad real) complicaba bastante la solucion de
las constricciones. La formulacion dada por Plebarnski resulto ser la versién covariante del
formalismo canodnico de Ashtekar [17].

En 1987 Samuel [18] y en 1988 Jacobson y Smolin [19] de manera independiente llegaron
a una acciéon covariante para reproducir la gravedad con variables de Ashtekar, la cual sirvio
como base para que Barbero [20] e Immirzi [21] generalizaran la conexion dada por Ashtekar.
Todos estos trabajos culminaran con la accion dada por Holst en 1996 [22].

Se cree que una teoria cuantica de la gravedad podria remover la singularidad de la
gran explosion, ya que, en los primeros momentos del universo existia una gran cantidad
de materia y energia concentradas en un espacio muy pequeno, por lo que los efectos
cuénticos dominarian. Incluso existe la posibilidad de que el universo se pudiera generar
por un proceso cuantico [23]. Estas aplicaciones a la cosmologia son un ejemplo de la
importancia que tiene una teoria cuéntica de la gravedad, asi como la mejor comprension
de conceptos como el tiempo, ya que dicho concepto difiere mucho en su naturaleza tanto
en la mecénica cuantica como la relatividad. Estés y otras razones méas han provocado la
bisqueda de nuevas formulaciones de una teoria cuantica de la gravedad y el reforzamiento
de las existentes, asi como un desarrollo de distintas técnicas de cuantizacion.

En este trabajo se tiene como objetivo estudiar la descripciéon cuantica del modelo cosmo-
logico de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) por medio de la cuantizacion usual
con variables canénicas, asi como con variables de Ashtekar-Barbero. Ademés se presentan
la ecuaciones de Wheeler-DeWitt correspondientes. También se realiza la cuantizacion de
un minisuperespacio arbitrario por medio del formalismo de Weyl-Underhill-Emmrich, del
cual se presenta los casos particulares del modelo FLRW con las variables anteriormente
mencionadas.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el primer capitulo se dan los
fundamentos de las cuantizacién por deformacién en espacio fase planos con grados de
libertad finitos, asi como el formalismo de WUE el cual es la generalizacion de la regla de
cuantizacion de Weyl para variedades con métrica. Al final del capitulo se dan las principales
caracteristicas del producto estrella. En el segundo capitulo se dan los formalismos de la
relatividad general con la accién de Palatini, la formulaciéon de Arnowitt-Deser-Misner y
su cuantizacién canénica, asi como la accién de Holst. En el tercer capitulo se desarrolla el
modelo de FLRW con las diferentes variables y sus respectivas cuantizaciones. Finalmente
se presentan las conclusiones del trabajo de tesis.



Capitulo 1

Formulaciéon de la Mecanica Cuantica
en el Espacio Fase

Este procedimiento introducido en su forma final por Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnero-
wicz, y Sternheimer en 1978 [8] donde afirman que la cuantizacion se debe entender como la
deformacion del dlgebra de observables clasicos, més que un cambio radical en la naturaleza
de los observables. Este formalismo es el resultado de los trabajos de Weyl, Wigner y Moyal.
El objeto central en este formalismo es el producto resultante de la deformaciéon del pro-
ducto usual del algebra de observables y posteriormente como la deformacion del corchete
de Poisson. A dicho producto deformado se le llama producto-* y ha sido demostrado que
dicho producto existe para cualquier variedad simpléctica [24] y de Poisson [25].

En este capitulo se desarrolla el formalismo de cuantizacién por deformacién comen-
zando por una breve descripciéon a la formulaciéon hamiltoniana de la mecanica clasica,
para posteriormente definir lo que se entiende por proceso de cuantizacion a partir de una
descripcion clasica del sistema.

A continuaciéon se expone el mapeo de Weyl para trabajar la mecanica cuantica en el
espacio fase y el cual, junto con la funciéon de Wigner, es la piedra angular para introdu-
cir este formalismo; seguido de esto se expone la cuantizacién en espacios planos, primero
considerando un espacio fase de dimensién dos y posteriormente generalizando a un espacio
plano con un namero finito de grados de libertad. Con esto se habra dado los fundamentos
de una formulacién totalmente equivalente a la formulaciéon dada por Dirac et.al. de la me-
céanica cuéantica, pero desarrollada con funciones sobre el espacio fase. También se presentan
los principios del formalismo de Weyl-Underhill-Emmrich el cual es la generalizacion, con
ciertas limitaciones las cuales se mencionan, del mapeo de Weyl a variedades con métrica.

Finalmente se define el producto estrella describiendo sus caracteristicas generales, las
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cuales son independientes de la topologia del espacio. Los productos estrella son el concepto
clave y fundamental en este formalismo de cuantizacion, ya que, encontrando un producto
estrella adecuado se dice que se ha cuantizado el sistema.

En este capitulo se utilizan varias expresiones las cuales se demuestran en el apéndice
B. Estas expresiones tienen la numeracion con respecto al apéndice.

1.1. Mecanica Hamiltoniana

La formulaciéon hamiltoniana es la més general en la mecéanica clésica ya que la formula-
cion lagrangiana es una caso especial de esta, ademas permite la descripcién y solucién de
sistemas que no la tienen en otra forma de la mecénica clasica y sirve como puente entre
otras ramas de la fisica tal como la 6ptica o la mecénica cuéntica.

Cuando se consideran las ecuaciones de movimiento sobre un espacio de configuracién M,
estas tienen las derivadas temporales de segundo orden, sin embargo cuando se consideran
sobre el espacio tangente T'M , son de primer orden. En el caso de la mecanica hamiltoniana
también son de primer orden pero sobre un espacio cotangente I' = T*M el cual funge como
espacio fase, definiendo el espacio fase como aquel espacio formado por todos los estados
de un sistema.

La descripcién de un sistema auténomo! donde el espacio fase I' esta caracterizado

por las coordenadas (¢',...,q", p1...,pn), esta dada por las 2n ecuaciones de Hamilton
siguientes ‘
dg* OH dp; OH .
_— M _— = — - = 1 2 vee 11
dt  Op;’ dt aq’ (i=1,2,..m), (1.1)

donde H = H(q',p;) es el hamiltoniano del sistema.? A las variables (¢, p;) se les llama
variables canénicas conjugadas en el sentido en que cumplen lo siguiente

{d', ¢} = {pi,p;} = 0; {¢',p;} =6, (1.2)
donde {-,-} denota al corchete de Poisson definido de la siguiente manera
of dg Of dg
88(1 apz apz 86]
Si se deriva con respecto al tiempo el hamiltoniano y se usan (1.1) se obtiene que
dH OH , OH. OHOH OHOH (1.4)

dat ot T o' T og op;  opi oG

1Un sistema auténomo es aquel que no tiene una dependencia explicita del tiempo en el hamiltoniano.
2De ahora en adelante se considera la convencién de suma sobre indices repetidos.
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de donde se concluye que bajo las condiciones anteriormente senaladas el hamiltoniano es
una constante de movimiento. Realizando un desarrollo parecido se puede encontrar que la
derivada temporal de una funcion arbitraria en el espacio fase f = f(¢*, p;) se puede escribir
de la siguiente manera

df of ; Of . 9f0H of 0H

dt — og! " op T 0qiopi  Op; O

{f,H}, (1.5)
por lo que las ecuaciones de Hamilton (1.1) toman la siguiente forma

i ={d H}; pi = {pi, H}. (1.6)

Ahora si se re-etiquetan las coordenadas de I' de tal manera que

xuz(qla"'vqn7p1"'7pn); 'U,,V:L"- ,2”, (17)

y se aplica la regla de la cadena al corchete de Poisson (1.3) con estas nuevas coordenadas
se obtendra lo siguiente

(f.q} = ox* 0x¥ B ozt 0x¥\ df 9g
9=\ 0g" api ~ opi ¢

dzt v
of 0
=gt 9f 99 , (1.8)
ozt Ox¥
donde se ha definido que
ot = {at, 2"} (1.9)
De esta ultima expresiéon se observa que o = —g"*, es decir, que o*” define una matriz

antisimetrica. Esta propiedad es heredada de la definicién del corchete de Poisson (1.3).

Una propiedad importante del corchete de Poisson dado por (1.3) es que cumple la
identidad de Jacobi, la cual se expresa como sigue

{{f. 9}, 0} +{{g, h}. f} + {{h, f}. g} = 0. (1.10)
Con f =at,g=2a"y h = esta identidad produce lo siguiente
{2}, 2™} + {2, 22}, 2} + {2t 2"}, 2} = 0, (1.11)

pero usando (1.9) y (1.8) para reescribirla se tendra que

ot doA Do
pA P pv__—_ —
o +o o +o o 0. (1.12)

Asi que un conjunto de funciones o*” cumplan la identidad de Jacobi es totalmente equi-
valente a que cumpla la ecuacion diferencial (1.12).

6
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Las ecuaciones de Hamilton se pueden re-escribir usando (1.9) y (1.6) de la siguiente

forma ot OH
L 1.1
dt T o (1.13)

en donde oaparece explicitamente.

A oM se le conoce como tensor de Poisson, y como ya se menciono debe cumplir la
antisimetria, ya sea la identidad de Jacobi (1.10) o la ecuacion diferencial (1.12), ademas
de la derivada de Lie

{f,9h} = g{f. h} +{f, g}h. (1.14)

Cuando ademés de lo anterior cumple que es invertible se le llama tensor simpléctico.

Dar el tensor de Poisson o equivale a definir los corchetes de Poisson, asi cuando el

tensor de Poisson tiene la forma
ol — GL _OI"> , (1.15)

de las ecuaciones (1.13) se recuperan trivialmente las ecuaciones (1.1). A esta descripcion de
un sistema se le llama canonica. Para describir a un sistema en el formalismo hamiltoniano
vasta con dar su espacio fase I', su estructura de Poisson y el hamiltoniano (I', o, H) |26, 27].

Lo que caracteriza a un sistema dindmico son sus ecuaciones de movimiento por lo
que se puede dar una forma del tensor de Poisson diferente a la candnica, ademés de un
hamiltoniano que sea una constante de movimiento, y si dicha combinacién recupera las
ecuaciones de movimiento, se tendra otra descripcion del sistema. Existen una infinidad de
descripciones del sistema, es decir una infinidad de combinaciones (T', 0y, H;) 26, 27| las
cuales describen al mismo sistema, sin ser, desde el punto de vista de la mecanica clasica,
ninguna preferencial.

En la mecénica hamiltoniana los estados son puntos en el espacio fase, sobre el cual se
define a un observable como una funcién real suaves C*°(M) sobre el espacio fase. El valor
que adquieren los observables es el de la funcién en cada punto. Por ejemplo sea la energia
definida como la funcién sobre un espacio fase I' tal que E : I' — R. Dado un punto zg € I,
es decir un estado, la energia adquiere un valor real F' = E(z) asociado a dicho estado.

Sin embargo se puede adoptar un formalismo en el que el valor del observable es un
funcional [28|, mientras que el observables sigue siendo una funcion sobre el espacio fase y
el estado es una distribucién de delta de Dirac. Para esclarecer esto se retoma el ejemplo
anterior tomando a x € I', se tiene lo siguiente

E = E(xg) = / "z E(x)d(z — x0). (1.16)

R2n
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Este punto de vista serd empleado en el resto del capitulo.

Para finalizar esta seccién solo resta mencionar que los observables forman un algebra
tanto con la multiplicacién punto a punto como con el corchete de Poisson, esta estructu-
ra es llamada algebra de observables y es de gran importancia para el formalismo de
cuantizaciéon por deformacion.

1.2. Cuantizacion

De manera general se puede definir a la cuantizacién como: el proceso por el cual se pasa
de una descripcién clasica a una descripcion cuantica de una sistema.

La necesidad de este proceso viene de que usualmente es més facil obtener una des-
cripciéon clasica de un problema, que una cuantica, razén por la cual se encuentran los
observables de un sistema mediante la descripciéon hamiltoniana, y posteriormente se rea-
liza el proceso de cuantizacion el cual brinda una primera aproximacion a la descripcidon
cuantica.

Se han planteado una serie de requisitos los cuales debe de cumplir el proceso de cuan-
tizaciéon para que en el limite correspondiente se reproduzca la mecanica clasica, a estos
requerimientos se les ha llamado principio de correspondencia y se pueden en listar
como sigue:

s Existencia del limite clésico.

= A todo observable clasico le debe corresponder uno cuéntico.
1

» Se debe cumplir que {-,-} — —h[, /], donde [-, -] es el conmutador entre operadores.
i

Con el tiempo se han generado varios procesos de cuantizaciéon los cuales usan como
guia el principio de correspondencia. Entre los més empleados se encuentran los siguientes

s Cuantizacion canonica.

Integral de camino.
» Cuantizacién geométrica.
s Cuantizaciéon por deformacion.

La cuantizaciéon canodnica fue el primer proceso de cuantizaciéon y fue planteado por Dirac
en 1958 [6], sin embargo solo funciona en espacios planos. Dada la descripcion hamiltoniana
de un sistema dinamico aislado, se construye la descripciéon cuantica del sistema siguiendo
los siguientes axiomas
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» Existe un espacio de Hilbert H en el que los vectores |1)) € H representan los estados
del sistema. Dos vectores tales que [1)) = «|¢), para algin a € C, representan el mis-
mo estado. Estos vectores seran funcion de las variables del espacio de configuraciones

: _ i
Le. [¢) = [¢(q"))-

= Un observable clésico A del sistema se mapea a un observable cuantico A el cual es un
operador hermitiano sobre H. Los valores que puede asumir este observable cuantico
seran sus eigenvalores. Por ejemplo las variables candnicas se mapean como sigue

) ~1

¢ —q pi = Di- (1.17)
= Para dos observables clasicos A, B, su corchete de Poisson estara relacionado con el
conmutador de sus correspondientes observables cuanticos A, B de la siguiente manera

1

{A,B} - ih[A,B]. (1.18)

Tomando esto en cuenta, la version cuantica de las ecuaciones (1.6) se expresa de la
siguiente manera?

d¢¢ 171, - dp; 177, -
g _ 1 H} 7:.7[.,}1}. 1.19

dt ~ih L at —in " (1.19)
En forma anéloga se obtiene la ecuacién de Heisenberg para describir la evolucion
de cualquier observable A que no depende explicitamente del tiempo

H|.

dA 1. .

@ _ A, } 1.20

dt  ih [ ( )
En la representacién de coordenadas, la aplicacion de los observables correspondientes
a las variables canonicas, a algin estado |1)) € H serd como sigue

9 |¢)

F) =) ) = —in Tl

(1.21)

» Sea un estado arbitrario |¢) € H, el cual representa el estado inicial de varios sistemas.
La medicion del observable A a un tiempo ¢, en general es aleatorio, sin embargo el
valor esperado al tiempo t estd dado como sigue

i wIA() v
<A>t - W (1.22)

3Recuérdese que son relaciones para un sistema auténomo.
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Cabe recalcar que el elemento central de la cuantizacién canénica esta en la definicion de
un mapeo entre el algebra de observables de la mecénica clasica a un algebra de operadores
sobre el espacio de Hilbert, donde el producto correspondiente a cada algebra es el corchete
de Poisson y el conmutador respectivamente.

Mientras el producto usual de observables clasicos es conmutativo, el corchete de Poisson
de los observables no lo es, asi como tampoco el conmutador de los observables cuanticos.
Esto conlleva una ambigiliedad al aplicar la cuantizaciéon canédnica a observables clasico que
contiene la multiplicaciéon de variables canoénicas. Por ejemplo, se considera una funcion
f = p?q en el espacio fase bidimensional, las siguientes expresiones son todas equivalentes
en el contexto clasico

fi=paw; =P f3=ap,
sin embargo la cuantizacién de cada una de estas expresiones serd inequivalente, en el
sentido que el valor del observable sera diferente para cada fl Al escoger un orden para
los operadores se dice que se defini6 un esquema de cuantizacion [28], siendo los més
usuales los siguientes

= Orden antiestandar: gp — pq.

= Orden estandar: gp — ¢p.

1
s Orden Weyl: gp — 5(]5@ +4p).

Ademés de esta ambigiiedad para el esquema de cuantizaciéon también se encuentra
la dificultad para escoger una descripciéon hamiltoniana del sistema. Desafortunadamente
las teorias cuanticas resultantes son inequivalentes en el sentido de que el valor de los
observables es diferente para cada una [29]. Aunque usualmente se escoge la descripcion
canonica, el proceso de cuantizacion deberia de ser independiente de la descripcion elegida.

1.3. Mapeo de Weyl y la Funcién de Wigner

Con la finalidad de definir un mapeo entre las funciones suaves C°°(I") del espacio fase
I" (los observables clasicos), y los operadores hermitianos sobre un espacio e Hilbert H (los
observables cuanticos), Weyl creo la llamada regla de asignaciéon de Weyl (o mapeo de
Weyl). Para describir dicho mapeo se consideran funciones f = f(q,p) sobre un espacio
fase 2-dimensional cuyos puntos estan etiquetados por las coordenadas candnicas (g, p), el
mapeo actia en dicha funciones de la siguiente manera

f=w(), (1.23)

donde f es el operador correspondiente a dicha funcién.

10



Capitulo 1. Formulacion de la Mecanica Cudntica en el Espacio Fase

El mapeo de Weyl tiene un mapeo inverso para funciones en I' las cuales tienen bien
definidas su transformada de Fourier, conocidas como funciones temperadas, en tal caso se
cumple lo siguiente

N

flg,p) = W) (1.24)

Existe una forma de definir el mapeo de Weyl de tal manera que a través de una funcién
polinomial 7(n, &) se determine el esquema de cuantizacion, la forma de dicho mapeo es el
siguiente

W (f) = / F(n, &) D 1) e, (1.25)

donde .
7(n,€) = Z(omz + BE% + 2ivEn), (1.26)

y la transformada de Fourier f(\,u) de f = f(q,p) esta dada como sigue

FOum) = / dp dq £(q,p) exp {—~iQAp + )} (127)
R2

Para el uso de coordenadas (g, p) se usan los valores a, f = 0 con los cuales los siguientes
valores de v determinan el esquema de cuantizacién:

» Orden antiestandar v = 1.

s Orden estandar v = —1.

= Orden Weyl v = 0.

Para el uso de coordenadas holomorficas (a,a) se toma v = 0,5 = —a y los siguientes
valores de « fijan el esquema de cuantizacion

» Orden antinormal o = —1 produce aa — aal.
» Orden normal o = —1 produce aa — a'a.
» Orden Weyl a = 0 produce aa — %(a'a + a'a).

Para los propésitos de este trabajo solamente se emplea el orden de Weyl con coordenadas
(¢, p) por lo que el mapeo queda definido de la siguiente forma

W(f(a,p) = / dnde f(n, €)e~ e, (1.28)

Ahora se define una familia de operadores unitarios de la siguiente manera

U\ p)=exp{i(Ap+pd)}, (A p) € R?, (1.29)

11



Capitulo 1. Formulacion de la Mecanica Cudntica en el Espacio Fase

que sirven como base para los operadores. La representacion de esta familia de operadores
en la base coordenada seré

. , A hA
UA, 1) Z/dq exp(w@‘q—2> <q+2 ) (B.1)
R
y en la base de momentos
. , h, h,
U\ p) = /dp exp (iAp) ’p+ 2M> <p— 7“ : (B.2)
R

Utilizando esta base de operadores unitarios la regla de Weyl (1.28) tendra la siguiente
forma

F=W(iap) = - / dx dp FO )T (), (1.30)

(2m)
RQ

de donde se observa que los valores de la transformada de Fourier f (A, i) son los coeficientes
de la expansion de Fourier del operador f en la base U(A, u).

Se desea obtener la transformada de Fourier f(A, u) en términos de la base unitaria, para
hacerlo multipliquese por UT(\, )* ambos lados de (1.30) y tomando la traza se obtiene lo
siguiente

Tr{TT (o N) ) = (2}0 /R N O TR ()T ).

= (27102 /R Adp f(%u)%ré(u — 1SN = X)dXdp,

= i O,
donde se ha empleado la siguiente relacion
Tr{0H (0, ) DTV, ) = S50 = N)ou = 1) (B7)
De esta forma se encuentra que
FO\ ) = 2xRTr{UT (X, ) f}. (1.31)

Al combinar las expresiones (1.27) y (1.30) se obtiene lo siguiente
. 1 ‘ .
f= W/d/\dudpdq f(q,p) exp {=i(Ap + pq) }U (A, 1)
R2

=5 [ dv da [(a.p)a.p). (1.32)

4Donde el superindice t indica operador auto-adjunto, i.e. el transpuesto, conjugado del operador original.
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en donde se defini6 la siguiente distribucién

~

9@m=;/wmww&memmmm (1.33)

a la cual se le conoce como el cuantizador de Stratonovich-Weyl (SW). Como el cuan-
tizador esta en términos de la base unitaria, tendra una expresion en la base coordenada

Q(q,p) =/d§ exp <Z§2p> ‘q+§> <q§

y otra en la base de momentos

Qq.p) = /d€ exp (—igq> ‘p+ §> <p - g‘ : (B.23)

Se puede obtener una expresion de f = f(q,p) en términos de su operador asociado f y
el cuantizador (g, p), para esto se multiplica por el cuantizador ambos lados de (1.32) y
al calcular la traza se tiene lo siguiente

, (B.22)

Tr{Oa.n)f} = 5 | ddd £(d0)Tr {Oa 0O 9}
R2

- /Rz dp'dq’ f(d',p")o(p —p)o(q — '),
= f(ap)-, (1.34)

donde se ha empleado la siguiente ecuacion
Tr{q, p)Ud,p)} = 27hd(q — q')é(p — ). (B.30)

El resultado (1.34) es uno de los mas importantes, y a continuacion se usara para realizar
el mapeo inverso de Weyl del producto de dos operadores. Dadas dos funciones f; = fi(q, p)
y fa = fa(q,p) las cuales cumplen

fila,p) = W(f) = Tr{Qf},

fala,p) = WH(f) = Tr{Qfs},

se desea obtener la funcién correspondiente al producto de los operadores fl fQ. Denotando
a esta funcion como f1 * fo = W~1(f1f2) de la siguiente manera

(f1 * f2)(a.p) = Tr{Qq, p) frf2} (1.35)

13
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1 A R .
= e /dq’ dp' dq" dp” fi(q,p)Tr{Qq, p)Qd, p)QW", ¢} 20", ¢")

(f1* f2)(q,p) = (2;)2/6@’ dg dp” dq¢" {fi(p+p'.q+d)

%
X exp {E(q'p” — "V} o+ 1" q+ d")}, (1.36)

donde se utiliz6 lo siguiente
R A A 27
Tr{Qg, P P)UP" ")} = dexp {—= (g = )P = ") = (g =" )p = P)]}.  (B33)

Si se asume que f1, fo € C®°(R?) se puede expandir fi(p+p,q+¢)y filp+p",q¢+¢")
en serie de Taylor an el punto (g, p) € R?, el producto-* de Moyal esta dado de la siguiente

forma
L e =
(1 * 2)(a:p) = fi(a: ) exp {f (gqu - fpfq) }fz(q,p)- (B.3%)

Por medio del producto de Moyal se puede definir el corchete de Moyal como sigue:
1
{f1,f2}M=%(f1*f2—f2*f1)- (1.37)

Este formalismo se basa en tomar la mecanica cuantica como una teoria estadistica
sobre el espacio fase, colocando la mecénica cuantica y la mecanica clésica sobre un mis-
mo lenguaje, razén por la cual la otra estructuras importante de esta formulaciéon es una
distribucién en el espacio fase, la funciéon de Wigner.

Trabajando en el espacio fase con el operador de densidad p, que representa el estado
del sistema, podemos definir la funciéon de Wigner w = w(q, p) a través de la regla de Weyl
como sigue

p=ppq) =W (p)=Tr {Q(p, Q)ﬁ} : (1.38)

w(a;p) = 5_7p(¢,p), (1.39)

y en particular para el caso de un estado puro, i.e. p = [¢) (1] se tiene lo siguiente
p(p,q) = Tr{Qp,q)p}
1 A .
= (19 (0, 9)p1d') dd'
R

2mh
= = (¢ exp (—iy'p) lqg — El> (¢ + % (Y1) dg'dy’
27 Jge 9 2
1 - h * h, /
= — - = = 1.4
5 Refﬂp( Zyp)¢<q+2y>w <q 2y>dy, (1.40)
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la cual es conocida como la representacion integral de la funcién de Wigner.

El valor esperado de un operador se encuentra entonces por medio de la expresiéon

o Jre fla,p)w(q, p)dpdg
(f) = T w(@p)pda (1.41)

y de manera analoga a las ecuaciones (1.6) la evolucién temporal esta dada por la ecuacion
de Heisenberg de la siguiente manera
dw df
— =A{w,H},; —=A{f H}..
A continuacién se generaliza la funciéon de Weyl a un espacio de configuraciones dado
por R™ por lo que el espacio fase estard dado por R™ x R™ con la forma simpléctica

o = dpa N dq”,

donde ¢', ..., ¢" son las coordenadas cartesianas en el espacio de configuraciones y pi, . .., pn
son los momentos conjugados correspondientes. Descuerdo a la regla de cuantizacién de
Weyl si f = f(x,p) es una funcioén en el espacio fase, entonces el operador fW correspon-
diente en el espacio de estados cuénticos H ser& entonces

~

1 A
fur = g [, dpda f(ap)a.p) (142

donde dpdq = dp1...dppdqy ...dg, v Q(q, p) es la distribucion valuada en el espacio de
operadores definido de la siguiente manera

oap) =2 [ deon (TP ) g-g el peipat (3

la cual es la generalizacion del cuantizador de SW a R™ x R™ y de manera analoga cumple
que

f = f(a,p) =Tr{Q(ap)fw} (1.44)

Ahora dados dos kets |¢) , [¢)) € H y empleando (1.42) y (1.43) se obtiene

(01 i 10) = oy [, dpda f(a.p) (] ap) 0
(0] Q(a,p) |¢) = 2" /R dgexp (—227‘;&) B(=9d(a +¢). (1.45)
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donde ¥ (x) = (z[1)) y ¢(x) = (x|p) denotan la representacion de Schrodinger de [¢)) y |@),
respectivamente, y la barra a el complejo conjugado. Con lo anterior se tendra que
1 2ip§

W1 w16) = s [ dpdade fap)esp (<2P) Ul gole +9). (110)

En particular si f es un monomio con respecto a los momentos de la forma

f=X(2)pay - - Doy s (1.47)

donde X% (z) es un tensor totalmente simétrico en el espacio de configuraciones. En-
tonces sustituyendo (1.47) en (1.46) y realizando las operaciones correspondientes se obtiene
que

(Wl fw |¢) = /R dzx w@:){ <?>m i 2% (f) (D . .- Doy X O10m (:E))aawaam} é(x),

k=0

por lo que la imagen del mapeo de Weyl del monomio es

~ h m m 1 m . .
fw = (Z) Z 21‘3(k>(8a1 e Do X (2)) Dy Oorrn s (1.48)

k=0

Asi si se realiza una extension lineal de (1.48) es obtener la imagen del mapeo de Weyl de
un polinomio arbitrario [30].

1.4. Formalismo de Weyl-Underhill-Emmrich

Ahora se generalizara lo anterior al caso en el cual el espacio de configuraciones es una
variedad n-dimensional riemaniana (M, g) donde g es su métrica. El espacio fase sera el haz
cotangente T* M sobre M, el cual tiene la forma simpléctica

w = dpg N dg" a=1,...,n,

donde ¢',...,q" son las coordenadas en M y pi,...pn,q",...q" son las coordenadas in-
ducidas (coordenadas propias de Darboux) en T*M. Dado f = f(q,p) sea una funcion
en T*M, se quiere una generalizacion natural del mapeo de Weyl de R?" a T*M. Proba-
blemente la mejor respuesta la dio Underhill y Emmrich, cuyo formalismo se sigue aqui
solamente cambiando la medida de integraciéon usada sobre T'M. El principal problema es
la generalizacion del término exp (—2ip§/h) cuando M no es méas R™. En el formalismo de
Underhill-Emmrich es realizado con el uso de coordenadas normales.
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Sea g cualquier punto en M ademas de T, M y T/ M el espacio tangente y cotangente
de M, respectivamente, correspondiente a . Para cualquier £ = £*(0/0qq)q € ToM y
P = paldq®)y € T*M seguimos teniendo p§ = p,&“. Para cualquier ¢ € M se toma una
vecindad normal Vq’ C T, M, un abierto K, C Vq’ y una pequena vecindad de ¢, V, C K,. Con
lo anterior definimos una funciéon de corte x = x(q,§) € C*°(T'M) tal que para cualquier
qgeM
1 para €V,
1.4

x(¢,¢) = {0 para € ¢ K, (1.49)
Dado expy : V, — Uy C M sea el mapeo exponencial de V| sobre U,. Para cualquier

funcion ¢ y ¢ y para cualquier punto ¢ € M definimos las funciones ¥~ y ®* en T, M

Uo(€) = {X(CL —&)Y(expy(—€)) para & € K,

q 0 para ¢ ¢ K,
, X K
o (6) = {x(q f)aﬁ%e P¢(£)) gzz g;KZ (1.50)
Dada f = f(q,p) una funciéon en T* M, definimos por analogia con (1.42) la imagen fw
por
A 1 2ip€\ = o
Wl o) = g [ avia o) [ de/a@en (<22 ) w@05 ), 1)

y de igual manera también tenemos
~ 1 A
=— Q
(01 o 16) = o | dpda f(a.p) ] ap) 10
/g exp (2P ) W 2 6),

(W] 9q.p) |¢) = 2" /

TyM

donde g(£) denota el determinante de la métrica de M en coordenadas normales. Tenemos
el problema de que tanto fW como ) dependen de la funcién de corte x(q, &), por lo que se
deberia encontrar la forma optima de £, sin embargo, Underhill demostré que si la funcién
f = f(g,p) es un polinomio con respecto a los momentos, entonces fW no dependera de la
funcion de corte £(q, &), de echo dado

f=flgp) = X" ""(@)pa; - - - Povm (1.52)

y sustituyéndolo en (1.51), obtendremos
W fur 16) = / dav/a(@) D(@)fwdla (1.53)
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donde

w2 {07

m—k
X(Vay - Vi, X0k (q))V 4 ... Vam,k} : (1.54)
y se definid
~ . 0" 9(&)
Xal...oam_k (q) — Xﬁlmﬁkal-~~0¢gag+a~-~am—k (q) .
o8 .. 08" \/o(a) |,

1.5. Producto estrella

En el formalismo de cuantizaciéon por deformacién consideramos a la mecéanica cuantica
como una teoria estadistica sobre el espacio fase, con lo cual la naturaleza de los observables
no cambia de una forma abrupta. Ambas formulaciones son equivalentes, sin embargo,
algunos autores consideran la formulacién en el espacio fase mas fundamental por diversas
razones.

Consideramos una variedad de Poisson (M, {, }) y sobre esta funciones suaves con valor
en los complejos C*°(M). Denotamos el conjunto de series de potencia de A con coeficientes
en C*°(M) como C*°(M)[[A]] y un elemento de este conjunto se escribira como

f=Y )" fn. (1.55)

Asi tenemos que la cuantizacion por deformacion de un sistema dado por (M, {,}) es una
algebra asociativa (C°°(M)][[h]], *) donde

fxg=">> (ih)*Cr(f,9). (1.56)

k

Cuyos coeficientes deben cumplir

= Asociatividad >, Ci(Ci(f, 9), k) = 3,1 5—n Ci(f, Cr(g, 1))
» Limite clasico Cy(f,9) = fg.

» Estructura de variedad de Poisson Ci(f,g) — Ci(g, f) = {f, g}

El altimo requerimiento tiene la implicaciéon de que se respeta el principio de corresponden-
cia ya que

lm L (1, gl. = {19}, (1.57)

h—0 ih
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donde
[f.gle=fxg—g=*f. (1.58)

También se requiere que Cj es bidiferencial .
Usualmente se requiere que el producto sea hermitiano fxg =g f.

Un producto se dice c-equivalente a otro si cumple que exista un operador diferencial

T=1+hT+...+=> W, (1.59)
k

que cumple
T(f+ g)=(Tf)*(Tg). (1.60)

Entre mas complicada es la topologia de un espacio mas clases de equivalencia existiran
en dicho espacio; en el caso plano todos los productos estrella son equivalentes al producto
estrella de Moyal.

Esta equivalencia es s6lo matemética, ya que fisicamente los productos son inequivalentes

en el sentido que dan diferentes valores para los observables.

Los estados estaran caracterizados por distribuciones en el espacio fase llamadas proyec-
tores los cuales son idempotentes y normalizados. Un estado caracterizado por la energia
E se denota por pg(q,p)

1

o pe(q,p)dgdp =1,  pg*pr =g pe(q,p), (1.61)

El echo que el hamiltoniano tome el valor de la energia F en el estado pp se puede ver
de la siguiente manera. Partiendo de la ecuacién para estados estacionarios de la mecanica
cuéntica dada por

H|¢) = E|¢), (1.62)

se tiene al multiplicar por la derecha por (¢| que

H ) (¢| = E o) (] (1.63)

Identificando a p = |¢) (¢|, como el operador de densidad p la expresion anterior se puede
escribir como
Hp = Ep, (1.64)

al aplicar ahora la regla inversa de Weyl (1.34) en (1.64) se encuentra que
Wl(Hp) = W (Ep), (1.65)

Hxp=Ep (1.66)
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y la descomposicion del hamiltoniano esta dada por

H(q,p) =Y _ Epe(g,p). (1.67)
E
El valor del observable E se puede calcular de la siguiente forma
B = /(H*pE)(q,p)dqdp- (1.68)

La cuantizacién or deformaciéon se pude aplicar a sistemas con espacio fase arbitrarios,
sistemas con constricciones y espacios con dimensién infinita colocandolo como uno de los
formalismo de cuantizaciéon mas prometedores.
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Capitulo 2

Formulaciones de la Gravedad y su
Cuantizacién Canodnica

La relatividad general es la formulacién para describir la gravedad; ha sido comprobada
experimentalmente con gran éxito, desde el eclipse de 1919 hasta las hondas gravitacionales
medidas en el 2016. La otra gran rama de la fisica que ha pasado las pruebas experimen-
tales es la mecanica cuantica, pero jPor qué unificarlas?; Con que propésito cuantizar la

gravedad? A continuacién se mencionan algunas razones:

= Para entender los origines de universo, la relatividad general debe contemplar efectos
cuénticos, ya que se cree que en el universo temprano habia una gran cantidad de
materia y energia concentrada en un espacio muy pequeno.

La historia de la ciencia ha mostrado que unificando teorias se han tenido grandes
avances, tal es el caso de la electrodindmica y la mecénica clasica dando la relatividad
especial, el modelo estandar, por mencionar algunas.

Por razones de consistencia se debe analizar la aplicacién de la mecanica cuantica a el
universo como un sistema el cual es el tinico sistema cerrado. Sin embargo, a escalas
cosmicas la gravedad es la fuerza dominante, razon por la cual se intuye la existencia
de una teorfa cuantica de la gravedad.

La mecénica cuéntica y la relatividad general difieren totalmente en su forma de
concebir el tiempo. Una unificaciéon de ambas teorfas podria significar un mejor en-
tendimiento de este concepto que juega un papel sumamente importante en la fisica.

En este capitulo se dan los elementos principales del desarrollo lagrangiano de la rela-
tividad general por medio de la accién de Einstein-Hilbert. Posteriormente se desarrolla la
formulacion de Palatini para introducir loc conceptos de tetradas y de la conexién de espin.
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Se describe el formalismo ADM del cual se obtiene el hamiltoniano necesario para el proceso
de cuantizaciéon. Para finalizar se expone la accién de Holst asi como las generalidades de
su cuantizacién canoénica.

A lo largo de este capitulo se denotara al conjunto de campos vectoriales definidos sobre
una variedad M como Vect(M ), asi mismo los campos vectoriales se escribiran tomando la
base coordenada {0, }. Por ejemplo un campo vectorial arbitrario v € Vect(M) se podra
escribir en la base coordenada como v = v#d,,.

Se considera al espacio-tiempo como una variedad n-dimensional lorentziana orientable
M con topologia arbitraria y sin frontera, dicha variedad sera el espacio base de un haz
tangente T'M cuyas fibras son los espacios tangentes 7, M para cada p € M.

2.1. Formulacién Lagrangiana

La relatividad general es diferente de otras teorias en el sentido que la mayoria partes de
un espacio-tiempo fijo, mientras que en ésta el espacio-tiempo es dindmico, va evolucionando
y para caracterizar esta evolucién nuestra variable dindmica seré la métrica. Para construir
una lagrangiana de la gravedad se presenta a continuacién una breve descripcién de los
conceptos principales comenzando por el de conexién. Para una revisién mas detallada

puede consultarse [31, 32, 33, 34, 35, 36].

Dada una conexién V en una variedad M, esta queda completamente definida por su
aplicacion a los vectores de la base coordenada de la siguiente manera

Va,0x =T\ 0a, (2.1)

donde I', son funciones sobre M llamadas potencial de la conexién, aunque algunos se
refieren de manera indistinta al potencial como conexién, ya que la determina por completo.

Una de las caracteristicas que puede tener una conexion es que preserve la métrica g(-, -)
de la variedad M, es decir, no altera la magnitud del vector al transportarlo paralelamente,
esto se cumple si se mantiene la siguiente expresion

ug(v,w) = g(Vyv,w) + g(v, Vyw),
donde w, v, w € Vect(M).
Ahora se considera la siguiente cantidad
V.00 = V3,0, = (I, —17,)00 = T}, 0a,

donde, en general d, € Vect(M) es un vetor de la base coordenada. Esta cantidad refleja
que tanto difiere el transporte paralelo de d, a través de J, del hecho por 9, a través de
dy. Si una conexion cumple que T, = 0 < I', = I'), se dice que es libre de torsion.
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Para cada variedad M con una métrica g, dada, existe s6lo una conexién que cumple
ser libre de torsién y que preserva la métrica, a dicha conexion se le conoce como conexion
de Levi-Civita y esta dada de la siguiente manera

1
ng = *gaﬁ(augl/ff + 0vg8u — 08Gup)-

2

De ahora en adelante se utilizara V para denotar la conexién de Levi-Civita; al potencial
'Y, de esta conexion se le conoce como simbolos de Cristoffel.

Considérese la aplicaciéon sucesiva de V sobre un vector de la base 9y como sigue
— o _ 14 e
Vo, Va,0n = Va,(I7,0a) = (0,1 + T7\I',) 0,
Al aplicar la conexion en el orden inverso y restarlo a la expresién anterior se tendra

(VaHVay — VaVVaM)ag = (6MF35 — 8VF/‘3‘6 + PZﬁszy — PZ,BPS’V)&I

= R%30a,

la cual es la definicion del tensor de Riemman R%g A conocido como la curvatura de
la variedad M (véase [33, 31, 36, 34, 32]).

Una vez que se tiene el tensor de Riemman se obtiene el tensor de Ricci, realizando
la siguiente contracciéon

R, =R"

pows

y tras otra contraccién se obtiene el escalar de Ricci

R=g¢"R,, =R",.

El escalar de Ricci proporciona informacion acerca de la curvatura de la variedad ademas
de ser funcion de la métrica, esta observacion siguiere usar este escalar en un una accién para,
después de realizar su variacién, obtener ecuaciones de la métrica. La accién correspondiente
es la accion de Einstein-Hilbert la cual esta dada como sigue

Sylg) = [ dtev=g (R -24). (22)
M
donde A es la constante cosmolbgica, g es el determinante de la métrica y la densidad

lagrangiana es £ = R — 2A. La variacion 65, = 0 produce como resultado las ecuaciones
de Einstein en el vacio

1 68,
V=9 6+

1
= R,uzx - §ng/ + Ag,uzz =0.
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A esta accién se le puede agregar un término relacionado a campos masivos, y obtener
entonces una accion total S = Sy + Sy, donde Sy, es la accién para la materia. La variacion

da
1 4SS 1 4S5, 1 4SS,

— 4 ,
V=gogr /=g dghr /=g g

donde si se define el llamado tensor de energia momento como sigue

1 S,

= %m _ 7
V=g o9 "

se recupera las ecuaciones de Einstein tal y como se conocen

1
R,uy - ingj + Agm/ = T,uu'

2.1.1. Tetradas y la Conexién de Espin

Como cada conjunto abierto U de M es difeomorfo a R™, entonces los espacios tangentes
correspondientes a dichos conjuntos abiertos también lo seran. Esto sugiere la existencia
de un mapeo local e, definido para cada conjunto abierto U, llamado trivializacion del haz
tangente tal que

e: M x R" — TM, (2.3)

el cual mapea cada fibra {p} x R™ del haz trivial M xR™ al espacio tangente correspondiente
T,M. Al ser este mapeo invertible, se cumple que su mapeo inverso es tal que

el TM — M x R™ (2.4)

Al mapeo e también se le conoce como campo de marcos, ya que para todo p € M
mapea la base canoénica de R"™ a una base del espacio tangente T, M de p. Cuando la
dimensiéon del espacio-tiempo es cuatro al campo de marcos se le llama tetrada, mientras
que si la dimension es tres se le conoce como triada.

Para propésitos operativos es méas facil trabajar en el haz trivial, por lo que la idea
principal en esta formulacién es realizar la mayoria del trabajo en haz trivial M x R", al
cual se le llama espacio interno, para posteriormente realizar el mapeo al haz tangente
T M usando el campo de marcos e.

Los campos vectoriales definidos por el haz trivial son funciones sobre M valuadas en
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R"”, a los cuales les podemos asignar la base candnica

&(p) = (1,0,0,...,0)
&(p) = (0,1,0,...,0)
&(p) = (0,0,1,...,0)

§n<p) :(07 07 07 R l)a

con lo que cualquier campo vectorial se puede escribir de la forma s = s'¢;. Los indices
del espacio interno estan denotados por letras latinas mayusculas (I, J, K, ...) y las letras
griegas (a, 3,7, ...) se reservan para los indices del espacio-tiempo correspondientes a los
campos vectoriales coordenados en una carta.

Se puede considerar al campo de marcos e como un mapeo entre los campos vectoriales
del haz trivial M x R™ y de M, donde al aplicar e a la base &; se obtiene una base para los
campos vectoriales e(£7) en M. Lo anterior en una carta estd dado como

e(&r) = er = €70,

donde las componentes ef son funciones sobre M. Ya que tanto las componentes e como
el campo vectorial e; son suficientes para definir la trivializacién, a cualquiera de la dos se
le llama campo de marcos de manera indistinta.

El espacio interno tiene un producto interno canénico dado por una métrica interna
la cual define un mapeo entre el espacio interno y su dual. Esto es, dados dos campos
vectoriales s y s en M x R", su producto interno sera

(s, 8") = n(s'er, s7¢s) = s'sn(er, €5) = s's' g,

donde 77y es la métrica de Minkowsky siguiente

-1 .0 0 0
0 10 0
my=10 01 0
0 00 ... 1

Operativamente la métrica interna 7y y su inversa 1’/ sirven para subir y bajar indices
en el espacio interno. La métrica de Minkowsky define la métrica interna ya que M es una
variedad lorentziana y tiene una métrica g,, con la cual podemos tomar el producto interno
de los vectores v,v" en M

g(v,0) = g(vaaa,vlﬁag) = v%’ﬁg(aa,aﬁ) = vo‘v’ﬁgag.
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Se dice que un campo de marcos e es ortonormal si los campos vectoriales ey son ortonor-
males, i.e.

gler,eq) =n(&r,€s) = n1J-

La métrica interna en términos de la métrica g de M y el campo de marcos queda dada de
la siguiente manera

n1y = gler,e) = 9(ef Oa, €505) 25)
= ¢7¢59(0a, 05) = ¢f€¢1gas.

Para ver cual es la relaciéon entre los campos vectoriales dados en M x R™ yv T'M se
consideran dos campos vectoriales arbitrarios s,s’ en M x R™ y se desarrolla su producto
interno en T'M a través de e como sigue

gle(s),e(s) = gle(s'¢r), e(s7¢5)) = 55" g(er, e)
=s's"n(&r, &) = n(s'ér,87¢))
=n(s,s).

En la formulacién de Palatini se usa el campo de marcos ortonormal en lugar de la
métrica, ya que poseen la misma informacién. Con un campo de marcos ortonormal y dos
campos vectoriales arbitrarios v,v’ en M y usando el inverso del campo de marcos se tiene
que

g(v, ") = n(e v, e ).

Es posible obtener ahora una expresion para el inverso del campo de marcos. Por medio

de la expresion de la delta de Kroneker y (2.5) como sigue

I IK IK
5 ="k = nEeSgaser
= ef",gagem = ef",eé.

Las componentes e/, son funciones sobre M llamadas campo de co-marcos, también se

les conoce como cotetradas o cotriadas, segiin corresponda. Estas funciones representan
al mapeo inverso del campo de marcos e~! de la siguiente manera

e 1 (0a) = ea = €lg;.

Para verificar la congruencia de la notacién se considera un campo vectorial v en M y
un campo vectorial s en M x R™ tales que v = e(s), de donde se encuentra

efl(v) = efl(vo‘ﬁa) = vaefl(aa)
=%l = s7eFel s

I.J I
=058 =5"¢r = s.
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De estos resultados se puede obtener la siguiente expresion de la métrica en términos
del campo de co-marcos, partiendo de la definicién del producto interno en T'M

g(aav aﬂ)
(e 0n,e7105) = n(elér, e4€s) (2.6)
eheqm(&r.&y) = ehefmiy.

9ap

El espacio interno tiene una simetria asociada al grupo de transformacion de Lorentz Ag,
dada de la siguiente forma
I KT
e, — e, Nk, (2.7)
para ver esto se sustituye (2.7) en (2.6) con lo que se tendréa
guw = e/mrrey = e N genryAel
= el nkLey = e,nie;,
de donde se observa que la expresion (2.6) es invariante bajo la transformacion (2.7).

Ahora se define una conexion preferencial D en el espacio interno M x R™ a la cual se
le conoce como conexién de Lorentz (o conexion de espin) si para un campo vectorial
arbitrario v en TM y dos campos vectoriales arbitrarios s, s’ en M x R"™ cumple que

(s, s') = n(Dys, s) +1(s, Dys’),

lo cual implica que la longitud de los vectores s y s’ se preserva al realizar sobre ellos un
transporte paralelo en direccién de v. Esta condicién es equivalente a que la conexién este
en la representacion del grupo SO(n,1). Notamos que no tiene sentido en M x R™ pedir
que una conexion sea libre de torsion.

La aplicacion de una conexion arbitraria D, en direccién de un campo vectorial v en M,
a un campo vectorial s en M x R"™ esté definida por

Dys = Dy(s'¢)) = (v(s?) + w, ' ots?)er,

donde
I
Daaé.J = Wy Jé.]:
es el potencial de la conexién.

Una conexion de espin se puede identificar facilmente por su potencial, para ver esto de
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la condicién de una conexiéon lorentziana se tiene

(s, s') = n(Dys, s') +n(s, Dys’)

= n(v(s")ér +w, vts™ &, 87¢))

+(sTenv(s)es +w, oK)

= n(v(s")er, s'7€)) + n(w, g v"s" &, 57 ¢y)

+n(s"En, (")) + n(s"Erw, ot Ey)

= o(s")s" (&, &) + w, g ots™ s n(Er,€5)

+sTo(sn(Er, &) + sTw, ot s (6, &)

= o(s"s" (&, &) + w, g ots™ s (e, €5)

+s'w, ots n(Er, £9)

= v(s's""n(&,€)))

+ U”n(gl, gJ)(wMIK SKS/J + WMJKSIS/K)

wplsys'T = wphss T + v (w, 8BS+ w, e st )

/ /
Ozvu(wMIKsKsI—i-wu‘]KstK)
IK K,
0 = v"(w, SKS[-F(UI{ SJSK)

I I
0= U#(WHJSJS/I + w;{ s787)

0= v“st’I(w/I;] + w;{l)

y como en general v*, s, s # 0 entonces se encuentra que

JI _
W — WalJ = —Wail>

(2.8)

la cual es la condicién necesaria y suficiente para que el potencial defina una conexién de

lorentz.

La curvatura F oIfB] de una conexién de espin A/ se puede calcular de manera aniloga a

como se calcula el tensor de Riemman, considerando los campos vectoriales arbitrarios v, w

en M

F(v,w) = DyDy, — DyyDy,

lo que en coordenadas locales resulta en

1 KJ

Féé = aawéj - aﬁwéj + waIKWé{J —Wg KWy -

Esta ultima expresion se puede escribir en el lenguaje de formas diferenciales como sigue

FI = du + wle A w7,
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a la cual se le conoce como segunda forma de Cartan. Se puede demostrar ademas que
la curvatura cumple
Fli=—Fl;=—Fz. (2.9)

«
La expresiéon para la torsion en el espacio interno estd dada como sigue
Til, = Jyel — 8,,6{L + wulje;,] - wyljei, (2.10)
la cual se puede escribir también en términos de formas diferenciales de la siguiente manera
THIV =de' +wl;ne?, (2.11)

la cual es llamada primera forma de Cartan. Al pedir que la conexion sea libre de torsion
(T iy = () se obtiene la expresion que determina de manera tnica la conexion de espin dadas
las tetradas.

2.1.2. Accion de Palatini

La acciéon de Palatini es la accién de KEinstein-Hilbert pero escrita como funcién de
tetradas y de la conexién de espin. A continuacion desarrollaremos los elementos necesarios
para escribirla, para posteriormente obtener las ecuaciones de movimiento correspondientes.

A finales de la década de los cuarenta tanto Schrodinger como Einstein trataron de
formular una forma de la relatividad general cuya variable fuera la conexién en lugar de
la métrica, pero estos intentos fueron estériles ya que estaban basadas en la conexion de
Levi-Civita, la cual es mucho mas dificil de trabajar que la conexién de espin.

Se considerara el espacio-tiempo como 4-dimensional, por lo que el campo de marcos
seran tetradas, y con ellas se realiza el mapeo de la conexiéon de espin del haz trivial M x R"
al haz tangente T'M, con lo que se tendra un conexiéon V en T M dada por

Vads =T7,07,

donde
2 I y,J
[)p=w' sejes.

Se sigue la notacién empleada por la referencia [34], llamaremos a V imitacion de la
conexion de Levi-Civita, y a fgﬁ imitacion del simbolo de Cristoffel. Este lti-
mo es obtenido al mapear los indices internos de la conexién de espin a los indices del
espacio-tiempo a través de las tetradas y las cotetradas. A la curvatura de V lo llamaremos
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imitacion del tensor de Riemman y esta asociado a la curvatura de la conexion de
espin de la siguiente manera

R = 0,F — 05T + T, FY — I, P

= daw}’e}ely — dpwl, eIeJ—i—wILeAeIwé{Jef,e}\{ wg'pefeswleyed
= (3aw3 — 9pwl’ + w, Lwé(‘]e;‘(eA - wBILwKJe/\e;‘()e}YefS]

:((%lwﬁ — Opwl +w, ! Lwﬁ Tk — wﬁleKJdK)ele(SJ

= (Oawh’ — 0wk’ + w, kWl — wsl Wi )elel

FIBeIeJ

Haciendo las contracciones correspondientes podemos obtener la imitaciéon del tensor de
Ricci

> _ pP _ plJ_p

R.s =R apB = Fpﬁeleaj,
y la imitacién del escalar de Ricci

R:R —FlﬂeleJ

Para reescribir la accion de Einstein-Hilbert en términos de estos nuevos objetos geo-
métricos es necesario encontrar la forma diferencial de volumen d*z./—g en funcién de las
tetradas, para ello se toma el determinante en ambos lados de (2.6), de donde se obtiene

= det(gap)
= det(eln; Jeé)

= det(nrs)det(e )det(eg)
&2

De esta forma sustituyendo en la accién de Einstein-Hilbert el escalar de Ricci por su
imitaciéon y empleando el resultado anterior se obtendré

Sle,A] = [ d*z/—gR= [ d*z e eeﬁF” 20 ) . (2.12)
[evmon= [t (sdmg )

Ahora como F O{é =F, 1J [A] tenemos que la acciéon depende de las tetradas, en lugar de la
métrica, y de la conex1on de espin.

El siguiente paso es realizar la variacion de la accion (2.12) con respecto a las tetradas y
a la conexién de manera separada, con la finalidad de obtener las ecuaciones de movimiento

30



Capitulo 2. Formulaciones de la Gravedad y su Cuantizacion Canénica

correspondientes. Asi al hacer la variacion de se tendra A = 0 y se obtendra la siguiente
expresion

dS[e, Al :/d x <5eeIeJFIB —I—eéele aB —i—eeo‘éeﬂFaﬁ—FeeleJ/Efg'—F QGA)
M

Tomando la variaciéon para la forma diferencial del volumen tenemos lo siguiente

1
0y/=g = —§¢?ggaﬂ5g“ﬁ

1

1
:—ieeénueg(éea nkL 6+€K77KL(S€L)

1
= *56771J(6£<56?<77KL5i + 0fen"Lefoe])

1
= —56((5;(6&56%( + 5i6é5e’§)
= —eelgeg.

Al desarrollar el tercer término de la integral se encuentra

eeg (5eJ U = eeo‘éegF‘H

IJ
—eeJ(SeI

Sustituyendo esta expresion en la variacion de la accién se obtiene

dSle, A] = /d%( eeléeleKeLFKL%—eée?eﬂFIﬂ + ee (56[ é+2AeeIcseI)
:/d4:13 —ee 5eIeKeLFKL+QeéeIeJ é+2Aee 561)
1
= /d4x (—QeleKeLFKL +e§ 5+ Ae ) 2edef,

y al emplear las definiciones de la imitacion del escalar y el tensor de Ricci la expresion
anterior se reduce a

1 . - .
dSle, Al = /d41: (—26£{R + egegegRéaaﬁ + Aeé) 2ede].
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Si se usa ahora la contracciéon de tetradas y cotetradas asi como la métrica interna y se
factorizan términos se obtendra el siguiente resultado

1 - -
5S[e, A] = / diz (—2eJafR +e560R 5+ Aekf 5@) 2eded

d*z —fe eﬁeJR+e§R5ﬂﬁ+Ae nin! >2666?

1

ISH
N

x eBeK(SLIfR + el R+ AeB oty ”) 2edef

ISH
N
8

ISH
N

x LJ@BQ IBR 4 ¢f em JRQB —i—AgageJn > 2edef

1
< 5¢a eﬁeKn iR+ e5n' Rsq + AeX nKLeﬁegn )2656?

d*ax fgalgeJnUR + eﬁnIJRaﬂ + AgaﬂeJn ) 2ede]

ISH
~

Ko X X T X~ X~ X

1 - -
T <—2Rga5 + Rop + Agag) 266?77[‘](56%.

Para obtener la ecuacién de movimiento se requiere que 6.5 = 0, lo cual sucede cuando
se cumple que

- 1 -
R.g — iRgaﬁ + Agap = 0.

Esta expresion tiene la misma forma que las ecuaciones de Einstein en el vacio, salvo que
esta en funcion de las imitaciones correspondientes.

A continuacion se realiza la variacion de la conexion de espin § A, considerando tomamos
la variacion de las tetradas igual a cero, i.e de = 0, lo que implica que las variaciones de la
métrica también son idénticas a cero. Tomando lo anterior en cuenta y para simplificar los
calculos, tomamos la variacién de la siguiente manera

5Sle, A] = 5/d4x\/?g (R - 2A)
M

= / d4x\/—gga’35]%a5.
M

Para realizar la variacion de la imitacion del tensor de Ricci partimos de la definicion de la
imitacién del tensor de Riemman como curvatura de la imitacién de simbolo de Cristoffel,
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asi
> T B ™Y A ™Y A
OR 503 = 0 (Dal Ty — 010 + [0\ — AT
B T ™Y TA T A ™Y A B A
= 0a0T )5 — 0501 5 + 0T\ T35 + T 10135 — 0T 3, Tos — T30 55,
sumamos un cero a esta expresion
5 T T ™Y A T A Y A T A
OR 505 = 0l — 950T ) 5 + 6T\ T35 + 2,613 — 0T, Tas — T2,0T 0,
+ 10,0005 — T5,0T05,

y reagrupando términos
— 96T 5 + 6T\ I35 — [,0T05 + 15,0005
= VabIs — VoL,
=2V 017 (2.13)

Ahora usando el hecho que una conexién arbitraria puede escribirse en funcién un tensor
inico y la conexién de Levi-Civita

[0, =T0,+Cl, (2.14)
la variacion de esta expresion queda
ory 5= 503,5”

esto ya que la conexiéon de Levi-Civita es funciéon de la métrica, por lo que 5Tgﬁ = 0.
Sustituyendo (2.14) en (2.13) se tendra

5]%75@5 = 0a0C3s + (T + C,)6C)s — 56%(1%5 +Ch) — Ty + ng)fscéa
— 830C) 5+ 6C),\ (T35 + Cas) — (Thy + CF)8C0s + (T, + C31)0C5s
= VadCs = VpdCls + C)6C35 — 6C,Cos
— CJx€35 + 0C0,Chs — Cia0C0s + CHx0€35
=2V 017 5 + C1,6C35 — 6CF,Cas + 6C1,Chs — C18C3s.
Con esto la variacion de la accion es

dS[e, A] = /d4m\/—gga65}~%a5
M

_ / A'0y/=9™ (V1,00 + Ch0Ch — CAOCH + CROC], — CliCh,)
M
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El primer término es una divergencia, por lo cual no contribuye a la accién, quedando sélo
los tltimos cuatro términos

A A A
(1= Coa + Cha — €3, ) 6C3, =0,

cuya Unica solucién es C’g‘a = 0 con lo que se concluye que V = V, por lo que las ecuaciones
de movimiento son realmente las ecuaciones de Einstein.

2.2. Formulacion Hamiltoniana y su Cuantizaciéon Canénica

Como se menciono anteriormente cuando se desea cuantizar un sistema, se debe tener el
hamiltoniano del mismo. Con el pasar del tiempo se han desarrollado diferentes formalismo
de cuantizacion los cuales responden a diferentes necesidades. Por ejemplo Dirac desarro-
llo una técnica para cuantizar sistemas con constricciones [37| con la finalidad de poder
aplicarlo a la gravedad [38], sin embargo su aplicacion a la gravedad dio resultados fueron
muy complicados y no se utilizaron. Poco avanzo la cuantizaciéon de la gravedad hasta que
Misner, Arnowitt y Deser [12| desarrollaron la llamada formulacion ADM con la cual se
obtiene un hamiltoniano el cual paresia se podria cuantizar aplicando el método de Dirac,
desafortunadamente no fue asi, las razones se mencionan maés adelante.

Desde entonces se han dado formulaciones con diferentes variables por medio de sus res-
pectivas acciones, con la finalidad de poder realizar la cuantizacién. Las llamadas variables
de Ashtekar-Barbero junto con la accion de Holst fueron muy prometedores, y aunque no
resolvieron los problemas de la cuantizacién canoénica, si dieron pie a la formulacién de la
gravedad vista como una teorfa de norma con la conexién como una de las variables cané-
nicas. Esto ha permitido una formulacién de lazos la cual a abierto la posibilidad de una
cuantizacion y a la formulacion de Gravedad Cuéntica de Lazos (LQG).

2.2.1. Formulacion ADM

El formalismo Arnowitt-Deser-Misner (ADM) es una formulacion de la relatividad ge-
neral, e incluso de forma mas general, una formulacién de las teorias de norma desarrollado
con la finalidad de enfatizar el caracter de campos méas que el geométrico. Fue introducido
en 1969 [12]| proporcionando el formalismo hamiltoniano del campo gravitacional con la
finalidad de cuantizarlo. Desafortunadamente el proceso de cuantizacién no se ha podido
realizar, sin embargo este formalismo ha generado avances en otras direcciones, como la
relatividad numérica y un mejor entendimiento de la relatividad en si.

En la formulacién lagrangiana de la relatividad general, el espacio-tiempo M es una
variedad con topologia arbitraria, esto se pierde cuando deseamos realizar una formulaciéon
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hamiltoniana, ya que para poder realizar el formalismo hamiltoniano se necesita que el
espacio-tiempo tenga una topologia R x ¥, donde ¥ es una subvariedad 3-dimensional de
M la cual tiene topologia arbitraria. La relacién entre estas topologias del espacio tiempo
se hacen mediante un difeomorfismo

U: M RxI. (2.15)

el cual no es tnico y tampoco existe alguno preferencial.

La formulacién lagrangiana de la relatividad también es covariante, en el sentido de
que ninguna de las coordenadas es preferencial en ningin sentido, esto aparentemente se
pierde en el formalismo hamiltoniano, ya que necesitamos definir una evolucion temporal.
La distincion de la coordenada temporal estd dada en el difeomorfismo (2.15) ya que co-
rresponderd a la subvariedad R de dicho difeomorfismo. Sin embargo, la distincion de la
coordenada temporal es ficticia al final, como se vera mas adelante, ya que depende de
parametros arbitrarios, la funciéon de lapso y el vector de corrimiento.

Se define la evolucion temporal a través de un campo vectorial time-like t* sobre M el
cual debe de cumplir que sus curvas integrales formen una congruencia de curvas !. Asi
mismo tenemos una funciéon real univaluada ¢ = ¢(p) (p € M) sobre M tal que t*V,t = 1.
El valor de t(p) para cada p € M parametriza cada una de las curvas de la congruencia
de tal manera que el conjunto de puntos ¥y, = {p / p € M;t(p) = to} forman una
hipersuperficie la cual es de tipo space-like. No existe un campo vectorial t* tnico, asi
como tampoco uno preferencial. Definir el campo vectorial t# sobre M es lo mismo escoger
un difeomorfismo V.

Usando las tetradas y cotetradas para realizar el mapeo de la derivada covariante de un
vector dado se tendré los siguiente

e 1 (Va,0h) = Do, &y = w, .

Se consideraré el espacio interno de tal manera que el campo vectorial £y es el mapeo del
campo vectorial n el cual es normal a la hipersuperficie ¥ en todo punto, i.e. e~!(n) = &.
Por otro lado siempre se puede encontrar un difeomorfismo por el cual el espacio tangente
de la hipersuperficie (Tx; M) esté generado por alguna base 9, con a = 1,2,3 y el campo 0
este en la direccién del vector que define la evoluciéon temporal. Por lo tanto los vectores &;

!Una congruencia de curvas es un conjunto de curvas las cuales cumplen que cada p € M esta en una y
sblo en una de las curvas. Asegurando asi que ninguna de las curvas se intersecta y que la congruencia abarca
por completo la variedad sobre las cual estan definidas. No es necesario que estas curvas sean geodésicas.
Para un estudio detallado véase [33].
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o>

Figura 2.1: Curvatura extrinseca

con i = 1,2, 3, expanden el mapeo de Ts;M en el haz trivial,? i.e
¢ (0a) = & & e(&) = Oa.

Considerando lo anterior la derivada covariante en la hipersuperficie aplicada a un vector
0. € Ty M quedara de la siguiente manera

e ' (Vo,0c) = Do, &5 = w,’ ;&1
= waojgo + waijfi
= Kajfo + wazjfia
donde K aj €8 llamada la curvatura extrinseca y por definicién es la componente de la

conexién en direcciéon normal a la hipersuperficie, midiendo cuanto va cambiado el vector
normal a la hipersuperficie (véase figura 2.1).

A continuacion se aplica la derivada covariante dos veces de la siguiente forma
e_l(vaav(()bac) = DaaD8b§] = Daa (wbljél)
K I, K
= (Qawy " j T wp jwy" 1)EK
j k ik k
= (aawboj + wszwaoi)go + (Oawy”; + wp'jwy"; + Wbojwa 0)8k

= (0 Ky; + wbinai)EO + (aawbkj + wbijwaki + ijK(]f)gk-

Con este ultimo resultado es posible obtener el mapeo del tensor de Riemman en X, el cual

2Notese que se usan la primera parte de las letras mintsculas del alfabeto latino (a,b,¢,...), para indices
en el espacio tangente de la hipersuperficie, mientras que se usa la segunda parte del alfabeto i,j,k,...,
para denotar los indices correspondientes al mapeo del espacio tangente en la hipersuperficie en el espacio
interno.
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queda dado de la siguiente forma
e H (R 14e00) = € H(V5,V5,0c — Vo,Va,0:) = (Do Dy — DyDy)0

(0aKy; — Op K5 + wbijak - Waijbk)&)

+ (3awblj - 8bwalj + wbkjwalk - Wakjwbzk + ijK; - Ka]Kg)fl

abc

Es importante observar que por la manera en que se fijo la base en el espacio interno las
componentes tangenciales y normales estan dadas explicitamente.

Ahora se considerara un procedimiento analogo al anterior pero con el mapeo del vector
normal, primero se obtiene la expresion correspondiente al aplicar la conexién dos veces

Da, Do, &0 = Do, (wp o&1)

= (0awp™ o + wyowa " 1)éK

0
= (aayﬁgo/+ wy'0wa"i)€0 + (Dawy”o + wy'ow, ")k
= (KZKaz)&) + (8CLKZ? + Kliwaki)gk
= (K{K )6 + (DaK§)&k,

y después el tensor de Riemman

e Y(VaVyn — VyVan) = (DaDy — DyD,)&o = (D KF — DyKF)ey. (2.17)

La suma de (2.17) y (2.16) dan el mapeo del tensor de Riemman de un vector d, € TM
arbitrario, pero de la manera en que se presento se conoce las contribuciones que se tienen
en el espacio tangente y normal a Y por las componentes tangentes y normal de J,.

Para visualizar la evolucion temporal de la hipersuperficie 3 consideremos los valores
to, t1,te de t(p), tales que tyg < t; < ta, con sus respectivas hipersuperficie ¥, ¥, , 2y, .
Ahora identificamos un punto p € ¥, con los puntos p’ € ¥4, y p” € %4, de tal manera que
los tres puntos pertenecen a la misma curva integral de la congruencia de curvas definida
por t#, con lo que p’ y p” son la evolucién temporal de p para el tiempo correspondiente.
Este procedimiento se realiza para cada punto en 3,. Se realiza el mapeo del vector que
representa la direccion de la evolucién temporal al espacio interno de la siguiente manera

e (00) = ephér = eéo + €& = N&o + N, (2.18)

definiendo asi el vector de cambio N* = 66 y la funcién de lapso N = 68, también se hace
el mapeo de Tx; M al espacio interno, con lo que se obtiene lo siguiente

0
e (8a) = epbr = %ﬁo + e = e, (2.19)
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Figura 2.2: Evolucién de lo puntos p y g a través de las hipersuperficies

Figura 2.3: Elementos de la evolucion temporal de una hipersuperficie: vector de corrimiento
N, funcién de lapso N, vector de evoluciéon t* y vector normal n*

38



Capitulo 2. Formulaciones de la Gravedad y su Cuantizacion Canénica

donde notamos que eg es idénticamente cero, ya que ningin campo vectorial del espacio

tangente debe tener componentes normales en el espacio interno.

Ahora se vera como queda dada la métrica g, con estas parametrizacion realizando el
producto interno pero usando (2.6)

9(80,90) = nleber, eger) = n(edéo + ebéi, edéo + €)e;)
= (e§)*noo + ehedmij = —N? + N'N;,

9(8a,00) = n(eker, eder) = n(edo + €&, edo + €de;)

— ol — SN —
= eq€eyMij = €,N; = N,

9(0a, 0) = n(elér, ef€1) = n(edéo + ei&i, eéo + €)&;)
= eieimj = qab,
con lo que la métrica queda de la siguiente forma

B <—N2 + NN, Na>
Tuw Ng qab)

y su inversa esta dada como sigue

1 Ne
—33 ~2

s N{\; NNaNb . (2.20)
- ab _
Nz 1 N2

A continuacion se presentan las expresiones que se obtienen del mapeo de las ecuaciones
(2.17) y (2.16) a T'M obteniendo la siguiente expresion

R® 10400 = (Vo, Ky — Vo, K,0)00 + (R g + Kpg Ky — K g Ky)Ok, (2.21)

cabe recalcar que Jy no es, en general, normal a 3, ya que puede tener componentes normal
y tangenciales a ella. Usando la definicién del tensor de Einstein

1
Gp,u = R,u,l/ - iRguua
y la expresion (2.21) se encuentran las llamadas ecuaciones de Gauss y Codazzi [31, 32, 33|

Gun'n” =R — KUKy, + K( K,

39



Capitulo 2. Formulaciones de la Gravedad y su Cuantizaciéon Candnica

Guan* = Vg, K? — Vg, K,

respectivamente. Las cuales son cuatro de las diez ecuaciones de Einstein que representan
constricciones que debe cumplir cualquiera de las hipersuperficies en todo momento. Las
seis ecuaciones restantes determinan la dindmica de la 3-métrica [39)].

La expresion del escalar de Ricci se obtiene realizando las contracciones correspondientes
a (2.21), el cual estara dado, hasta una divergencia total, por la siguiente expresion [31, 32,
33, 34| que se desprecia al ser un espacio compacto

R=3R+ K"K, — K'K}. (2.22)

Otro elemento necesario la expresién del determinante de la métrica g, en esta descom-
posicion, que se obtiene usando el método de cofactores |31, 32, 40] con las matrices (2.2.1)
y (2.20) de tal forma que

V=9 =Nyq. (2.23)

Con las expresiones anteriores es posibles reescribir la densidad lagrangiana de la accién
de Hilbert-Einstein con los elementos definidos en la hipersuperficie, de la siguiente manera

L=\—gR=Nq (3R + KK, — K;;K};) . (2.24)

Esta densidad lagrangiana se puede a su vez escribir en términos de la llamada supermé-
trica inversa, introducida por DeWitt [41], con lo que se tendra la siguiente expresion

L£=gN (R —2A) + NG K, K,,, (2.25)

donde la supermétrica inversa esta dada explicitamente por

Gabed _ g (qacqbd + gdgbe — Qqachd> ' (2.26)

Asf la supermétrica tiene la siguiente forma

q
Gabed = % (Qac@bd + GadGbe — 2qabqed) » (2.27)
de donde se verifica que
abed 1 cgd c gd
G Gaver = 5 (565f + 6f66) : (2.28)

Para obtener ahora el formalismo hamiltoniano es necesario definir la “derivada tem-
poral” de la 3-métrica. En general se define la derivada temporal de cualquier cantidad
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aplicando la derivada de Lie en direccién del vector que caracteriza la evolucién temporal,
en el caso de la 3-métrica se tendra que

dab = Loy (qap) = 2N K, + Vi, Ny + Vo, N,

1.
= Koy = 557 (dab = Vo, Ny = Vi, Na) - (2.29)

pudiéndose calcular el momento conjugado como sigue

o — oL
aq‘ab

=GUK . (2.30)

Con la finalidad de realizar la transformacion de Legendre
7-[ = pabQGb - L?

se reescribe la densidad lagrangiana en funciéon de los momentos conjugados de la siguiente
manera

L= \/aN (3R — 2A) + NGadeGabefpechdghpgh
= /aN (*R — 2A) + NG cqgnp™p?",

Usando ahora (2.29), junto con la simetria en los indices del momento se obtiene la siguiente
expresion para la densidad hamiltoniana

H = (2N Gapear™ + Vo, Np + Vo, Na ) 0 = (VaN (*R = 28) + NGeaypp™p™" )
=N <—\/§ (*R+A) + chghpCdPgh) + (Vo, Ny + Vo, Nu) p™

=N (—\/5 PR+ A) + chghpCdpgh) + N, (—2q_1/2Vabp“b)
= NC + N,C%,

de donde se encuentra que el hamiltoniano se escribe entonces como

H= /di”xﬁ H= /d%\/a (NC + N,C).
b P

Otra de las estructuras importantes en el formalismo hamiltoniano son los corchetes
de Poisson de las variables candnicas, que en este caso son la 3-métrica y su momento
conjugado, asi se tiene para dichos corchetes que

{(p™(2), qealz’)} = (626% + 6360)6(x — ')
(™ (), p"(2")} = {qup(2”), qea(z)} = 0.
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Como se mencioné anteriormente la funciéon de lapso y el vector de corrimiento deter-
minan la evolucién de ¥ en las direcciones normal y tangencial respectivamente. Pero si se
considera que el vector de corrimiento es cero entonces el hamiltoniano sea reduce s

C(N) = /d3x\/§NC, (2.31)

by

por lo que el vector de la evolucién temporal esté en direccién normal a la hipersuperficie.
De manera similar si la funcion de lapso es cero se encuentra que el hamiltoniano sera

C(N) = / d3x\/qN,C, (2.32)
b

provocando difeomorfismos sobre ¥ generados por el vector de corrimiento, de hecho esta
constricciéon forma una familia 1-paramétrica de difeomorfismos. Estas son las razones por
las que a (2.31) se le conoce como constricciéon hamiltoniana.

Es interesante considerar los corchetes de Poisson de las constricciones en su forma
integral, es decir dadas por (2.31) y (2.32)

N),C(N")} = C((NO*N' — N'9*N)d,)
{C(N),C(N')} = C(IN, N'))
N),C(N')} = C(NN"), (2.33)

donde NN’ denota la derivada de N’ en direccion de N, y (NO*N' — N'9*N)d, es el
resultado de convertir la 1-forma NdN’ — N'dN en un campo vectorial, por medio de la
métrica. A las relaciones (2.33) se les llama algebra de Dirac de la formulacion ADM.
Cabe recalcar que esta algebra es cerrada bajo el corchete de Poisson, es decir, el corchete
entre las constricciones da como resultado otra constriccion.

En el formalismo lagrangiano se tiene un espacio de configuraciones cuyas coordenadas
locales estan dadas por las coordenadas generalizadas, en el caso de la gravedad al ser la
3-métrica la variable de configuracion, el espacio de configuraciones debe estar relacionado
con el espacio de todas las 3-métricas Riem(X). Sin embargo, las 3-métricas relacionadas
por un difeomorfismo forman clases de equivalencia, entonces tendremos que el espacio de
configuraciones Riem(X)/Diff(X) esta dado por el espacio de dichas clases de equivalencia.
A esta estructura se le conoce como superespacio y es una variedad diferenciable [42],
por lo que una curva en el superespacio equivale a definir la evolucién de una 3-métrica.

El hecho de que una variedad sea lorentziana implica que para dicha variedad existen
los difeomorfismos (2.15), lo cual es necesario para tener un problema de valores iniciales
bien definido. Esto ya que si se considera que la funcién ¢ como un parametro temporal,
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tendremos que el conjunto las hipersuperficies se puede interpretar como la evolucion tem-
poral de una hipersuperficie X. Esta condicién también indica que tenemos causalidad. Al
procedimiento de dividir una variedad en un conjunto de subvariedas de dimensién menor,
como el mencionado, se le conoce como foliacion [39].

Cuantizacion Canédnica

A continuacion se describe el proceso el cual se sigue para implementar el proceso de
cuantizacion en la formulacion ADM. Sin embargo, en algunos pasos del procedimiento solo
se realizaran las observaciones generales.

Para comenzar se debe definir el espacio de Hilbert, el cual funge como espacio de con-
figuraciones. Lo usual es algiin espacio L? (funciones cuadrado integrables en el sentido de
Lebesgue), pero Riem(X) (el superespacio) tiene dimension infinita, asi que no es claro que
funciones deberfan pertenecer a este espacio. Se considera entonces una definiciéon del espa-
cio L?(Riem(X))la cual de alguna manera tenga sentido. Se escogen entonces las variables
canodnicas, que en este caso serén qu v kqep, las cuales al pasar a operadores deben cumplir
las relaciones siguientes

(Qab(x)¢)(q) = QQb(x)Q;Z)(Q) T EY
(o)) = —ih "D,
qab

ademaés de las relaciones conmutaciéon entre las variables canénicas siguientes
(), 57(2") | = iR(020% + S30D)0(w — o)

[dun(®). dea(a)] = |5 (). 5] = 0.

El siguiente paso es cuantizar el hamiltoniano, para ello en las constricciones C'y C* se
realiza la sustitucion

qab — qAab; pab — —ih )
6Qab

obteniendo asi la versiéon cuéntica de las constricciones, C' y C* que ahora son operado-
res sobre L?(Riem(X)). El ordenamiento de operadores usado debe de cumplir la version
cuantizada del algebra de constricciones

[é(ﬁ), 0(1\7’)} = iGN, N'))
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Esto en general parece imposible de alcanzarse, principalmente por la presencia de la raiz
cuadrada del determinante de la tres-métrica. La cuantizaciéon candnica siempre tiene este
tipo de problemas cuando las constricciones no son polinomios de las variables canénicas.

Si se supone que se tienen las versiones cuanticas de las constricciones que cumplen con
la versién cuantica del algebra de Dirac, entonces podriamos escribir el hamiltoniano como
sigue

H= / Bx\/q (NC + N°C,). (2.34)
b

Clasicamente el hamiltoniano es idénticamente cero en el espacio fisico Fppys por las
4 ecuaciones de Einstein que son constricciones. Tratar estas construcciones en la teoria
cuantica ha sido muy problemaético, y el tratamiento que usualmente se le da es el creado
por Dirac, el cual de manera muy simplificada se esboza a continuacion.

Supongamos que v € L?(Riem(X)) es un estado fisico y por lo tanto satisface
C(N)yp =C(N)yp=0;  VN,N,
ademas se pide que la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt se cumpla
Hy = 0; VN, N,
de estas asunciones surgen 3 problemas que son demasiado grandes para ser ignorados:

= No se han encontrado soluciones a la ecuacién de Wheeler-DeWitt en esta forma.
Aunque existen expresiones que parecen ser soluciones formales, es muy complicado
darles algin significado.

» Los estados fisicos (cuando estos sean encontrados), deben pertenecer a algtn espacio
fase
Fphys ={¢ : YN,N C(N)¢p = C(N)yp = 0}

No existe algiin candidato razonable para definir un producto interno en este espacio
fase, y aunque lo hubiera no hay garantia que concordara con el producto interno de-
finido en L?(Riem(X)) (el cual no es un espacio definido). Esto es llamado problema
del producto interno. La razén para preocuparse tanto por este problema es que
el producto interno es necesario para poder construir operadores auto-adjuntos para
definir los observables.

» Como H es idénticamente cero en ., cualquier observable conmuta con ¢él, lo que
implica que cualquier observable es constante en el tiempo
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entonces podriamos preguntarnos ;Doénde esta la dindmica? Resulta que Fppys no
produce los estados fisicos para un tiempo dado, sino que nos da los estados fisicos
validos para cualquier tiempo. Siendo més especificos, nos proporciona la informaciéon
de los estados que son invariantes bajo todos los difeomorfismos del espacio-tiempo.
A esto se le conoce como problema del tiempo. Por lo anterior s concluye que no
se tienen candidatos a observables que deberian ser operadores auto-adjuntos sobre

Fphys-

2.2.2. Accion de Holst

La accion de Palatini mas un término topoldgico® es llamada la accion de Holst [22],
fue introducida como una accién de la cual emergieran las llamadas variables de Ashtekar-
Barbero y es la culminacion de los trabajos de Ashtekar [16], Immirzi [21] y Barbero [20]. La
motivacién para agregar este término es poder considerar a la gravedad como una teoria tipo
Yang-Mills a las cuales se les pueden agregar términos los cuales no afecten las ecuaciones
de movimiento.

Esta accién induce una transformacién canénica en el espacio fase que depende de un
pardmetro v el cual es llamado parametro de Barbero-Immirzi, y que es de gran relevancia
en la cuantizacion de lazos de esta accion.

A continuacién se hara la descomposicion 3+1 de la siguiente accién con el proposito de
obtener su hamiltoniano. La accién esta dada por la siguiente expresion

1
Sple, A] = /d4x e eifey (FU ’y JKLF:,{,L) )
M

y se comienza dando la expresién para el determinante como sigue

P
epgag e = GPQMN ep e?ea 65

1 M _N
éezaep BﬁpQMN e,e UQea s

sustituyendo esto en la accién obtiene que

1
Sple, Al = /d41‘ 7 epouin €, eFea el efel (F/f{/] 56 KLFKL>
M

1
= /d4x E‘LWO[B €EITMN eMejﬁv (F/{,‘/] 56 KLFKL> .
M

3Se le llama término topologico en el sentido que no cambia las ecuaciones de movimiento.
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Al realizar la contracciéon de los tensores antisimétricos se encuentra que
1J KL KL
€rgMNE " g Fu” = (OMrONL — OMLONK)Fu™ = Frngw — Fyvpw = 2Fvn

por lo que la accién se reduce a

Sple, Al = /d4az P eyeév <€MN[JF + ,YFMNW>' (2.35)

A continuacién se lleva a cabo la descomposicion de los términos entre paréntesis en
sus componentes temporales y espaciales considerando los valores de las tetradas dadas por
las expresiones (2.18) y (2.19) asi como las consideraciones del espacio interno dadas en la
seccion de la formulaciéon ADM. De esta manera se tiene que

0 0
IBN 5MNIJ€ e FIJ OdeGOImnegeb ny eaOCdGOImn/ejZfeé noy EabCOGOZmnﬁ%b mn
0
b0d bed b
+ b0 EOZmnﬁjfeb n 4 90 lemoeoebF + 2¢* Coeklmge ebFO

0 0
aBuv M N __ o 0bcd 0 l ab0d l

P el el Py, =26 eqel Fopeq + 26 dhet Foeq + 2¢** el Fyjoq

0
+ 2€abco}?ﬁ‘€bF 01c02€ e el Fryoq + 26 Vel Fico-

Para poder sustituir los resultados anteriores en la acciéon se toma €%¢ = €€ y eqm =

€imn, ademas de hacer un renombramiento de indices, con estas consideraciones la accién
(2.35) tiene la siguiente forma

1 o /1 1
Sule, Al = 5 / dt / APz [636?, <€iijOOC + - F; yoC> + Ne, <26iijl;]ck + ,YFOibc>
R >

+ N'el <eiij£C - F]bc>] : (2.36)

Ahora se observa que el primer término es el Gnico que involucra derivadas temporales,
lo cual da indicios de cuales son las variables canénicas. Para realizar el desarrollo de los
término de esta accién se utilizan las siguientes expresiones

FS; = waoz — 61,0.) e k(aﬂ WOk ijOk) (2.37a)
Fi, = 70w — dyw)l) + wiw), — wlw), — wiiw) + wiwd. (2.37b)
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A partir de las observaciones del parrafo anterior se proponen como variables conjugadas a
la siguiente conexién

- 1
—, 0
A, =w, + 7"};’ (2.38)
y a las triadas con densidad dadas por
1 A
Ef = \/qef = det(e})ed = ieabceijkeielé. (2.39)

La idea es reescribir (2.37a) y (2.37b) en funcion de A% y w? usando (2.38) para poste-
riormente sustituirlo en (2.36). Después de llevar acabo esto se obtiene que

_ ;/dt/d% [(E380A3+ai(aaEg — e, WL ER) + B (DB — ¢ oﬂEk)>
mnEa Eb ) A7 Ak —2 i ik
S Bl (2 i — e ALAE + (1 -7 22000 — epied) ) (2.40)
det(E) \7

+ N“Ef (004 — Oy A} + e ALAL + €3 (77 = 7)) wh — v A (wf — 7 AD))] |

donde «; y 8; denotan a los multiplicadores de Lagrange siguientes
i = (1= 7)wp's B =772+ .

Como no se tienen derivadas temporales de las variables &, Bi, N y N%, se identifican
como multiplicadores de Lagrange las cuales generan las siguientes constricciones de primera
clase

G; = 0,E] — 'yeijkng,‘j ~ 0,

Si = 0B — --kij,‘j ~ 0,

mnEa Eb — 9 ) -
C= 2W ( Da Al — €iip AL AY + (1 — v 2)(20,w) — Ez‘jk‘*ﬂ#{;)) ~ 0,
— b i Ad Ak L (a— - j 09\ (K ik

Ca = B} (0pAL = 94} + ¢ ALAL + (v = v (wd — vAD (wf —7Af) ) =
Estas expresiones se pueden simplificar introduciendo la conexion A = —~A, donde se
obtiene que las constricciones G,C y C, se escriben entonces como

Gi = DB = 0,FE% + eijkAg;E,g (2.41)
mnEa Eb o i

= Lo ( ) 2.42

o W( b —7°)Rap) (2.42)

C,= E”J—“Z (2.43)
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donde se ha echo uso de las siguientes definiciones
P i i i Ad Ak
Fab = Oa Ay — Ay + € AL A,
Ry = Oawy — Opwy — €' jpwiwy.
v los corchetes de Poisson de estas variables candnicas A y E seran los siguientes

{E2(x), Al(y)} = 67610 (x — ). (2.44)

Por otra parte los multiplicadores de Lagrange también se modifican por lo que quedan
dados como sigue

o' = (1—~7%)(wp' — Nyg")
Bt =—y14) - o

Finalmente substituyendo las expresiones anteriores en (2.40) se obtiene el siguiente
hamiltoniano total

Hiot = —/de (a'S; + B'G; + NC + N°C,). (2.45)
X

el cual es el punto de partida para obtener la formulaciéon de la gravedad con variables de
lazos.
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Capitulo 3

Cosmologia Cuantica

La aplicacion de la relatividad a la cosmologia ha sido muy prolifica, sin embargo también
ha revelado nuevos problemas tal como la llamada singularidad inicial. Se cree que aplicando
la mecénica cuantica se podria remover dicha singularidad y describir el origen del universo.
La idea de que el nacimiento del universo se debe a un proceso cuantico fue dada por Tyron
en 1973 [23], sin embargo en 1958 Georges Lemaitre [43| ya planteaba la importancia de la
teorfa cuantica para el entendimiento del origen del universo.

Como resultado de aplicar la mecénica cuéntica al universo como un sistema cerrado
nace la cosmologia cuantica con dos objetivos principales [44]: encontrar la funcion de
onda del universo la cual encapsula toda la informacién del universo, y el mecanismo por
el cual se selecciona dicha funcién de onda de todo un conjunto de posibles funciones de
onda. Debido a los trabajos de DeWitt [41], Wheeler [42] y Misner [45] se ha encontrado
la ecuacion de la cual puede obtenerse dicha funcién de onda. Esta ecuacion es llamada
la ecuacion de Wheeler-DeWitt. Ademas de dicha ecuacion para determinar la correcta
funcién de onda se necesitan condiciones de frontera, este a sido otro gran problema del
cual hay tres propuestas de solucion dadas por Linde [46], Vilekin [47] y Hartle-Hawking
[48].

En este capitulo damos las generalidades del modelo cosmolbgico Friedman-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) con variables canonicas y de Barbero-Ashtekar ademas de la
cuantizacién candnica para cada uno, es decir, se encuentra las ecuaciones de Wheeler-
DeWitt correspondientes. Finalmente damos una cuantizacién con el formalismo de WUE,
desarrollado en el primer capitulo, para un minisuperespacio arbitrario.
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3.1. Cosmologia Cuantica Candénica

Las constricciones C'y C*, dadas por (2.31) y (2.32) respectivamente, contienen toda la
informacién de la gravedad cuéntica. Siguiendo el método de Dirac para la cuantizacion de
sistemas con constricciones, estas proporcionan las restricciones fisicas para las funciones
de onda permitidas. Estas constricciones son dificiles (o posiblemente imposibles en algunos
casos) de resolver para todos los grados de libertad. En el tratamiento cléasico de la Relati-
vidad General las ecuaciones de campo son tratables si se hacen reducciones por simetrias
de los grados de libertad. De esta manera podemos imponer simetria axial, esférica, homo-
geneidad, isotropia, etc. Por ejemplo, los agujeros negros estacionarios tienen simetria axial
o esférica. Si se considera al universo entero como un sistema, este puede ser aproximado
como un espacio homogéneo e isétropo a escalas de cientos de megaparsecs' lo que se le
conoce como principio cosmolégico. La idea de aplicar reducciones de grados de libertad
por simetrias se desea explotar para facilitar el proceso de cuantizacién, lo que permite que
solo se tengan que cuantizar un subconjunto de los grados de libertad del sistema original.
Esta reduccion viola el principio de incertidumbre, ya que, existen grados de libertad que
estan siendo ignorados junto con su correspondiente momento canénico. Aun asi los mode-
los resultantes de estas reducciones son adecuados para llevar a cabo un analisis y estudio
de aspectos fisicos relevantes.

Independientemente de si los modelos obtenidos de esta reduccién son realistas o no,
existen varias razones para estudiarlos. A continuacién mencionamos algunas:

» Sirven como modelos de prueba (toy models) para el estudio especifico de ciertos
aspectos conceptuales, los cuales son independientes del ntimero de grados de libertad.
Por ejemplo el problema del tiempo y el papel de los observables en la gravedad
cuantica

s El estudio aislado de algunas estructuras mateméticas para darles significado. Por
ejemplo la estructura de la ecuacion de onda y la imposicion de condiciones de frontera.

s Comparacion de los diferentes esquemas de cuantizacién en un contexto de modelos
simples.

En la geometrodinamica la funcion de onda 1) esta definida (ademas de grados de li-
bertad no gravitacionales) en el espacio de las 3-métrica Riem(3), pero la presencia de las
constricciones debido al grupo de difeomorfismo que actia sobre las 3-métricas, asegura
que el espacio de configuraciones sea el superespacio Riem(X)/Diff(¥). El superespacio tie-
ne dimensioén infinita, pero si restringimos su ntimero de grados de libertad por simetrias a
un namero finito de grados de libertad, el espacio de configuraciones resultante es llamado
el minisuperespacio. Si atn después de la reducciéon de grados de libertad por simetrias

1Un megaparsec equivale a 3,26 millones de afios luz.
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el nimero de grados de libertad es infinito, al espacio resultante se le llama midisuperes-
pacio. Una de las aplicaciones més importantes de esta reducciéon de grados de libertad es
precisamente la cosmologia, por lo que, la mayoria de los ejemplos de minisuperespacio son
de cosmologia cuéntica.

El primer modelo de cosmologia cuantica con su aproximacion clasica la dio DeWitt[41],
considerando el caso del universo homogéneo e isétropo. Desde entonces se han hecho dife-
rentes extensiones contemplado diferentes caracteristicas como la no homogeneidad, aniso-
tropias entre otras.

La reducciéon de grados de libertad por simetrias comienza considerando una teoria
clasica de campo, a la cual se le define la accién de un grupo bajo el cual se pide que el
campo sea invariante (el grupo de rotaciones es prominente en este contexto), entonces se
construyen los campos invariantes (o “reducidos”) y se evalian las ecuaciones de campo
para ellos. Se han considerando procedimientos més cortos para conseguir el mismo fin,
por ejemplo en lugar de considerar reducir las ecuaciones de campo, remover los grados de
libertad desde el lagrangiano (o el hamiltoniano) y derivar de él las ecuaciones de campo.
En general esto no es posible y sélo es valida bajo ciertas circunstancias. Esto equivale a
que los puntos criticos de la accién reducida reproducen los de la acciéon completa. Esta
reduccién de grados de libertad serd valida cuando se cumpla el llamado principio de
simetria critica [49]. En lugar de dar los criterios, se mencionaran tres casos que son de
interés para nuestro proposito:

= Un grupo de simetrias compacto siempre satisface estas condiciones. Por lo que la
simetria esférica siempre lo cumple.

= Fn los modelos cosmoldgicos homogéneos se cumple si las constantes de estructura del
grupo C¢, cumplen Cgb = 0. Los modelos de Bianchi tipo A y el modelo de universo
de Kantoswki-Sachs cumplen esto.

= Las simetrias axiales y toroidales siempre cumplen estas condiciones. Los sistemas
con estas simetrias pueden ser identificadas con teorias de campo parametrizadas con
un espacio de fondo plano. Con esta identificacion la cuantizaciéon es méas sencilla, ya
que es entendida como una cuantizaciéon en un espacio de fondo fijo.

En el caso de modelos homogéneos la funcion de onda tiene la forma 1 (q") con (i =
1,...,n), es decir, se tiene la forma usual en la mecanica cuantica.

3.1.1. Modelo Cosmolégico Cuantico FLRW

A continuacién se considerara el caso de un universo con la métrica de FLRW con un
campo escalar masivo. Clasicamente el sistema esté caracterizado por el factor de escala
a(t) y posiblemente por un campo homogéneo ¢(t) con masa m. En la teoria cuantica el
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parametro clasico t no existe y la funcién de onda, la cual caracteriza totalmente al sistema,
esta dada por ¥ (a, ¢).

El elemento de linea de FLRW con seccién espacial cartesiana es
ds? = —N%(t)dt? + a®(t)dQ?, (3.1)
donde d0? = dx? + dy® + dz? es el elemento de linea en R3, por lo que la métrica esta dada

por la siguiente expresion
_(—-N? 0
I = 0 a’dq )

Por la foliacion realizada se tienen todas las simetrias del modelo, razén por la cual el vector
de corrimiento no aparece en la métrica, solamente la funcién de lapso.

Asi la 3-métrica esta totalmente caracterizada por el factor de escala a(t) y la curvatura
extrinseca estd dada por la expresion

Laqab . a

kap = = — 3.2
T ON ot aNTa (32)
de donde se determina que su traza sera
a
k= kapq™ = 3—,
=N

y como puede apreciarse es proporcional al pardmetro de Hubble. Como las simetrias del
modelo cumplen el principio de simetria critica [50], se sustituye la métrica en la accion de
la gravedad (2.2) y para obtener las ecuaciones de movimiento correspondiente a partir de
la lagrangiana reducida.

El escalar de Ricci esta dado por [31][40]

6 Na d a2 6
R = _ e, @ 2 3.3
N2<Na+a+a2>+a2 (3.3)

con lo que la acciéon queda dada de la siguiente forma

6 Na & a2 6
R b3

a la cual tras integrar por partes y normalizar el volumen se reduce a

1 -2 3
S,la] = 2/dt <—C]L\C;2+a—AC;>, (3.5)
R
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que es la expresion de la accién en el minisuperespacio.

Para considerar el acoplamiento con materia se agrega la accién para un campo escalar
homogéneo y masivo siguiente

Spl¢] = / dtNa® (;322 — m2¢52> , (3.6)

con lo que la accion total tiene la forma

ai? ¢2a3 a’ 2.2 3
Sla,¢] =S4+ S Z/dtN<—N2+ e +a—A§—m¢5a (3.7)
_ 1 quB
_ / dtN <2GABN2 “V(g)), (3.8)

donde ¢ = {¢',¢*};q¢" = a,¢> = ¢; A,B = 1,2 y Gap es la métrica de DeWitt en el
minisuperespacio dada por
—a 0

De esta forma el término asociado al potencial V' (q) queda dado explicitamente por la
expresion

1 3
V(ig)=V(a,¢) = (—a + A% + m2a3¢>2> : (3.9)
Ahora se obtienen los momentos conjugados correspondientes, para realizar la formula-
cion hamiltoniana .
0L aa oL ai;b

DR R St (3.10)

y se nota que al calcular el momento conjugado correspondiente a N obtenemos una cons-
tricciéon primaria
oL
py = — = 0. 3.11
ON ( )

Realizando la transformacion de Legendre para obtener el hamiltoniano se obtiene
H:pNN—Fp(ﬁC.b‘*'pa(.l—L

N 2 p? 3
— (—pa +=2 a+t A% + m?a’¢? (3.12)
a
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donde GAB es la métrica inversa de DeWitt dada explicitamente por

-~ 0

AB __

GWP=1 a |
0 =

La condicion de consistencia de la constriccion primaria {py, H} =~ 0 proporciona la
constricciéon hamiltoniana H ~ 0 y debido a la forma de la métrica, no existe constriccion
asociada a difeomorfismos, ya que no hay vector de corrimiento. A nivel lagrangiano la
constricciéon hamiltoniana nos da la ecuaciéon de Friedman, la cual para N =1 es

o A
0* = —1+a*(¢% + 5 +m?¢?), (3.13)

mientras que la variaciéon de la accidén para ¢ nos da
. 3q . )
¢+;¢+m ¢ =0. (3.14)

Ahora que se tiene un hamiltoniano se puede realizar la cuantizacién canénica del siste-
ma, manteniendo H ~ 0 como condicién de la funcién de onda. Para resolver la ambigiiedad
del orden de los factores, la cual es parte de la formulacion de la mecénica cuéntica, se fija
el orden que permite que el término cinético de la ecuacién resultante de la cuantizacidon
sea covariante con respecto al cambio de coordenadas (cambios en el espacio de configura-
ciones). Por lo anterior la cuantizacion del término cinético es la siguiente

h2

G papp = WV = — == 04(V -GG 0p)
h? 0 0 h? 92

donde G es el determinante de la métrica de DeWitt y V%B es el operador de Laplace-
Beltrami, el cual es la generalizacion covariante del operador laplaciano [51]. La covarianza
del término cinético es una caracteristica de la ecuaciéon de Schrodinger. La ecuaciéon de
Wheeler-DeWitt H 1) = 0 queda como sigue

hz 0 0 hQ (92 (13 2 3,2
<a26a <(18a> —gy&—a+A§+m a ¢ >1/}(CL,¢)—O, (316)

a la cual se le deben de implementar atin condiciones de frontera para determinar ¢ (a, ¢).
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3.2. Modelo FLRW con Variables de Ashtekar-Barbero

Ahora se realizara la descripcién del modelo cosmolégico FLRW con las variables de
Ashtekar-Barbero considerado N = 1. Para dicho proposito se comienza por encontrar las
tetradas, ya que la métrica es diagonal facilmente se observa lo siguiente

1 0
I J I
guy =€, Nije, = €, = ( >
i ® v ® 0 adl)’
con lo que la relacién de la 3-métrica con las triadas queda dada por la siguiente expresion

Qab = GZ(t)éab = 625@'9‘6{7 = 62 = aéé.

Se usaré el lenguaje de formas diferenciales para describir las tetradas, ademas conside-
rando la descomposicién el espacio tiempo dada en el capitulo anterior se tiene que

el = eidm“ = ebdt + el dz® = dt + ad?dz®.

0

donde se ha empleado que wio =w;.

Ahora que ya se tienen las tetradas y las triadas el siguiente paso es encontrar la co-
nexion de espin correspondiente, para ello usaremos la ecuacion (2.11) igualada a cero y
descomponiendola en su parte espacial y temporal se tendrén las siguientes expresiones

—de! =wl; ne!
= —de’ = woj Ael
—det = w'; Ned,

al evaluar la parte temporal primero del lado izquierdo de la igualdad y después el lado
derecho se tendra

—de® = d(dt) =0
0 i, 0 J 7.0 _ Jj , 0 b
w'; Nl =w’; A eydr” = ady w”; Adx
=adj woj Adzb =0,
de esto se puede intuir que las componentes woj son proporcionales a la uno-forma dz?, i.e.
woj = f] dzb, donde f} = fi ().
A continuacion evaluaremos de manera analoga la parte espacial, con lo que se tiene
—de' = —d(as.dz®) = §dx® A adt
Wy nel =wiy Aed + wij Ael =wy Aeddt + wij A eidwb

= adl dax® Adt = W'y Adt + aéi wij A dax?,
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considerando lo anterior se tiene
adt dx® Ndt = fI dz® A dt + ad) wij A dz?,
asi se encuentra que
wij =0

N v a
wy'y = ad,, dz.

En este punto se tienen los elementos necesarios para calcular las variables de Ashtekar-
Barbero del modelo FLRW, se tiene

. 1. A0
Al =,y + €8 = odl (3.17)
1 .
E} = §eijke“bceielg = pdy, (3.18)
donde ¢ y p son funciones del tiempo tales que a? = |p| y ¢ = ~a. Estos valores de las

variables no son la tnica forma de representar a la métrica de FLRW, pero son los més
sencillos de utilizar, ya que automaticamente satisfacen la restriccién de Gauss.

Como A? solo es funcion del tiempo, la curvatura se puede calcular facilmente, empleando
y se encuentra
k 2 k
Fab =C Eab’ (319)

con lo que la constriccion hamiltoniana tiene la siguiente forma

6
Hg = —$c2 p|. (3.20)

Esta teoria tiene como tnica solucién en el vacié el espacio plano. A continuacion se
acoplard materia con un campo escalar homogéneo. La constriccion relacionada a los difeo-
morfismo desaparece por la homogeneidad. Al acoplar materia se tendré una contribucion
de un campo escalar sin potencial a la constricciéon hamiltoniana, dada por H, = p?o / |p|3/ 2,
Asi se tiene que la constriccion hamiltoniana total estd dada por

H = (Hg+ H,) (3.21)
(6, v}
_ (720 VIl + |p|3/2> (3.22)
_ E 2 2 2 3 23
={5zp + 05 (3.23)
= G*Ppapp =0, (3.24)
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GAB

donde A, B = 0,1; pp = ¢,p1 = p, ¥y es la inversa de la supermétrica la cual tiene la

forma siguiente

6p> 0
G =52 . (3.25)
0 1

Ahora se trabajard un poco con la dindmica de esta teoria cosmoldgica. Como ¢ no
aparece explicitamente en el hamiltoniano entonces p,, es una constante de movimiento. La
ecuacion de movimiento correspondiente a p es

. cp
p={p,H} =2—, (3.26)
gl
y usando que H = ( se obtiene entonces que
2p,
=y-—", 3.27
c=1737, (3.27)
por lo que la ecuacion (3.26) se puede reescribir como sigue
4
= L (3.28)

p=— .
3V/Ipl

Al integra la expresion anterior con respecto al tiempo se encuentra la siguiente funcion
para p
8
P2 = gpwt. (3.29)

La variable Ef, y por lo tanto p, estan relacionadas con el volumen del universo. De la
ecuacion (3.29) se puede observar que al hacer t — 0 el volumen del universo decrece, hasta
llegar a una singularidad.

3.2.1. Cuantizacién canodnica

Hasta el momento s6lo se han echo cambios de variable a un sistema con grados de
libertad finitos. Ahora se considera la cuantizaciéon canédnica de dicho sistema con las va-
riables del espacio fase (c,p; p,p,). Al realizar la cuantizacién canoénica de este sistema se
recuperan los resultados de la cosmologia cuantica tradicional, por el teorema de Stone-von
Neumann|52].

Se realiza la cuantizaciéon en la representacion de coordenadas por lo que p y ¢ actian
multiplicativamente de la siguiente forma

pY¥ = p¥
oV = oV,
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mientras que ¢ y p, lo hacen de la siguiente manera

\\
eV = —yihaa—
C

ov

Para escoger un orden de operadores que sea covariante la cuantizacién de manera analogo
al caso anterior, se tendra lo siguiente
AB 2v72 hQ / AB
G pPAPB — —h VLB = —7ma4( -GG 83),

de donde la ecuacion de Wheeler-DeWitt se escribe como

v [, 8
T A W Bl R I = 0. .
h <p8p (p 8p> + 0.2 (P, o) =0 (3.30)

De la forma cuantizada de la constriccion hamiltoniana notamos que p,, es una constante
de movimiento, por lo que ¢ es una funcién monoétona en cada trayectoria clésica. Asi ¢
puede ser vista como una coordenada temporal y la ecuacién de Wheeler-DeWitt como una
ecuacion de evolucién de este tiempo emergente . En este contexto p, es un observable
de Dirac y junto con otro observable que representa el volumen del universo en un tiempo
dado, son un conjunto completo de observables para este modelo.

3.3. Formalismo de WUE en el Minisuperespacio

Al tener el hamiltoniano de un sistema dado y realizar en él la cuantizacién, se obtiene
la ecuacion de Schrodinger correspondiente. Pero para un mismo hamiltoniano en diferentes
sistemas de coordenadas, las ecuaciones de Schrédinger correspondientes a cada sistema de
coordenadas son diferentes y no son equivalentes[53].La razon es que usualmente hay tér-
minos de la métrica del espacio de configuraciones los cuales pasamos por alto , los cuales
son funciones de las coordenadas y no conmutan con los momentos conjugados correspon-
dientes. La ecuaciéon de Schrédinger es covariante, en el sentido que aunque se cambie de
coordenadas la forma de la ecuacién se mantiene, se desea que las ecuaciones resultantes
de un proceso de cuantizacién cumplan esta condicién tal y como lo hace la ecuacion de
Wheeler-DeWitt.

Partiendo de un lagrangiano de la forma L = g,,¢"¢” — V (¢"), se encuentra después de
la, transformacion de Legendre correspondiente el hamiltoniano siguiente H = ¢"“p,p, +
V(¢"). La cuantizacion canonica de este hamiltoniano es

H = g’V + V,
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donde para que la ecuacion resultante es covariante en el mismo sentido que la de Schro-
dinger (es decir, que el término cinético sea invariante ante cambios de coordenadas), es
necesario que el término cinético sea el operador de Laplace-Beltrami por lo que V,, debe
denotar la derivada covariante. Con esta condicién la cuantizacién canénica parece fun-
cionar de la manera correcta, y esto sucede cuando el espacio de configuracién es plano.
Cuando el espacio de configuraciones tiene una geometria diferente esta cuantizacién ya no
funciona mas. Es aqui donde entra la formulacion WUE de cuantizacion.

Partiendo de que se tiene una variedad n-dimensional M con métrica de DeWitt g, (¢%),
sea esta variedad el minisuperespacio resultado de la reduccién grados de libertad para
algunas simetrias dadas. También es necesario que el espacio fase sea el haz cotangente de
M. Con lo anterior y sabiendo que el hamiltoniano en el minisuperespacio usualmente tiene
la siguiente forma

H = g""(q")pupv + V(") (3.31)
aplicaremos el formalismo de WUE, el cual funciona para las condiciones anteriormente
dichas y funcionara aun si M tiene topologia no trivial.

Sustituyendo ¢"(¢®)pup, en (1.54) tendremos

59" Bl (3.32)

v (0% h 2 v v 1 v
W(g" (¢*)pupv) = (Z> 9"V, Vo + (Vug")Vy + Zvuvug“ + 35

donde V, es la derivada covariante en M y R, es el escalar de Ricci con respecto a la
métrica de DeWitt.

Como la derivada covariante es compatible con la métrica se tendra que

4 (07 h 2 9 4 1 v
W(g"" (¢*)pupv) = <Z> ng“ VuVo + 159" Ruw (3.33)
_ - (vaea) - R (3.34)
T Ay 12" '

el cual es el operador de Laplace-Beltrami méas un término proporcional a la curvatura
cuyo coeficiente ha sido controversial. Misner dio un valor preferencial dependiente de la
dimension de la variedad M [54][55] para dimensiones mayores a uno y espacios conformes.

Si se considera un hamiltoniano con la forma indicada por (3.31) y usando (3.34) para
su cuantizacion, se tendra

W (H)y(q") = Hi(q “>

- (- M (/G )—h2R+V(“))w(“)
=g/ T q q

2 2
— (- a0 - R V(@) ) o
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si se toma que un espacio tal que R = 0 se tendra que
0,59 0,) + 2v(e)) wlg) = 0 (3.35)
\/jg H gg v 9 q q - .

lo cual coincide, hasta la constante 4/9 que multiplica el potencial, con la ecuacion de
Wheeler-DeWitt en el minisuperespacio. Sin embargo, esta constante no afecta los intervalos
de monotoneidad, ni el comportamiento de la funcién de onda en sus puntos criticos.

Como ejemplo del uso de esta ecuacion se retoma la métrica inversa de DeWitt (3.1.1)
y se sustituye en (3.35), con lo que se tendra

2] B, R 92 4 3
(s (o50) — sge + 5 (- A +mia'e?) Juwo =0, 30

que corresponde al modelo FLRW con variables canénicas. De manera analoga pero con la
meétrica inversa (3.25) se tendra

—h (7 0 <p2 0 > L > U(p, o) = 0. (3.37)

pap \" dp)  0p?

que en este caso coincide idénticamente, ya que no existe potencial.
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Conclusiones

Uno de los problemas més importantes que enfrenta la fisica tedrica contemporanea es
el de construir una teoria cuantica de la gravedad. Entre los obstaculos principales se en-
cuentra el hecho de que no existe un experimento para comparar con los resultados teéricos,
ya que los niveles de energia requeridos en los colisionadores de particulas estdn muy por
debajo de la energia necesarios para observar los efectos de la gravedad a escalas cuanti-
cas. Sin embargo, se ha tratado de contemplar la posibilidad de que algunas observaciones
cosmologicas pudieran ser usadas para comprobar si las predicciones teéricas son o no acer-
tadas, razén por la cual, es importante tener predicciones de efectos cosmolédgicos basadas
en modelos de gravedad cuantica.

El formalismo de WUE da una cuantizacién covariante en el sentido que la ecuaciéon de
onda es invariante ante cambio de coordenadas (difeomorfismos) de la variedad usada como
espacio de configuraciones, lo cual es sumamente deseable para reproducir la cuantizacion
dada por la ecuacion de Wheeler-DeWitt en el minisuperespacio. Siguiendo esta guia en el
presente trabajo se toma el minisuperespacio y la métrica de DeWitt como una variedad
pseudo-riemanniana en la cual se puede utilizar el formalismo de cuantizacién de WUE, con
lo que los modelos cosmolégicos pueden ser cuantizados obteniendo la métrica de DeWitt.

La comparacién entre las ecuaciones de onda dadas tanto por la ecuaciéon de Wheeler-
DeWitt como la cuantizacion de WUE muestra que éstas difieren hasta una constante
multiplicativa en el potencial. Dicho término no afecta el comportamiento en los puntos
criticos ni la forma de la funcién de onda resultante.

Una primera extension del presente trabajo es realizar la cuantizacion de WUE para un
modelo cosmolégico con curvatura y comparar con la ecuacion de Wheeler-DeWitt con la
finalidad de encontrar las coincidencias o discrepancias que produce el término de curvatura.

Existen formalismos los cuales permiten analisis de comportamientos cuinticos en el
espacio fase de sistemas con grados de libertad infinitos (teorias de campo), el uso de
un formalismo de este tipo en modelos cosmologicos mas complejos es interesante, princi-
palmente para poder realizar una comparacion con la ecuacion de Wheeler-DeWitt en el
midisuperespacio ( o incluso el superespacio), lo cual podria revelar nuevos aspectos de la
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cosmologia cuantica.
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Apéndice A

Sistemas con Constricciones

En fisica es muy utilizado realizar la descripcion de los sistemas con una cantidad de
variables mayor a los grados de libertad, lo que implica la existencia de constricciones en
el sistema. Esto es consecuencia de no conocer los grados de libertad del sistema apriori,
por ejemplo en el electromagnetismo usualmente se toma al potencial A, como variable de
configuracion, lo que implica cuatro grados de libertad, sin embargo, después del analisis
lagrangiano se nota la existencia de dos grados de libertad los cuales corresponden a las
posibles polarizaciones de la onda electromagnética. La gravedad es un caso similar.

Para realizar el analisis del sistema partimos de que se tiene el lagrangiano del siste-
ma L = L(q%,¢%), del cual se obtiene el hamiltoniano H = H(q',p;). Para realizar este
procedimiento se define el momento conjugado canénico p; para cada ¢* como sigue

oL
Pi= o (A1)

aqt’
de donde se tiene p; = p;(q’,¢’), de estas ecuaciones en principio se podran obtener las
expresiones ¢* = ¢*(¢’, p;) de manera tnica. Tomando en cuenta lo anterior se podria realiza
la transformacion de Legendre H = ¢*(¢’,p;)p; — L(q", pi). Esto implica la realizacion de
un mapeo entre dos espacios

(¢',4") — (¢, pi)- (A.2)

La matriz hessiana del mapeo (A.2) esta dada como sigue

Op; 0 0L

i = Qi T Aiin? A3
J aqj aqj aqz ( )
de la cual, si queremos que dicho mapeo sea invertible, se debe cumplir que
9*L
M;i| = |=——==| # 0. A4
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Si este determinante es cero no se pueden obtener las velocidades en funcién de los momentos
y las coordenadas, dando pie a la existencia de relaciones de la forma ¢%(g*,p;) = 0 a las
cuales se les conoce como constricciones primarias. Si se considera el rango r de la matriz
(A.3) se tendra que 0 < a < (2n—r), donde n es la dimension del espacio de configuraciones
v a es el indice para las constricciones. Esto implica que se tienen r ecuaciones que relacionan
los momentos conjugados y las velocidades.

Tomando al espacio fase como una variedad, se tendra que las constricciones primarias
definen una subvariedad del espacio fase con dimension (2n — r). Como las constricciones
se cumplen en todo momento podemos definir un nuevo hamiltoniano total como sigue

Hp = H + X¢,, (A.5)

donde A® son multiplicadores de Lagrange. Si se obtienen las ecuaciones de Hamilton co-
rrespondientes se tendrén las siguientes expresiones
09 . OH D

;  OH

= A
1 Opi *

Para que estas constricciones impliquen un lagrangiano, y por lo tanto un hamiltoniano,
consistente se tiene que verificar que la derivada temporal de las ¢%, también son idéntica-
mente cero, i.e. gf)a(qi, p;) = 0. Para verificar esto se realiza la modificaciéon a los corchetes
de Poisson de tal manera que la derivada temporal de un observable f = f(q’,p;) dada por
(1.5) se realiza con el hamiltoniano total Hr de la siguiente manera

df “
V= (B0} = (. HY 4 AL F 7). (A7)
Aplicando lo anterior para las constricciones primarias se tendréa las siguientes expresio-
nes dg
= (6" Hr} = (6" H) + M{6" 6" =0, (A3)

De estas ecuaciones pueden suceder los siguientes casos:

» Las ecuaciones resultantes son consistentes, es decir tenemos una expresiéon como

0=0.

= Las expresiones resultantes dan un conjunto de condiciones para los multiplicadores
de Lagrange A,.

= Se obtiene otro conjunto de funciones x*(q’, p;), las cuales son constricciones nuevas.
Estas son llamadas constricciones secundarias. Ha estas constricciones secundarias
también se les debe verificar la consistencia de la misma manera que a las constric-
ciones primarias.
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Finalmente al grupo de constricciones las cuales son cerradas con respecto al corchete
de Poisson como sigue

{¢%, 8"} = Cabo", (A.9)

donde C% es la constante de estructura, se les conoce como constricciones de primera clase.
De no cumplir esto se les conoce como constricciones de segunda clase.
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Apéndice B

Desarrollos

El objetivo de este apéndice es mostrar los desarrollos y demostraciones que se omitieron
a lo largo del capitulo 1.
Teorema 1. La base de operadores unitarios tiene la siguiente representacion en la base
coordenada

. , A hA
U\ ) = /dq exp(ipg) lg — ) (g + |, (B.1)
R
y la siguiente representacion en la base de momentos
. ‘ h, h,
00w = [ dp expli) o+ ") (o - "ol (B2)

R

Demostracion. De la relacion de Baker-Campbell-Hausdorff para dos operadores arbitrarios
A, B, se tiene que

exp(A) exp(B) = exp(C) (B.3)

Si se considera A = IAD, B = i11q y se emplea la relacion de conmutacion canénica [p, §] =
—ih se encuentra de (B.3) que

exp(ip) exp(ipd) = exp(i(3p + pd)} exp (;'w) , (B.4)
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con lo que se la base U se puede escribir de la siguiente manera
~ { A .
U(A, 1) = exp <—27"’Mu> exp(iAp) exp(ing) (B.5)

= exp <;h>\,u> exp(iug) exp(iAp). (B.6)

Al ser la base coordenada una base completa se la siguiente resolucién a la identidad

— / dq ) {al (B.7)

donde I es el operador identidad. Si se toman en cuenta la expresion del generador de
traslaciones

exp(iAp) [q) = g — hA), (B-8)
junto con (B.5) y (B.7) se tiene lo siguiente

00un) = 100w) = [ da exp (— w) exp (iB) exp(ind) |q) {d]

N | =

/ dq eXp< Zh}\ﬂ) exp (ipq) exp(iAp) |g) (¢

dq exp( (—h/\+q)> lg — hA) (g
/dq exp(ipq) ‘q—>< h; : (B.9)

con lo que se tiene la expresion de U (A, i) en términos de la base coordenada, para obtener
la expresion correspondiente en la base de momentos, se debe tener en cuenta la expresion
(B.6), la resolucion a la identidad en la base de momentos

i= / dpp) (o], (B.10)

y el operador de traslacion siguiente

l\D

exp(ipg) [p) = p + hu) (B.11)

con lo que de manera anéloga se tendra
U mI = /de U\ 1) [p) {pl

. h h
= / dp exp(i\p) ‘p + 2/l> <p — ?M . (B.12)
R

Con lo que se tienen las dos expresiones deseadas. O
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Teorema 2. La traza de ﬁ(A,u) esta dada de la siguiente manera
A 2
Tr{T(\ p)} = 513N, (B.13)

Demostracion. Se considera la traza de U(A,u) en la base de momentos de la siguiente
manera

@ U, p) [p') dpdp',

2

Tr{U(\ n)} =

T

. h B
. exp(ixp) (p'|p + 7M> (p— #Iﬂ) dpdp’

= / exp(iAp)d <p+ hp —p’> ) <p’ - ( - h“)) dpdyp’,
- 2 2

utilizando ahora la identidad

[ 8¢ = ste ~ n)dz = 5(¢ =) (B.14)
y que la distribucién ¢ de Dirac se puede representar como
1
§(x —2') = / exp{—i(z — 2')t}dt, (B.15)
2 R

se encuentra finalmente que

Tr{U(\ p)} = /Rexp(ikpﬁ(hu)dp,

— 2m3(1)3(hN),
- 2%5(@5@). (B.16)

O

Teorema 3. La traza del producto de los operadores UT()\,,u), U(/\’,,u’) esta dada como
sique

A N 2
Tr{0t O p) OV )} = S2000 = N)d(u— w). (B.17)
Demostracion. De (B.12) se tiene que
- , h h
Ut p) = /Rexp(—Mp) lp— 7“> dp {p + 7” , (B.18)
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entonces

Tr{UT\ WU, 1)} = /R<p”UT(>\7M)U( ) 1p") dp

. ‘ h, h, h,
= [ expl-ixp) expiX) ('l - 7’6 o+ M+ 1,
R3

X

/
(- %Iﬂ’) dp" dp'dp,
h
= / exp(—ip) exp(iX'p')d (p L p”>
RS 2
hyp Ay

<o~ o+ o - My ay'ap, (B19)

integrando esta tltima expresion, primero con respecto a p’ se obtiene

Tr{U O\ WO, 1)} = /R exp(~iXp) exp ( % ( . %ﬂ _ hg)) 5 (p_ %u B p,,>

op" —(p+ - — - — —-))dp"dp, (B.20)

X

y haciendo ahora la integracion con respecto a p” se tiene la siguiente expresion
. . h, hy!
G L e P G C e S )
R

h h
5(p—u—p—u+7w)>dp,

X
2 2
/
= / exp(ip(\N — \)) exp <i)\’ <h2u — hg)) § (hy/ — hyt')) dp,
R
2
- %5@ — SO = N). (B.21)
O
Teorema 4. La Representacion de Q(q,p) en las bases de momento y posicion son las
stguientes
A p
Q(g,p) = /df exr>< g ) }q+ g> <q—§ : (B.22)
A q
Q(q7p)=/d§ exp< i >'p+§> <p—§ , (B.23)
respectivamente.
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Demostracion. De la definicion del cuantizador (1.33) y la expresion de U(\, i) en la base
de momentos (B.2) se tiene lo siguiente

~

I . .
Qq,p) = 277/IR{2 dAdp exp{—i(Ap + pq) }U (N, 1)

h : : h h
= 5 / dXdp exp{~i(Ap+ pa)} / dp exp(ixp) [P+ =) (o = |
™ JRr2? R 2 2

A ) h h
B / dudp’ exp{—ipg} |p' + ) (pf — 2| 2w6(p — p)
o Jeo 2 2

. h h
—h /R exp{=ipa} lp+ ) (0 — ] dp (B.24)

haciendo el cambio de variable £ = hu se obtiene

g, p) = /Rdf exp <—;£q> 'p + §> <p - g : (B.25)

De manera anéloga considerando la representacion del cuantizador de Stratonovich-Weyl
en la base de coordenadas (B.1) en lugar de la de momentos, se obtiene lo siguiente

Qq,p) = /Rdé exp <;€p> ‘q + §> <q - g . (B.26)

O

Teorema 5. El cuantizador Q()\, ) es hermitiano

Demostracion. Tomando el auto-adjunto de Q()\, ) se tiene lo siguiente

Yigp) et lgt S i Sael
Aap) = { [etrenlor§) - Sla)
_ i § £
= [ ewl-gertla— 3+ 5z, (B.27)
y haciendo el cambio de variable £ = —¢ se tiene
0(q,p) = Q(q,p)- (B.28)

Teorema 6. La traza de Q(\, 1) esta la unidad.
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Demostracion. Al tomar la traza de (1.33) y usar (B.13) se tiene lo siguiente
. h , .
Tr{Q(¢,p)} = 27T/RS dp'dAdp (p'| exp{—i(Ap + pq) }U (X, p) [p')
h . A
= 5 /]R Ldp'dXdp exp{=i(Ap + ug)} (| U, ) [P)

= % . dXdp exp{—i(Ap + pq) }o(p)d(N)
s (B.29)
]

Teorema 7. La traza del producto de dos operadores de Stratonovich- Weyl esta dada de la
siguiente forma

Tr{Qq, )2, p')} = 27hd(q — ¢')3(p — 1) (B.30)
Demostracion.
A YA { { ! ! /1 ‘f
Tr{Qq,p):d P} = / exp{—*ﬁq} exp{—ﬁf q} " p+ §>
o= S ) - S g, (B.31)

y haciendo el cambio & — £/2

Tr{q,p)Ud,p)} = /ReXp{—iéq}exp{—;if’q’}<p”|p+g)
o S ) e

= 4/]1@3 eXp{—ﬁ%q} exp{—%%’q’}

X (Wlp+ €000 + & —p+ &) (pf — Elp") dp”delde,

= 4 [ (- en(-2/(-1 +p- )

X Wlp +€) (20" —p+Elp") dp'de,

= 4 [ exp{— g2t} exp{— 520 (=5 + 0~ )5(20 — ),

= 21hé(q —¢)o(p —p'). (B.32)
0

Teorema 8. La traza del producto de tres operadores de Stratonovich- Weyl esta dada por
la siguiente expresion

Tr{Q(q, p)Qd, p)Q" p")} = 4exp{%[(q ~d)p—p") - (a-d"Yp-p)]}. (B.33)
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Demostracion. Se comienza obteniendo la traza de la multiplicaciéon de los tres cuantiza-
dores de SW en términos de la base de momentos (B.23) de la siguiente manera

Tr{Q(q, ), P )q"

p/l)}

integrando respecto a la variable £’

Tr{Q(q, p)Qd, )"

y ahora respecto a &”

Tr{q, p)q,

P')

)}

QO

(q//

p//)}

x @"lp+

= /R4exp{—iﬁq}exp{—ié'd}exp{ &"q"}

g/
2

£
2

i//

5

S-S+ S-S+

é—/l
% <pl/ ‘ /I/> I//dglldg dg)

= 23 /R4 exp{—%ﬁq} exp{— ¢q }exp{ &q"}

W"p+EE —(p—E—p )) (' —¢ !p” + &)
<p// _ E//‘p///> dp///d§,/d§,d§7 (B34)

2 exp{—%sq} exp{—2d (0~ €~ p)}

eXp{— &'y "+ &) (2 — - +&")

" - €”!p’”) dp”d¢" dg,

2° /Rg eXp{—%iq} exp{—%q’(p —&-p)}

eXp{— """ lp+ 60" = (=" + 20" —p+¢))
(" - é”lp’”) dp"dg" d¢, (B.35)

= 2° /RQ eXp{—%iq} eXp{—%Q’(p —&-7')}
x eXp{—%Q”(—p" +2p = p+ " p+§)
x ("= (=p"+ 2p —p+E) Ip’”) dp" d¢,
= 23/ eXP{—*fQ} exp{—* ‘p—¢—p)}
R2
X eXp{—gQ”(—p/’ +2p —p+)}
x 02" —(+2p' —p+ &) —p—&dp"ds.  (B.36)
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Realizando ahora la integracion en la variable p”’ se obtiene entonces
TrRe ) ) = 2 [ es{-Feaen{- 5 —¢ 1)),
X eXp{—%Q”(—p" +2p" —p+£)}o(2p" — 29" + 20)dg,
= 4 exp —%QI(P -7} exp{—%q/’(?p’ —p"—p)}
< el ) — "~ )}
= 4eXp{%[(q —d)p—1") = (¢—d")p-p)]} (B37)

O]

Teorema 9. Si se asume que dos funciones en el espacio fase fi, fo € C®°(R?) se puede
expandir f1(p + 0,9+ ¢) y filp +0",q+ ¢") en serie de Taylor al rededor del punto el
punto (q,p) € R?, el producto-* de Moyal estard dado de la siguiente forma

= =
(fu+ F2)a0) = Fla,p) exp{ i (jqu - jqu) }f2<q,p>. (5.35)

Demostracion. Considerando ahora que fi, fo € C*°(R), entonces se pueden desarrollar en
serie de Taylor al rededor del punto (g, p) € R? de la forma

f(+’+/)—ilakalf() !
1\pPTpP,qT(q = o Ok"l'apkaql 1
%
<1 oF ol 1kl
= — = B.
gjo i 1@p) g gard (B.39)
y
/! " o - 1 am 8” /1 1Im
L+p"a+4d") = m?no Il By D Py SLULY O A
o0 o o
1 ym ym O™ 0
= — = . B.4
mEn:O nt? 4 o —f2(q,p) (B.40)
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Sustituyendo estas expresiones en la relacion (1.36), se tiene

o0

P 1 ok o kol 21
Wfl — - YR ) P /A
(f1f2) /szRz k;g @D g5 ap" exp{ (" —d"p )}

o o an NI
} : L ym m o™ 0 dp'dq'dp” dq

Para simplificar el resultado, se emplea la relacién de Cauchy para series convergentes que

establece lo siguiente
(Z an> <Z bm> => ) bus. (B.42)
n=0 m=0

n=0 k=0
Aplicando la relacion de Cauchy dado por (B.42) en (B.41), se obtiene

o9 k,l < <
NP : f1(g,p) OF M QI ki i
wt = B.43
(£1£2) /szRz = m;:(] (k —m)!l(l — n)! Opk—m 8ql—"p a ( )
00 - =
2,y oy L ym 0™ 9" dp'dq'dp”dq"
X exp{ (" —q"D) mznjo mit?" 4" g g @D | T
Definiendo la funcion ©(k, I, m,n) de la siguiente forma
1 1 k—m /l—m _pym nm 2i
kol - / ’ nm g LAV
©(k,l,m,n) (k—l)!(l—n)!n!m!/szRzp ¢ Py exp{h(qp qp)}
dp/dq/dp//dq//
_ B.44
Al (B.41)
substituyendo la funcion (B.44) en la expresion (B.43), se tiene
e k.l %kfm %lfn 5)m 3n
WY fifo) = ————0O(k,l —_— . B.45
(flf?) k;[)m;_o fl(Q7p) 8pk_m aql_n ( ) >m>n) 8pm aqn fQ(Qap) ( )

Para calcular la integral que aparece en la ecuacion (B.44), se utilizan las siguientes rela-
ciones

am 2/L I/ /i _ 2Z " /1M 22 I " 1/
8q,mexp{h(qp ) =5 ) Py —d) g (B.46)
y
atmin %( P =) = 2YT e %( P = ") (B.47)
8q//k—m p A ap qap = 7 b 7 qp qp . .
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Sustituyendo dentro de la integral obtenemos

ot = (k_m)l!(l—n)!n!in! <Z>m (_;)’fm

Ropz "k og'™ PAR\IP —4p (th?
(B.48)

Realizando las integrales sobre las variables p/, p” y usando la expresion de la delta de Dirac
(B.15) se tiene

1 1 (h\™[/ R\"™ - dk=m  gm

O(k, 1 = S g =

(k,1,m, n) (k —m)!(I —n)! nlm! <22) < 2i> /qu 1 dg" =™ dg'™
2/ 2 /! / /!
s (20N 5 (24 dadg
h h ) (zxh)?

B 1 1 E m _E k—m/ den dk—m dam
(k= m)/(I —n)!'nm! \ 2 21 R2 ¢ dg"F=m dg'™

X 0 (q’) ) ( ”) dq'dq”. (B.49)

X

Ahora, de expresion para las derivadas de la delta de Dirac

[ @8 @~ @iz = (-1 a), (8.50)
R
se obtiene que
o d™
[ s = (17— ) (B51)
R q
y
m dk_m " " k—m n
[ s = () (B.52)
R dq
Finalmente sustituyendo todos los valores obtenidos se encuentra que
o tmmy= 2 (FY (L) (BN s s (B.53)
O =0m) T2 ) \ % t=nOk—m- :
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Empleando asi el resultado anterior (B.53) en la ecuacion (B.45) se obtiene el siguiente

oo m k—m kmalngmgn
(fif2) = fi(a,p) Z Z ;(Z) <_%> (22) gk maqz nap i 6Zm] f2(q,p)
k,l=0 m,n=0
oo k 1 k A hkmakmamgmgn
= fi(¢,p) k;m;)k!(m) (‘ﬂ (22) DpF—m Bgm Dpm 8q f2(q;p)
-oo k m . (—3 k—m
=flap) DD 1(2 (—?5;8(1) ]fa(q,p)
k
— < k
~1[in(93d 973
= fi(¢,p) {kzok' [ (8(18]} - 8]38)] }fZ(pr)
= J1q, ex :

(B.54)
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