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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta el anélisis de particulas brownianas bajo la influencia de
dos diferentes campos de fuerza. El método utilizado para analizar ambos casos es el mismo
presentado en 1908 por Paul Langevin para resolver el problema de una particula browniana
libre. Langevin propuso un planteamiento muy transparente desde la fisica usando la Segunda
Ley de Newton, y consiguié encontrar la misma expresion para el desplazamiento cuadrético
promedio reportada por Einstein en 1905 para el movimiento browniano, mediante un proce-
dimiento mas directo y sencillo. Los casos a analizar son: el Oscilador Armoénico Browniano y
el movimiento browniano en un campo magnético constante, en ambos se consigue encontrar
una expresion para el desplazamiento cuadratico promedio que es consistente con los resulta-
dos exactos obtenidos por los métodos estandar de los procesos estocasticos, que utilizan las
propiedades estadisticas del ruido, y son iguales con estos a tiempos grandes. El analisis se
complementa con la simulacién numérica de las ecuaciones diferenciales estocésticas para cada

uno de los casos.
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Capitulo 1

Introducciéon

Después de los trabajos presentados por A. Einstein [1| y P. Langevin [2], dando solucién al
problema del movimiento browniano (MB), los trabajos sobre el topico de “ruido” han sido
numerosos y abarcan muchas areas del conocimiento. Algunas de las areas en las que aparecen
articulos con este topico son: circuitos electronicos, circulaciéon ocednica, modelos de prediccion
del tiempo, emision de luz laser, crecimiento de superficies, dindmica de poblaciones y epidemias,
reacciones quimicas, neuronas, etc. Lo que nos habla de la importancia y trascendencia de
este tema. No es posible dar aqui una descripciéon sobre cada una de las areas de aplicacion
del ruido. En esta introducciéon se mencionaran brevemente un par de ellas donde se observa
que, el ruido, lejos de ser un factor inconveniente se convierte en un ingrediente indispensable
para generar efectos deseables. Se puede mencionar a la resonancia estocastica [3, 4] y los
motores Brownianos [5, 6, 7| como ejemplos claros de que el ruido puede ser util. La resonancia
estocéstica es un fenémeno a través del cual una senal débil puede ser amplificada y optimizada
con la ayuda del ruido, de la misma forma los motores Brownianos utilizan las fluctuaciones
térmicas para generar un transporte direccionado (velocidad promedio diferente de cero). El
transporte inducido por el ruido térmico en sistemas espacialmente periddicos esta prohibido
por la segunda ley de la termodinamica. Por lo que, para generar transporte, es necesario sacar
al sistema fuera del equilibrio térmico via la acciéon de una fuerza que puede ser de naturaleza

determinista o estocéstica. Es necesario otro requisito, una asimetria espacial. Los motores
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Brownianos pueden ser modelados por una particula Browniana sujeta a estas condiciones. En
los ultimos anos, el area de investigacion sobre motores Brownianos también llamados trinquetes
o (“Ratchets” en inglés) ha sido motivada por lo que se observa en el transporte unidireccional

de proteinas al interior de la células [8, 9], esto es, por motores moleculares reales.

Otro de los retos que han surgido en el estudio de los sistemas de tamano pequeno del orden
de micras, es la posibilidad de establecer ciertas leyes o relaciones tedricas que gobiernan el
comportamiento dindmico o fuera de equilibrio de tales sistemas. En este sentido, vale la pena
destacar los avances significativos que se han logrado durante las tres tultimas décadas a través
de los llamados teoremas de fluctuacion [10] y la energética estocéstica [11]. En este sentido es
posible preguntarse si es posible establecer para estos sistemas de tamano pequeno, leyes muy
similares a las de la termodinamica, y si es asi, bajo qué condiciones esto es posible. Este es
precisamente el proposito de la termodinamica estocastica que continda siendo un campo de

investigacion muy activo hoy en dia.

Regresando al tema del movimiento browniano, es importante recordar que Einstein resolvio
el problema del movimiento browniano asumiendo un mecanismo molecular subyacente, y fue
capaz de obtener una ecuaciéon diferencial para la densidad de probabilidad asociada a la par-
ticula. Esta ecuacion es precisamente la ecuacion de difusion porque tiene la misma estructura
algebraica que la ecuacion de difusion usual de la hidrodinamica clasica. Mediante su solucion
de la ecuacién de difusion, Einstein obtuvo la expresion para el desplazamiento cuadratico pro-
medio (DCP) para la particula browniana dada por, (z?(t)) = 2Dt, donde D = k,T/6mna,
es el coeficiente de difusion de Einstein, k, la constante de Boltzmann, 7" la temperatura del
fluido, n su viscosidad y a el radio de la particula. Con este resultado, Einstein propuso a los
experimentales una cantidad que habia que medir y con ello comprobar la existencia o no acerca
de la constitucion atéomica de la materia.

Tres anios después de la publicacion del trabajo de Einstein, P. Langevin [2] propuso un método
mucho maés simple basado en la segunda ley de Newton y mediante una estrategia simple pero
también ingeniosa pudo obtener la misma expresion de Einstein para el DCP. Langevin supuso
que la fuerza neta que acttua sobre la particula browniana es debido las constantes colisiones

que experimenta con las moléculas de fluido, estas fuerzas son: la fuerza de friccion (ley de



Stokes) mas otra fuerza de naturaleza estocastica, y por esta razoén la ecuaciéon de Langevin es
una ecuacion diferencial estocastica. Hasta hoy en dia la soluciéon explicita de dicha ecuaciéon no
es conocida, por obvias razones, nadie conoce la forma analitica de la fuerza estocéstica para
todo tiempo. Quizas no hace falta conocer dicha expresion, lo que en realidad se requiere de
la ecuacion de Langevin es extraer la informacion estadistica para todo tiempo, y para ello es
necesario entonces conocer las propiedades estadisticas de la fuerza estocéstica o ruido. Esto
fue precisamente lo que Uhlenbeck y Ornstein [12] llevaron a cabo en 1930. Partiendo de la
misma ecuaciéon de Langevin pero para la velocidad y proponiendo las propiedades estadisticas
de un ruido cuya funcién de correlacion es una delta de Dirac, lograron obtener una expresion
para el DCP de la particula browniana y mostraron que en el limite de tiempos mayores que el
tiempo de relajacion la expresion para el DCP es exactamente el mismo obtenido por Einstein
y Langevin. Mas atn en el limite de tiempos cortos mostraron que (z?(t)) ~ t?. Y todavia
més, lograron establecer las ecuaciones de Fokker-Planck para las densidades de probabilidad
P(v,tlvg) y P(x,v,t|zo,v9) y como caso particular la ecuacion de difusion de Einstein. Hoy en
dia, practicamente la mayoria, si no es que todos, los trabajos relacionados con el estudio del
movimiento browniano se ha desarrollado tomando en cuenta las propiedades estadisticas de un
ruido blanco o de color gaussianos. Se debe destacar que el estudio del movimiento browniano
di6 origen al desarrollo de la teoria de los procesos estocésticos, en los que el MB es solo un

caso particular.

La propuesta con esta tesis no es utilizar de manera directa las propiedades estadisticas de un
ruido blanco gaussiano, sino mas bien utilizar la estrategia original que Langevin propuso para
calcular el DCP de una particula libre, y extenderla al estudio del oscilador armoénico browniano
y para el caso de la particula browniana en presencia de un campo magnético constante. En
ambos casos, se muestra que el método original de Langevin es consistente en el limite de tiempos
largos (tiempos mayores que el tiempo de relajacion), tal como era de esperarse. Esencialmente,
el método de Langevin consiste en separar el término de ruido de su ecuacién para obtener una
ecuacion determinista para el DCP. Mediante dos hipotesis adicionales logra resolver de manera
inmediata la ecuaciéon para obtener el mismo resultado de Einstein para el DCP. Las mismas

ideas son utilizadas en esta tesis.
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Es muy importante recalcar que muchos de los resultados teéricos reportados en la literatura
sobre MB requieren de su validaciéon mediante el calculo numérico por computadora. Por lo tan-
to, los céalculos de simulacién numeérica hoy en dia, es una herramienta indispensable en todos
los campos de la investigacion cientifica y por supuesto en el estudio del movimiento browniano.
Las simulaciones numéricas permiten también analizar los casos no accesibles analiticamente,
como por ejemplo algunos casos no lineales, etc. En el caso de la particula browniana, la ecua-
cion de Langevin es una ecuacion de segundo orden en la derivada temporal para la posicion y
de primer orden para la velocidad, para las cuales existen varias técnicas para su simulacion.
En este trabajo se realizan simulaciones numeéricas para diferentes escenarios del movimiento
browniano que se presentan en el capitulo 4.

Finalmente, cabe mencionar aqui que los resultados incluidos en los capitulos 3 y 4, son resul-
tados originales que han sido enviados para su publicacién en dos articulos de ensenanza, uno
esta publicado en Furopean Journal of Physics [13] y el segundo se encuentra en prensa en la

Revista Mezicana de Fisica E [14].

Este trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se presenta una
introduccién al movimiento browniano. En el Capitulo 3 se realiza un analisis teorico, usando el
método original de Langevin, y el estudio del movimiento browniano de una particula para dos
casos; en el primero se considera a la PB bajo la influencia de un fuerza tipo oscilador armoénico
y el segundo bajo la acciéon de un campo magnético constante. En el capitulo 4 se muestran
los resultados de las simulaciones numéricas de los casos analizados en capitulo 3. Finalmente,
en el capitulo 5 se enuncian las conclusiones. También se ha incluido un apéndice que incluye

algunos calculos algebraicos.



Capitulo 2

Movimiento Browniano

El movimiento browniano es el movimiento en zigzag que realizan las particulas pequenas
sumergidas en un fluido, que se puede observar a través de un microscopio 6ptico. La historia
de este movimiento puede decirse que inicia en 1827, cuando este movimiento fue estudiado,
por primera vez, de forma sistemética y exhaustiva por Robert Brown , un famoso botanico
inglés. Del trabajo publicado por Brown [15] presentando sus observaciones a la explicacion de
este fendmeno paséd casi un siglo, y ésta iba a darse al interior del descubrimiento de uno de
los hallazgos mas importantes de la fisica, la existencia de los dtomos. Después de R. Brown,
se investigaron las posibles causas de este movimiento erratico y se dieron varias posibilidades,
hasta que a finales de los 1880s, G. Gouy, un cientifico francés, concluyd, basado en cuidadosos
experimentos que, la causa de este movimiento era inherente al fluido y no se debia a algin
agente externo, de acuerdo con la teorfa cinética de la materia. Aunque Gouy tenia clara la
idea, no proporcion6 un resultado teérico concreto que explicara el fenémeno. Todo esto sucedia
mientras ya se habian sentado las bases de la teoria cinética molecular, por Clausius, Boltzmann
y Maxwel, principalmente. La tltima parte del siglo XIX fue una época de dudas y controversias
entre los fisicos, quimicos y filosofos de la ciencia. De un lado estaban cientificos (E. Mach y
W. Ostwald) con mucha reputacién que rechazaban la idea de que los atomos existieran y por

otro los defensores de la teoria cinética molecular.

Fue A. Einstein en uno de sus articulos de su Annus Mirabilis (1905), quien dio una explicacion

5



6 Capitulo 2. Movimiento Browniano

del fenébmeno, al resolver el conflicto entre las altas velocidades de las particulas, calculadas
segun el principio de equiparticién, y sus modestos desplazamientos medios observados. Sen-
tando asi las bases de la Fisica atémico-molecular del siglo XX asi como de la Mateméatica pura
de los procesos estocésticos. La teoria se amplié con los trabajos de Smoluchowski presentados
en 1906, con su modelo de caminante aleatorio, y de Langevin en 1908, con una propuesta
de solucién més intuitiva desde la Fisica, basada en la segunda Ley de Newton. Y, fueron J.
Perrin en 1908 [16] y T. Svedberg en 1912 los que finalmente demostraron con experimentos,

la existencia respectiva de los atomos y las moléculas.

Hoy en dia existe mucha informacién relacionada con el MB y el alcance de sus aplicaciones
es muy amplio, tal como puede verificarse en la literatura cientifica. La teoria del movimiento
browniano no sélo se aplica en la fisica sino también a la quimica, biologia, matematicas,

finanzas, medicina, cosmologia, geofisica, neurologia, en las ciencias sociales, etc.

En este capitulo se expone, en la primera secciéon, un resumen de los principales resultados que
Einstein obtuve de su primer articulo sobre movimiento browniano, a continuacién se exponen
las ideas usadas por Langevin para abordar el problema y, finalmente, se enuncian algunas
comentarios sobre la parte experimental llevada a cabo por Jean Perrin para corroborar, entre

otras cosas, que los resultados de Einstein eran correctos.

2.1. Einstein y el Movimiento Browniano

En 1905 A. Einstein publicd su primer articulo sobre movimiento browniano con el siguiente
titulo " On the Movement of Small Particles Suspended in a Stationary Liquid Demanded by the
Molecular-Kinetic Theory of Heat". La primera oracion dice “En este documento se mostrara.
. . los cuerpos de tamano microscopicamente visibles suspendidos en liquido realizaran un
movimiento de tal magnitud que se pueden observar facilmente en un microscopio debido a
los movimientos moleculares del calor ". Einstein concluye la introduccién de dos parrafos con
“Si el movimiento discutido aqui realmente se puede observar. . . es posible una determinacion

exacta de las dimensiones atomicas reales. Por otro lado, si se demostrara que la prediccion de
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este movimiento es incorrecta, se proporcionaria un argumento de peso en contra de la teoria

cinética molecular del calor ".

Concluye el articulo con “. . . la relacion se puede utilizar para la determinacién de N;” N atn
no tenia nombre pero se trataba del nimero de Avogadro. La ultima oracion del articulo dice:
“Se espera que algtin investigador pueda resolver pronto el problema que aqui se plantea, que

es tan importante en relacion con la teoria del calor”. Ese investigador seria Perrin.

El principal resultado del trabajo de Einstein, en su articulo de 1905, sobre movimiento brow-
niano puede resumirse de la siguiente manera: el desplazamiento cuadratico promedio < z? >
que experimenta una particula Browniana esférica, de radio a, en el tiempo ¢ estd dado por

RT
<als>=(—" )¢ 2.1
! (3ﬂNavan> ’ (2.

donde T es la temperatura, n es la viscosidad del fluido, R es la constante de los gases y Ny,
es el nimero de Avogadro. Debido a que < 22 >, ¢, a y 1 son cantidades medibles, el niimero

de Avogadro puede ser determinado usando (2.1).

Einstein tenia una idea clara de los 6rdenes de magnitud que harian visibles los movimientos
bajo un microscopio. Tomando un ejemplo explicito de una particula browniana esférica de una
micra de radio, mostré que la rafz cuadrada del desplazamiento cuadratico promedio, < z? >1/2,

debe ser del orden de unas pocas micras cuando se observa durante un periodo de un minuto.

Dos pasos intermedios de su céalculo en este documento también son extremadamente impor-
tantes. Primero, obtuvo

vD = kgT = RT/N,, (2.2)

donde ~ es el coeficiente de friccion de la fuerza de arrastre, D es la constante de difusion y T es
la temperatura. Se puede observar que D es una medida de las fluctuaciones en las posiciones
de la particula browniana mientras que 7 es una medida de al disipaciéon de energia; por lo
tanto, la formula (2.2) es un caso especial de un teorema méas general, llamado teorema de

fluctuacion-disipacion, el cuél fue derivado casi medio siglo después.
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El segundo resultado importante fue su derivacion de la ecuaciéon de difusion

oP _ _o°P
ot Ox2

(2.3)
con P(z,t), la distribucion de probabilidad de la posicién x de la particula browniana en el
tiempo t. Aunque ecuacién de difusion fue ampliamente utilizada ya en el siglo XIX en el
contexto de las teorias del continuo, la derivacion de Einstein establecié un vinculo entre la

caminata aleatoria de una sola particula y la difusion de muchas particulas.

Para la condicion inicial P(x,0) = 6(x), donde §(z) es la llamada funcion delta de Dirac, la

solucion de la ecuacion de difusion (2.3) esta dada por

1 2 2
Plat) = — o007 (2.4)
[2mo?(1)]'
donde ¢?(t) = 2Dt. Por lo tanto, la raiz del desplazamiento cuadréatico promedio < x? >/2,

que corresponde al ancho de la gaussiana, es proporcional a v/t.

El articulo de 1905 de Einstein sobre el movimiento browniano no fue el tnico articulo que
escribié sobre este tema. De hecho, en la opiniéon de los principales historiadores de la ciencia,
la tesis doctoral de Einstein, que se publico en 1906, es quizas una contribuciéon més importante
a la teoria del movimiento browniano que su articulo de 1905. El enfoque de Einstein ha
sido generalizado por varios sus contemporéaneos, incluidos Fokker, Planck, Smoluchowski entre
otros. Este marco teorico general es ahora llamado enfoque Fokker-Planck [17]. En este enfoque,

se trata con una ecuacion diferencial parcial determinista para una densidad de probabilidad.

2.2. Planteamiento de Langevin

En 1908, el cientifico francés Paul Langevin [18] propuso un método diferente de abordar el
problema del MB, su planteamiento parte de la segunda Ley de Newton para una PB, esto es,

F = ma, donde m es la masa de la PB y a su aceleracion. Segtun la propuesta de Langevin el



2.2. Planteamiento de Langevin 9

movimiento observado para estas particulas se debe a una fuerza resultante compuesta por las

dos fuerzas siguientes:

(i) Dentro del contexto de la hidrodinamica clésica una particula en movimiento en un fluido
experimenta una fuerza dada por la ley de Stokes. Para el caso de la PB que, aunque es
pequena (~ 1075 m) a su vez es muy grande comparada con las moléculas del fluido, por lo
que es razonable considerar que esté sujeta a esta fuerza, dada por f = —aw, donde oo = 67 nr,
es el coeficiente de friccion 7 la viscosidad del fluido y r el radio de la PB. Langevin se percato
de que esta fuerza no era suficiente para explicar el movimiento de una PB, por lo que a su

planteamiento agrego otra fuerza.

(ii) La PB es lo suficientemente pequena de modo que las moléculas del fluido colisionan con
ella y ejercen un efecto neto en el movimiento de ésta. Asi que Langevin propuso una fuerza
efectiva de caréacter aleatorio que depende el tiempo denotada por I'(t), donde agrupa todas las

interacciones de las moléculas (~ 10%*) del fluido con la PB.

De esta forma, la ecuaciéon dinamica para describir el MB bajo el planteamiento de Langevin
queda dada por
m—- = —a— + I'(¢). (2.5)

Esta expresion es conocida como la Ecuacién de Langevin y el término I'(t) recibe varios
nombres como: fuerza fluctuante, fuerza estocdstica, fuerza de Langevin, ruido es-
tocdstico o simplemente ruido. El valor exacto de la fuerza fluctuante en cada instante de
tiempo, es practicamente imposible de determinar por el nimero muy grande de interaccio-
nes que ocurren, sin embargo, como se menciond anteriormente, hay un efecto neto de estas
interacciones en el desplazamiento de la PB, tal como se muestra en la Fig. 2.1. Debido al
caracter aleatorio del ruido I'(¢), la ec. (2.5) ya no representa una ecuacion diferencial ordinaria
con solucion determinista, sino una ecuacion diferencial estocéstica cuya soluciéon no es posible

calcular explicitamente.

El objetivo de Langevin era recuperar el resultado obtenido por Einstein para el desplazamiento

cuadratico promedio (x?(t)), por lo que al tener una ecuacién estocéstica de segundo orden,
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Figura 2.1: Representacion esquematica del movimiento browniano.

para la posicion de la PB, Langevin idea un procedimiento para lograr su objetivo, mismo que

se describe, por completes en la primera secciéon del capitulo 3. Donde logra obtener el resultado

(2?) — (22 — 2% Ty oy (2.6)

«

Que coincide con el resultado obtenido por Einstein.
FEscalas de tiempo para la validez de la ecuacion de Langevin

En el MB, las moléculas del fluido que colisionan incesantemente con la PB se mueven mucho
més rapido que dicha particula, por lo tanto es necesario distinguir ciertas escalas de tiempo
para las cuales es vélida la ecuaciéon propuesta por Langevin, ver Fig. 2.1. Estas escalas de

tiempo se definen como sigue:

(i). Tiempo de colision molecular .. De acuerdo con la teoria cinética molecular, esta es-
cala de tiempo se puede estimar a través de la energia cinética promedio de las moléculas dada
por (E.) = (1/2)m(v?) = (1/2)k,T. De esta manera tenemos que 7. ~ d/+/k,T/m, donde d
es la distancia promedio que recorre la molécula justo antes de colisionar con alguna otra. Si
se considera d = a con a el radio promedio de una molécula entonces, para un radio tipico
de 1071% m, y como fluido el agua a temperatura normal 7" = 300 K, obtenemos un tiempo
estimado de 7. ~ 107!? s. Durante este tiempo, la PB permanece practicamente en reposo, por
lo que 7. representa también el tiempo de colision entre la PB con las moléculas del fluido.
El inverso de esta escala de tiempo se puede interpretar como la frecuencia de colision de la
moléculas con la PB, que en este caso es del orden de 10 colisiones por segundo. Este efecto

acumulado de tantas colisiones por segundo hacen que la PB pueda desplazarse de un punto a



2.2. Planteamiento de Langevin 11

otro de manera azarosa o irregular. Es evidente que para tiempos de observacion t de la PB, del
orden de segundos, se cumple que t > 7.. Por otro lado, si consideramos dos tiempos distintos
de observacion t y t' en la dinamica de la PB, es razonable suponer que para la diferencia de
tiempos tales |t — t'| > 7., la funcion de correlacion del ruido (I'(¢)I'(¢')) = 0. Esto significa
que las colisiones que experimenta la PB con las moléculas del fluido al tiempo ¢ no tiene nada
que ver con las colisiones que experimenta al tiempo ¢, es decir, son independientes, de manera
que en el limite de 7. — 0 se tiene que (I'(¢)I'(t')) = AJ(t — t’). Esta expresion cuantifica la
correlacion instantanea del ruido de intensidad A, o lo que es lo mismo que no tiene memoria.
(ii). Tiempo de relajacion del momento lineal 7.. La dindmica de la PB también expe-
rimenta una fuerza de friccion que produce el amortiguamiento de la particula y como conse-
cuencia la relajacion de su momento lineal p = mwv. De acuerdo con la ley de Stokes, la fuerza
de friccion estéd dada por f = —aw, donde a > 0 es el coeficiente de friccion, para el caso de
una particula esférica o = 67nr, siendo r el radio de la PB. De acuerdo con la segunda ley de
Newton y para tiempos de observacién ¢ > 7., la velocidad de la PB decae como v(t) = voe™ /™,
donde wvq es la velocidad inicial y 7. = m/a el tiempo de relajacion. Para esferas en agua el
valor de este tiempo de relajacion es del orden de 7, ~ 107% s, que es mucho mayor que el
tiempo de colision, es decir que, 7. < 7,. Esto justifica la utilizacion de la fuerza de friccion de

Stokes en la dindmica de la PB.

(iii) Tiempo Browniano o tiempo difusivo 7,. Este se define como el tiempo que tarda la
PB en viajar una distancia igual a su radio r, es decir, 7, ~ 7?/D que es del orden de varios
segundos. En conclusion, la dinamica de la PB se lleva a cabo tomando en cuenta la separacion

de las escalas de tiempo 7, < 7, < 7, para los cuales es valida la ecuacion de Langevin (2.5).

Aunque los resultados tedricos reportados por Einstein y Langevin fueron exitosamente corrobo-
rados experimentalmente, todavia quedaron varias preguntas que responder, desde el punto de
vista matematico. Por ejemplo, jcoémo entender o explicar la presencia de una funciéon aleatoria
en el tiempo que es continua pero no diferenciable en la ecuaciéon de Langevin? El desplazamien-
to cuadrético promedio (DCP) Ec. (2.6), se obtuvo en el régimen de tiempos largos, es decir,
t > 7,. luego entonces ;Qué se puede decir respecto al régimen de tiempos cortos t < 7,7 ;jPor

qué la metodologia propuesta por Einstein, que es completamente distinta a la de Langevin,
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conducen al mismo resultado para el DCP? ;Qué relacion puede existir entre ambas? etc., etc.
Estas y otras preguntas fueron encontrando respuesta con el desarrollo de la matematica de las
funciones aleatorias, hoy llamada teoria de procesos estocésticos. En 1930 Leonard Ornstein y
George Uhlenbeck [12] desarrollaron un método méas completo para resolver el problema del
MB, tomando en cuenta la ecuaciéon de Langevin para la velocidad. En este esquema fueron
capaces de obtener las densidades de probabilidad para la posiciéon y velocidad asi como las
ecuaciones de Fokker-Planck correspondientes. Por esta razon la ecuacion de Langevin asociada

a la velocidad se le conoce como proceso estocéstico de Ornstein-Uhlenbeck (OU).

En la siguiente seccidon se harédn algunas anotaciones acerca de la parte experimental de MB

desarrollada por Jean Perrin y sus estudiantes.

2.3. Experimentos de Jean Perrin

El fisico francés Jean Perrin (1870-1942) ocupa una posicion fundamental en la historia del
movimiento browniano. Generalmente se le atribuye el haber corroborado la teoria de Einstein-
Smoluchowski mediante sus experimentos, pero igualmente importante fue su papel como pro-
pagandista del atomismo. El trabajo anterior de Perrin habia sido en el campo de los rayos
catddicos y los rayos X. Tras un intervalo de varios anos, durante los cuales se ocupd de or-
ganizar un curso de quimica fisica en la Sorbona, regres6 al laboratorio en 1903 y comenzo a

trabajar en soluciones coloidales.

El interés de Perrin por el movimiento browniano se demostré claramente por primera vez en
una conferencia que dio a la Société de Philosophic en 1906 [19]. En esta conferencia discutio el
significado y los limites de validez de la Segunda Ley de la Termodinamica, y plante6 la cuestion
de su compatibilidad con las hipétesis moleculares. Boltzmann habia sostenido que la Segunda
Ley es perfectamente consistente con la teoria cinética siempre que se exija inicamente que la ley
sea estadisticamente valida; pueden ocurrir fluctuaciones que corresponden a disminuciones de
entropia, pero tan raramente que es extremadamente improbable que se observen en cualquier

experimento real. Los criticos de la teoria cinética, como el mateméatico Ernst, argumentaron
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que esta validez “meramente” estadistica no era suficientemente buena. La irreversibilidad es
una propiedad fundamental de los procesos naturales, y cualquier hipotesis molecular, o quizas
todas las hipotesis moleculares concebibles basadas en la mecénica newtoniana, que permita

cualquier excepcion debe ser incorrecta.

La verificaciéon experimental final de la teoria propuesta por Einstein y Langevin estuvo en
manos de Jean Perrin y su discipulo M. Chaudesaigues [16], quienes entre los anos 1908-1911
trabajaron en experimentos para demostrar que el DCP era precisamente una linea recta.
Uno de los factores que los llevaron a tener éxito en su objetivo de forma muy exacta fue que
pudieron obtener una solucién coloidal con particulas dispersas del tamano adecuado, las cuales
obtuvieron usando gutagamba, un extracto de goma, que forma particulas esféricas cuando se
disuelven en agua. Perrin y Chaudesaigues pudieron medir la pendiente de la recta y, con
los datos de la temperatura y la viscosidad del fluido asi como las dimensiones de la particula,
dedujeron de la formula de Einstein que el valor del niimero de Avogadro deberia ser igual a 6,4 x
10%3. Actualmente el valor més preciso de este ntimero es de 6,02 x 10%3. Perrin fue galardonado
con el premio Nobel de Fisica en 1926, por su trabajo sobre la estructura discontinua de la

materia, y especialmente por su descubrimiento del equilibrio de sedimentacion.

En un trabajo reciente, Newburg et al. [20] presentan una propuesta de realizacion de un
experimento de ensenanza que permite corroborar los resultados obtenidos por Perrin para
el MB. Mediante su configuraciéon hacen mediciones para particulas brownianas de distintos
didmetros y reportan los desplazamientos cuadraticos promedios para cada caso. Usando de
referencia los resultados reportados en este trabajo, en el capitulo 4 seccién 4.2 se muestra el

mismo “experimento” mediante simulacién numeérica.



Capitulo 3

Particula Browniana en un campo de

fuerza: Método de Langevin

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, el objetivo principal del articulo de Langevin de
1908, que ahora se considera como el nacimiento de las ecuaciones diferenciales estocéasticas,
era encontrar el mismo resultado de Einstein para el desplazamiento cuadréatico promedio, de
una forma mas directa desde la Fisica usando la Segunda Ley de Newton. Como se mostrara de
forma explicita en esta capitulo, el método de Langevin es mas simple porque es facil escribir
la segunda Ley de Newton una vez que se conocen las fuerzas y, aunque, la estrategia de
Langevin no da la informacién estadistica completa del problema, si proporciona las cantidades
importantes de forma directa y facil para el caso de una PB libre y, como se comprobara en

este capitulo, también para otros casos.

Actualmente, la ecuacion de Langevin o una ecuacion de tipo Langevin se usa ampliamente en
diversos sistemas en diferentes campos como la fisica, la quimica, la biologia, etc. Después de la
publicacion del trabajo de Langevin, otras contribuciones destacadas a la teoria del movimiento
browniano aparecieron en una coleccion de articulos sobre ruido y procesos estocésticos [4].
Practicamente todos los trabajos académicos y de investigacion relacionados con el estudio del
movimiento browniano se han desarrollado utilizando el método estandar en el contexto de

la ecuacion de Langevin o la ecuacion de Fokker-Planck teniendo en cuenta las propiedades

14
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estadisticas gaussianas del ruido |21, 22|. Existe una variedad de métodos para resolver las
ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck, por ejemplo, transformadas de Laplace, transformadas

de Fourier, método de funciéon de Green, entre otros.

En este capitulo se abordaran los problemas del oscilador armoénico browniano (OAB) y el de
una particula browniana cargada en un campo magnético (CMB). El primero fue resuelto ex-
plicitamente por Chadrasekhar en 1943, donde el autor utiliza las propiedades estadisticas del
ruido para resolverlo de forma exacta y, el segundo por Taylor|[23] y Kursunoglu [24], usando
la misma metodologia. Por lo que el objetivo en este trabajo es resolverlos mediante un proce-
dimiento diferente, esto es, el propuesto por Langevin para resolver el de la particula libre que,
como se indico, es un procedimiento que aunque no proporciona toda la informacion estadistica

de los problemas si permite obtener algunas cantidades estadisticas de una forma méas directa.

Para el OAB se analizan dos casos: el amortiguado y el periddico, donde se obtienen soluciones
aproximadas pero consistentes con las exactas y ambas coinciden a tiempos largos. Para el
segundo problema (CMB) se escribe la ecuacion de Langevin para una particula cargada en
un campo magnético constante, el cual se considera que apunta hacia el eje z, debido a esto,
la ecuacion en tres dimensiones se divide en dos partes, una para el para el eje z y otra para
el plano x — y con dinamicas diferentes, a lo largo del eje z la particula se comporta como
una particula libre mientras que en el plano x — y las ecuaciones estan acopladas y a primera
vista no parece posible usar la metodologia de Langevin, pero aplicando una transformacion
al plano complejo y considerando como valido el teorema de Bohr van-Leeuwen junto con las
hipotesis de Langevin se mostrara que si es posible resolver este problema. Estos resultados son

una aportacion original de este trabajo de tesis y ya fueron publicados [13].

Para hacer més agil la lectura de las soluciones a los problemas que se presentan en este capitulo
en la primera seccién se muestra la estrategia propuesta por Langevin para resolver el problema
del MB para una particula libre. A continuacion se presenta el anélisis del método de Langevin
aplicado al caso de una particula browniana bajo la influencia de una fuerza de tipo oscilador
armoénico en el caso amortiguado y periddico. En la tltima seccion del capitulo se presenta la

solucion para el caso de una particula browniana en un campo magnético.
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3.1. Meétodo de Langevin

En esta seccion se expone de forma sucinta la estrategia aplicada por Langevin para resolver el
problema del MB de una particula libre. Se parte de la ecuaciéon de Langevin introducida en el

capitulo 2, Ec. (2.5).

El procedimiento es el siguiente, se multiplica a la Ec. (2.5) por x

d*z dz
ME—y = —ar— + x£(t). (3.1)

Ahora, considerando las siguientes relaciones

d?2? d2x+ ) dz\* da? dz
’ dt dt’

y tomando el promedio sobre un ensamble de particulas, se obtiene lo siguiente

m d*(z?) o ad(z?)
T ) = SETL 4 (ag (). (3.3)

Langevin considera una primera hipotesis, que el promedio (z£(t)) = 0, lo cual significa que la
trayectoria promedio (x) es independiente del ruido &(¢). Hace una segunda hipotesis, considera
valido el principio de equiparticion de energia, esto es, supone que las particulas Brownianas
estén en equilibrio térmico con el fluido a la temperatura 7'y, se debe satisfacer que m(v?)/2 =
k,T/2. De esta manera la Ec. (3.3) se reduce a
md*(a?)  ad(@?)

> a2 oar el (3:4)

Esta expresion es una ecuacion diferencial determinista y se puede demostrar que la soluciéon

para T €s 1gual a

d{z?)  2k,T _
= Ce 3.5
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donde v = m/a. Langevin estimé que la exponencial en la Ec. (3.5) tiende a cero para un

tiempo de relajacion 7, = 1/~ del orden de 107% s, o equivalentemente para tiempos tales que

d{z?)

vt > 1,0t > 7., por lo que el término =5+ evoluciona rapidamente a un valor constante, esto
es dg) = %gT. Integrando nuevamente se concluye que
kT
(x?) — (23) = 2=t = 2Dt, (3.6)
«
que corresponde al mismo resultado obtenido por Einstein, donde D = 5T = 5T Como se
« 6mnr

puede concluir, la estrategia de Langevin es simple y directa. Y es posible obtener el mismo
resultado que el obtenido por Einstein. A continuaciéon se aplicard este método al caso de

movimiento browniano en un oscilador armonico.

3.2. PB en un oscilador armoénico

Como ya se mencion6 previamente, el problema del oscilador armoénico browniano (OAB) fue
resuelto por Chandrasekhar en 1943 [25], utilizando el método estandar, considerando las pro-
piedades estadisticas de un ruido blanco gaussiano. En esta seccién se presenta la solucion a

este problema aplicando la estrategia de Langevin|14].

3.2.1. Desplazamiento cuadratico promedio (DCP)

Para encontrar el DCP del OAB, primero se obtiene una ecuaciéon diferencial determinista para
la varianza o2 = (x?) — (x)? y, a partir de la solucién para o2 se obtiene directamente la soluciéon

para el DCP. Se parte de la ecuaciéon de Langevin del OAB dada por
7o e = () (37)
— twr=— :
Y m )

donde w? = k/m es la frecuencia caracteristica del oscilador.

Se multiplica por x la Ec. (3.7), se toman en cuenta las relaciones (3.2) y se aplica el promedio
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del ensamble para obtener

d*(z?)
dt?

—2(v?) + 7% + 2w (2?) = %(xﬁ(t» (3.8)

Considerando una vez maés la hipotesis (z£(t)) = 0, la ecuacion anterior se reduce a

d;tiz > +7d<dl];> +2w2(x2> — 2(,02)7 (39)

la cual corresponde a una ecuacion diferencial determinista para (z?).

Por otro lado, para obtener la ecuacién determinista asociada a (x)?, debe de considerarse que
el promedio de la Ec. (3.7) debe coincidir con la ecuacion determinista y por tanto ({(t)) = 0.

Asi que
d*(z) | d{z)
az 7 a

+w?(z) =0, (3.10)

Multiplicando esta ecuacion por (x) y mediante un proceso similar al desarrollado previamente,

se llega a que
d*(x)? d(z)* 27,02 2
2 = 2(v)~. 3.11
L byl 20 (@)? = 20) (311)

Si se resta la Ec. (3.11) de (3.9) se tiene de inmediato que

d*o? do?
7 T +2w?0? = 2((v?) — (v)?). (3.12)

Considerando ahora la hipotesis de Langevin relacionada con el teorema de equiparticion de la
energia en equilibrio térmico, caracterizado por la distribucion Maxwell, entonces el promedio

(v) = 0y el segundo momento (v?) = k,T/m. De esta manera la Ec.(3.12) se reduce a

d*o? do? k,T
T + = + 2w?02 =2 ; : (3.13)

La cual es una ecuacion determinista asociada a la varianza o2(t). La solucion de esta ecuacion

puede ser calculada utilizando el método de coeficientes indeterminados. Primero, se resuelve



3.2. PB en un oscilador arménico 19

la ecuacion homogénea dada por:

2 2
d<oi,

dt?

2
doz,

e 2w, = 0. (3.14)

+ 5

A continuacion se hara la separacion entre el caso amortiguado (5 > 2w) y el periddico (8 < 2w).

Caso amortiguado(S > 2w).

Para el caso amortiguado se considera (3 > v/8w) y la solucion de (3.14) queda dada por
02, = Crel2-3VF=8t | 0 (-G +5V/EP—8)t (3.15)

Ahora la solucion particular es una constante o, = A, la cual es sustituida en la Ec.(3.13) para

obtener:

k,T
oy, = nfm (3.16)

De esta manera, la solucion de la Ec.(3.13) esta dada por o2 = o2, + J?Ep y asi:

o2(t) = 016(_2_% Vst | 026(_§+% Frosutt 4 B (3.17)

T

Las constantes C y Cy pueden ser obtenidas de las condiciones iniciales ¢%(0) = 0 and % =0

asi que:

o T8 kT
Y omw /R —8e? 2mw?’

T T
Cy k75 iz (3.18)

_2mw2\/62 “Rw?  2mw?’

Asi la solucion de la Ec.(3.13) puede ser escrita como:

mw?

1 1
ol(t) = ~& {1 — emaft (2 sinh? It ﬂﬁsmh SOt + 1) } (3.19)
1
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Donde 31 = /32 — 8w?. En este caso el DCP queda dado por

(2*(t)) = (2(t))? + 2= T {1 — e 3f (2 sinh® ~ Blt + 5 sinh = Blt + 1) } (3.20)

mw? B

y la solucion para el promedio (z(t)) viene de la solucion explicita de Ec.(3.10), que es:

2
(x(t)) = xoe 25t(cosh ﬁlt—l—ﬁﬁsmh ﬁ1> Bie 25tsmh 61 (3.21)
1
siendo 1 = /(% —4w?, y xg, vy las condiciones iniciales para la posicion y la velocidad,

respectivamente. La ecuacion (3.20), obtenida mediante el planteamiento de Langevin es similar

a la obtenida por Chandrasekhar (solucion exacta [25]) dada por

(2%(t)), = (w(t))* + 2= by T {1 —e <25_j sinh? 51t + ésmh Bit + 1)} (3.22)

donde (z(t)) que es la misma que la Ec. (3.21).

Como se puede ver la estructura de la ecuacion (3.20) es similar pero no igual a la ecuacion
(3.22), porque el pardmetro 3, # 31, y el cociente 5% aparece en la Ec. (3.22), pero no en la
1

Ec.(3.20). En el capitulo 4, seccion 4.3, se grafican ambas soluciones para compararlas junto a

la simulacion numérica de la ecuacion (3.7).

Caso periodico (8 < 2w).

Para el oscilador armoénico en el caso periddico, después de un poco de algebra se puede mostrar

que la solucion de la Ec. (3.13) puede ser escrita como

LT 1 V2 15}
o2(t) = —Z {1—6_2Bt(—231n2—@t+ sin 2@15—1—1)}, 3.23
m<> 2 ! \/g(ﬂl ! ( )

mw?

donde w; = y/w? — %2 , v entonces el DCP sera
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(22(t)) = (z(t))* + kBT{1—e—‘§ < 2 sin’ */—§w1t+ sinﬂwltﬂ)}, (3.24)

\/_w1

siendo el valor medio

(x(t)) = xoe_éﬁt(cos wit + b sin w1t> + D=3t gin wit, (3.25)
2w1 w1

con wy = y/w? — %2. Por el otro lado, el DCP propuesto por Chandrasekhar en el caso periddico

esta dado por

(2), = (2(t))? + T2 L {1 _ Pt (25_:2 sinZwt + 2ﬁ sin 2uwst + 1) } (3.26)

1 w1

donde el valor medio (x(t)) esta dado por la expresion (3.25). En el capitulo 4, seccion (4.3), las
expresiones (3.24), obtenida con el método de Langevin y (3.26), solucion exacta, para el caso
periodico se grafican y comparan junto a la simulacién numérica de (3.7) con las condiciones

del caso periddico.

Esta seccion se puede concluir afirmando que es posible aplicar el método de Langevin para
resolver el problema de una particula Browniana en un oscilador armoénico. En el siguiente
capitulo se analizara qué tan cercanas estan una solucién de otra y qué sucede en el limite de
tiempos largos. A continuacién se analizard el caso de una particula browniana en un campo

magnético.

3.3. PB en un campo magnético

En esta seccién se muestra el analisis del problema del Movimiento browniano en un campo
magnético aplicando el método original de Langevin. Se considera una particula browniana de
masa m y carga ¢ inmersa en un fluido de temperatura T, el cual se encuentra bajo la accién
de una fuerza magnética adicional, dada por F' = Zv x B, donde, ¢, la velocidad de la luz

y el cociente % se encuentran dados en unidades Gaussianas. De esta manera la ecuacion de



22 Capitulo 3. Particula Browniana en un campo de fuerza: Método de Langevin

Langevin queda de la siguiente forma:

d*x dx , 4

(3.27)
Debido a que el campo magnético solo apunta en el sentido del eje z, la ecuacion de Langevin
asociada con la dindmica de la particula puede ser escrita en términos de sus componentes, de

la siguiente manera:

;iz—w+w+%mm (3.28)
§ o= i Q) (3.29)
. o1

Z = _72+E§z(t)v (3.30)

donde v = a/m, Q = ¢B/mc es la frecuencia del ciclotron. Se tiene que (&;(t)) = 0, asi,
cada ecuacion de Langevin coincide con su ecuacion determinista correspondiente. Lo cual
fisicamente significa que en cualquier tiempo el ntimero de colisiones que la particula puede
experimentar en una direccion debe ser la misma en la direccién opuesta, y asi el promedio de

la fuerza fluctuante debe ser igual a cero.

Como se puede observar, la ecuacion (3.30) es independiente del campo magnético pero también
independiente de la dindmica que realiza la particula en el plano x — y. De esta manera el
movimiento browniano en el eje z es el mismo que describe una particula libre y el DCP puede

ser calculado exactamente como lo hizo Langevin.

A diferencia del eje z, el plano  — y presenta un acoplamiento de las ecuaciones de Langevin
(3.28) v (3.29), por lo cual no se puede calcular directamente el DCP tal como lo hizo Langevin
para la particula libre, sin embargo, si es posible utilizar su planteamiento [13] como se muestra

a continuacion.

Para llegar a la solucion se eligen las siguientes funciones complejas estocésticas p = x +iy y

p* = x — iy, al sustituirlas en (3.28) y (3.29), se obtienen las siguientes expresiones:
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d’p dp
-7 - _pr 31
o B () (3.31)
d2p* dp*

_ _px * 32

donde =y +iQ, B* =7 —iQ, n(t) = nu(t) +in, (), n*(t) = 1:(t) —iny(t), con n,(t) = ;& (1),
y ny(t) = £&,(¢) (Aqui el super-indice * se entiende como un complejo conjugado). El siguiente
paso es multiplicar las Ecs. (3.31) y (3.32) por f*p* y Bp respectivamente, y combinando ambas

expresiones se obtiene

d2,0* d2p d2p* d2p
*_ 'Q _ *_
7(’O az TP dt2)+1 (pdt2 P dt2)

d *
= B g’: + B p n(t) + Bpn(t), (3.33)

donde B, = v*+ Q% = 43(1+C?) y C = Q/v. Después, tomando en cuenta el médulo cuadrado

Ip|? = pp* = 22 + y?, se puede comprobar la identidad

d*p*  dPp _ Pp|?
az TP T Tae

p — 20 (3.34)

donde v* = v} + v;. Sustituyendo la Ec. (3.34) en la Ec. (3.33) se obtiene

ot dp d*|p|?
" L&
1 (p az P dt2> LT

‘ 2

d
= b P +2y0% + B p n(t) + Bpnt(t). (3.35)

dt

El siguiente paso es tomar el promedio del ensemble para el cual

o [ Pt dPp d*(|p|*)
<19(pdt2 _pﬁ)>+7 at?
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d(|pl*)

Be ==+ 20 (W) + (B p"n(t) + B o (1)),
(3.36)
donde
(6" p"n(t) + Bpn () =7 [(wn2) + (yny)]
+ Q[(zny) — (yna)] = v(x-m) + Q[x x 1l.), (3.37)

tal que x - m es el producto escalar y [x x 1], la componente z del producto cruz x x n, siendo
asi x = (z,y) y 7 = (14, 7n,). Ahora se toman las hip6tesis propuestas por Langevin, esto es, la
trayectoria media (x) debe ser independiente del ruido n(t), asi que, (x-n) =0y ([xxn|,) =0,
y por lo tanto (5* p*n(t) + B pn*(t)) = 0. También en el equilibrio térmico, el promedio de la
energia cinética, en el caso de dos dimensiones estd dado por (1/2)m(v?) = k,T. Bajo estas

condiciones, la Ec. (3.36) se reduce a

o ot dPp d*(|pl*)
<19(pdt2 _pﬁ)>+7 at?

d(|pl*) | 7k,T
- B 4Lt 3.38
5 T — (3.38)

Por otro lado, se puede comprobar, después de un poco de algebra, que

o &t dPp d
<1Q (p oty w>> =20 E@vy — YU,). (3.39)

Como se puede ver, la expresion xv, — yv, esta relacionada con la componente z del momento
magnético definido por pu = L1 xv, es decir, %Cuz = XUy — YUy, conr = (2,y,2) y v = (Vy, vy, U,).
Ahora, de acuerdo al teorema de Bohr-van Leeuwen, ver apéndice(A), en el equilibrio térmico
el promedio del ensemble del momento magnético (.)., = 0. En el equilibrio térmico se tiene
que

d
20 £<l’vy - yv$>|€q = 07 = <I‘Uy - yvz>eq = cte. (340)
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Si se admite la validez del teorema de Bohr-van Leewen, entonces (v, — yvy)eq = %(uz>eq =0,

o (P dPp
<1Q (p T P ﬁ)> =0. (3.41)

Por lo tanto la Ec. (3.38) se reduce a la ecuacion determinista

y asi

d*(|pl*) _ _ dpP)

k. T
ez e ,

4 42
5o A (3.42)

donde ahora v, = (1 + C?). Una primera integracion lleva a

d(|p|?) k,T _
— 4B Ke t/m 4
dt mye +Hae ’ (3.43)

siendo K, = 4I§L§YT la constante de integracion y 7, = 1/, el tiempo de relajacion.

e

Después de una segunda integraciéon obtenemos que

KgT — KgT t
Pt 4= (1—e ) (3.44)
mfye mfye

{p*) = (lp(0)F) = 4

Para el limite de tiempos largos, tal que, ¢t > 7, y después de la segunda integracion se obtiene

el DCP

{o®)*) = (Ip(0)F) = (x(t)?) — (*(0))

k. T
5t = 4D, t, (3.45)

+ (y()7) — (y°(0)) =4m%

donde D, = k,T/m~y. = D/(1 + C?), con D = k,T/a el coeficiente de difusiéon de Einstein.
El resultado (3.45) sugiere que (z2(t)) — (z*(0)) = (y*(¢)) — (y*(0)) = 2D, t. Para verificar que

este es el caso, se puede comprobar que

(%) = ") = S[") + ()] (3.46)

Se puede calcular la solucién para (p?) y (p*?) usando de nuevo las ecuaciones (3.31) y (3.32).
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En este caso se puede mostrar que

dcét/; L= d;’; L 2% + (on(), (3.47)
d éﬁ; ) — B d(g: ) +9 <p*2> + (1)), (3.48)
donde
P*) = (V2 — v§> + 2i(v,vy), (3.49)
(P = (V- U12/> — 2i(vvy) (3.50)

(pn(t)) = (ana(t) —ymy(t)) + i(zny(t) + yna(t)),
(3.51)
() = (zna(t) —yny(t)) — any(t) + yna(t))-

(3.52)

Si se considera nuevamente que, la trayectoria media es independiente del ruido, entonces
(pn(t)) = 0y (p*n*(t)) = 0. También en el equilibrio térmico la equiparticion de la energia es

valida y asi (v7) = (v7) = k,T/m. Debido a este hecho ahora se tiene la ecuacion determinista

¢ L d(p?) .

2 = B 2 (3.53)
d2 <p*2> _ * d<p*2> %2

g = g 200 e (3.54)

Después de una primera integracion de estas expresiones se obtiene

d ) e _
£<p2> = 2 % + Kye ™, (3.55)
k2
%<p*2> = Q%W:se‘ﬂ*ﬂ (3.56)

siendo K, y K3 constantes de integracion y e ¢ = e~7[cos (Ut —isin Q] y e #" = e [cos Ot +
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isin Q¢]. En el limite de tiempos largos y después de una segunda integracion las soluciones son:

W) - oy = 280 (357

(p2(1) — (p?(0)) = 2

t, (3.58)

y de acuerdo con la Ec. (3.46) se obtiene

(@*(t)) = (2(0)) = [ (1)) — (*(0)])

2t

E 7[<U:12:>eq - <U32/>eq] —2Q <Urvy>eq}- (3.59)

2

De la distribucion de equilibrio de Maxwell se verifica que (v2)c, = (v;

Yeq = k,T/m y también
satisface (v,v,)e, = 0. Finalmente, se muestra que (z%(t)) — (z*(0)) = (y*(t)) — (y*(0)), y por

lo tanto de la Ec.(3.45) se concluye que

(@*(1)) — (2%(0)) = (¥*(1)) — (*(0)) = 2D, (3.60)

el cual es el resultado esperado (23, 24, 26, 27, 28, 29|, es decir, es el mismo que se obtiene
mediante las métodos estocasticos estandar que requieren usar las propiedades estadisticas del
ruido. En el capitulo 4, seccion (4.4), se presenta la grafica del resultado y se compara con la

simulacién numérica.



Capitulo 4

Simulacién numérica para el Movimiento

Browniano

En el campo de la investigacion, las técnicas de simulacion son ampliamente conocidas y aplica-
das, hoy en dia, constituyen una herramienta imprescindible para la prediccion en las ciencias
naturales y sociales. Las simulaciones computacionales nos permiten “experimentar” con situa-
ciones no accesibles o imposibles de crear en el laboratorio y de igual forma comparar resultados
tedricos obtenidos aplicando teorias todavia en prueba. La simulaciéon también puede ser uti-
lizada como herramienta de ensenanza, ya que permite visualizar lo que sucede con modelos o

resultados aprendidos en la teoria.

Dentro de las ecuaciones diferenciales que modelan la dinamica de sistemas fisicos, las ecuaciones
diferenciales estocasticas (EDE) son un caso especial y son necesarias cuando hay un elemento
de aleatoriedad en su evoluciéon. En los tltimos anos la aplicacion de la EDE se ha extendido

maés alla de la fisica.

La teorfa de las ecuaciones diferenciales estocasticas fue desarrollada en los anos 40 por los
matematicos (Itd, Gihman, Kolmogorov, Levy, Wiener, entre otros) como una herramienta
para la construccion explicita de las trayectorias de procesos de difusion. Sin embargo, en fisica
las ecuaciones diferenciales estocasticas surgen de manera natural en la descripcion de sistemas

que estan afectados por ruido. De hecho, como ya se ha mencionado, la ecuaciéon de Langevin

28
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propuesta en 1908 se considera el primer modelo de este tipo, al incluir una fuerza fluctuante

dentro de las fuerzas que actiian sobre una particula browniana.

Como se enuncio en los capitulos anteriores, la ecuacion de Langevin se plantea desde la Segunda
Ley de movimiento de Newton, que relaciona la fuerza neta con la aceleracion, por lo que se

obtiene una EDE de segundo grado.

Por lo que se ha explicado en esta introduccion, la simulacion numérica de EDE es muy impor-
tante, debido a esto, ademas de la investigacion realizada desde la parte teérica presentada en
el capitulo 3, se ha considerado indispensable combinarla con la simulacién numérica. Asi, en
este capitulo se presentan las simulaciones numeéricas de los modelos fisicos presentados en el
capitulo 3, a fin de comparar los resultados teéricos obtenidos con la metodologia de Langevin

y los resultados exactos, y ambos con los resultados numeéricos.

Este capitulo esta organizado de la siguiente forma, en la primera seccién se presenta un re-
sumen del método numérico utilizado para realizar las simulaciones. En la siguiente seccion
se muestra la simulacién numérica para una particula libre y los resultados se comparan con
los presentados recientemente por unos autores que realizaron el experimento en el laboratorio,
usando particulas de distintos diametros. Las tltimas dos secciones estan dedicadas al Oscilador
Armoénico Browniano y a la PB cargada en un campo magnético constante. Cabe mencionar que
la simulaciéon numérica del Oscilador Armoénico Browniano es una aportacion de este trabajo

de tesis a una publicacion que ya fue aceptada y actualmente se encuentra en prensa [14].

4.1. Meétodo de Euler y Heun

Cuando se plantea escribir la ecuaciéon de Langevin para una PB sujeta a ciertas fuerzas se

obtiene una EDE que puede escribirse de la siguiente forma

&= f(z) —ns*(2)d + es(2)€(1) (4.1)

donde < £(t)&(t') >= d(t—1t') y el parametro de amortiguamiento se denota por 7. Los brackets
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<> denotan el promedio sobre las realizaciones. La ecuaciéon diferencial de segundo orden
estocastica (EDE)(4.1) describe la posicion de una particula sujeta a una fuerza determinista
f(z) y una fuerza aleatoria £(t). La fuerza determinista esta relacionada a la funcion potencial
V(z) via f(x) = —V’(x). La amplitud de la fuerza aleatoria, €, esta relacionada a la temperatura
T y el coeficiente de amortiguamiento 1 por la relacién de fluctuacion-disipacion €2 = 2nkT.

Es posible escribir a (4.1) como un par de ecuaciones de primer orden para X; y Vy, variables

de la posicion y velocidad:

dXt == tht, (42)

AV, = —ns*(X,)V,dt + f(X,)dt + es(X,)dW, (4.3)

donde X; es un proceso de Wiener que satisface < W, Wy >= min(t,s). Si s(z) no es una
constante, la amplitud del ruido es una funcién de la posiciéon y se dice comtunmente que la

ecuacion tiene un ruido multiplicativo.

Los métodos de Euler y Heun tratan simplemente a (4.3) y (4.2) como un par de EDEs. Es
posible mostrar que esta descripciéon se comporta razonablemente bien en valores intermedios

de amortiguamiento y falla para un amortiguamiento grande [30].

Método de Euler.
Segiin el método de Euler, las variables de la posicion y la velocidad se actualizan de la siguiente

manera.:

Xyt = X + Vo AL, (4.4)

Vi1 = Vi =V At + f(X,) AL + eAW,,. (4.5)

Meétodo de Heun
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Bajo el método de Heun, los valores intermedios son obtenidos via el método de Euler:

X = X, + V,At, (4.6)
V =V, — VAt + f(X,)At + AW, (4.7)
La actualizacion ahora es la siguiente
1 ~
X1 = Xn + §(Vn + V)At (4.8)
1 ~ 1 .
Vi1 =V, — 577(Vn + V)AL + §(f(Xn) + f(X))At + eAW,, (4.9)

Casi todas las simulaciones numeéricas presentadas en este capitulo son realizadas con el método
de Heun que es casi tan simple como el de Euler pero es mas preciso (tiene mejor convergencia
en el step temporal), suficiente para los casos que se abordan en esta tesis. S6lo en dos casos

se utiliza el método de Euler.

4.2. Particula browniana con diferentes diametros

Tras haber observado los experimento realizados en [20], se ha propuesto tratar de llegar a los
mismos resultados que los autores reportan de manera experimental pero ahora se obtendran

de manera numérica, partiendo de la ecuaciéon diferencial estocéstica

Az dx

para la PB, la simulacion se realizara usando el método de Euler, ya que en este caso se tomara
el régimen sobreamortiguado que basta para reproducir los experimentos numéricamente. Uti-
lizando simplemente la posiciéon; la ecuacidén para generar las siguientes posiciones dada una

inicial queda de la siguiente forma
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[2kpT AL
Xy = X[ 551 E0) (4.10)

donde £(t) es el ruido con una distribucion gaussiana con media cero y varianza 1. kg la

constante de Boltzman, T la temperatura del fluido, n la viscosidad del agua y d el diametro
de la particula. Ahora, para realizar la simulacién se ha utilizado el lenguaje de programacion
"Phyton", donde se han realizado un total de 10000 iteraciones para una particula de masa
fija m. El codigo consiste en que a partir de la posicion inicial de la particula se genere el
siguiente valor de la posicion utilizando (4.10), como depende del generado anteriormente, se
itera 50 veces con un intervalo de tiempo de 0,1 segundos para cada paso de la trayectoria, y
de esta manera, se ha generado la trayectoria de una sola particula browniana. Como siguiente
paso, se deberan generar otras 10000 trayectorias siguiendo el mismo procedimiento mencionado
anteriormente. Todos los datos de cada trayectoria son almacenados para después poder obtener
un promedio de todas las trayectorias, donde se toman a un tiempo dado todas las posiciones
que tomo la particula, se elevan al cuadrado y se promedia obteniendo una posiciéon cuadrética
fija para ese tiempo dado, de igual manera para los siguientes 50 pasos, y de esta manera se
obtienen todas las posiciones cuadraticas de la particula en promedio, generando una sola recta.
Los valores utilizados fueron kg = 1,38¢ — 23, T' = 293, n = 1,02e — 3. Como el objetivo de esta
seccion es obtener estas simulaciones para tres particulas con diferentes didmetros, se realiza el
mismo procedimiento, pero ahora variando el didmetro de la particula, donde se utiliz6é d; = 0,5
micras , do = 1,09 micra y d3 = 2,06 micras, que son los diametros de dichas particulas. El
ultimo paso de la simulacion es crear una grafica (ver fig 4.1)donde se muestran los valores de
los desplazamientos cuadréaticos promedio de estas 3 particulas, y asi poder obtener un ajuste

a su pendiente desde el codigo.

Se obtiene un ajuste a una recta y al comparar con la ec. (3.6) se puede obtener el coeficiente

de difusion D para estas particulas,

» Para la particula de 0,5 micras, se obtiene D; = 16,4 x 1073m?/s

» Para la particula de 1,09 micras, se obtiene Dy = 7,73 x 1073m?/s
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De esta manera, se pueden comparar los resultados experimentales contra los obtenidos numeéri-
camente, notando que el error crece mientras el didmetro de la particula disminuye, esto debido
a que la particula mas pequena tiende a ser un poco mas facil de "mover"que las particulas

més grandes.

4.3. Movimiento browniano en un Oscilador armoénico

La modelacion de una particula browniana en un oscilador armonico, parte de la ecuacion de
Langevin, que es semejante a la de una particula libre, pero se agrega la fuerza de un oscilador,

por lo tanto la ecuaciéon resultante queda como

d?x  _dr 1
— — = —£(t 4.11
donde w? = k/m es la frecuencia caracteristica del oscilador arménico y 8 = 2. Una ecuacion

diferencial estocéstica de segundo orden. Para realizar la simulacion, se utiliza el método de

Heun ya descrito anteriormente. Las variables auxiliares quedan de la siguiente manera:

vV Qk?BTn

m

V =V, — BV,At — w2 X, At + AW, (4.12)

X =X, +V,At (4.13)

Y para las ecuaciones de la velocidad y la posicion, se obtiene

| . 1 . V25T
Visr = Vo = 5B(Vi 4+ V) At + 5 (—w?X,, — w?X)At + TB"AWn (4.14)
1 ~
Xpp1=Xn+ -V, + V)AL (4.15)

2

Para obtener el desplazamiento cuadratico promedio, que es el objetivo que se busca con la
simulacion, se parte la posicién en el valor 0 y para la velocidad le damos el valor inicial de
1. Después mediante la realizaciéon de dos ciclos donde uno de ellos va de 0 a 300 que sera el

nimero de pasos que recorre la particula en tamano de paso de 0,05 s, y otro ciclo que parte
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Por lo cual se realizaran 3 modelaciones para este caso, para el caso de la simulacién de la
ecuacion (4.19), se utiliza el mismo algoritmo implementado en la seccion (4.2), pero esta vez
el radio de la particula es fija; observamos que la ecuacion (4.17) y (4.18) estan acopladas, por
lo cual su simulacion es dependiente una de otra, y por lo tanto deben estar incluidas en el
mismo codigo simultaneamente. En este caso obtenemos las siguientes ecuaciones para proceder

la simulacion por el método de Euler

Vinsr = Vin — YVan Al + QV, At + eAW, (4.20)
Vst = Vin — WVynAt — QU AL + €AW, (4.21)
Xpp1 = X + Vg At (4.22)
Y1 = Y + Vi At (4.23)

Que son las ecuaciones que se utilizan para realizar la simulacion, en este caso Vi1 y Vyngt
hacen referencia a las velocidades en las direcciones x y y respectivamente, V,, y V,, hacen
referencia a las velocidades en las direcciones x y y un instante antes de las velocidades V1
Y Vynt1. Por otra parte X, ;1 y Y41 indican la siguiente posicion en un instante después de las
posiciones X, y Y,,, Q = % es la frecuencia del ciclotron, v = =, AW, y AW, los ruidos en
cada una de las direcciones = y y respectivamente. La manera de llevar a cabo la simulacion
es la misma dinamica que las demés simulaciones, pero a diferencia de las anteriores dentro
del ciclo que genera las posiciones y velocidades para una sola direccién, en éste se realizan
ambas direcciones al mismo momento debido al acoplamiento, se generan dos diferentes ruidos
para hacer referencia a ambas direcciones, se inicializan las posiciones y velocidades en cero,
y de esta manera obtener los siguientes valores en el instante posterior. Se generan alrededor
de 15,000 trayectorias las cuales guardan sus posiciones y velocidades a un mismo tiempo en
una matriz, para después al momento de tomar el promedio se haga directamente sobre todas
las posiciones al cuadrado de un mismo tiempo dado, y de esta manera obtener una posicién

promedio para cada instante, luego se suman los desplazamientos cuadréticos promedio de la

posicion en x y y v asi obtener el DCP como suma de estas dos obteniendo un equivalente a
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha presentado un anélisis teérico y los resultados de las simulaciones
numeéricas para particulas brownianas en dos situaciones fisicas distintas. Para el analisis teorico
se ha utilizado el método original de Langevin. Los casos analizados fueron: PB bajo la influencia
de una fuerza de potencial tipo oscilador armoénico y el otro una PB bajo la acciéon de un
campo magnético, en ambos casos se encuentran expresiones para el desplazamiento cuadratico
promedio similares a las soluciones exactas encontradas mediante los métodos estandar de
los procesos estocasticos, es decir métodos usuales que utilizan las propiedades estadisticas
del ruido. Por lo que se puede concluir que, aunque el Método de Langevin no proporciona
las soluciones completas para los casos analizados, si que es consistente en el limite de tiempos
mucho mayores que el tiempo de relajacion de la PB. Luego entonces es un método generalmente

més simple.

Aunque hay muchos trabajos relacionados con el movimiento browniano, curiosamente el calcu-
lo del DCP usando la metodologia original de Langevin no habia sido implementado en los dos
casos estudiados en esta tesis. Esto debido a que este método no proporciona la descripcion
completa para el DCP, sino solo en el limite de tiempos mucho mayores que el tiempo de rela-
jacion. Para calcular los DCP en los dos casos estudiados se ha requerido de algunos célculos
indirectos como es el caso de las varianzas para el oscilador armoénico y de una hipoétesis adicio-

nal, es decir, la validez del teorema de Bohr-Van Leuuwen en el equilibrio térmico, en el caso

39
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de la PB en un campo magnético.

Finalmente, recientemente se ha encontrado sorpresivamente que el método original de Langevin
funciona de manera exacta si se aplica en la misma ecuacién pero para la velocidad como
variable dinamica. Esta ecuaciéon de Langevin es también conocida como el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck [12]. Es decir, el resultado para la velocidad cuadrética promedio es exactamente la

misma que se si se utiliza la formulacion estdndar convencional.



Appendix A

Apéndice: Teorema de Bohr-Van Leuuwen

Considere un sistema clasico de N particulas cargadas cada una con carga e (para electrones
e = —|el|), descrito por sus 3N coordenadas, ¢; y 3N momentos, p; [31]. En unidades cgs, una

carga crea una densidad de corriente j = ev, y un campo magnético dado por

1
p,:%rszirxv. (A.1)

Se puede observar que p es una funcion lineal de la velocidad para cada electron. Asi, cualquiera
que sea el patron de movimiento de todas las particulas cargadas, el momento magnético total
es también una funcién lineal de todas las velocidades del electron. Dado a este hecho, se presta

atencion a la componente z del momento magnético total, que puede ser escrito como

3N
e = Zaf(Q17-~;Q3N) i (A.2)
i—1

Donde los coeficientes a; son funciones solo de todas las coordenadas g;. De la dinamica Ha-

. . . . . . . . 3N
miltoniana se tiene ¢; = g—f_, pi = _2_5’ siendo H el Hamiltoniano dado por H = ) . ﬁ(pZ —

€A;)* + eV, donde A = A(qy,...,qsn,) es el vector potencial del campo magnético y eV =

eV(qi,-..,q3n) la energia potencial. Asi que u, = Zf’ivl ai(q1, -, qsn) g—f. De la mecanica de

41
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equilibrio estadistica, el valor promedio del momento magnético se lee

() = f,uze_ﬁHd(h ...dgsndpy ... dpsny
: f e PHdg, ... dgsndps . .. dpsy 7

(A.3)

donde 8 = 1/k,T. Para simplificar los calculos se elige N = 1, y asi H = 23 Lp; —

i=1 2m

i=1 m U2

(e/c)A;)* + eV. En este caso, g—f =32 Lp— ¢A;] y el numerador esta definido por

3 z
_ ~BH L. do- T.dp: — 2: Yl _Cq.
] - /:uze szQz szpz - p / m (pz CAI) X

I1;dg;11;dp;.

exp [—% 23: <pi - ZAi>2 — feV

1=1

(A.4)

Con un cambio de variable u; = p; — (e/c) A;, se hacen las integrales respecto a p; o du;, tal que

3 P 00
a; 5§32
I = —lei’gevﬂid i X / uie*ﬁzl':l i Hldul
Y[ e [
= 0. (A.5)
Resultados similares ocurren para N = 1,2, ..., particulas y asi (u,) = 0. Esto significa que,

en el equilibrio térmico no hay momento magnético a cualquier vector potencial o cualquier

campo magnético aplicado.
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