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RESUMEN 

Los fluidos con esfuerzo de cedencia o viscoplásticos son materiales que no fluyen a 

menos que un esfuerzo de corte crítico, llamado esfuerzo de cedencia, sea superado. 

Ejemplos de este tipo de fluidos son espumas, pastas, cremas, emulsiones y suspensiones 

concentradas, la cátsup, la mayonesa y los geles, entre otros. Uno de los aparatos más 

utilizados para determinar las propiedades reológicas de fluidos viscoplásticos es el reómetro 

de cilindros concéntricos o de Couette. Sin embargo, los fluidos viscoplásticos exhiben 

deslizamiento en los cilindros, lo cual afecta la confiabilidad de las medidas reológicas con 

este reómetro. Para eliminar el deslizamiento, con frecuencia se usa la geometría de propela 

en copa en la caracterización de fluidos viscoplásticos, pero el uso de esta geometría se basa 

en la analogía con el flujo de Couette y hasta la fecha no se ha probado fehacientemente su 

validez.  

Con base en lo anterior, en esta investigación se analizó el flujo de Couette y el caso 

particular del flujo de propela en copa bajo condiciones isotérmicas y en estado estacionario 

de un fluido modelo con esfuerzo de cedencia, a saber, un hidrogel de ácido poliacrílico 

(Carbopol® 940) al 0.12% p/p, en presencia del deslizamiento mediante mediciones 

simultáneas de reometría y de velocimetría por imágenes de partículas (reo-VIP). Las 

mediciones se llevaron a cabo utilizando geometrías de Couette con razones de radios, κ, en 

el intervalo de 0.33 a 0.93 y diferentes tipos de superficie, así como una geometría de propela 

en copa. Para el flujo del hidrogel en la geometría de Couette, se encontró que la velocidad 

de deslizamiento es una función creciente del esfuerzo de corte y que el deslizamiento del 

hidrogel es afectado por el tipo de superficies de los cilindros, así como por el valor de κ de 

la celda. Como resultado de estas observaciones, en este trabajo se propuso un método nuevo 

para describir el comportamiento de fluidos viscoplásticos en flujo de Couette con 

deslizamiento, el cual consiste en el uso de modelos constitutivos fenomenológicos junto con 

la velocidad de deslizamiento como un término aditivo. Esta nueva metodología se validó 

mediante mediciones de reo-VIP. Para ello, los perfiles de velocidad obtenidos usando VIP 

se compararon con la predicción del modelo de Herschel-Bulkley con deslizamiento. Los 

perfiles teóricos y los obtenidos experimentalmente para todas las celdas de Couette están en 

excelente acuerdo, lo cual valida el método propuesto en este trabajo para la determinación 
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de las propiedades reológicas y de la cinemática de flujo de fluidos viscoplásticos en 

reómetros de Couette con espacios anulares grandes y pequeños. 

Por otra parte, el comportamiento en flujo del hidrogel en la geometría de propela en 

copa fue en general similar al observado en el reómetro de Couette y los perfiles de velocidad 

experimentales fueron descritos adecuadamente por el modelo propuesto en este trabajo para 

describir el flujo de Couette de los fluidos de Herschel-Bulkley. Sin embargo, los perfiles de 

velocidad fueron complejos y mostraron que, una vez en flujo, la propela solamente arrastra 

una parte de la muestra entre sus palas como a un sólido en rotación. Se observó que la 

posición donde termina el movimiento como cuerpo rígido fue menor que el radio de la 

propela. Lo anterior permitió demostrar que el valor del radio equivalente de la analogía de 

Couette cambia para el hidrogel al variar la velocidad angular de la propela, sugiriendo que 

dicho radio puede cambiar también para otros fluidos no newtonianos dependiendo de las 

condiciones de flujo en una geometría de propela en copa dada. Por lo tanto, no hay un 

método bien definido para determinar el radio equivalente y aplicar la analogía de Couette 

en la caracterización reológica de fluidos no newtonianos. Finalmente, se mostró que el uso 

del radio de la propela o del radio equivalente obtenido mediante la calibración con un fluido 

newtoniano para construir las curvas de flujo de fluidos no newtonianos puede conducir a 

errores significativos. 
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ABSTRACT 

Yield-stress or viscoplastic fluids are materials that do not flow unless a critical shear 

stress, which is called yield stress, is overcome. Examples of this sort of fluids are foams, 

pastes, creams, concentrated emulsions and suspensions, ketchup, mayonnaise, and gels, 

among others. One of the most utilized devices to determine the rheological properties of 

viscoplastic fluids is the concentric cylinder or Couette rheometer. However, viscoplastic 

fluids exhibit slip at the cylinders, which affects the reliability of rheological measurements 

with this rheometer. In order to eliminate slip, the vane in cup geometry is frequently used in 

the characterization of viscoplastic fluids, but the use of this geometry is based on the analogy 

with the Couette flow and so far, its validity has not been reliably demonstrated. 

Based on the above statements, in this investigation the Couette flow and the particular 

case of the vane in cup flow of a model yield stress fluid, namely, a hydrogel of polyacrylic 

acid (Carbopol® 940) at 0.12 wt.%, were analyzed in the presence of slip by simultaneous 

rheometrical and particle image velocimetry measurements (Rheo-PIV) under isothermal and 

steady state conditions. The measurements were carried out using Couette geometries with 

radii ratios, κ, in the range from 0.33 to 0.93 and different kinds of surfaces, as well as a vane 

in cup geometry. For the flow of the hydrogel in the Couette geometry, the slip velocity was 

found to be an increasing function of the shear stress and the slip of the hydrogel is affected 

by the type of cylinder surface, as well as by the κ value of the cell. As a result of these 

observations, in this work a new method to describe the behavior of viscoplastic fluids in 

Couette flow with slip was proposed, which involves the use of phenomenological 

constitutive models with the slip velocity as an additive term. This new methodology was 

validated by Rheo-PIV measurements. For this, the velocity profiles obtained by using PIV 

were compared with the prediction of the Herschel-Bulkley model with slip. The theoretical 

profiles and those experimentally obtained for all the Couette cells are in excellent 

agreement, which validates the method proposed in this work for the determination of the 

rheological properties and flow kinematics of viscoplastic fluids in Couette rheometers with 

wide and narrow gaps. 

On the other hand, the flow behavior of the hydrogel in the vane in cup geometry was, 

in general, similar to that observed in the Couette rheometer and the experimental velocity 
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profiles were properly described by the model proposed in this work to describe the Couette 

flow of Herschel-Bulkley fluids. However, the velocity profiles were complex showing that, 

once under flow, the vane drags only part of the sample between its blades as a solid in 

rotation. The position where the rigid body like motion ends was observed to be shorter than 

the vane radius. From this, it is shown that the value of the equivalent radius from the Couette 

analogy changes for the hydrogel when varying the angular velocity of the vane, suggesting 

that such a radius can also change for other non-Newtonian fluids depending on the flow 

conditions for a given vane in cup geometry. Therefore, there is not a definite method to 

determine the equivalent radius and to apply the Couette analogy in the rheological 

characterization of non-Newtonian fluids. Finally, it was shown that the use of the vane 

radius or the equivalent radius obtained by calibration with a Newtonian fluid to make the 

flow curves of non-Newtonian fluids may lead to significant errors. 
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INTRODUCCIÓN 

En la vida diaria es natural encontrarse con los fluidos, muchos de ellos, como el agua, 

la miel, el jarabe de maíz, los alcoholes, los metales fundidos, entre otros, son líquidos de 

bajo peso molecular que cuando se encuentran sometidos a flujo cortante, bajo determinadas 

condiciones, obedecen la ley de Newton de la viscosidad. A estos fluidos se les conoce 

comúnmente como fluidos newtonianos. Sin embargo, hoy en día es bien sabido que existen 

tantos fluidos que no siguen la ley de Newton de la viscosidad que no es exagerado pensar 

que el comportamiento newtoniano es más una excepción que la regla [Deshpande (2010)]. 

A estos materiales se les conoce de manera general como fluidos no newtonianos, aunque 

también son conocidos como fluidos complejos o no lineales. A diferencia de los fluidos 

newtonianos, los no newtonianos presentan diferentes comportamientos cuando están 

sometidos a flujo cortante, como el adelgazamiento o espesamiento por corte, la reopexia o 

tixotropía, así como la viscoelasticidad o viscoplasticidad. En particular, a los fluidos que 

exhiben viscoplasticidad se les conoce como fluidos viscoplásticos o con esfuerzo de 

cedencia, y son materiales que no fluyen a menos que un esfuerzo de corte crítico, llamado 

esfuerzo de cedencia τy, sea superado. Por debajo de dicho esfuerzo estos materiales se 

comportan como sólidos elásticos. Algunos ejemplos de materiales viscoplásticos son 

espumas, pastas, cremas, emulsiones y suspensiones concentradas, la cátsup, la mayonesa y 

los geles, entre otros. Dada la importancia práctica y tecnológica de los fluidos viscoplásticos, 

el conocimiento de sus propiedades reológicas juega un papel muy importante en su 

procesamiento y transporte, así como en el control de calidad y en la formulación de tales 

productos. 

Los reómetros torsionales o rotacionales se han utilizado ampliamente en las 

mediciones reológicas de los fluidos con esfuerzo de cedencia. Entre este tipo de reómetros, 

algunos de los más usados con este propósito son el reómetro de Couette, conformado por 

dos cilindros concéntricos sólidos, y la geometría de propela en copa. En particular, la 

geometría de propela en copa es una variante del reómetro de cilindros concéntricos que 

consiste en una propela, con 4, 6 u 8 palas rectas de radio RV, que reemplaza al cilindro 

interno de un reómetro de Couette con el propósito de evitar el deslizamiento que exhiben 

algunos fluidos viscoplásticos en las fronteras sólidas de las geometrías de medición. El uso 

de esta geometría para realizar medidas reométricas se basa en una analogía con el flujo en 
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el reómetro de Couette. Sin embargo, el deslizamiento es un fenómeno que puede ocurrir en 

ambas superficies en un reómetro torsional, lo cual puede afectar significativamente la 

determinación de las propiedades reológicas de los fluidos. Además, debido al deslizamiento 

y a otros factores, como la propia viscoplasticidad de los fluidos con esfuerzo de cedencia, 

el comportamiento en flujo predicho por el movimiento de las partes mecánicas de un 

reómetro torsional puede diferir en gran medida del que ocurre realmente en el volumen de 

este tipo de fluidos [Magnin and Piau (1990)]. Por lo anterior, el entendimiento del flujo de 

los fluidos con esfuerzo de cedencia que ocurre en las geometrías mencionadas anteriormente 

es de suma importancia en la determinación de sus propiedades reológicas. 

Para tratar de describir el comportamiento en flujo de los fluidos viscoplásticos se han 

utilizado diferentes ecuaciones constitutivas, como el modelo de Bingham, el de Casson y el 

de Herschel-Bulkley, entre otros, en conjunto con la condición de frontera de deslizamiento. 

A pesar de la popularidad de este enfoque para describir el comportamiento reológico de 

fluidos viscoplásticos existen pocas investigaciones experimentales que prueban su validez 

[Aktas et al. (2014); Ortega-Avila et al. (2016)]. 

Por lo anterior, en esta investigación se analizó el flujo de Couette y su caso particular 

de propela en copa bajo condiciones isotérmicas y en estado estacionario de un fluido modelo 

con esfuerzo de cedencia, a saber, un hidrogel de Carbopol® 940 al 0.12% p/p, en presencia 

de deslizamiento mediante reo-VIP. Para el flujo del hidrogel en la geometría de Couette, se 

muestra que la velocidad de deslizamiento es una función creciente del esfuerzo de corte y 

que el deslizamiento del hidrogel es afectado por el tipo de superficies de los cilindros, así 

como por el tamaño del espacio entre ellos. Como resultado de estas observaciones, en este 

trabajo se propuso un método nuevo para describir el comportamiento de fluidos 

viscoplásticos en flujo de Couette con deslizamiento, el cual consiste en el uso de modelos 

constitutivos fenomenológicos junto con la velocidad de deslizamiento como un término 

aditivo. Dicho método se validó mediante mediciones de reo-VIP, lo cual justifica el uso de 

ecuaciones constitutivas fenomenológicas en conjunción con la condición de frontera de 

deslizamiento para describir el flujo de fluidos viscoplásticos. 

Por otra parte, el comportamiento en flujo del hidrogel en la geometría de propela en 

copa fue en general similar al observado en el reómetro de Couette y los perfiles de velocidad 
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experimentales fueron descritos adecuadamente por el modelo propuesto en este trabajo para 

describir el flujo de Couette de los fluidos de Herschel-Bulkley. Sin embargo, se muestra que 

no hay un método bien definido para aplicar la analogía de Couette en la caracterización 

reológica de fluidos no newtonianos y que su uso basado en información obtenida con fluidos 

newtonianos puede conducir a errores significativos cuando se caracterizan fluidos no 

newtonianos. Así, los resultados presentados en este trabajo y su análisis aportan información 

nueva y relevante acerca de la caracterización de fluidos viscoplásticos con reómetros de 

Couette y de propela en copa. 

A continuación, se describe brevemente el contenido de este trabajo. 

En el capítulo 1 se mencionan las principales características de los fluidos con esfuerzo 

de cedencia, con un énfasis en los hidrogeles de Carbopol®, así como diferentes metodologías 

empleadas en su caracterización reológica. Además, se muestran los antecedentes de este 

trabajo y algunas de las contribuciones dedicadas al entendimiento del flujo de fluidos con 

esfuerzo de cedencia en diferentes geometrías de flujo y en presencia del deslizamiento. En 

el capítulo 2 se presenta el análisis teórico del problema del flujo de Couette con 

deslizamiento en la pared para fluidos de Herschel-Bulkley, así como la derivación de un 

método nuevo para determinar el esfuerzo de cedencia de fluidos viscoplásticos. También se 

presenta la derivación del modelo nuevo que describe la cinemática de flujo de fluidos de 

Herschel-Bulkley en flujo de Couette con deslizamiento, así como las bases empleadas para 

el uso de la geometría de propela en copa junto con la analogía de Couette en la 

caracterización reológica de diferentes fluidos. En el capítulo 3 se describen los materiales y 

métodos usados para desarrollar esta investigación. En el capítulo 4 se discuten 

detalladamente los resultados obtenidos en este trabajo y se comparan con los reportados en 

la literatura. Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas a partir del análisis de los 

resultados de esta investigación. 

Por otra parte, en el apéndice A se describen algunos conceptos básicos de reología que 

se utilizaron en este trabajo. En el apéndice B, se presenta la solución al problema del flujo 

de Couette de fluidos newtonianos y de Ostwald-de Waele sin deslizamiento. Finalmente, en 

el apéndice C, se deriva detalladamente y de forma general un modelo nuevo que describe el 

flujo de Couette de fluidos de Herschel-Bulkley con deslizamiento aparente.  
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1.1 Fluidos viscoplásticos o con esfuerzo de cedencia 

Los fluidos viscoplásticos o con esfuerzo de cedencia son materiales que se encuentran 

en la vida diaria y con los cuales interactuamos a menudo, por ejemplo, al presionar el tubo 

de una pasta de dientes, al untar mantequilla o mermelada sobre un pan, al aplicar cremas 

cosméticas o geles sobre la piel o el cabello, al retirar el lodo de los zapatos, y cuando nos 

deshacemos de algunas secreciones corporales [Balmforth et al. (2014)]. Además, los fluidos 

viscoplásticos se encuentran involucrados en muchos procesos industriales, por ejemplo, en 

la industria del petróleo donde se utilizan estos materiales como fluidos de perforación para 

la extracción del crudo o de gas, en la construcción, en la fabricación de chocolate y sus 

extrudidos, en la industria cosmética, y también en la fabricación del papel, por mencionar 

algunos.  

 

Figura 1.1. Fluidos con esfuerzo de cedencia. a) Pasta dental, b) Acondicionador para el 

cabello, c) Salsa cátsup, y d) Líneas de Saffman-Taylor de un gel de Carbopol®. 

 

A simple vista, los materiales viscoplásticos tienden a mantener su forma (ver figura 

1.1), de la misma manera que los sólidos, cuando se encuentran en reposo y fuera del 

recipiente que los contiene, es decir cuando solamente están bajo el efecto de la gravedad. 

Sin embargo, estos materiales son capaces de fluir al ser sometidos a esfuerzos que se 

encuentren por encima de un valor crítico, conocido como esfuerzo de cedencia. Cuando no 

existe ninguna reacción química en el volumen del fluido, la transición entre los 
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comportamientos como el de un sólido y el de un líquido es perfectamente reversible y sin 

que ocurran cambios en sus propiedades mecánicas intrínsecas [Coussot (2014b)]. En este 

sentido, los fluidos viscoplásticos tienen la peculiaridad de que pueden deformarse de manera 

finita como lo hacen los sólidos cuando el esfuerzo aplicado es menor que el de cedencia, o 

de manera irreversible como lo hacen los líquidos si el esfuerzo aplicado sobre ellos es mayor 

que el de cedencia. 

El comportamiento complejo que exhiben los fluidos viscoplásticos tiene origen en su 

estructura, es decir, en las partes que conforman al fluido viscoplástico y en la manera en la 

que éstas interactúan entre sí. Los fluidos con esfuerzo de cedencia pueden ser referidos de 

manera general como dispersiones, siendo una dispersión un sistema en el cual partículas de 

cualquier naturaleza, a saber, gas, líquido o sólido, son dispersadas en una fase continua 

líquida [Tropea et al. (2007)]. Las partículas, de acuerdo con la IUPAC (International Union 

of Pure and Applied Chemistry), son entonces la fase dispersa. Por lo tanto, cuando existe 

una cantidad suficiente de dichas partículas dispersas en una fase continua, éstas pueden 

llegar a interactuar entre ellas y formar una red tridimensional mediante atracciones como 

fuerzas electrostáticas, de van der Waals o a través de puentes de hidrógeno, las cuales le 

confieren al material una estructura en reposo y dan lugar al esfuerzo de cedencia [Coussot 

(2014a)], además de que la dispersión adquiere un comportamiento viscoso completamente 

diferente al del líquido o fase continua. El esfuerzo de cedencia del fluido estará entonces 

asociado a la magnitud de las fuerzas de interacción que existan entre las partículas que 

conforman el volumen del fluido y a los arreglos que la red tridimensional permita [Vermant 

and Solomon (2005)]. 

Debido a la estructura compleja que tienen los fluidos con esfuerzo de cedencia y a que 

éstos pueden presentar diferentes regímenes de flujo cuando se encuentran sometidos a 

esfuerzos cortantes, la determinación de sus propiedades o parámetros reológicos se vuelve 

complicada. La situación es incluso más compleja cuando las propiedades de estos materiales 

dependen de su historia de flujo, es decir del tiempo, cuando esto sucede se dice que el fluido 

viscoplástico exhibe tixotropía. Por lo anterior, los materiales viscoplásticos pueden 

clasificarse de manera general en dos grupos: fluidos con esfuerzo de cedencia simples y 

fluidos con esfuerzo de cedencia tixotrópicos [Cloitre and Bonnecaze (2017)]. La tixotropía 
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es la dependencia de la viscosidad con el tiempo y se debe a los cambios graduales que 

ocurren en la microestructura del material como resultado de la aplicación de un esfuerzo, 

mayor que el de cedencia, capaz de romper la estructura inicial del material e inducir el flujo. 

Una vez que cesa la acción del esfuerzo, el fluido comienza a reestructurase local y 

gradualmente en escalas de tiempo macroscópicas, minutos u horas, hasta alcanzar algunas 

veces la estructura inicial que tenía en reposo [Dimitriou and McKinley (2014)]. Los fluidos 

con esfuerzo de cedencia simples se definen como aquellos que recuperan su estructura 

inicial inmediatamente después de retirar el esfuerzo aplicado sobre ellos. Algunos ejemplos 

de fluidos tixotrópicos con esfuerzo de cedencia son las suspensiones de bentonita y las 

suspensiones de fibra de pulpa ampliamente utilizadas en la industria petrolera y del papel. 

Además de tixotropía, los materiales viscoplásticos pueden exhibir otros fenómenos 

como el deslizamiento real y el deslizamiento aparente en la pared, así como la fractura de la 

muestra cuando se encuentran sometidos a flujos cortantes. En la figura 1.2 se muestra una 

representación esquemática de varios perfiles de velocidad asociados con los tres fenómenos 

anteriores para un fluido viscoplástico en flujo de corte simple, así como el caso en el que 

ocurre un flujo homogéneo para propósitos de comparación (véase el apéndice A). En la 

figura 1.2a se muestra la forma del perfil de velocidad en flujo homogéneo, en este caso la 

velocidad varía linealmente entre las placas y la rapidez de corte local coincide con la 

macroscópica. La fractura de la muestra que se presenta debido a la pérdida de cohesión del 

material en su volumen y que es observada algunas veces en las suspensiones densas, puede 

verse también como un caso particular del flujo en bandas de corte (figura 1.2b), el cual 

ocurre cuando un material que está sujeto a una deformación homogénea exhibe al menos 

dos regiones localizadas con razones de corte diferentes [Dimitriou et al. (2012)]. Por otra 

parte, el deslizamiento real se refiere a una falla de adhesión entre el fluido y la superficie de 

corte (ver figura 1.2c), mientras que el deslizamiento aparente es el resultado de la formación 

de una capa de fluido de espesor finito y de baja viscosidad localizada entre la superficie de 

corte y el seno del fluido (ver figura 1.2d), dicha capa se conoce comúnmente como capa de 

deslizamiento aparente o “capa de Vand” [Vand (1948)]. Ambos, tanto el deslizamiento real 

como el aparente, causan una discontinuidad en la rapidez de corte y con ello errores en la 

determinación de las propiedades de los fluidos cuando son ignorados.  
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Figura 1.2. Representación esquemática de perfiles de velocidad de un fluido viscoplástico 

localizado entre dos placas paralelas, la placa superior se mueve a una velocidad constante, 

v, mientras que la inferior está fija: a) flujo homogéneo, b) fractura de la muestra o flujo en 

bandas, c) deslizamiento real y d) deslizamiento aparente, en este caso el espesor de las 

capas de deslizamiento está exagerado. Adaptado de Cloitre and Bonnecaze (2017). 

 

Debido a la amplia gama de aplicaciones que tienen los fluidos con esfuerzo de 

cedencia, el entendimiento de su comportamiento en flujo es de suma importancia en la 

obtención de sus propiedades reológicas, las cuales juegan un papel importante en el diseño 

de equipo para su procesamiento y transporte, así como en el control de calidad y en la 

formulación de algunos productos. Por lo anterior, materiales como las suspensiones y 

emulsiones concentradas, medios granulares, pastas, espumas y geles, entre otros, se han 

convertido en objeto de estudio de muchos investigadores [Dzuy and Boger (1983); Coussot 

et al. (2009); Derakhshandeh et al. (2010a-b); Seth et al. (2011); Cohen-Addad and Höhler 

(2014); Dimitriou and McKinley (2014)]. En particular, los geles de Carbopol®, usados 

también en este trabajo, se han empleado como fluidos modelo con esfuerzo de cedencia para 

conseguir información general acerca del comportamiento en flujo de los fluidos 

viscoplásticos, debido a que son estables y transparentes [Oppong et al. (2006)], carecen de 
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efectos tixotrópicos y son relativamente fáciles de preparar, baratos y no tóxicos [Piau 

(2005); Ovarlez et al. (2013)]. 

A continuación, se presenta una descripción detallada sobre lo que conforma a un gel, 

y particularmente se describen algunas de las características principales de la estructura de 

los geles de Carbopol® y los factores que influyen en sus propiedades, así como en su 

comportamiento reológico. 

 

1.2 Geles y su clasificación 

En general, hoy en día una sustancia se puede clasificar como un gel si tiene una 

estructura microscópica continua y si su comportamiento reológico es también como el de 

un sólido a pesar de estar conformado en su mayoría por un líquido [Escuder and Miravet 

(2014)]. Específicamente, los geles poliméricos son materiales compuestos por dos 

componentes, una red polimérica y un solvente, que tienen la capacidad de formar estructuras 

en forma de redes tridimensionales por medio de entrecruzamientos que ocurren entre las 

moléculas o cadenas poliméricas, y que se pueden hinchar en presencia de un solvente, pero 

son insolubles en el mismo. El grado de hinchamiento de los geles está limitado entonces por 

su estructura en forma de red tridimensional. Los geles hinchados que han absorbido una 

gran cantidad de solvente se encuentran en un estado intermedio entre los líquidos puramente 

viscosos y los sólidos elásticos [Osada and Kajiwarra (1997)], es decir, pueden ser 

viscoelásticos dependiendo de su composición y otros factores, como por ejemplo el pH y la 

concentración. Por lo tanto, se puede decir que los geles son redes poliméricas 

tridimensionales entrecruzadas que absorben solventes y que se hinchan hasta un grado 

limitado sin disolverse, existiendo en un estado viscoelástico [Escuder and Miravet (2014)]. 

Los geles se pueden clasificar con base en el tipo de entrecruzamientos que crea su red 

tridimensional (químicos o físicos), si son naturales o sintéticos, con base en la forma y el 

tamaño de la configuración del gel (microgeles o macrogeles) y en el tipo de solvente o medio 

de dispersión. Generalmente el medio de dispersión es un líquido (agua o un aceite), aunque 

también puede ser un gas [Osada and Kajiwarra (1997)]. En lo que sigue se presentan solo 

las propiedades de los geles que tienen agua como solvente, hidrogeles, en particular, de los 

hidrogeles de ácido poliacrílico (Carbopol®). 



14 
 

1.2.1 Hidrogeles  

Los hidrogeles sintéticos, como los geles de Carbopol®, son considerados como 

sistemas de al menos dos componentes que consisten en una estructura polimérica reticulada 

y tridimensional que se hincha debido a la absorción de grandes cantidades de agua. El agua 

absorbida se localiza en los espacios que existen entre las macromoléculas del polímero que 

forma la red. En el estado hinchado de los hidrogeles la fracción en peso del agua suele ser 

mucho más alta que la del polímero. Por otro lado, el grado de hinchamiento dependerá de 

las propiedades del polímero que se usa, así como de la naturaleza y de la densidad de los 

entrecruzamientos que existan en la red [Ahmed (2015)]. Por ejemplo, la densidad de 

entrecruzamientos es uno de los factores que más afecta el grado de hinchamiento de los 

hidrogeles, mientras más alta sea la densidad de entrecruzamientos la estructura reticulada 

será más compacta y en consecuencia el hidrogel se hinchará menos debido a que los espacios 

en los cuales se puede absorber el agua tienden a reducirse; por el contrario, cuando la 

densidad de entrecruzamientos es menor, la movilidad de la red polimérica se incrementa y 

con ello la capacidad de hinchamiento del hidrogel [Peppas et al. (2000)]. Además, la 

densidad de entrecruzamientos también afecta las propiedades mecánicas de los hidrogeles, 

cuando el número de entrecruzamientos es grande se forman hidrogeles más fuertes, aunque 

con una estructura más frágil. 

Los entrecruzamientos no son una propiedad de los hidrogeles, sino la causa de muchas 

de sus propiedades [Chirani et al. (2015)]. De hecho, los hidrogeles se pueden considerar 

como geles físicos o geles químicos dependiendo de la naturaleza de los puntos de 

entrecruzamiento presentes en la red. Cuando los entrecruzamientos de la red son debidos a 

enlaces covalentes, los hidrogeles se consideran como geles químicos permanentes o 

irreversibles. En este caso, las redes tridimensionales se forman por enlaces químicos, las 

ramificaciones de las cadenas poliméricas se enlazan covalentemente y es ahí donde se 

forman los puntos de entrecruzamientos. Por otro lado, se tienen hidrogeles físicos o 

reversibles cuando los entrecruzamientos ocurren debido a que dos o más cadenas 

poliméricas se entrelazan físicamente, es decir como ocurre en una sopa de espaguetis. Los 

hidrogeles físicos también se pueden formar a partir de interacciones físicas entre cadenas 

poliméricas, como las iónicas y los puentes de hidrógeno [Osada and Kajiwarra (1997)]. 
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Por otra parte, la capacidad que tienen los hidrogeles para absorber grandes cantidades 

de agua se atribuye a las características hidrofílicas que poseen los grupos funcionales que 

se encuentran localizados a lo largo de la cadena polimérica, los cuales pueden ser grupos 

amino (-NH2), amida (-CONH2), carboxilo (-COOH), hidroxilo (-OH), o sulfónico (-SO3H), 

mientras que su resistencia a disolverse se atribuye a una fuerza de retracción originada por 

la elasticidad de los puntos de entrecruzamiento que existen en la red polimérica [Ullah et al. 

(2015)]. En el caso de los hidrogeles de Carbopol®, la capacidad de absorción de agua se 

debe a los grupos carboxilos. 

 

1.2.2 Hidrogeles de Carbopol® 

Los Carbopoles son una familia de polímeros comerciales consistentes en cadenas 

lineales o ramificadas y entrecruzadas de ácido poliacrílico. El Carbopol®, como 

comúnmente se le llama, es un producto que se ha utilizado desde hace aproximadamente 60 

años [Barry and Meyer (1979)] como modificador reológico de productos cosméticos y 

farmacéuticos, es decir para incrementar su viscosidad o para obtener productos con esfuerzo 

de cedencia [Ketz et al. (1988)]. Lo anterior se puede lograr empleando concentraciones 

relativamente bajas del polímero (unas cuantas décimas de porcentaje en peso). Debido a la 

importancia práctica del Carbopol®, se ha realizado un gran número de investigaciones acerca 

de sus propiedades y su comportamiento reológico [Barry and Meyer (1979); Piau (2005); 

Coussot et al. (2009); Ovarlez et al. (2013)]. Ya que en este trabajo el Carbopol® solo se usa 

para preparar un fluido modelo, en lo subsecuente se presenta un breve resumen de sus 

propiedades y su comportamiento. 

Físicamente, el Carbopol® es un polvo blanco con un diámetro de partícula 

micrométrico que puede incrementar hasta diez veces su tamaño inicial o aumentar hasta mil 

veces su volumen cuando se hincha completamente [Shafiei et al. (2018)]. Este polímero 

sintético es el más simple y común de la familia de los ácidos carboxílicos y se puede producir 

mediante diferentes mecanismos en sus formas atáctica o estéreo-regulares (sindiotáctica e 

isotáctica). Por ejemplo, el ácido poliacrílico en su forma atáctica se puede sintetizar 

mediante la polimerización del ácido acrílico, ya sea concentrado o diluido en agua, butanona 

o dioxano, usando radicales libres convencionales como iniciadores de la reacción de 
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polimerización [Molyneux (1985)]. Cuando la polimerización ocurre en las soluciones de 

butanona el ácido poliacrílico precipita durante la reacción, por su parte, las soluciones 

acuosas conducen a la formación de ciertas cantidades de polímero entrecruzado. Por otro 

lado, se puede obtener una mezcla de ácido poliacrílico atáctico y sindiotáctico, mediante la 

polimerización inducida por irradiación de rayos gama del monómero puro en su estado 

líquido o cristalino. El mecanismo por el cual ocurre la formación de ácido poliacrílico 

entrecruzado en soluciones acuosas usando irradiación de rayos gama es explicado 

detalladamente por Jabbari y Nozari (1999) y por Ahmed (2015). Por otra parte, la forma 

sindiotáctica del ácido poliacrílico se puede obtener mediante la polimerización fotoquímica 

del ácido acrílico en una solución de etanol a -78 ºC usando luz UV y sensibilizando la 

reacción con benzoe. Además, el ácido poliacrílico se encuentra disponible de manera 

comercial en su forma atáctica como un polímero lineal, aunque una forma ramificada fue 

introducida en el mercado por la corporación B. F. Goodrich bajo el nombre de Carbopol® 

[Molyneux (1985)]. 

Cuando el Carbopol® se dispersa en agua se forman dispersiones ácidas y turbias con 

una viscosidad relativamente baja, la cual en un principio dependerá de la concentración del 

polímero. La acidez de la dispersión en este punto se debe a que una pequeña parte de los 

grupos carboxilos que se encuentran a lo largo de la cadena polimérica se disocian para 

formar algunos iones carboxilatos (COO-) y protones de hidrógeno (H+), los cuales a su vez 

forman cationes hidronio con el agua (H3O+) [Barry and Meyer (1979)]. Esto provoca 

repulsiones electrostáticas debidas a los iones COO- que hacen que la cadena polimérica 

inicialmente anudada comience a desenredarse localmente y por lo tanto a hincharse unas 

cuantas veces con respecto a su tamaño inicial. Se puede decir entonces que la turbidez de la 

dispersión en este punto se debe a los anudamientos físicos que aún existen entre las cadenas 

poliméricas. La disociación completa de los grupos carboxilos se logra mediante la 

neutralización de la dispersión usando una base, como por ejemplo el hidróxido de sodio 

(NaOH). Cuando se adiciona el NaOH en la dispersión se forman aniones hidróxidos (OH-), 

los cuales reaccionan con los cationes H3O+ para formar agua, y cationes Na+ que en un 

principio se interponen entre los iones carboxilatos fijos en las cadenas para neutralizarlos y 

al mismo tiempo hacer que el grado de hinchamiento de las cadenas poliméricas se 

incremente. Además, el incremento paulatino en el pH de la dispersión hasta su 
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neutralización, causado por la adición de la base, obliga la ionización de los grupos 

carboxilos faltantes provocando un incremento en las repulsiones electrostáticas entre 

cadenas y la subsecuente incorporación de los cationes Na+ entre los iones carboxilatos para 

neutralizarlos hasta lograr el hinchamiento completo de las cadenas poliméricas y formar un 

hidrogel físico y transparente con una viscosidad relativamente alta [Peppas et al. (2000)].  

Está reportado en la literatura que las propiedades reológicas de los hidrogeles de 

Carbopol® dependen en gran medida de la concentración y del pH de la dispersión [Taylor 

and Bagley (1974); Roberts and Barnes (2001); Lee et al. (2011)]. Piau (2007) sugirió que 

los hidrogeles de Carbopol® se pueden definir como microgeles individuales deformables, a 

los cuales se refirió como microesponjas, que se hinchan tanto como pueden al absorber el 

agua que los rodea hasta un grado limitado por su estructura reticulada y tridimensional. Piau 

(2007) también señaló que el comportamiento reológico de las dispersiones de Carbopol®, 

previamente neutralizadas, será función de la concentración del ácido poliacrílico debido a 

que el solvente que rodea a las microesponjas puede o no encontrarse en exceso cuando se 

considera la capacidad máxima de hinchamiento de los microgeles. 

Piau (2007) dividió entonces a los hidrogeles de Carbopol® en las siguientes cuatro 

categorías de acuerdo con su concentración en peso C (figura 1.3): 

I            C<0.035% p/p: En este intervalo de concentraciones, las dispersiones se 

consideran viscoelásticas con microgeles completamente hinchados debido a que el solvente 

se encuentra en exceso. Estas dispersiones no exhiben plasticidad, es decir no tienen un 

esfuerzo de cedencia (figura 1.3a). 

II 0.035<C<0.12% p/p: En este intervalo de concentraciones se observan 

dispersiones elástico-viscosas percoladas con microgeles hinchados completamente. Las 

interacciones partícula-partícula incrementan y los hidrogeles tienen esfuerzo de cedencia 

(figura 1.3b). 

III 0.12<C<0.21% p/p: En este caso se obtienen dispersiones percoladas de fase 

invertida con microgeles completamente hinchados, las dispersiones exhiben plasticidad en 

las cuales el solvente, atrapado entre los dominios de los microgeles, todavía se encuentra en 

exceso (figura 1.3c). 
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IV C>0.21% p/p: En este último caso claramente se obtienen dispersiones 

viscoplásticas en las que los microgeles se encuentran estrechamente empacados y 

desordenados debido a la polidispersidad del Carbopol®. Los microgeles comparten la 

cantidad de solvente que se encuentra disponible (figura 1.3d). 

 

Figura 1.3. Arreglo de las microesponjas o microgeles sugerido por Piau (2007) para los 

hidrogeles de Carbopol® como una función de la concentración del ácido poliacrílico. a) 

C<0.035% p/p, b) 0.035<C<0.12% p/p, c) 0.12<C<0.21% p/p y d) C>0.21% p/p. 

 

En las siguientes subsecciones se presenta una revisión de los diferentes métodos que 

se han utilizado para caracterizar el comportamiento reológico y para describir el flujo de 

fluidos viscoplásticos, incluyendo a los hidrogeles de Carbopol®, usando diferentes 

geometrías de flujo. 

 

1.3 Caracterización reológica de fluidos con esfuerzo de cedencia 

Para representar el comportamiento reológico de los fluidos viscoplásticos se han 

utilizado diferentes ecuaciones o modelos constitutivos, como el de Bingham, el de Casson 

y el de Herschel-Bulkley, junto con la condición de no deslizamiento [Jiang et al. (1986); 

Aral and Kalyon (1994); Jana et al. (1995); Meeker et al. (2004a-b); Ahuja et al. (2015)]. 

Debido a que los fluidos con esfuerzo de cedencia exhiben deslizamiento en fronteras sólidas, 

las ecuaciones constitutivas mencionadas anteriormente también se han empleado para 
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describir el flujo de estos materiales en diferentes geometrías con deslizamiento en la pared 

[Lawal and Kalyon (1999); Kalyon (2010); Ferrás et al. (2012); Kalyon and Malik (2012)]. 

En general, la caracterización reológica de los fluidos con esfuerzo de cedencia se ha 

realizado con base en mediciones reométricas usando diferentes tipos de geometrías de flujo 

o reómetros para construir la curva de flujo del material, y posteriormente ajustar los datos 

obtenidos a alguno de los modelos constitutivos mencionados previamente. Entre los 

reómetros más utilizados se encuentran el reómetro de capilar, y los torsionales como el de 

platos paralelos, el de cono y plato y el de cilindros concéntricos o de Couette. Las 

mediciones hechas en estas geometrías de flujo se han llevado a cabo la mayoría de las veces 

en estado estacionario, ya sea considerando o no el deslizamiento en fronteras sólidas. 

Entre los métodos anteriores, el uso del reómetro de Couette en la caracterización 

reológica de los fluidos viscoplásticos, incluyendo a los hidrogeles de Carbopol®, se ha 

convertido en uno de los métodos más empleados por los investigadores debido a que ofrece 

algunas ventajas importantes sobre los demás, es decir, es relativamente fácil de utilizar, 

requiere poco volumen de muestra y limita su evaporación. Además, su uso se prefiere en la 

caracterización reológica de fluidos de baja viscosidad. Cuando se utilizan las geometrías de 

fujo mencionadas anteriormente en la caracterización de los fluidos con esfuerzo de cedencia, 

la influencia del deslizamiento se desprecia frecuentemente o el deslizamiento se trata de 

suprimir mediante el uso de superficies rugosas, ranuradas o texturizadas. Sin embargo, se 

ha reportado que para suspensiones de partículas rígidas el uso de tales superficies puede 

causar algunos problemas, como la obtención de valores imprecisos en el cálculo de las 

variables dinámicas, la fractura de la muestra o la aparición de bandas de corte a través del 

espacio entre las superficies de corte [Aral and Kalyon (1994); Kalyon (2005)]. 

Por otro lado, para eliminar el deslizamiento que exhiben los fluidos viscoplásticos en 

fronteras sólidas también se sugirió el uso de una geometría de propela en copa, la cual 

consiste en una propela con 6 u 8 palas rectas de radio RV y altura L sumergida en una copa 

cilíndrica de radio R que contiene a la muestra. Para el análisis se supone que el fluido 

atrapado entre las palas forma un cilindro con radio equivalente al de la propela y que dicho 

fluido se mueve como un sólido en rotación junto con la propela [Dzuy and Boger (1983)], 

eliminando de esta forma la interacción superficie-fluido y con ello el deslizamiento. Para 
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realizar la medición la propela se hace rotar, primero lentamente, a una velocidad angular 

constante mientras que la torca, M, requerida para mantener la rotación de la propela se mide 

como función del tiempo. El esfuerzo de cedencia del fluido se relaciona entonces con la 

torca máxima, Mm, registrada en la curva torca vs tiempo asumiendo que el fluido comienza 

a fluir instantáneamente a lo largo de la superficie cilíndrica una vez alcanzado el valor de 

Mm y que el esfuerzo de corte, τw, evaluado en RV es igual al esfuerzo de cedencia del fluido 

viscoplástico. Así, el valor del esfuerzo de cedencia se determina directamente a partir del 

valor de Mm y de las dimensiones geométricas de la propela [Dzuy and Boger (1983); Dzuy 

and Boger (1985)]. Por lo anterior la geometría de propela en copa se convirtió en una 

herramienta ampliamente utilizada en la caracterización reológica de muchos fluidos 

viscoplásticos, incluyendo a los tixotrópicos [Barnes and Carnali (1990); Nguyen and Boger 

(1992); Barnes and Nguyen (2001)]. 

En contraste con el hecho de tratar de suprimir el deslizamiento usando superficies 

rugosas, ranuradas o texturizadas, o mediante el uso de la geometría de propela en copa, 

algunos autores propusieron métodos para corregir datos reométricos afectados por el 

deslizamiento en una frontera sólida que involucran el uso de los reómetros de capilar, platos 

paralelos y de cilindros concéntricos [Mooney (1931), Yoshimura and Prud’homme (1988), 

Tejero y de Vargas (1990)]. La idea principal en estos métodos consiste en determinar la 

velocidad de deslizamiento, vs, definida como la diferencia de velocidades relativas que 

existe entre la velocidad del fluido adyacente a la superficie de la geometría de medición 

(pared) y la velocidad de la pared. Para aplicar estos métodos se supone que la velocidad de 

deslizamiento solamente es función del esfuerzo de corte aplicado en la pared, τw, y no del 

espacio entre las superficies de corte, es decir, de la distancia entre los cilindros concéntricos 

cuando se usa la geometría de Couette, o de la distancia entre los platos paralelos. El 

conocimiento de la velocidad de deslizamiento a diferentes condiciones de flujo permite la 

obtención de la rapidez de corte que realmente experimenta el seno del fluido, lo cual lleva a 

la construcción de una curva de flujo libre de deslizamiento a partir de la cual se pueden 

obtener las propiedades del fluido viscoplástico mediante el ajuste de los datos a un modelo 

constitutivo.  
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A pesar de todos los métodos que se han empleado para caracterizar fluidos con 

esfuerzo de cedencia, hoy en día el hecho de que la posición en la cual ocurre la transición 

del comportamiento como el de un líquido al de un sólido en las diferentes geometrías no se 

conoce a priori causa complicaciones para la obtención de los parámetros reológicos del 

fluido viscoplástico. Además, la determinación del esfuerzo de cedencia en presencia del 

deslizamiento, y la proposición de modelos que describan el comportamiento en flujo con 

deslizamiento de este tipo de materiales en las diferentes geometrías son problemas que aún 

requieren solución. Recientemente, se han desarrollado técnicas de velocimetría que se han 

acoplado a los diferentes reómetros para describir el comportamiento en flujo con o sin 

deslizamiento de varios fluidos viscoplásticos. Estas técnicas acopladas a los diferentes 

reómetros, incluyendo la geometría de propela en copa [Raynaud et al. (2002); 

Derakhshandeh et al. (2010a-b); Derakhshandeh et al. (2011); Ovarlez et al. (2011)] y de 

anulo [Ortega-Avila et al. (2016)], se han empleado para obtener perfiles de velocidad y a 

partir de ellos obtener la distribución real de la rapidez de corte, así como para obtener el 

esfuerzo de cedencia a través de la identificación de diferentes zonas de flujo, 

independientemente del deslizamiento en la pared. Entre las técnicas de velocimetría que se 

han utilizado en la caracterización reológica de fluidos viscoplásticos se encuentra la 

velocimetría por imágenes de resonancia magnética (VIRM) y la velocimetría por 

ultrasonido Doppler (VUD), ambas usadas para caracterizar el flujo de varios materiales 

viscoplásticos no transparentes [Raynaud et al. (2002); Coussot et al. (2009); Derakhshandeh 

et al. (2010a-b); Rabideau et al. (2010)], y la técnica de velocimetría por imágenes de 

partículas empleada para describir el flujo de algunos fluidos viscoplásticos transparentes, 

incluyendo a los hidrogeles de Carbopol® [Pérez-González et al. (2012); Aktas et al. (2014); 

Ortega-Avila et al. (2016)]. 

En la siguiente sección se presenta una revisión de los trabajos que diferentes 

investigadores han realizado con respecto a la caracterización reológica de los fluidos con 

esfuerzo de cedencia y se describen brevemente sus aportaciones al entendimiento del 

comportamiento en flujo de dichos materiales. En particular, en la sección 1.3.2 se presenta 

una revisión de los trabajos acerca del uso de la geometría de propela en copa en la 

caracterización de fluidos viscoplásticos. 
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1.3.1 Caracterización reológica de fluidos viscoplásticos en 

presencia de deslizamiento usando diferentes geometrías de 

flujo 

Jiang et al. (1986) caracterizaron el comportamiento reológico de dos hidrogeles de 

hidroxipropil goma guar (HPG) al 0.5% p/p usando reometría de capilar en presencia del 

deslizamiento en la pared. Jiang et al. (1986) utilizaron capilares con diferentes razones de 

longitud a diámetro, así como con superficies rugosas y lisas reportando diferencias 

significativas en los valores de la rapidez de corte para un mismo valor del esfuerzo de corte 

en la pared. Atribuyeron dicha diferencia al deslizamiento de los hidrogeles en los capilares 

con superficies lisas. Estos autores determinaron la velocidad de deslizamiento mediante el 

método de Mooney (1931) y encontraron una relación del tipo de ley de potencias entre la 

velocidad de deslizamiento vs y el esfuerzo de corte. Finalmente, Jing et al. usaron el modelo 

de Herschel-Bulkley junto con los datos de deslizamiento para reconstruir el perfil de 

velocidad de uno de los hidrogeles de HPG y encontraron que la contribución del 

deslizamiento al flujo total a través del capilar, es decir al gasto volumétrico, fue mucho 

mayor que la contribución del flujo de corte del hidrogel, concluyendo que el mecanismo por 

el cual ocurre el deslizamiento en la pared debe ser estudiado detalladamente, además del 

posible efecto que pudiera tener el diámetro del capilar sobre el deslizamiento. 

Más tarde, Kiljanski (1989) desarrolló un método para corregir curvas de flujo 

afectadas por el deslizamiento que exhiben algunos fluidos complejos, como la sangre 

humana, el cual requiere del uso de dos geometrías de Couette con razones de radios 

diferentes, suponiendo que el fluido en el espacio anular es newtoniano o de Ostwald-de 

Waele. Para derivar su método, supuso que el esfuerzo de corte y los valores de las 

velocidades de deslizamiento en los cilindros interno y externo son aproximadamente iguales 

si se considera una geometría de Couette con un espacio anular pequeño. El método consiste 

en construir curvas de flujo en un par de geometrías de Couette y calcular valores de una 

rapidez de corte característica como si no ocurriera el deslizamiento a diferentes esfuerzos 

de corte. Una vez conocida dicha rapidez de corte se puede calcular el valor de la velocidad 

de deslizamiento para un esfuerzo de corte dado, y posteriormente la rapidez de corte que 

realmente experimenta el seno del fluido. Kiljanski (1989) comprobó su método usando los 
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datos reportados previamente por Schlegel (1980) para muestras de sangre humana obtenidos 

en geometrías de Couette con espacios anulares diferentes. 

Por su parte, Yeow et al. (2004) propusieron un método numérico, con bases similares 

a las propuestas por Kiljanski (1989), para calcular las velocidades de deslizamiento y la 

rapidez de corte de fluidos complejos que exhiben deslizamiento en la pared, incluyendo a 

los viscoplásticos como las suspensiones de arcilla, el cual involucra el uso de la geometría 

de Couette con espacios anulares pequeños. Para el cálculo de las velocidades de 

deslizamiento y de la rapidez de corte el método requiere de los datos experimentales de la 

velocidad angular del cilindro interno rotatorio, ωi, de los esfuerzos de corte en la pared de 

los cilindros interno y externo, τiw y τow, respectivamente, y de la suposición de que las 

velocidades de deslizamiento en ambos cilindros son prácticamente iguales, vsi=vso. Además, 

estos autores supusieron que, si se trata de algún fluido con esfuerzo de cedencia, todo el 

material en el espacio anular se encuentra sometido a flujo de corte solamente. Al igual que 

Kiljanski (1989), Yeow et al. (2004) comprobaron su método mediante el uso de los datos 

reportados por Schlegel (1980) para muestras de sangre humana y por Yoshimura y 

Prud’homme (1988) para una suspensión de arcilla de bentonita al 1.96% p/p, obtenidos 

usando varias geometrías de Couette con razones de radios, κ, diferentes o iguales, 

respectivamente, y lo compararon con los métodos usados por dichos autores para corregir 

datos reométricos afectados por el deslizamiento. Yeow et al. (2004) concluyeron que al usar 

un conjunto de datos obtenidos en una geometría de Couette con un espacio anular apropiado 

es posible determinar el esfuerzo de cedencia de fluidos viscoplásticos en presencia del 

deslizamiento. 

Por otra parte, Aral y Kalyon (1994) estudiaron el comportamiento en flujo de una 

suspensión concentrada de partículas de vidrio al 63% en volumen contenidas en una matriz 

polimérica (un copolímero de butadieno, acrilonitrilo y ácido acrílico) usando reometría 

rotacional de platos paralelos junto con una técnica de visualización del flujo. Aral y Kalyon 

(1994) se enfocaron en estudiar el efecto del tiempo y de la temperatura sobre el 

deslizamiento de la suspensión y analizaron la influencia de la rugosidad de las superficies 

de corte sobre el deslizamiento en la pared. Aral y Kalyon (1994) determinaron el esfuerzo 

de cedencia de la suspensión sin ajustar los datos reométricos a una ecuación constitutiva y 
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encontraron que el valor del esfuerzo de cedencia disminuyó con el incremento de la 

temperatura. También, estos autores demostraron que el deslizamiento en la pared puede ser 

suprimido al incrementar la rugosidad de las superficies de corte, aunque al mismo tiempo 

puede provocar la fractura de la muestra a valores muy bajos de la rapidez de corte aparente, 

en contraste con el uso de superficies lisas. De acuerdo con lo anterior, Aral y Kalyon (1994) 

señalaron que la caracterización reológica de este tipo de materiales se debería llevar a cabo 

usando técnicas que ayuden a identificar directamente estos fenómenos, como por ejemplo 

técnicas de visualización del flujo o de velocimetría, de otra manera la viscosidad de las 

suspensiones concentradas y de otros fluidos viscoplásticos podría ser fácilmente 

subestimada si se ignora el hecho de la existencia del deslizamiento o la posible fractura de 

la muestra.  

Kalyon (2005) analizó el flujo de varias suspensiones concentradas de partículas 

rígidas a través de varías geometrías de flujo, a saber, una geometría de canal, una de capilar 

y una de placas paralelas con longitud y ancho infinitos (donde ocurre el flujo plano de 

Couette), con base en el deslizamiento aparente (ver figura 1.2d). Kalyon (2005) derivó 

ecuaciones que describen los perfiles de velocidad de fluidos viscoplásticos a través de las 

geometrías de flujo mencionadas en presencia del deslizamiento, además, mostró que los 

valores de la velocidad de deslizamiento se pueden obtener como una función del esfuerzo 

de corte en la pared si se conocen las propiedades reológicas del fluido que conforma la capa 

de deslizamiento aparente, es decir de la fase continua del fluido viscoplástico, así como el 

espesor de dicha capa. Con base en el análisis del flujo de las suspensiones en presencia del 

deslizamiento aparente, Kalyon (2005) sugirió que el esfuerzo de cedencia de estos 

materiales y de otros fluidos viscoplásticos se podría calcular cuando ocurre la transición del 

flujo tipo tapón a flujo de corte cuando la razón vs/vw es menor que 0.5, donde vw es la 

velocidad de la placa en movimiento, o cuando la razón Qs/Q es menor que la unidad, donde 

Qs es la contribución al gasto volumétrico debida al deslizamiento y Q es el gasto total a 

través de la sección transversal del canal o del capilar. Finalmente, Kalyon (2005) concluyó 

que se podrían desarrollar métodos nuevos para obtener la viscosidad de las suspensiones 

concentradas, y por lo tanto de otros fluidos viscoplásticos, con base en el mecanismo por el 

cual ocurre el deslizamiento aparente. 
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Por otro lado, Ovarlez et al. (2008) emplearon la técnica de VIRM acoplada a un 

reómetro de cilindros concéntricos con un espacio anular grande para estudiar el flujo de 

Couette sin deslizamiento de varias emulsiones densas de aceite en agua con tamaños de 

gotas de 0.3, 1, 6.5 y 40 µm, cuyas fracciones en volumen fueron de 73, 75, 75 y 88%, 

respectivamente. Para eliminar el deslizamiento estos autores pegaron lija en ambos cilindros 

del reómetro de Couette. Mediante el uso de dicha técnica Ovarlez et al. (2008) obtuvieron 

perfiles de velocidad que mostraron el comportamiento viscoplástico de las emulsiones a 

partir de dos regiones de flujo diferentes separadas por una posición radial crítica, la posición 

de cedencia Ry, en la cual se alcanza el esfuerzo de cedencia. En la primera región, localizada 

entre el cilindro interno y Ry, se encontró que la muestra estaba sometida al flujo de corte, 

mientras que en la región comprendida entre Ry y el cilindro externo la velocidad del fluido 

fue cero, es decir ausencia del flujo. También, Ovarlez et al. (2008) mostraron que la región 

sin flujo disminuyó en tamaño a medida que se incrementó la velocidad de rotación del 

cilindro interno para todas las emulsiones, lo cual es característico del comportamiento en 

flujo de los fluidos con esfuerzo de cedencia en el reómetro de Couette. Por otra parte, estos 

autores reconstruyeron la curva de flujo real de las emulsiones a partir de los perfiles de 

velocidad (ver por ejemplo las secciones 4.2 y 4.3 de este trabajo), y mediante el ajuste de 

los datos al modelo de Herschel-Bulkley determinaron el esfuerzo de cedencia de las 

emulsiones. Finalmente, Ovarlez et al. (2008) compararon las curvas de flujo reales con las 

obtenidas mediante reometría de Couette convencional, es decir usando los datos de torca vs 

la velocidad angular del cilindro interno, y encontraron un excelente acuerdo entre ambos 

grupos de datos, lo cual mostró que las emulsiones densas pueden ser consideradas como 

fluidos con esfuerzo de cedencia simples. 

Por otra parte, Coussot et al. (2009) analizaron el flujo de Couette sin deslizamiento de 

un hidrogel de Carbopol® usando la técnica de VIRM, acoplada al reómetro de Couette con 

un espacio anular grande. Estos autores obtuvieron distribuciones de velocidad del hidrogel 

en el espacio anular de la geometría de Couette para diferentes valores de la rapidez de 

rotación del cilindro interno en el intervalo de 2 a 100 rpm. Para valores bajos de la rapidez 

de rotación, es decir entre 2 y 15 rpm, estos autores encontraron dos zonas de flujo diferentes, 

a saber, una donde se observó el desarrollo del flujo de corte desde el cilindro interno hasta 

la posición Ry, la cual fue localizada dentro del espacio anular de la geometría de Couette, y 
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otra donde no se encontró evidencia de flujo. En esta última zona, localizada entre Ry y el 

cilindro externo, la velocidad del hidrogel fue cero. Para velocidades de rotación más altas, 

entre 50 y 100 rpm, Coussot et al. (2009) mostraron que el hidrogel se encontró sometido al 

flujo de corte en todo el espacio anular sin mostrar evidencia de la existencia de Ry. Este 

comportamiento fue similar al exhibido por las emulsiones viscoplásticas estudiadas 

previamente por Ovarlez et al. (2008). Por otra parte, Coussot et al. (2009) reconstruyeron la 

curva de flujo real del hidrogel a partir de los perfiles de velocidad, la cual fue bien ajustada 

por el modelo de Herschel-Bulkley, y la compararon con las curvas de flujo obtenidas 

mediante el uso de los reómetros de cono y plato y de cilindros concéntricos, 

respectivamente. Estos autores encontraron un excelente acuerdo entre todas las curvas de 

flujo y con base en dichos resultados señalaron que el hidrogel de Carbopol® es un fluido con 

esfuerzo de cedencia simple que no exhibe bandas de corte ni tixotropía. 

Más tarde, Pérez-González et al. (2012) analizaron el comportamiento en flujo con 

deslizamiento de un hidrogel de Carbopol® al 0.2% p/p en la geometría de capilar acoplada 

con la técnica de VIP, es decir mediante reo-VIP. Pérez-González et al. (2012) obtuvieron 

perfiles de velocidad del hidrogel que evidenciaron el deslizamiento en la pared y la 

viscoplasticidad del fluido a través de dos regímenes de flujo diferentes, a saber, flujo tapón 

solamente, el cual ocurrió debido al deslizamiento en la pared para esfuerzos de corte por 

debajo del de cedencia, así como flujo de corte y flujo tapón para esfuerzos de corte mayores 

al de cedencia. El segundo régimen se caracterizó por una posición radial crítica, conocida 

como la posición de cedencia Ry, que delimita la región del flujo tapón y la del flujo de corte 

adyacente a la pared del capilar, con la región del flujo tapón disminuyendo al incrementar 

el valor de τw. Además, Pérez-González et al. (2012) determinaron directamente la velocidad 

de deslizamiento a partir de los perfiles de velocidad, la cual se incrementó al aumentar el 

valor de τw de acuerdo con una ley de potencias. Más aún, estos autores determinaron un 

valor confiable del esfuerzo de cedencia del hidrogel independientemente del deslizamiento 

en la pared mediante la localización de Ry en los perfiles de velocidad, posición que no se 

conoce a priori cuando se realizan mediciones reométricas convencionales. Finalmente, 

Pérez-González et al. (2012) mostraron que el esfuerzo de cedencia del hidrogel se puede 

calcular justo cuando Qs/Q<1, corroborando lo sugerido por Kalyon (2005). 
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Posteriormente, Aktas et al. (2014) analizaron el comportamiento en flujo con 

deslizamiento en la pared de un hidrogel de Carbopol® 940 al 0.2% p/p usando el reómetro 

de platos paralelos y el de capilar. La reometría de platos paralelos fue acoplada con una 

técnica de visualización del flujo (trazado con tinta) y con la técnica del seguimiento de 

partículas, mientras que la reometría de capilar fue acoplada con la técnica de VIP. Aktas et 

al. (2014) demostraron que el comportamiento en flujo del hidrogel fue caracterizado por la 

presencia del deslizamiento en la pared, el cual dio lugar a la aparición del flujo tapón para 

valores del esfuerzo de corte menores al de cedencia en ambas geometrías, y determinaron 

directamente los valores de la velocidad de deslizamiento, con la velocidad de deslizamiento 

incrementándose como una ley de potencias en función de τw. También, Aktas et al. (2014) 

demostraron que el flujo tapón del hidrogel ocurrió siempre que la razón vs/vl fue igual a 0.5 

(donde vl es la velocidad del plato inferior rotatorio) y cuando la razón Qs/Q fue igual a la 

unidad, en las geometrías de platos paralelos y de capilar, respectivamente, consistente con 

lo sugerido por Kalyon (2005). Aktas et al. determinaron adicionalmente los parámetros 

reológicos del hidrogel con base en el análisis del mecanismo por el cual ocurre el 

deslizamiento aparente y en la detección de la transición del flujo tapón al flujo de corte 

mediante el uso de los datos de vs vs τw. Finalmente, estos autores compararon distribuciones 

de velocidad teóricas que incluyen la contribución del deslizamiento al perfil de velocidad 

con las obtenidas experimentalmente usando reo-VIP y validaron por primera vez la 

aplicación de modelos constitutivos a flujos reométricos con deslizamiento en la pared para 

describir completamente la cinemática de flujo de estos materiales. 

Dos años más tarde, Ortega-Avila et al. (2016) analizaron por primera vez el flujo 

anular axial de un hidrogel de Carbopol® 940 al 0.12% p/p entre dos tubos concéntricos 

usando la técnica de velocimetría por imágenes de partículas. Las distribuciones de velocidad 

obtenidas por Ortega-Avila et al. (2016) al usar reo-VIP mostraron la viscoplasticidad del 

hidrogel a través de la aparición del flujo tapón para valores de τw menores que el esfuerzo 

de cedencia y de la coexistencia del flujo tapón y del flujo de corte a esfuerzos de corte 

mayores que el de cedencia, con el flujo de corte ocurriendo en la vecindad de la pared de 

cada tubo. La aparición del flujo tapón ocurrió debido a la presencia del deslizamiento. 

Ortega-Avila et al. (2016) encontraron que los valores de las velocidades de deslizamiento 

medidas en la pared de cada tubo fueron prácticamente iguales, indicando que los valores 
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absolutos del esfuerzo de corte en la pared de dichos tubos también son iguales. De acuerdo 

con lo anterior Ortega-Avila et al. (2016) declararon que el flujo anular axial puede ser 

utilizado como un flujo viscosimétrico cuando la razón de radios es relativamente grande, 

κ=0.79. En esta aportación, Ortega-Avila et al. (2016) utilizaron métodos para obtener los 

parámetros reológicos del hidrogel similares a los empleados por Aktas et al. (2014). Así, 

Ortega-Avila et al. (2016) determinaron de manera confiable el esfuerzo de cedencia del 

hidrogel, y los otros dos parámetros reológicos del modelo de Herschel-Bulkley, el índice de 

consistencia, m, y el de adelgazamiento, n. Finalmente, Ortega-Avila et al. (2016) 

compararon las distribuciones de velocidad obtenidas experimentalmente con perfiles de 

velocidad teóricos que incluyen la contribución del deslizamiento y encontraron buena 

concordancia entre ambos grupos de datos, mostrando una vez más que la cinemática de flujo 

de fluidos viscoplásticos se puede describir por completo si se aplican los modelos 

constitutivos a los flujos viscosimétricos con deslizamiento en la pared.  

De acuerdo con la revisión bibliográfica, está claro que a pesar de que existen varios 

métodos para caracterizar a los fluidos con esfuerzo de cedencia en presencia de 

deslizamiento, existen pocas investigaciones que validan la aplicación de este tipo de 

metodologías para obtener los parámetros reológicos de los fluidos viscoplásticos, en 

particular cuando se usan las geometrías de capilar y de ánulo [Aktas et al. (2014); Ortega-

Avila et al. (2016)]. Sin embargo, no existen metodologías que hayan sido validadas para 

caracterizar el comportamiento reológico de los fluidos viscoplásticos en presencia del 

deslizamiento usando alguno de los reómetros torsionales, como por ejemplo el reómetro de 

Couette, el cual es ampliamente utilizado en la práctica. Por lo anterior, en este trabajo se 

proponen métodos nuevos, similares a los propuestos por Aktas et al. (2014) y Ortega-Avila 

et al. (2016), para describir el flujo de fluidos viscoplásticos con deslizamiento en la 

geometría de Couette. 

En el Capítulo 2 se presenta el análisis del problema del flujo de fluidos viscoplásticos 

en el reómetro de Couette con deslizamiento en la pared, así como las derivaciones de los 

métodos propuestos para caracterizar fluidos con esfuerzo de cedencia en presencia del 

deslizamiento y del modelo para describir completamente su cinemática de flujo. 
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1.3.2 Caracterización reológica de fluidos con esfuerzo de cedencia 

usando la geometría de propela en copa 

Como se discutió en las secciones previas, existen diferentes métodos que se han 

utilizado para caracterizar fluidos con esfuerzo de cedencia, entre ellos, el uso de la geometría 

de Couette y una variante de éste que es la geometría de propela en copa. Esta última 

geometría fue desarrollada en un principio para la caracterización de la resistencia de suelos 

[Flodin and Broms (1981)] y más tarde su uso se propuso para caracterizar fluidos complejos, 

incluidos los viscoplásticos, con base en la analogía de Couette. 

Como se mencionó en la sección 1.3, Dzuy y Boger (1983) fueron los primeros en 

proponer el uso de la geometría de propela en copa para realizar mediciones reométricas. 

Estos autores propusieron un método directo, conocido como “vane method”, para obtener el 

esfuerzo de cedencia de fluidos viscoplásticos y lo probaron en la determinación del esfuerzo 

de cedencia de suspensiones concentradas de bauxita (barro rojo) y de una suspensión de 

dióxido de titanio al 37.3% p/p. Además, estos autores estudiaron el efecto que tienen la 

altura L y diámetro de la propela D, así como su velocidad angular ωV, sobre el valor del 

esfuerzo de cedencia. Dicho valor lo compararon con el obtenido empleando algunos de los 

métodos mencionados en las secciones previas, a saber, con la extrapolación directa de los 

datos reológicos de una curva de flujo construida mediante reometría de capilar, y con la 

extrapolación de los datos de la curva de flujo asumiendo los modelos de Bingham, de Casson 

y de Herschel-Bulkley. Dzuy y Boger (1983) demostraron la reproducibilidad del valor 

obtenido del esfuerzo de cedencia de las suspensiones y señalaron entonces que la geometría 

de propela en copa puede ser utilizada para calcular el esfuerzo de cedencia de fluidos 

viscoplásticos, independientemente de las dimensiones geométricas de la propela si las 

mediciones se llevan a cabo en un intervalo de velocidades angulares de 0.1 a 8 rpm. 

Dos años más tarde, Dzuy y Boger (1985) consideraron el efecto de la contribución a 

la torca debida a las superficies circulares formadas en la parte superior e inferior de la 

propela en el cálculo del esfuerzo de cedencia de suspensiones concentradas. Para analizar el 

problema, Dzuy y Boger (1985) supusieron una distribución de esfuerzos del tipo de ley de 

potencias en dichas superficies y otra simplemente desconocida. Al hacer tales suposiciones 

surgieron dos métodos diferentes para calcular el valor del esfuerzo de cedencia, aunque 

ambos requerían de varias mediciones usando propelas con dimensiones geométricas 
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diferentes. Dzuy y Boger (1985) compararon los resultados obtenidos al emplear dichos 

métodos y los hallaron consistentes con los obtenidos al emplear el método convencional 

propuesto en su trabajo anterior [Dzuy and Boger (1983)]. De tal manera que estos autores 

recomendaron el uso de una sola geometría de propela en copa para determinar el esfuerzo 

de cedencia empleando el método convencional, “vane method”, propuesto dos años atrás. 

Con estas contribuciones, el uso de la geometría de propela en copa rápidamente se 

convirtió en una herramienta muy utilizada en las mediciones reológicas de fluidos 

complejos. Sin embargo, con el paso del tiempo los investigadores comenzaron a cuestionar 

la analogía de Couette, es decir, se preguntaban si el cilindro de fluido formado por la propela 

y el fluido atrapado entre sus palas era en efecto un cilindro de fluido con un radio equivalente 

al de las palas de la propela, con toda la muestra atrapada entre las palas moviéndose como 

un cuerpo rígido en rotación. Por lo anterior, algunos autores dirigieron su atención al estudio 

de la cinemática del flujo que ocurre en tal geometría y simularon y/o visualizaron el campo 

de flujo de fluidos newtonianos y no newtonianos en dicha geometría. Por ejemplo, Barnes 

y Carnali (1990) calcularon las líneas de corriente en una geometría de propela en copa para 

varios fluidos que siguen el modelo de ley de potencias (ver Apéndice A), con valores del 

índice de adelgazamiento, n, en el intervalo de 0.1-1, y para un mismo valor del índice de 

consistencia, m=1. Estos autores reportaron líneas de corriente en forma de polígonos con 

una tendencia clara a formar círculos en la vecindad de las puntas de las palas de la propela 

cuando el valor del índice de adelgazamiento fue menor o igual a 0.5. Con base en sus 

resultados, Barnes y Carnali (1990) señalaron que la geometría de propela en copa podría 

tratarse como una geometría de cilindros concéntricos al caracterizar fluidos con un 

comportamiento adelgazante cuando n≤0.5, validando con estos resultados el uso de la 

geometría de propela en copa con base en la analogía de Couette. 

Por otra parte, diversos investigadores utilizaron técnicas de velocimetría acopladas a 

la geometría de propela en copa para obtener los perfiles de velocidad y estudiar el flujo de 

fluidos viscoplásticos que ocurre en la región anular de dicha geometría, reportando la 

mayoría de las veces perfiles de velocidad semejantes a los que ocurren en una geometría de 

cilindros concéntricos. Por ejemplo, Raynaud et al. (2002) estudiaron el flujo sin 

deslizamiento de suspensiones tixotrópicas concentradas de bentonita en fracciones de 

volumen de 3.2 y 4.6% p/p en una geometría de Couette y en otra de propela en copa con 
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dimensiones geométricas similares. Para ello, estos autores acoplaron la técnica de 

velocimetría por imágenes de resonancia magnética (VIRM) a ambas geometrías para 

obtener perfiles de velocidad de las suspensiones. En general Raynaud et al. (2002) 

mostraron que los perfiles de velocidad estaban compuestos por dos regiones diferentes en 

el espacio anular, una región donde se desarrollaba el flujo en la vecindad del cilindro interno 

de la geometría de Couette o en la vecindad de la propela, y otra donde no existía ningún 

desarrollo del flujo adyacente al cilindro externo o copa. Ambas regiones se encontraron 

separadas por una posición radial crítica, la posición de cedencia Ry, la cual fue asociada con 

el esfuerzo de cedencia de las suspensiones. Raynaud et al. (2002) encontraron que el valor 

de la posición radial de cedencia se incrementó al aumentar la velocidad angular del cilindro 

interno, haciendo que la región en la cual no existía el flujo tendiera a desaparecer. Además, 

estos autores también mostraron que la posición Ry se movía hacia radios más grandes al 

aumentar el tiempo de reposo de las suspensiones antes de su caracterización (es decir para 

diferentes historias de flujo de las muestras), lo cual reveló el carácter tixotrópico de las 

suspensiones. Por otra parte, Raynaud et al. (2002) compararon perfiles de velocidad 

obtenidos para la suspensión de bentonita al 3.2% en volumen en la geometría de propela en 

copa con los obtenidos en la geometría de Couette y encontraron que la velocidad del fluido 

en la punta de las palas de la propela, es decir en r=RV, fue menor que la velocidad de la 

propela en tal posición, argumentando que lo anterior se debía a posibles flujos secundarios. 

Además, estos autores mostraron que el fluido atrapado entre las palas de la propela 

solamente se comportó como un sólido en rotación hasta una posición radial menor que RV y 

observaron que los perfiles de velocidad obtenidos en la geometría de propela en copa tenían 

una pendiente menos pronunciada que la del perfil obtenido en la geometría de Couette a la 

misma velocidad angular, resultados que cuestionan por sí mismos el uso de la geometría de 

propela en copa con base en la analogía de Couette. 

Más tarde, Derakhshandeh et al. (2010a) utilizaron la técnica de velocimetría por 

ultrasonido Doppler (VUD) para determinar el esfuerzo de cedencia de varias suspensiones 

de fibra de pulpa comerciales en concentraciones de masa desde 0.5% p/p hasta 5% p/p 

empleando una geometría de propela en copa con cuatro palas y bajo condiciones de no 

deslizamiento en la frontera de la copa. Derakhshandeh et al. (2010a) calcularon los valores 

del esfuerzo de cedencia a partir de los perfiles de velocidad obtenidos con la técnica de 
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VUD. Los perfiles de velocidad evidenciaron la viscoplasticidad de las suspensiones a través 

de una región localizada en la vecindad de las puntas de las palas de la propela donde se 

desarrolló el flujo de corte y de otra donde no ocurrió el flujo, ambas separadas por la posición 

de cedencia Ry. Para el cálculo del esfuerzo de cedencia de las suspensiones, Derakhshandeh 

et al. (2010a) asumieron que se cumple la analogía de Couette y entonces localizaron la 

posición Ry en el espacio anular, a partir de la cual pudieron calcular el esfuerzo de cedencia 

de las suspensiones empleando la distribución de esfuerzos que ocurre en una geometría de 

Couette con dimensiones geométricas equivalentes a las de la propela (ver por ejemplo la 

ecuación 4.1 en la sección 4.3). Por otra parte, Derakhshandeh et al. (2010a) mostraron que 

la velocidad de las suspensiones en la posición r=RV fue igual a la velocidad de la propela en 

dicha posición, hecho que está de acuerdo con la analogía de Couette, aunque en contraste 

con los perfiles de velocidad reportados por Raynaud et al. (2002) en una geometría de 

propela en copa. 

Un año más tarde, Derakhshandeh et al. (2011) estudiaron el fenómeno de tixotropía 

en suspensiones concentradas de fibra de pulpa al 6% p/p a través de mediciones reométricas 

y empleando la técnica de VUD acoplada a una geometría de propela en copa con un espacio 

anular grande y despreciando el deslizamiento en la copa. En particular estos autores 

determinaron el esfuerzo de cedencia a partir de los perfiles de velocidad obtenidos con la 

técnica de VUD, de manera similar a como lo hicieron Derakhshandeh et al. (2010a). 

Derakhshandeh et al. (2011) describieron los perfiles de velocidad empleando el modelo de 

Herschel-Bulkley y también reportaron que el máximo de la velocidad del fluido se localizó 

en la punta de las palas de la propela, es decir en r=RV. 

Por otra parte, Derakhshandeh et al. (2010b) estudiaron el efecto de la concentración, 

del pH y de lignina (con y sin) en el comportamiento reológico de varias suspensiones de 

fibra de pulpa comerciales (1-5% p/p) utilizando la técnica de VUD acoplada a una geometría 

de propela en copa con espacio anular grande, por lo que despreciaron el deslizamiento en la 

copa. A partir de los perfiles de velocidad obtenidos bajo diferentes condiciones de flujo, 

estos autores encontraron que el esfuerzo de cedencia se incrementó al aumentar la 

concentración de las suspensiones de fibra de pulpa, así como al aumentar el pH de éstas de 

un valor de 8 a 10. Además, Derakhshandeh et al. (2010b) mostraron que los perfiles 

experimentales de las suspensiones de fibra de pulpa fueron bien descritos por el modelo de 
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Herschel-Bulkley, encontrando las dos regiones de flujo características de los fluidos 

viscoplásticos en la geometría de propela en copa separadas por la posición de cedencia Ry. 

Finalmente, estos autores reportaron la presencia del deslizamiento de las suspensiones en la 

vecindad de la posición r=RV para velocidades angulares relativamente bajas, en contraste 

con la suposición de que la geometría de propela en copa previene el deslizamiento. 

A pesar de que existe una gran cantidad de trabajos que involucran el uso de la 

geometría de propela en copa en las mediciones reológicas de fluidos complejos, todavía no 

hay suficientes investigaciones que se enfoquen en analizar la cinemática de flujo que ocurre 

en esta geometría como para justificar la validez de la analogía de Couette. Además, en la 

mayoría de los trabajos realizados se asume la condición de no deslizamiento en la copa, o 

el deslizamiento se trata de suprimir empleando copas con superficies rugosas o ranuradas. 

A la fecha, el único trabajo detallado acerca de la cinemática del flujo que ocurre en una 

geometría de propela en copa fue publicado por Ovarlez et al. (2011). Estos autores 

reportaron perfiles de velocidad para diferentes fluidos en una geometría de propela en copa 

acoplada con la técnica de VIRM, a saber, de un fluido newtoniano (aceite de silicona), de 

un fluido con esfuerzo de cedencia simple (una emulsión concentrada de agua en aceite), y 

de una suspensión de partículas no coloidales (40% en volumen de partículas rígidas 

suspendidas en la emulsión). En general, Ovarlez et al. (2011) mostraron que solamente una 

parte del fluido atrapado entre las palas de la propela se mueve como un cuerpo rígido en 

rotación, con la posición donde termina este comportamiento menor que el radio de la 

propela, RV. En el caso del fluido newtoniano, estos autores reportaron que la posición radial 

donde termina el movimiento como el de un cuerpo rígido se mantuvo constante 

independientemente de las condiciones de flujo, es decir de la velocidad angular de la 

propela, y demostraron que el valor del radio equivalente Req se puede obtener directamente 

de los perfiles de velocidad del fluido newtoniano, resultados que están de acuerdo con la 

analogía de Couette para fluidos newtonianos. Por otro lado, para el caso del fluido con 

esfuerzo de cedencia simple, Ovarlez et al. (2011) reportaron un cambio en la posición radial 

donde termina el movimiento como el de un cuerpo rígido en rotación al variar la velocidad 

angular de la propela, y sugirieron una posible dependencia del valor de Req con las 

condiciones de flujo. Finalmente, para el caso de la suspensión concentrada de partículas no 

coloidales, al igual que lo reportado por Derakhshandeh et al. (2010b) para las suspensiones 
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de fibra de pulpa, Ovarlez et al. (2011) también reportaron la presencia del deslizamiento 

alrededor de la posición r=RV. Con base en sus resultados, Ovarlez et al. (2011) señalaron 

que la analogía de Couette difícilmente puede ser definida para analizar las propiedades 

reológicas de fluidos con esfuerzo de cedencia usando la geometría de propela en copa. 

Con base en la revisión presentada anteriormente, en este trabajo también se analizó el 

flujo de un fluido newtoniano (glicerina) y de un fluido modelo con esfuerzo de cedencia (un 

hidrogel de Carbopol 940® al 0.12% p/p) en una geometría de propela en copa acoplada con 

la técnica de velocimetría por imágenes de partículas para probar la validez de la analogía de 

Couette. 
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CAPÍTULO 2                             

TEORÍA DEL FLUJO DE COUETTE 
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2.1 Reómetros torsionales o de Couette 

Los reómetros torsionales o rotacionales son geometrías de flujo que se han utilizado 

ampliamente en la caracterización reológica de diferentes tipos de fluidos, incluyendo a los 

viscoplásticos. Entre este tipo de reómetros se encuentran el reómetro de Couette, de platos 

paralelos, de cono y plato, y la geometría de propela en copa. Cuando se utilizan estos 

reómetros en la caracterización reológica se genera un flujo de corte debido al movimiento 

relativo de las superficies que conforman la geometría de medición. En particular, el reómetro 

de Couette fue el primer reómetro torsional que se utilizó en la práctica y fue propuesto por 

Maurice Couette en 1890 para la caracterización reológica tanto de fluidos newtonianos 

como no newtonianos. Así, al reómetro de cilindros concéntricos se le conoce comúnmente 

como reómetro de Couette, en honor a Maurice Couette. Hoy en día, el reómetro de Couette 

y la geometría de propela en copa son quizás las más utilizadas por los investigadores en la 

caracterización reológica de los fluidos con esfuerzo de cedencia, por lo que el estudio de la 

cinemática del flujo que ocurre en dichas geometrías para este tipo de fluidos es relevante en 

la obtención de sus propiedades reológicas. 

A continuación, se presenta una solución analítica al problema del flujo de Couette de 

fluidos de Herschel-Bulkley considerando el deslizamiento en la pared. La validez de dicha 

solución se prueba directamente con mediciones experimentales de VIP y se discute 

detalladamente en el capítulo 4. Por su parte, en la sección 2.3 se presentan las bases teóricas 

para el uso de la geometría de propela en copa junto con la analogía de Couette para la 

caracterización reológica de fluidos complejos. 

 

2.2 Flujo de Couette de fluidos de Herschel-Bulkley con deslizamiento 

En la figura 2.1 se muestra una representación esquemática del reómetro de Couette, el 

cual consiste en dos cilindros concéntricos, un cilindro interno de radio Ri y longitud L y uno 

externo de radio Ro, de tal manera que la razón de radios de la geometría está dada por 

κ=Ri/Ro. La vista superior de dicha figura muestra el campo de flujo de un fluido con esfuerzo 

de cedencia localizado en el espacio anular para el caso en el cual ocurre deslizamiento en la 

pared. La muestra se coloca en el espacio entre los cilindros y mediante la imposición de una 
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torca M, el cilindro interno se hace rotar a una velocidad angular ωi para generar el flujo 

mientras el externo se mantiene fijo (ωo=0).  

 

Figura 2.1. Representación esquemática del reómetro de Couette. La vista superior muestra 

el campo de flujo de un fluido viscoplástico con deslizamiento en la pared. 

 

Para analizar el flujo de Couette y encontrar el perfil de velocidad del fluido entre los 

cilindros, las ecuaciones de conservación de masa y de movimiento se resuelven en 

coordenadas cilíndricas asumiendo que a) el flujo es estacionario (para condiciones de flujo 

reptante), laminar e isotérmico, b) el flujo es simétrico con efectos de extremos despreciables, 

c) la influencia de la gravedad es despreciable, d) el fluido es incompresible y finalmente, e) 

no existe deslizamiento en la pared. Cuando las ecuaciones de conservación de masa y de 

movimiento se resuelven bajo todas estas consideraciones, la única componente del campo 

de velocidad diferente de cero está dada por vθ=vθ(r) (velocidad tangencial) y a partir de la 

integración de la componente θ de la ecuación de movimiento se obtiene una expresión para 

el esfuerzo de corte: 

2r

C

r
 =                                                            (2.1) 
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Donde C=M/2πL se obtiene de un balance de torca realizado sobre el cilindro interno, M es 

la torca aplicada sobre dicho cilindro y L es su longitud (véase la sección B.1 del apéndice 

B). Por lo tanto, la ecuación (2.1) puede escribirse de la siguiente forma: 

22r

M

Lr
 
=                                                        (2.2) 

Es importante mencionar que la ecuación (2.2) es independiente del tipo de fluido. En 

la figura 2.2 se ilustra la distribución del esfuerzo entre los cilindros interno y externo de un 

reómetro de Couette, donde puede verse que el esfuerzo de corte es más alto en el cilindro 

interno y que el esfuerzo es mayor que cero en el externo. 

 

Figura 2.2. Representación esquemática de la distribución del esfuerzo de corte en un 

reómetro de Couette con radio interno Ri=0.014 m y externo Ro=0.018 m. 

 

Por otra parte, cuando se rota el cilindro interno, la rapidez de corte �̇�𝑟𝜃 está dada por: 

r

vd
r

dr r




 = −  
 

                                                   (2.3) 
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Para un fluido newtoniano, la ecuación constitutiva es la siguiente: 

r

v
r

dr r

d 
   = −  

 
                                                  (2.4) 

Por lo tanto, si se considera la condición de no deslizamiento, se obtiene el perfil de velocidad 

vθ(r) para un fluido newtoniano en el reómetro de Couette como (los detalles de la solución 

se pueden revisar en la sección B.2 del apéndice B): 

2
2

2
( )

1

o

i

R

r
v r r

 




   −  
  =
 
 



−



                                             (2.5) 

El perfil de velocidad de la ecuación (2.5) se aproxima a uno lineal cuando la razón de 

radios κ se encuentra entre 0.92 y uno [Macosko (1994)], como se muestra en la figura 2.3. 

Por otra parte, la ecuación constitutiva en forma escalar para un fluido de Herschel-Bulkley 

está dada por:  

1
( / ) ( / )

   ;   

( / )
=0   ;   

n

r y r y

r r y

d v r d v r
m r r

dr dr

d v r
r

dr

 
 


 

   

  

−
 =  −  
 

= − 

                      (2.6) 

En la ecuación (2.6), τy, m y n son el esfuerzo de cedencia, el índice de consistencia y el 

índice de adelgazamiento del material, respectivamente. En la ecuación (2.6) el valor 

negativo de τy se usa cuando d(vθ/r)/dr>0, es decir para τrθ<0. Cuando se tiene el caso en el 

cual existe deslizamiento en ambos cilindros de la geometría de Couette para un fluido de 

Herschel-Bulkley, se deben de considerar tres regímenes de flujo diferentes, a saber, un 

régimen de flujo en el cual todo el fluido entre los cilindros concéntricos se comporta como 

un sólido en rotación, es decir vθ(r)=rωi, otro en el que existen simultáneamente el flujo de 

corte y el movimiento como el de un sólido en rotación, y por último, uno en el cual el fluido 

se encuentra bajo flujo cortante en todo el espacio anular. La vista superior en la figura 2.1 

muestra el campo de flujo de un fluido con esfuerzo de cedencia en la geometría de Couette 

con deslizamiento para el caso en el que ocurren simultáneamente el flujo de corte y el 

movimiento como el de un cuerpo rígido.  
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Figura 2.3. Perfil de velocidad teórico de un fluido newtoniano en el reómetro de Couette 

para κ=0.92, Ro=0.015 m y ωi=1 rad/s. 

 

El comportamiento como el de un sólido en rotación debe ocurrir para esfuerzos de 

corte aplicados sobre el cilindro interno, τiw, menores que el de cedencia, es decir, τiw<τy. 

Parte del fluido estará sometido a flujo cortante y el resto se comportará como un sólido en 

rotación si τiw>τy>τow, donde τow es el esfuerzo de corte en el cilindro externo. Finalmente, 

todo el fluido estará sometido a flujo cortante cuando τow>τy. En la figura 2.4 se pueden 

apreciar perfiles de velocidad que ilustran los tres casos anteriores. Por otra parte, cuando 

existe deslizamiento en la pared se debe de considerar la velocidad de deslizamiento, la cual 

se define como la diferencia entre la velocidad del fluido adyacente a la pared y la velocidad 

de la pared. Está reportado en la literatura [Kalyon (2005); Aktas et al. (2014)] que la 

velocidad de deslizamiento, vs, es una función del esfuerzo de corte en la pared, τw, del tipo 

de ley de potencias: 

bs

s wv =                                                           (2.7) 
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Figura 2.4. Perfiles teóricos de la velocidad angular de un fluido de Herschel-Bulkley bajo 

diferentes condiciones de flujo en un reómetro de Couette con deslizamiento. En este caso 

solamente rota el cilindro interno con velocidad angular ωi, mientras que el externo se 

mantiene fijo, ωo=0. La magnitud de las flechas indica la diferencia entre la velocidad 

angular del fluido adyacente a cada uno de los cilindros y la velocidad angular del cilindro 

correspondiente, mientras que la línea vertical punteada indica la posición radial Ry para 

cuando τiw>τy>τow. 

 

Donde β y sb son el coeficiente y el exponente de deslizamiento, respectivamente, los cuales 

dependen del fluido y de los materiales de construcción, así como de las características de la 

superficie de la geometría de medición [Meeker et al. (2004a); Meeker et al. (2004b); Aktas 

(2014)]. Por lo tanto, para el flujo de Couette deben existir dos velocidades de deslizamiento, 

a saber, una en el cilindro interno vsi, y otra en el externo vso, las cuales de acuerdo con la 

definición de velocidad de deslizamiento se pueden escribir como sigue: 

( )si i i iv v R R = −                                                     (2.8) 
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( )so o o ov v R R = −                                                   (2.9) 

En las ecuaciones (2.8) y (2.9), vθ(Ri) y vθ(Ro) son las velocidades tangenciales del fluido en 

los cilindros interno y externo, respectivamente, y ωi y ωo son las velocidades angulares de 

los cilindros interno y externo, respectivamente. Nótese que, en las ecuaciones (2.8) y (2.9), 

para el caso en el cual se rota el cilindro interno mientras el externo se mantiene fijo se tiene 

que vsi<0 y vso>0. Las ecuaciones (2.8) y (2.9), de acuerdo con la ecuación (2.7), también se 

pueden escribir de la siguiente manera: 

1
1

bs

si iwv  = −                                                     (2.10) 

2
2

bs

so owv  =                                                      (2.11) 

Donde β1 y β2 son los coeficientes de deslizamiento en el cilindro interno y externo, 

respectivamente, los cuales únicamente dependen de la interacción pared-fluido, y sb1 y sb2 

son los exponentes de deslizamiento en el cilindro correspondiente. 

Es importante mencionar en este punto, que para muchos fluidos viscoplásticos el 

deslizamiento en la pared se atribuye a la formación de la “capa de Vand” [Vand (1948)]. En 

el apéndice C se presenta la solución general al problema del flujo de Couette de fluidos de 

Herschel-Bulkley cuando ocurre el deslizamiento aparente, considerando la rotación 

simultánea y en la misma dirección de ambos cilindros, ya sea que el cilindro interno rote 

con mayor rapidez que el externo, ωi>ωo, o viceversa, ωo>ωi. Tales soluciones se pueden 

reducir a ecuaciones que describen los perfiles de velocidad de fluidos de Bingham, de 

Ostwald-de Waele y newtonianos en dicho reómetro para ambos casos. Dada la importancia 

práctica que tiene el reómetro de Couette, la consideración de estas situaciones podría ser de 

utilidad en investigaciones futuras. Sin embargo, debido a que el espesor de la capa de 

deslizamiento aparente es tan pequeño y mucho menor en comparación con las dimensiones 

geométricas de la geometría de medición, en este caso el espacio entre los cilindros 

concéntricos, en lo subsecuente se presentan ecuaciones que corresponden al caso específico 

en el cual el deslizamiento que ocurre en los cilindros es real, es decir, que dicho fenómeno 

toma lugar únicamente debido a una falla de adhesión entre el fluido y la superficie de los 

cilindros. Además, dichas ecuaciones pertenecen al caso específico en el que solamente se 

rota el cilindro interno mientras el externo se mantiene fijo. 
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Por lo tanto, para obtener el perfil de velocidades de un fluido de Herschel-Bulkley en 

el reómetro de Couette con deslizamiento real cuando solamente rota el cilindro interno con 

velocidad angular ωi, se puede comenzar escribiendo a la ecuación (2.1) de la siguiente 

manera: 

( ) 2

( / )
( )r

rd v rC
r r

r dr


 = = −                                         (2.12) 

Donde η(r) es la distribución de viscosidad de corte de un fluido en el espacio anular. Al 

considerar el deslizamiento en el cilindro interno, la integración de la ecuación (2.12) desde 

dicho cilindro hasta cualquier posición radial, r, conduce a la siguiente expresión: 

( )
( ) 3

r

si
i

i Ri

v r v dr
C

r R r r

 


= + −                                           (2.13) 

La ecuación (2.13) describe de manera general el perfil de la velocidad angular de algún 

fluido en flujo de Couette con deslizamiento. Esta ecuación toma la siguiente forma al 

considerar la condición de deslizamiento en el cilindro externo (en r=Ro): 

( ) 3

Ro

so si
i

o i Ri

v v dr
C

R R r r



= − +                                            (2.14) 

Usando la distribución del esfuerzo de corte (ecuación (2.1)) y la rapidez de deformación 

(ecuación (2.3)), las ecuaciones (2.13) y (2.14) toman, respectivamente, la siguiente forma: 

( ) ( )r

rsi
i

i Ri

v r r drv

r R r

 = + −                                          (2.15) 

( )1

2

Ri
r rso si

i r

o i r
Ro

v v
d

R R


 




 
 


= − +                                     (2.16) 

Así, cuando se trata del flujo de Couette con deslizamiento real de un fluido de Herschel-

Bulkley, la ecuación (2.15) se convierte en: 

( ) 1/

1/ 2

1
    ;   

nr

si
i y i yn

i Ri

v r v C dr
R r R

r R m r r

   = + − −   
                     (2.17) 

Donde Ry=(C/τy)
1/2 es la posición radial de cedencia y la constante C se puede determinar 

utilizando los datos en estado estacionario de la torca, M, versus la velocidad angular del 

cilindro interno, ωi. Nótese que la ecuación (2.17) describe el perfil de la velocidad angular 
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de un fluido de Herschel-Bulkley sometido a flujo cortante, por lo que dicha ecuación es 

válida hasta Ry, posición en la cual el esfuerzo alcanza al esfuerzo de cedencia, τrθ(Ry)=τy. De 

acuerdo con la distribución del esfuerzo de corte, para una condición de flujo dada, Ry podría 

caer entre los cilindros, es decir, Ri≤Ry≤Ro, o más allá del cilindro externo, Ry≥Ro. Para este 

último caso, la ecuación (2.17) puede describir por sí sola el perfil de la velocidad angular de 

un fluido de Herschel-Bulkley en el reómetro de Couette en presencia de deslizamiento real 

(ver el perfil teórico en la figura 2.4 representado por la línea continua). Sin embargo, tal 

ecuación no describe completamente el perfil que ocurre cuando Ry se localiza entre los 

cilindros, es decir cuando el fluido se encuentra sometido parcialmente al flujo cortante. 

Cuando Ry cae entre los cilindros, para el caso en el que la condición de no deslizamiento se 

cumple en la geometría de Couette, se deduce fácilmente que vθ(r)/r=0 para Ry≤r≤Ro, de tal 

manera que existe una región de flujo y otra donde no lo hay, ambas delimitadas por Ry [ver 

por ejemplo Chatzimina et al. (2009)]. Sin embargo, cuando existe deslizamiento en las 

fronteras del reómetro de Couette, se espera que la velocidad del fluido sea diferente de cero 

para Ry≤r≤Ro. De acuerdo con el modelo de Herschel-Bulkley y con la distribución del 

esfuerzo de corte, se sabe que ( )r r =-r d(vθ/r)/dr=0 para Ry≤r≤Ro, esto implica que vθ(r)/r 

debe ser constante en dicha región. Por lo tanto, cuando el fluido se encuentra parcialmente 

bajo flujo cortante, la velocidad del fluido más allá de la posición de cedencia está dada por: 

( ) 1/

1/ 2

1
=    ;   

nRy

si so
i y y on

i oRi

v r v vC dr
R r R

r R m r r R

   = + − −   
                 (2.18) 

Vale la pena mencionar que las ecuaciones (2.17) y (2.18) se presentan por primera vez en 

este trabajo para describir el flujo de Couette de fluidos de Herschel-Bulkley en presencia de 

deslizamiento. Así, las ecuaciones (2.17) y (2.18), juntas, describen el perfil de la velocidad 

angular de un fluido de Herschel-Bulkley en el reómetro de Couette con deslizamiento 

cuando τiw>τy>τow (ver por ejemplo el perfil teórico de la velocidad angular en la figura 2.4 

representado por la línea discontinua). Finalmente, la ecuación (2.18) describe el perfil de la 

velocidad angular del fluido de Herschel-Bulkley cuando τiw<τy, como se muestra en la figura 

2.4 a través del perfil representado por la línea de puntos. Nótese, que dichas ecuaciones no 

se pueden resolver a menos que se conozcan tanto los parámetros reológicos del fluido, es 

decir τy, m y n, como las velocidades de deslizamiento en ambos cilindros, vsi y vso. Por otra 
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parte, cuando se trata de un fluido de Herschel-Bulkley, la ecuación (2.16) toma la siguiente 

forma: 

1/

1/ 2

1
nRy

so si
i yn

o i Ri

v v C dr

R R m r r
  = − + − 

                                     (2.19) 

Para un fluido viscoplástico, cuando el esfuerzo de corte en el espacio anular es menor 

que el de cedencia, de la ecuación (2.6) se tiene que ( )r r =0. En consecuencia, el último 

término del lado derecho de las ecuaciones (2.16) y (2.19) también es igual a cero, por lo 

tanto, estas ecuaciones se reducen a: 

   ;   so si
i

o i

yr

v v

R R
  = −                                             (2.20) 

Nótese que la ecuación (2.20) se puede utilizar para calcular el valor de la velocidad 

angular del cilindro interno como una función del esfuerzo de corte en la pared si se conocen 

los valores de vsi y vso obtenidos a partir de condiciones de flujo en las cuales τiw<τy. Así, de 

acuerdo con la ecuación (2.20), si para una condición de flujo determinada todo el fluido 

entre los cilindros concéntricos se comporta como un sólido en rotación, el valor de la 

velocidad angular del cilindro interno calculado por dicha ecuación debe ser igual al medido 

experimentalmente por el reómetro. Por lo tanto, la ecuación (2.20) sugiere que el esfuerzo 

de corte medido en el cilindro interno, para el cual el valor de ωi teórico se desvía del 

experimental, debe ser igual al esfuerzo de cedencia. 

Finalmente, al sustituir las ecuaciones (2.10) y (2.11) en la ecuación (2.20), se obtienen 

las siguientes expresiones para los esfuerzos de corte en el cilindro interno y externo, 

respectivamente: 
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                                  (2.22) 

Las ecuaciones (2.21) y (2.22) se pueden utilizar para calcular los valores del esfuerzo 

de corte, tanto en el cilindro interno como en el externo, si se conocen los parámetros de 

deslizamiento β y sb obtenidos a partir de condiciones de flujo tales que τiw<τy, es decir, en 

las cuales el fluido se comporta como un sólido en rotación en todo el espacio anular. Por lo 

tanto, estas ecuaciones sugieren que el esfuerzo de cedencia es igual al esfuerzo de corte en 

la pared, para el cual los valores teóricos de τiw o τow se desvían de los medidos 

experimentalmente. 

Vale la pena resaltar que, como se discutió previamente, las ecuaciones (2.17) a (2.22) 

se pueden utilizar para determinar los parámetros reológicos de este tipo de materiales. La 

validez de estas ecuaciones para el cálculo del esfuerzo de cedencia se discute detalladamente 

en el capítulo de resultados usando mediciones de reo-VIP. 

 

2.3 Geometría de propela en copa y su analogía de Couette 

La geometría de propela en copa, como se muestra en la figura 2.5, consiste en dos 

partes concéntricas, una propela con 4, 6 u 8 palas rectas de radio RV y longitud L y una copa 

cilíndrica de radio R. La propela se sumerge en una muestra contenida en una copa cilíndrica 

y se hace rotar bajo condiciones de rapidez de deformación o esfuerzo controlado, es decir 

controlando la velocidad angular de la propela ωV o la torca M. 

Para hacer la analogía de Couette se supone que la propela arrastra la muestra contenida 

entre sus palas como a un cilindro sólido en rotación de radio equivalente Req=Ri [Bousmina 

et al. (1999); Aït-Kadi et al. (2002); Estellé et al. (2008)], el cual a su vez arrastra al resto de 

la muestra localizada entre las puntas de las palas y la copa mientras rota en la dirección 

azimutal para generar un flujo cortante, de tal manera que el campo de flujo entre el cilindro 

de fluido arrastrado por las palas de la propela y la copa se asume similar al que ocurre entre 

dos cilindros concéntricos sólidos (ver figura 2.5). De acuerdo con lo anterior, la distribución 

del esfuerzo de corte τrθ(r) y la rapidez de corte dados por las ecuaciones (2.2) y (2.3) 
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respectivamente, son válidas en el espacio anular entre las puntas de las palas de la propela 

y la copa para el flujo isotérmico, laminar y en estado estacionario de fluidos incompresibles. 

Por lo tanto, para un fluido newtoniano en la geometría de propela en copa cuando no existe 

deslizamiento, de acuerdo con la analogía de Couette y la ecuación (2.5), el perfil de 

velocidad se puede expresar como: 

 

Figura 2.5. Representación esquemática de una geometría de propela en copa con seis palas. 

Las líneas punteadas representan el cilindro de fluido formado por las palas. La vista 

superior muestra el campo de flujo de un fluido viscoplástico con deslizamiento. 

 

           ( )
2

2
1     ;    

1
eqV

V eq

Rr
v r r R r R

r





  
= + −    −    

                       (2.23) 

En la figura 2.6 se presentan algunos perfiles de velocidad para un fluido newtoniano 

en una geometría de propela en copa a medida que se incrementa la velocidad angular de la 

propela, considerando que se cumple la analogía de Couette, es decir que Req=RV. Puede 

verse que la velocidad del fluido es una función lineal de la posición radial desde el eje de la 

propela hasta el valor de RV, cuya pendiente es la velocidad angular de la propela, ωV, lo cual 

indica que todo el fluido atrapado entre las palas de la propela se mueve como un sólido en 

rotación, de acuerdo con la analogía de Couette. También, se puede observar que el perfil de 
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velocidad que ocurre entre las puntas de las palas de la propela y la copa tiene la misma forma 

que el que ocurriría entre dos cilindros concéntricos con Ri=RV y Ro=R para ωi=ωV, lo cual 

se espera cuando se cumple la analogía de Couette. 

 

Figura 2.6. Perfiles de velocidad teóricos para un fluido newtoniano en una geometría de 

propela a medida que se incrementa su velocidad angular, ωV. La pendiente de las líneas 

punteadas representa el valor de ωV. La línea discontinua vertical indica el radio de la 

propela, RV. 

 

Por otra parte, las ecuaciones que describirían el perfil de la velocidad angular para un 

fluido de Herschel-Bulkley en la geometría de propela en copa en presencia del 

deslizamiento, de acuerdo con la analogía de Couette y con las ecuaciones (2.17) y (2.18), 

son: 

( ) 1/

1/ 2

1
    ;   

eq

nr

si
V y eq yn

eq R

v r v C dr
R r R

r R m r r

   = + − −   
                   (2.24) 



49 
 

( ) 1/

1/ 2
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=    ;   
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si so
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eq oR

v r v vC dr
R r R

r R m r r R

   = + − −   
                (2.25) 

La ecuación (2.24) describe por sí sola el perfil de la velocidad angular del fluido de 

Herschel-Bulkley entre las puntas de las palas de la propela y la copa, es decir en Req≤r≤R, 

cuando τow>τy, las ecuaciones (2.24) y (2.25), juntas, describen el perfil de la velocidad 

angular si τiw>τy>τow y finalmente la ecuación (2.25) describe el perfil de la velocidad angular 

cuando τiw<τy.  

 

Figura 2.7. Perfiles de velocidad teóricos para un fluido de Herschel-Bulkley en una 

geometría de propela en copa a medida que se incrementa la velocidad angular de la 

propela, ωV, para: a) Flujo tapón en todo el espacio cuando τiw<τy, b) Flujo de corte y flujo 

tapón separados por Ry si τiw>τy>τow, y c) Flujo de corte solamente cuando τow>τy. La 

pendiente de las líneas punteadas representa el valor de ωV. La línea discontinua vertical 

indica el radio de la propela, RV, mientras que la línea punteada vertical indica la posición 

radial de cedencia para el perfil b). La velocidad de deslizamiento en la copa, vso, se indica 

por el tamaño de la flecha para el perfil c). 
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En la figura 2.7 se muestran varios perfiles en términos de la velocidad tangencial del 

fluido que ilustran las tres situaciones anteriores para el caso en el cual solamente ocurre el 

deslizamiento en la copa, r=R. Al igual que en el caso del fluido newtoniano, se observa que 

cuando se cumple la analogía de Couette, toda la muestra atrapada entre las palas se mueve 

como un sólido en rotación desde el eje hasta el valor de RV. Por otro lado, nótese que en la 

región comprendida entre las puntas de las palas y la copa, el fluido viscoplástico se comporta 

de la misma forma en la que lo haría entre dos cilindros concéntricos dependiendo de los 

niveles de esfuerzo que existan en el espacio anular. En otras palabras, se observa flujo tapón 

o movimiento como el de un cilindro sólido en rotación desde el eje de la propela hasta el 

valor de R para τiw<τy, coexistencia del flujo de corte y flujo tapón cuando τiw>τy>τow, y flujo 

de corte solamente si τow>τy, ver los perfiles de velocidad a), b) y c) en la figura 2.7, 

respectivamente. Vale la pena mencionar que cuando se cumple la analogía de Couette, 

Req=RV, tanto para el fluido newtoniano como para el viscoplástico, se espera que todo el 

fluido atrapado entre las palas de la propela se mueva como un cilindro sólido en rotación y 

que la velocidad máxima del fluido se alcance en la posición r=RV. 

En el siguiente capítulo se presentan los materiales y métodos empleados para evaluar 

la validez de estas aproximaciones teóricas en la descripción del comportamiento reológico 

del fluido viscoplástico modelo. 
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CAPÍTULO 3            

METODOLOGÍA EXPERIMENTAL 
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3.1 Preparación del hidrogel 

En este trabajo se utilizó un hidrogel como fluido modelo con esfuerzo de cedencia, el 

cual se preparó dispersando 0.6g de ácido poliacrílico comercial (Carbopol® 940 de Lubrizol) 

en 499.4g de agua bidestilada grado reactivo (MEYER®) para obtener el hidrogel en una 

concentración de 0.12% p/p. La metodología que se siguió para preparar el hidrogel se 

describe a continuación y es similar a la reportada por Pérez-González et al. (2012), López-

Durán (2013), Aktas et al. (2014) y Ortega-Avila et al. (2016). El Carbopol® 940 se pesó 

utilizando una balanza analítica (NA164, Oertling) con una resolución de ±0.0001g, mientras 

que el agua bidestilada se pesó en un vaso de precipitados empleando una balanza granataria 

de triple brazo (OHAUS®) con una resolución de ±0.1g. La dispersión del Carbopol® 940 se 

realizó utilizando un agitador de velocidad controlada (BDC 2002, Caframo®), al cual se le 

acopló un impulsor de polipropileno tipo propela con un radio de 0.026 m. El impulsor se 

colocó a una profundidad de 5 cm medida desde el fondo del vaso de precipitados y se rotó 

a una velocidad de 500 rpm durante 3 horas hasta dispersar homogéneamente la muestra. 

Una vez homogeneizada la dispersión, se añadieron partículas esféricas de vidrio de 

borosilicato huecas (Sphericel 110P8, Potters) con un diámetro promedio de 10 μm en una 

concentración de 0.06% p/p, las cuales sirvieron como trazadores de flujo. La agitación se 

mantuvo durante una hora más hasta dispersar las partículas y entonces la dispersión se 

neutralizó con una solución acuosa 5M de hidróxido de sodio (J. T. Baker) para obtener el 

hidrogel. El pH se midió usando un potenciómetro (pH11, OAKTON®) previamente 

calibrado a 25 ºC. Se obtuvieron valores del pH de 3.15±0.2 para cada solución después de 

la dispersión del Carbopol® 940 y de 7.02±0.2 para el hidrogel. Finalmente, el hidrogel con 

partículas se dejó en reposo a temperatura ambiente durante 36 horas antes de su 

caracterización reológica. Es importante mencionar que el hidrogel empleado en este trabajo 

está libre de efectos tixotrópicos y que la presencia de las partículas trazadoras en la 

concentración utilizada no afecta el comportamiento reológico del hidrogel [ver por ejemplo 

Ortega-Avila (2016) y Medina-Bañuelos (2017)]. 
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3.2 Descripción y diseño de distintas celdas de flujo de Couette  

En este trabajo se utilizó un reómetro rotacional de esfuerzo controlado (UDS 200, Paar 

Physica) con varias celdas de Couette para estudiar el flujo del hidrogel con deslizamiento 

usando la técnica de reo-VIP. Las celdas de cilindros concéntricos se diseñaron y se 

construyeron en el Laboratorio de Reología y Física de la Materia Blanda (ESFM). 

En primer lugar, se construyó una celda de Couette con un cilindro interno de radio 

Ri=13.8 mm y de longitud L=41.4 mm y uno externo con Ro=18.65 mm, resultando una razón 

de radios κ=Ri/Ro=0.74. El cilindro interno se construyó de aluminio y se pintó de negro 

usando pintura acrílica (hidrofóbica), mientras que el externo se construyó de vidrio de 

borosilicato (hidrofílico, Borosilicate glass 3.3 Duran®, SCHOTT). Esta celda de Couette se 

utilizó para estudiar el efecto del tipo de superficie, hidrofóbica e hidrofílica, sobre el 

deslizamiento que exhiben fluidos con esfuerzo de cedencia. 

Por otra parte, se construyeron tres celdas de Couette con razones de radio diferentes. 

Para esto, se utilizó un cilindro interno con Ri=14.0 mm y L=42.0 mm y tres externos con 

Ro=15.00, 18.65 y 42.50 mm, para obtener celdas de Couette con valores de κ=0.93, 0.75, y 

0.33, respectivamente. Estas celdas se utilizaron con la finalidad de estudiar el efecto del 

espacio anular o de la razón de radios sobre el deslizamiento, así como para describir la 

cinemática de flujo de fluidos con esfuerzo de cedencia en espacios anulares grandes y 

estrechos. Todos los cilindros, el interno y los externos de estas celdas fueron construidos 

con vidrio de borosilicato. El vidrio de borosilicato tiene una transmitancia del 92% 

aproximadamente y un índice de refracción de 1.473, es altamente resistente al agua y a las 

soluciones neutras y ácidas. Por lo tanto, es un material adecuado para llevar a cabo los 

experimentos de reo-VIP, cuyos métodos se describen detalladamente en la sección 3.4. 

Para eliminar el efecto de curvatura de los cilindros y realizar los experimentos de reo-

VIP, a cada celda de Couette se le acopló un prisma rectangular como corrector de aberración, 

el cual se llenó con glicerina pura (J. T. Baker) con un índice de refracción de 1.474. El 

diseño y la construcción de las celdas de Couette se llevaron a cabo de acuerdo con lo 

especificado en la norma DIN 53019 parte 1 o su equivalente ISO 3219 [ISO-3219 (1993); 

DIN-53019 (2008)]. En el caso de las celdas con razones de radios κ=0.74, 0.75 y 0.33, el 

esfuerzo de corte aplicado sobre el cilindro interno se corrigió experimentalmente usando un 
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fluido newtoniano, glicerina (Drogueria Cosmopolita), como está señalado por las normas 

antes mencionadas. 

Los experimentos que se realizaron para estudiar el comportamiento reológico del 

microgel usando cada una de las celdas de Couette, se describen de manera detallada en las 

siguientes secciones. 

 

3.3 Caracterización reológica del hidrogel 

La caracterización reológica del hidrogel se realizó con el reómetro rotacional UDS 

200 en conjunto con diferentes geometrías de flujo, a saber, platos paralelos con lija, cilindros 

concéntricos y una geometría de propela en copa. La resolución de la torca en este reómetro 

es de 0.01 µNm, los valores de torca mínimo y máximo son de 0.1 µNm y 150 mNm, 

respectivamente, mientras que la rapidez de rotación se puede controlar de 10-4 hasta 1000 

rpm. 

 

3.3.1 Reometría de platos paralelos 

Previo a los experimentos de reo-VIP, el comportamiento reológico del hidrogel se 

estudió mediante la construcción de curvas de flujo usando una geometría de platos paralelos 

de acero inoxidable con diámetro de 50 mm. Con el propósito de suprimir el deslizamiento 

se pegó lija #150 (FANDELI) con un diámetro de partícula promedio de 92 μm sobre la 

superficie de los platos. La muestra de hidrogel, de aproximadamente 2.5 mL, se colocó en 

el espacio entre los platos utilizando una cuchara. Posteriormente, el plato superior se llevó 

lentamente hasta una altura de 1.05 mm entre los platos, en la cual se retiró el exceso de 

muestra utilizando una espátula pequeña. Posteriormente, el plato superior se llevó a la 

posición de medición de 1 mm de distancia entre las placas. Para disminuir los efectos de 

evaporación del solvente, la vecindad de la superficie libre de la muestra se cubrió con un 

papel húmedo. Los experimentos se llevaron a cabo a una temperatura de 25±0.5 °C, la cual 

se controló utilizando un sistema para el control de temperatura (TC 20 Temperature Control 

Unit, Paar Physica). Las curvas de flujo con platos paralelos se obtuvieron a partir de rampas 

de esfuerzo, las cuales se construyeron controlando el esfuerzo de corte en el intervalo de 1-
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100 Pa. Para ello, se incrementó el esfuerzo paso a paso de tal manera que se obtuvieron 60 

puntos. El intervalo de tiempo entre puntos fue de 20 segundos para asegurar que las 

mediciones se realizaran en estado estacionario. Una vez alcanzado el estado estacionario 

para cada condición de flujo se registró el valor correspondiente de la rapidez de corte. A 

partir de las curvas de flujo resultantes se obtuvieron las propiedades reológicas del hidrogel 

de acuerdo con lo reportado en la literatura [López-Durán (2013); Rangel-Olivares (2014); 

Ortega-Avila (2015); Medina-Bañuelos (2017); Siles-Guevara (2018)]. 

 

3.3.2 Reometría de cilindros concéntricos 

La caracterización reológica del hidrogel en flujo de Couette se llevó a cabo empleando 

cada una de las celdas de flujo que se describieron en la sección 3.2. En este caso el volumen 

de muestra (21.2, 49.6, 48.2 y 369 mL para las celdas con κ=0.933, 0.74, 0.75 y 0.33, 

respectivamente) se colocó en el cilindro externo o copa correspondiente y entonces el 

cilindro interno se llevó lentamente hasta la posición de medida, de tal manera que la muestra 

quedó en el espacio entre los cilindros concéntricos. Para evitar los efectos de evaporación 

de la muestra, la copa se llenó en cada caso hasta una altura de 7 cm, es decir 1.4 cm 

aproximadamente por encima de la superficie superior del cilindro interno. Para el control de 

temperatura, la muestra se mantuvo en un baño maría a 25±0.1 °C previo a su caracterización 

reológica usando un recirculador (9101, PolyScience). Además, la temperatura del 

laboratorio se mantuvo a 25±1 °C durante la realización de los experimentos. Las curvas de 

flujo con cilindros concéntricos se construyeron de la misma forma que las obtenidas usando 

la geometría de platos paralelos, es decir, mediante rampas de esfuerzo en el intervalo de 1-

100 Pa. Las mediciones se llevaron a cabo en estado estacionario y el análisis de los datos se 

realizó de acuerdo con lo reportado en la literatura [López-Durán (2013); Rangel-Olivares 

(2014); Ortega-Avila (2015); Medina-Bañuelos (2017); Siles-Guevara (2018)]. En este caso, 

se realizaron mediciones de reo-VIP mediante el acoplamiento de la técnica de VIP a las 

diferentes celdas de Couette y a la geometría de propela en copa. 
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3.4 Velocimetría por imágenes de partículas 

La velocimetría por imágenes de partículas es una técnica que permite determinar 

mapas de velocidad en tiempo real en una región de interés del flujo. En esta técnica un fluido 

transparente se siembra con partículas trazadoras en concentraciones tales que no afecten el 

comportamiento reológico del fluido. Las partículas deben tener una densidad similar a la del 

fluido, deben de ser lo suficientemente grandes para dispersar la luz, de tal manera que dicha 

luz se pueda capturar por la cámara CCD, y suficientemente pequeñas para que no perturben 

el flujo y puedan moverse con la misma velocidad que el fluido [Raffel et al. (2007)]. Las 

partículas que comúnmente se usan en los experimentos de VIP son de forma esférica con un 

diámetro entre 0.1 y 50 μm. Además, las partículas deben ser químicamente inertes, no 

tóxicas y no corrosivas [Durst et al. (1981); van de Hulst (1981)]. 

El estudio de la cinemática de flujo del fluido modelo con esfuerzo de cedencia en flujo 

de Couette se realizó utilizando un sistema de velocimetría por imágenes de partículas en dos 

dimensiones de Dantec Dynamics. El sistema de VIP que se utilizó consiste en una cámara 

CCD HiSense MKII de alta velocidad y 72% de sensibilidad al verde (λ=532 nm) con una 

resolución de 1344 píxeles x 1024 píxeles, en dos láseres Nd:YAG acoplados de 50 mJ (±4%) 

con una longitud de onda λ=532 nm y el software DynamicStudio 2015a para adquisición y 

procesamiento de imágenes. 

En el equipo de velocimetría por imágenes de partículas utilizado en este trabajo, dos 

láseres se pulsan en diferentes tiempos para emitir dos haces de luz consecutivos, ambos con 

una duración de aproximadamente 3 a 5 ns. Los haces de luz se hicieron pasar a través de 

una lente cilíndrica para formar hojas o planos de luz con un espesor promedio de 3.5 mm 

inicialmente. El espesor de las hojas de luz se disminuyó hasta 1000 μm aproximadamente 

empleando una lente biconvexa con una longitud focal de 20 cm. Posteriormente, las hojas 

de luz se utilizaron para iluminar la región del flujo de interés, en este caso, el plano rθ 

formado por la dirección del gradiente de velocidades y la dirección del flujo. La luz 

dispersada por las partículas previamente sembradas en el fluido es capturada por la cámara 

CCD, la cual se colocó perpendicularmente al plano rθ. Como la cámara CCD está 

sincronizada con los láseres, se obtiene una imagen de la luz dispersada por las partículas 

trazadoras cada vez que se pulsa el láser. Una vez obtenidas dos imágenes consecutivas, éstas 
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se correlacionan entre sí aplicando el tratamiento de correlación adaptiva para obtener un 

mapa de desplazamientos promedio y, posteriormente, conociendo el tiempo entre pulsos, se 

obtiene el mapa de velocidades promedio correspondiente. Finalmente, con el propósito de 

incrementar la resolución espacial, a la cámara CCD se le acopló un microscopio de distancia 

focal variable (InfiniVar CFM-2/S, Infinity). En la sección 3.5 se describe detalladamente el 

procedimiento seguido para la adquisición y el análisis de las imágenes.  

 

3.4.1 Velocimetría por imágenes de partículas usando diferentes 

celdas de flujo de Couette 

En la figura 3.1 se muestra una representación esquemática de la configuración 

experimental de reo-VIP con la geometría de cilindros concéntricos. Los datos de VIP se 

tomaron en el plano rθ localizado en una posición axial lo suficientemente lejos tanto de la 

superficie libre del hidrogel como del fondo de la geometría, es decir aproximadamente 5 

mm por encima de la superficie de la sección cónica del cilindro interno, con el propósito de 

hacer despreciables los efectos de extremos. 

Las imágenes tomadas con el sistema de VIP cubrieron un área aproximada de 0.00260 

m x 0.00198 m, 0.01080 m x 0.00822 m y 0.03022 m x 0.02303 m resultando resoluciones 

espaciales de 15.5 μm, 66.5 μm y 183 μm para las diferentes celdas de Couette con espacios 

anulares de 1 mm, 4.65 mm y 28.5 mm, respectivamente. Dichas áreas cubrieron en su 

totalidad la región de flujo de interés entre los cilindros concéntricos. Los perfiles de 

velocidad se obtuvieron bajo condiciones de torca, M, controlada una vez alcanzado el estado 

estacionario. Para ello, se aplicaron diferentes valores de torca sobre el cilindro interno, los 

cuales se incrementaron lenta y gradualmente en forma de rampa, mientras simultáneamente 

se midió la velocidad angular correspondiente, ωi. Es importante mencionar en este punto, 

que el uso de la técnica de velocimetría por imágenes de partículas acoplada a la geometría 

de cilindros concéntricos para analizar el flujo de fluidos viscoplásticos ya ha sido validado 

por Medina-Bañuelos (2017) usando un fluido newtoniano, glicerina (Drogueria 

Cosmopolita). Para ello, Medina-Bañuelos (2017) mostró que los perfiles de velocidad del 

fluido newtoniano obtenidos experimentalmente con la técnica de reo-VIP fueron 

consistentes con los perfiles teóricos dados por la ecuación (2.5). 
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Figura 3.1. Representación esquemática del acoplamiento de la técnica de VIP a la 

geometría de cilindros concéntricos. 

 

3.4.2 Velocimetría por imágenes de partículas usando una 

geometría de propela en copa 

En la figura 3.2 se muestra un esquema de la configuración experimental de reo-VIP, 

en la que se puede apreciar el acoplamiento del sistema de VIP a una geometría de propela 

en copa. Esta geometría consiste en una propela de acero inoxidable con 6 palas rectas de 

radio RV=11 mm y altura L=16 mm, la cual fue sumergida en una copa de vidrio de 

borosilicato de radio R=15 mm. La altura del fondo de la copa hasta la parte inferior de la 

propela fue de 15 mm, y la copa se llenó con hidrogel hasta una altura de 7 cm. En este caso 

los datos de VIP se tomaron localizando el plano rθ en la altura media de la propela, es decir 

en z=L/2, para asegurar que los efectos de extremos fueran despreciables. Las imágenes 

tomadas cubrieron un área de 15.8x12.1 mm2 resultando una resolución espacial de 66.5 μm 

aproximadamente. Dicha región cubrió una rebanada entre dos palas adyacentes y se extendió 
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desde la copa hasta una posición radial localizada a 5.9 mm medida desde el eje de la propela, 

comprendiendo por completo la región anular entre las puntas de la propela y la copa, así 

como una porción en el interior de dos palas adyacentes (ver zum del plano rθ en la figura 

3.2). Los perfiles de velocidad se obtuvieron en estado estacionario bajo condiciones de torca 

controlada y midiendo simultáneamente la velocidad angular de la propela, ωV. 

 

Figura 3.2. Representación esquemática del acoplamiento de la técnica de VIP a la 

geometría de propela en copa. 

 

3.5 Adquisición y análisis de imágenes 

El sistema de VIP de Dantec Dynamics que se empleó en este trabajo para la 

adquisición de imágenes cuenta con dos modos de operación, a saber, el modo de adquisición 

de una imagen y el modo de imagen doble. El primero se utilizó para tomar imágenes de 

condiciones de flujos lentos y el segundo para flujos rápidos. En el modo de una imagen el 

láser se hace pulsar repetidamente en intervalos de tiempo, Δt, iguales. Por su parte, en el 
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modo de imagen doble el láser es pulsado dos veces en el intervalo de tiempo Δt requerido, 

y posteriormente este par de pulsos se repite con una frecuencia de 6.1 Hz, es decir cada 0.16 

s aproximadamente, hasta obtener la cantidad de pares de imágenes deseadas. En el modo de 

imagen simple el tiempo entre pulsos se podía variar desde 0.08264 hasta 20 s, mientras que 

en el modo de imagen doble el intervalo de tiempo entre pulsos podía ajustarse desde 50 μs 

hasta 81680 μs, siendo 6.1 Hz la frecuencia más alta en la cual cada par de pulsos podía 

repetirse. Así, dependiendo de la velocidad máxima esperada del fluido, vmax, la cual se 

calculó a partir de la velocidad angular del cilindro interno, vmax=ωiRi, o de la propela, 

vmax=ωVRV, medidas por el reómetro, se determinó el tiempo entre pulsos requerido para una 

determinada condición de flujo usando la siguiente expresión: 

 
4
int p

max

N d S
t

v
   (3.1) 

Donde 𝑁𝑖𝑛𝑡 es la longitud en píxeles del área de interrogación en la dirección del flujo, 𝑑𝑝 es 

el tamaño de los píxeles con unidades en m/píxeles, S es el factor de escala que relaciona el 

tamaño real con el tamaño en pixeles que tiene la imagen. Por lo tanto, dependiendo del 

tiempo entre pulsos, se selecciona el modo de operación apropiado para la captura de las 

imágenes. 

Una vez capturadas las imágenes, 100 para flujos lentos o 50 pares de imágenes para 

flujos rápidos, se seleccionó la región de interés en cada imagen capturada (ROI, por sus 

siglas en inglés). Posteriormente, del grupo de imágenes capturadas se obtuvo una imagen 

promedio, la cual se substrajo de cada imagen para eliminar el fondo o ruido e incrementar 

el contraste de éstas. Enseguida, cada imagen se dividió en pequeñas regiones de 

interrogación con dimensiones de 128 píxeles x 32 píxeles. El patrón de intensidades de la 

luz dispersada por las partículas localizado en una región de interrogación de la imagen 1 se 

correlacionó con su correspondiente en la imagen 2 aplicando el tratamiento de correlación 

adaptiva. Haciendo lo mismo para todas las regiones de interrogación se obtuvieron los 

mapas de vectores de desplazamiento y velocidad promedio, respectivamente. Para 

multiplicar el número de vectores de velocidad hasta por cuatro, se utilizó un traslape 

horizontal y vertical del 75% durante el proceso de correlación maximizando la información 

de cada par de imágenes. Así, se obtuvieron 50 mapas de velocidad para cada condición de 
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flujo, los cuales fueron post-procesados aplicando el tratamiento de filtrado promedio con el 

propósito de reemplazar los vectores erróneos que pudieron haber sido calculados durante la 

correlación, dado el caso, dichos vectores se reemplazaron por el promedio de sus vecinos 

mediante interpolación. Finalmente, se obtuvo el promedio temporal de los 50 mapas de 

vectores calculados y su desviación estándar correspondiente. 
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4.1 Reometría del hidrogel empleando una geometría de Couette con 

superficies diferentes 

En la figura 4.1 se muestra la curva de flujo del hidrogel obtenida con la celda de 

Couette (κ=0.74) que se construyó con un cilindro interno con superficie hidrofóbica y uno 

externo con superficie hidrofílica, junto con la curva de flujo obtenida usando la geometría 

de platos paralelos con lija. A esta última curva se le ajustó el modelo de Herschel-Bulkley 

dando como resultado los siguientes parámetros reológicos para el hidrogel τy=28.8 Pa, 

m=5.75 Pa·sn y n=0.42 cuyo error en el esfuerzo de cedencia fue de aproximadamente el 

3%. 

 

Figura 4.1. Curvas de flujo del hidrogel obtenidas en la celda de Couette con κ=0.74 y con 

la geometría de platos paralelos con lija. La línea continua representa el ajuste del modelo 

de Herschel-Bulkley a la curva de flujo obtenida con los platos paralelos con lija, mientras 

que la línea horizontal discontinua indica el valor del esfuerzo de cedencia. 

 

En la figura 4.1 puede verse claramente que las curvas de flujo obtenidas con la celda 

de Couette y con los platos paralelos difieren significativamente entre ellas para valores del 

esfuerzo de corte menores que el de cedencia (τrθ<τy). Se observa que los valores de la rapidez 



64 
 

de corte obtenidos con la celda de Couette son más altos que los obtenidos con la geometría 

de platos paralelos con lija para τrθ<τy, lo cual puede ser atribuido al deslizamiento que ocurre 

en la celda de Couette. Además, se encontró que el uso de una superficie rugosa apropiada, 

como la de las lijas utilizadas en la geometría de platos paralelos, ayuda a suprimir el 

deslizamiento, hecho que se corroborará en la sección 4.3. Sin embargo, el uso de superficies 

rugosas puede causar algunos problemas con respecto a la obtención de las propiedades 

reológicas del fluido, como por ejemplo conducir a valores imprecisos en el cálculo de las 

variables dinámicas, así como a la fractura de la muestra o a la aparición de bandas de corte 

a través del espacio entre las superficies de corte, como se ha reportado para las suspensiones 

de partículas rígidas [Aral and Kalyon (1994); Kalyon (2005)]. Además, aún puede ocurrir 

el deslizamiento si la rugosidad de la superficie de corte no es la apropiada [Aral and Kalyon 

(1994)]. Por lo anterior, en este trabajo se estudió la cinemática del flujo de Couette del 

hidrogel de Carbopol® 940 en la geometría de cilindros concéntricos usando la técnica de 

reo-VIP. 

 

4.2 Perfiles de velocidad del hidrogel en una geometría de Couette con 

superficies diferentes 

En la figura 4.2 se muestran los perfiles de velocidad, vθ=vθ(r), del hidrogel obtenidos 

en la sección anular de la celda de Couette con superficies distintas y razón de radios κ=0.74, 

para valores del esfuerzo de corte en el cilindro interno, τiw, menores que 21 Pa. Se observa 

que, para todos los casos, la velocidad del fluido es una función lineal y creciente de la 

posición radial cuya pendiente es la velocidad angular, ωf. Por lo tanto, para las condiciones 

de flujo que se muestran en la figura 4.2, de acuerdo con la ecuación (2.3), el valor de la 

rapidez de corte es cero, lo cual implica que no existe flujo de corte y que todo el fluido se 

comporta como un sólido en rotación. Este comportamiento muestra claramente que el fluido 

tiene un esfuerzo de cedencia, el cual no ha sido rebasado para estas condiciones de flujo. 
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Figura 4.2. Perfiles de velocidad del hidrogel en la celda de Couette con κ=0.74 para 

condiciones de flujo tales que τiw<30 Pa. Las flechas en la figura indican la magnitud de vsi 

y vso para τiw=14.55 y 4.95 Pa, respectivamente. Las barras de error representan la 

desviación estándar del promedio temporal de 50 perfiles de velocidad. 

 

Por otra parte, en la figura 4.2 también puede verse que la velocidad del fluido en el 

cilindro externo, vθ(Ro), es diferente de cero, lo cual evidencia la presencia del deslizamiento 

en dicho cilindro. Además, se encontró que la velocidad del fluido en el cilindro interno 

vθ(Ri), es diferente a la velocidad del propio cilindro ωiRi, lo cual indica que el deslizamiento 

también ocurrió en la pared del cilindro interno. La magnitud de las flechas en las figuras 4.2 

a 4.4 representa la diferencia de velocidades entre el fluido adyacente a cada cilindro y el 

cilindro correspondiente para algunas condiciones de flujo, dicha diferencia se conoce como 

velocidad de deslizamiento y se denota por vsi y vso según se trate de deslizamiento en la 

pared interna o externa, respectivamente. Nótese que de acuerdo con esta definición vsi es 

negativa y vso es positiva [ver ecuaciones (2.8) y (2.9)]. Vale la pena mencionar que los 

perfiles de velocidad de la figura 4.2 ocurren debido a la presencia del deslizamiento en la 

pared y son similares a los reportados por Pérez-González et al. (2012) y Ortega-Ávila et al. 

(2016) para el flujo de fluidos con esfuerzo de cedencia a través de geometrías de capilar y 
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ánulo en presencia de deslizamiento, respectivamente. A los perfiles de velocidad reportados 

por dichos autores se les conoce como flujo tapón. 

En la figura 4.3 se muestran los perfiles de velocidad para τiw>30 Pa. En este caso 

ocurrió un cambio en la forma de los perfiles de velocidad en una región cercana al cilindro 

interno, en la cual la velocidad del fluido disminuye de manera aproximadamente hiperbólica 

hasta la posición radial de cedencia Ry, más allá de dicha posición la velocidad del fluido 

tiende a incrementar de manera lineal como en el caso de la figura 4.2. 

 

Figura 4.3. Perfiles de velocidad del hidrogel en la celda de Couette con κ=0.74 para 30 Pa 

<τiw<50 Pa. La línea vertical punteada indica la posición Ry para τiw=35.72 Pa. Las flechas 

en la figura representan la magnitud de vsi y vso para τiw=35.72 y 31.47 Pa, respectivamente. 

Las barras de error representan la desviación estándar del promedio temporal de 50 perfiles 

de velocidad. 

 

Así, los perfiles de la figura 4.3 muestran claramente que el esfuerzo de cedencia del 

fluido ha sido rebasado en la región comprendida entre el cilindro interno y Ry, esto implica 

la presencia de flujo cortante en dicha región. Sin embargo, más allá de Ry se aprecia el flujo 

tapón. Nótese, que a medida que τiw aumenta, Ry se desplaza hacia el cilindro externo 
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haciendo que el flujo tapón, comprendido en la región Ry<r<Ro, tienda a desaparecer, lo cual 

es un comportamiento típico de los fluidos con esfuerzo de cedencia y está de acuerdo con la 

distribución del esfuerzo dada por la ecuación (2.2).  

Por otra parte, para valores de τiw > 50 Pa se observó que la velocidad del fluido 

disminuye de manera hiperbólica en toda la región anular, indicando que toda la muestra está 

sometida a flujo cortante y, por lo tanto, que el valor del esfuerzo de cedencia ha sido 

rebasado en todo el espacio anular (ver figura 4.4), y que existe deslizamiento en la pared 

para todas las condiciones de flujo estudiadas en esta celda de Couette. Es importante 

mencionar que para estos perfiles de velocidad Ry cae más allá del cilindro externo.  

 

Figura 4.4. Perfiles de velocidad del hidrogel en la celda de Couette con κ=0.74 para τiw>50 

Pa. La magnitud de las flechas en la figura indica la velocidad de deslizamiento vsi y vso para 

τiw=73.27 y 80.16 Pa, respectivamente. Las barras de error representan la desviación 

estándar del promedio temporal de 50 perfiles de velocidad. 

 

Aunque claramente los perfiles de velocidad de las figuras 4.2 a 4.4 muestran que los 

fluidos con esfuerzo de cedencia exhiben un comportamiento reológico complejo que incluye 

el deslizamiento del fluido en las superficies lisas de las geometrías de medición y que en 
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consecuencia dificulta el análisis de las curvas de flujo de este tipo de materiales, y por lo 

tanto la obtención de sus parámetros reológicos (ver figura 4.1), en particular, los perfiles de 

las figuras 4.3 y 4.4 pueden utilizarse para obtener tanto el esfuerzo de cedencia como la 

viscosidad del fluido independientemente del deslizamiento. En la siguiente sección se 

presentan algunos métodos para el cálculo de las propiedades reológicas del hidrogel. Por 

otra parte, el análisis del efecto del tipo de superficie y el de la razón de radios sobre el 

deslizamiento se discuten detalladamente en secciones posteriores. 

 

4.3 Cálculo del esfuerzo de cedencia del hidrogel a partir de los perfiles 

de velocidad 

Para continuar con el análisis de los perfiles de velocidad del hidrogel obtenidos en la 

celda de Couette con κ=0.74, el esfuerzo de cedencia se calculó a partir de los perfiles de la 

figura 4.3 empleando el método propuesto por Pérez-González et al. (2012) y López-Durán 

et al. (2013). Este método consiste en determinar la posición Ry, dentro de la región anular, 

en esta posición el valor de la rapidez de corte es igual a cero. Así, Ry se localiza donde la 

primera derivada del perfil de velocidad angular es cero (ver ecuación (2.3)). Una vez 

encontrada tal posición, el esfuerzo de cedencia se puede conocer evaluando la ecuación (2.2) 

en la posición Ry para obtener: 

 

2

i
y Ri

y

R

R
 

 
=   

 
 (4.1) 

En la figura 4.5 se muestra la primera derivada del perfil de velocidad angular, 

d(vθ/r)/dr, la cual se calculó utilizando el método de las diferencias centrales finitas, para una 

condición de flujo en la que el esfuerzo de corte aplicado en el cilindro interno fue de 

τiw=35.72 Pa. En la figura se muestra que la derivada tiene un valor de cero para Ry=0.0155 

m, el cual, de acuerdo con la ecuación (4.1) da como resultado un valor del esfuerzo de 

cedencia de 28.12 Pa. 
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Figura 4.5. Primera derivada del perfil de la velocidad angular, d(vθ/r)/dr, para un esfuerzo 

de corte en el cilindro interno de τiw=35.72 Pa. La línea punteada vertical indica la posición 

Ry. Las barras de error representan la desviación estándar del promedio de la primera 

derivada obtenido de 50 perfiles de velocidad. 

 

El procedimiento descrito en el párrafo anterior se realizó para cinco condiciones de 

flujo, en las cuales la posición de cedencia cayó dentro de la región anular y se obtuvo un 

valor promedio de 26.9±1.9 Pa para el esfuerzo de cedencia. Por otra parte, los perfiles de 

las figuras 4.3 y 4.4 también fueron utilizados para calcular la rapidez de corte como una 

función de la posición radial a partir de la ecuación (2.3). Los valores de la rapidez de corte 

obtenidos se graficaron contra el esfuerzo de corte de acuerdo con la ecuación (2.2) para 

construir la curva de flujo real del hidrogel y libre de deslizamiento, ésta se representa en la 

figura 4.6 por los círculos rellenos y se compara con las curvas de flujo obtenidas con las 

geometrías de platos paralelos con lija y de cilindros concéntricos. 

En la figura 4.6 se observa que la curva de flujo real obtenida mediante reo-VIP se 

superpone con la obtenida con los platos paralelos con lijas, lo cual indica que el uso de estas 

superficies rugosas fue suficiente para suprimir el deslizamiento. Lo anterior junto con los 
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perfiles de velocidad demuestran claramente que la curva de flujo obtenida con los cilindros 

concéntricos está afectada por el deslizamiento. Nótese también que el modelo de Herschel-

Bulkley, incluido en la figura 4.6, se ajustó adecuadamente a la curva de flujo real del 

hidrogel, y que mediante el ajuste de tal modelo se obtuvo un valor del esfuerzo de cedencia 

de 26.80±0.49 Pa, el cual es consistente con el obtenido a partir de los perfiles de velocidad 

y con el obtenido a partir del ajuste del modelo de Herschel-Bulkley a la curva de flujo 

construida con los platos paralelos con lija, lo cual válida las mediciones de VIP realizadas 

en la geometría de Couette. 

 

Figura 4.6. Curva de flujo real del hidrogel reconstruida a partir de los perfiles de velocidad 

en la celda de Couette con κ=0.74 (círculos rellenos) y las curvas de flujo obtenidas en las 

geometrías de platos paralelos con lija y de cilindros concéntricos, estrellas y círculos 

huecos, respectivamente. La línea continua representa el ajuste del modelo de Herschel-

Bulkley a la curva de flujo real del hidrogel, mientras que la línea horizontal discontinua 

indica el valor del esfuerzo de cedencia. 
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4.4 Efecto del tipo de superficie sobre el deslizamiento del hidrogel en la 

pared 

En la figura 4.7 se muestran los valores absolutos de la velocidad de deslizamiento, vsi 

y vso, obtenidos en la celda de Couette con superficies diferentes y razón de radios κ=0.74 

como una función de τw. Es importante recalcar que para el caso en el cual el cilindro interno 

rota mientras el externo se mantiene fijo el valor de vsi es negativo mientras que el de vso es 

positivo, de acuerdo con la definición de velocidad de deslizamiento, ecuaciones (2.8) y (2.9). 

 

Figura 4.7. Velocidad de deslizamiento del hidrogel como función del esfuerzo de corte en 

la pared. Las líneas sólida y discontinua indican un ajuste de ley de potencia a los datos 

experimentales para vso y vsi, respectivamente. La línea punteada indica el valor del esfuerzo 

de cedencia. Las barras de error representan la desviación estándar del promedio de la 

velocidad de deslizamiento obtenida de 50 perfiles de velocidad. 

 

En la figura 4.7 se observa que las magnitudes de vsi y vso siguen tendencias diferentes 

y que |vsi|<|vso| para τiw<50 Pa, aproximadamente. Esto último puede ser atribuido al 

comportamiento como el de un sólido en rotación que exhibe el fluido siempre y cuando el 

esfuerzo de cedencia no sea superado en el cilindro externo. Además, se observó que para 
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todo el intervalo de esfuerzos los mecanismos de deslizamiento que actúan en ambos 

cilindros son diferentes debido a las propiedades hidrofóbicas e hidrofílicas de los cilindros 

interno y externo, respectivamente. Nótese también, que la velocidad de deslizamiento es una 

función creciente del esfuerzo de corte, lo cual está en contraste con lo reportado por 

Marchesini et al. (2015), quienes señalaron que la velocidad de deslizamiento tiende a cero 

cuando se incrementa el esfuerzo de corte en la pared. Por otra parte, también se sabe de la 

existencia de la capa de Vand [Vand (1948)], por lo que el hecho de que los valores absolutos 

de la velocidad de deslizamiento medidos en el cilindro externo sean más altos que en el 

interno se puede atribuir a la formación de una capa de solvente adyacente al cilindro externo 

con un espesor mayor que el de la formada en el interno, debido a las características 

hidrofílicas del cilindro externo. 

Los resultados de la figura 4.7 acerca de la influencia que el tipo de superficie tiene 

sobre el deslizamiento, sugieren que el análisis del efecto que tiene la razón de radios sobre 

tal fenómeno se debe de llevar a cabo en geometrías de Couette cuyos cilindros, interno y 

externo, estén construidos con el mismo tipo de material. Así, las celdas de Couette 

construidas únicamente con vidrio de borosilicato y razones de radios κ=0.33, 0.75 y 0.93, 

respectivamente, se utilizaron para obtener perfiles de velocidad del hidrogel a diferentes 

condiciones de flujo y estudiar el efecto que tiene κ sobre el deslizamiento. En la siguiente 

sección se muestran algunos de los perfiles de velocidad obtenidos en estas tres celdas de 

Couette para el hidrogel y posteriormente en la sección 4.6 se presentan los datos de la 

velocidad de deslizamiento para las diferentes celdas como una función del esfuerzo de corte 

en la pared. 

 

4.5 Perfiles de velocidad del hidrogel en geometrías de Couette con 

razones de radios diferentes 

En la figura 4.8 se muestra un perfil de velocidad típico del hidrogel para la celda de 

Couette con el espacio anular más grande, es decir para κ=0.33. Como puede verse, el perfil 

de velocidad se caracteriza por la presencia de deslizamiento en ambos cilindros. En la figura 

se muestran los valores de las magnitudes de vsi y vso del hidrogel determinados cuando 

τiw=63.88 Pa.  
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Figura 4.8. Perfil de velocidad del hidrogel para τiw=63.88 Pa en la celda de Couette con 

κ=0.33. Los valores de vsi y vso para esta condición de flujo se encuentran en la figura y 

están representados por el tamaño de las flechas. 

 

Por otra parte, el perfil de velocidad de la figura 4.8 se encuentra graficado en términos 

de la velocidad angular, vθ(r)/r, junto con la distribución de esfuerzos, τrθ(r), en la figura 4.9. 

En dicha figura, se puede apreciar la coexistencia del flujo de corte y el movimiento como el 

de un sólido en rotación, lo cual se discutió de forma detallada en la sección 4.2. Además, de 

acuerdo con el método propuesto por Pérez-González et al. (2012) para el cálculo del 

esfuerzo de cedencia a partir de los perfiles de velocidad, la posición Ry, que se muestra en 

la figura 4.9, conduce a un valor del esfuerzo de cedencia del hidrogel de aproximadamente 

27 Pa, el cual es consistente con el valor de 26.9±1.9 Pa que se obtuvo previamente para el 

hidrogel. Así, los resultados mostrados en las figuras 4.8 y 4.9 junto con el valor obtenido 

para el esfuerzo de cedencia del hidrogel validan las mediciones de VIP que se realizaron en 

la geometría de Couette con el espacio anular más grande, κ=0.33.  
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Figura 4.9. Perfil de la velocidad angular, vθ(r)/r, del hidrogel para τiw=63.88 Pa. La línea 

continua es la distribución del esfuerzo de corte, τrθ(r), en la celda de Couette con κ=0.33. 

La línea punteada vertical indica el valor del esfuerzo de cedencia, τy=27 Pa. La magnitud 

de la flecha vertical indica la diferencia entre la velocidad angular del cilindro interno, ωi, 

y del fluido. 

 

En la figura 4.10 se muestran los perfiles de velocidad del hidrogel obtenidos en la 

celda de Couette con κ=0.93 para condiciones de flujo en las que el fluido se comporta como 

un sólido en rotación, τiw<τy, y para otras en las que solo existe flujo de corte, τow>τy. Como 

era de esperarse debido al espacio anular pequeño, todos los perfiles de velocidad se 

caracterizan por la presencia de deslizamiento en ambos cilindros de la geometría de Couette. 

Para cada una de las celdas de Couette con κ=0.33, 0.75 y 0.93 se obtuvieron entre 13 y 15 

perfiles de velocidad y para todos ellos se observó deslizamiento en ambos cilindros en el 

intervalo de esfuerzos de 1-100 Pa, correspondiente a velocidades angulares del cilindro 

interno entre 0.009 y 24 rad/s. Esto indica claramente que el deslizamiento prevalece tanto 

en espacios anulares grandes como en pequeños, y que por lo tanto el hecho de utilizar 

geometrías de Couette con espacios anulares grandes no suprime el deslizamiento como se 

ha sugerido por algunos autores. A continuación, se presenta el análisis de los datos de la 
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velocidad de deslizamiento que se colectaron en las celdas de Couette con valores de κ 

diferentes. 

 

Figura 4.10. Perfiles de velocidad del hidrogel en la celda de Couette con κ=0.93 para 

esfuerzos de corte en la pared en el intervalo 15<τiw<47 Pa. La magnitud de las flechas 

indica la velocidad de deslizamiento vsi y vso para τiw=38.82 y 22.65 Pa, respectivamente. 

Las barras de error representan la desviación estándar del promedio temporal de 50 perfiles 

de velocidad. 

 

4.6 Efecto de la razón de radios κ sobre el deslizamiento del hidrogel en 

la pared 

Varios investigadores han reportado que los parámetros de deslizamiento para los 

fluidos con esfuerzo de cedencia dependen de la existencia de flujo de corte o tipo tapón en 

la pared [Yaras et al. (1994); Aktas et al. (2014); Ortega-Ávila et al. (2016)]. Por lo tanto, es 

importante separar los datos de la velocidad de deslizamiento asociados a estas dos 

condiciones de flujo. 
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En la figura 4.11 se encuentran graficados los valores absolutos de la velocidad de 

deslizamiento como función del esfuerzo de corte en la pared para condiciones de flujo en 

las que el fluido se comportó como un sólido en rotación adyacente tanto al cilindro interno 

como al externo, es decir cuando τiw<27 Pa y cuando τow<27.  

 

Figura 4.11. Velocidad de deslizamiento del hidrogel en función del esfuerzo de corte en la 

pared cuando τiw y τow son menores que τy. La línea continua, discontinua y de puntos 

representan el mejor ajuste de ley de potencias a los datos. β=1.2x10-5, 6.94x10-6 y 5.2x10-5 

m/Pasbs y sb=1.86, 2.11 y 1.45 para κ=0.93, 0.75 y 0.33, respectivamente. Las barras de 

error representan la desviación estándar del promedio de la velocidad de deslizamiento 

obtenido a partir de 50 perfiles de velocidad. 

 

En tal figura se observa, como se esperaba, que la velocidad de deslizamiento es una 

función creciente del esfuerzo de corte en la pared y que los datos se ajustan adecuadamente 

a una ecuación del tipo de ley de potencias, 𝑣𝑠 = 𝛽𝜏𝑤𝑠𝑏 . La línea continua, discontinua y de 

puntos en la figura 4.11 representan el mejor ajuste de los datos a una ecuación de potencia 

para κ=0.93, 0.75 y 0.33, respectivamente. A partir del ajuste se encontró que los parámetros 
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β y sb que mejor describen el deslizamiento del hidrogel cuando éste se comporta como un 

sólido en rotación adyacente a los cilindros son: β=1.2x10-5, 6.94x10-6 y 5.2x10-5 m/Pasbs y 

sb=1.86, 2.11 y 1.45 para κ=0.93, 0.75 y 0.33, respectivamente. 

 

Figura 4.12. Velocidad de deslizamiento del hidrogel en función del esfuerzo de corte en la 

pared cuando τiw y τow son mayores que τy. La línea continua, discontinua y de puntos indican 

el mejor ajuste de ley de potencias a los datos. β=4.12x10-6, 7.86x10-5 y 2.74x10-8 m/Pasbs y 

sb=2.09, 1.24 y 3.74 para κ=0.93, 0.75 y 0.33, respectivamente. Las barras de error 

representan la desviación estándar del promedio de la velocidad de deslizamiento obtenido 

a partir de 50 perfiles de velocidad. 

 

Por otra parte, en la figura 4.12 se muestran los valores absolutos de la velocidad de 

deslizamiento versus el esfuerzo de corte para τiw y τow mayores que 27 Pa. Nuevamente se 

observó que la velocidad de deslizamiento es una función creciente del esfuerzo de corte y 

que los datos se pueden ajustar por una ecuación de ley de potencias. Además, se encontró 

que los valores de los parámetros β y sb que mejor describen el deslizamiento del hidrogel 

cuando éste se encuentra sometido a flujo cortante, ya sea adyacente al cilindro interno o al 

externo, son β=4.12x10-6, 7.86x10-5 y 2.74x10-8 m/Pasbs y sb=2.09, 1.24 y 3.74 para κ=0.93, 
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0.75 y 0.33, respectivamente. Nótese que los parámetros de deslizamiento son afectados 

significativamente por la razón de radios κ, tanto para condiciones de flujo en las cuales el 

fluido adyacente a los cilindros se comporta como sólido en rotación como para aquéllas en 

las que ocurre flujo de corte. Puesto que los cilindros se construyeron del mismo material, lo 

anterior se puede atribuir principalmente a los diferentes niveles de esfuerzos que 

experimenta el fluido en cada celda de Couette y en consecuencia a los diferentes 

comportamientos que éste exhibe para valores del esfuerzo de corte por debajo y por encima 

de su esfuerzo de cedencia. 

Aunque no se observó una tendencia clara de los parámetros de deslizamiento como 

función de la razón de radios, lo cual deja una brecha abierta para futuras investigaciones, 

los datos del deslizamiento del hidrogel mostrados en las figuras 4.11 y 4.12 junto con las 

mediciones de torca y de velocidad angular colectados en estas tres celdas de Couette pueden 

ser utilizados para probar la validez de las ecuaciones (2.17) a (2.22). Estas ecuaciones se 

pueden utilizar para obtener el esfuerzo de cedencia de fluidos viscoplásticos en flujo de 

Couette con deslizamiento. A continuación, se presentan detalladamente los métodos 

utilizados para el cálculo del esfuerzo de cedencia del hidrogel asociados con las ecuaciones 

(2.17) a (2.22) para κ=0.93, 0.75 y 0.33. 

 

4.7 Determinación del esfuerzo de cedencia del hidrogel a partir de los 

datos de velocidad de deslizamiento 

Una vez obtenidas las velocidades y los parámetros de deslizamiento en cada una de 

las celdas de Couette para τiw y/o τow menores que τy, como se discutió en la sección 2.2, las 

ecuaciones (2.20) a (2.22) se pueden utilizar para determinar su esfuerzo de cedencia. En la 

figura 4.13 se muestran los valores de los esfuerzos de corte τiw y τow calculados usando las 

ecuaciones (2.21) y (2.22), respectivamente, y los obtenidos experimentalmente a partir de 

los datos de torca en la celda de Couette con κ=0.33 como una función de la velocidad 

angular del cilindro interno, ωi. Nótese que para esta celda β=5.2X10-5 m/Pasbs y sb=1.45. 
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Figura 4.13. Determinación del esfuerzo de cedencia del hidrogel a partir de las ecuaciones 

(2.21) y (2.22) en la celda de Couette con κ=0.33. 

 

En la figura 4.13 se aprecia que para τow<7 Pa, prácticamente no hay diferencia entre 

los valores de τow calculados con la ecuación (2.22) y los experimentales, indicando que el 

hidrogel se comporta como un sólido en rotación para esfuerzos de corte menores que 7 Pa. 

Por otra parte, también se observa que los valores de τiw experimentales y los calculados con 

la ecuación (2.21) se superponen entre sí hasta un valor de aproximadamente 27 Pa, pero 

difieren entre ellos significativamente para esfuerzos de corte mayores que dicho valor, lo 

cual sugiere que el hidrogel se comporta como un sólido en rotación para esfuerzos de corte 

por debajo de 27 Pa y que se encuentra sometido a flujo cortante para esfuerzos por encima 

de este valor crítico. Lo anterior es consistente con el perfil de velocidad mostrado en las 

figuras 4.8 y 4.9, así como con los perfiles de velocidad de las figuras 4.2 a 4.4, y sugiere que 

el esfuerzo de cedencia del hidrogel se encuentra alrededor de 27 Pa. 

De forma similar al método anterior, el esfuerzo de cedencia del hidrogel también se 

puede calcular si se conocen los valores de las velocidades de deslizamiento vsi y vso mediante 
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el uso de la ecuación (2.20). De acuerdo con esta ecuación, el esfuerzo de corte en la pared 

del cilindro interno es igual al de cedencia cuando los valores de ωi calculados teórica y 

experimentalmente se desvían entre sí. En las figuras 4.14a-c se encuentran graficados los 

valores experimentales de ωi en función del esfuerzo de corte en la pared junto con los valores 

de ωi predichos por la ecuación (2.20) para las tres celdas de Couette, es decir para κ=0.33, 

0.75 y 0.93, respectivamente.  

 
Figura 4.14. Determinación del esfuerzo de cedencia del hidrogel a partir de la ecuación 

(2.20) en las tres celdas de Couette: a) κ=0.33, b) κ=0.75 y c) κ=0.93. La línea vertical 

punteada indica el valor del esfuerzo de cedencia. 
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Figura 4.14. Determinación del esfuerzo de cedencia del hidrogel a partir de la ecuación 

(2.20) en las tres celdas de Couette: a) κ=0.33, b) κ=0.75 y c) κ=0.93. La línea vertical 

punteada indica el valor del esfuerzo de cedencia. 
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En general, en cada una de estas figuras puede verse que los valores de ωi 

experimentales y teóricos comienzan a desviarse entre sí para 25<τiw<30 Pa, indicando que 

el esfuerzo de cedencia del hidrogel se alcanza dentro de este intervalo. Así, de acuerdo con 

los resultados en las figuras 4.13 y 4.14, se obtuvo un valor promedio de 27±2 Pa, el cual 

está de acuerdo con el valor obtenido utilizando el método propuesto por Pérez-González et 

al. (2012), así como con el que consiste en ajustar la curva de flujo real del hidrogel 

reconstruida a partir de los perfiles de velocidad al modelo de Herschel-Bulkley, ambos 

descritos en las secciones 4.3 y 4.5. Lo anterior demuestra, que los métodos asociados con 

las figuras 4.13 y 4.14 para el cálculo del esfuerzo de cedencia de fluidos viscoplásticos, los 

cuales se describen por primera vez en este trabajo, se pueden utilizar de manera confiable si 

se conocen las velocidades y/o los parámetros de deslizamiento junto con los datos 

experimentales de torca y velocidad angular independientemente de la razón de radios de la 

geometría de Couette. 

Por otra parte, una vez que se obtuvo el valor del esfuerzo de cedencia, los datos 

experimentales de la velocidad angular, ωi, y la ecuación (2.19) se utilizaron para determinar 

los otros dos parámetros del modelo de Herschel-Bulkley utilizando el método de mínimos 

cuadrados. De esta forma se obtuvieron los valores de m=5.5 Pa‧sn y n=0.43 con τy=27 Pa. 

 

4.8 Comparación de las curvas de flujo reométricas y real del hidrogel 

para geometrías de Couette con valores de κ diferentes 

En la figura 4.15 se muestran las curvas de flujo del hidrogel obtenidas mediante 

mediciones reométricas en las celdas de Couette con razones de radios κ=0.33, 0.75 y 0.93, 

así como la reconstruida a partir de los datos de VIP o real y el modelo de Herschel-Bulkley 

con los parámetros reológicos que se calcularon usando los métodos asociados con las 

ecuaciones (2.19) a (2.22). En general, las curvas de flujo reométricas difieren 

significativamente entre ellas para esfuerzos de corte menores que el de cedencia. En la figura 

se observa que las curvas de flujo reométricas presentan valores de la rapidez de corte más 

altos que los de la real y que la rapidez de corte aumenta a medida que se incrementa el valor 

de κ, lo cual indica la presencia del deslizamiento en las celdas de Couette. Puesto que todos 

los cilindros de estas celdas están construidos con el mismo material, las diferencias que se 
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observan en estas curvas de flujo se deben a los diferentes valores de κ. En otras palabras, el 

uso de espacios anulares diferentes resulta en velocidades de deslizamiento distintas, como 

ocurre al cambiar el tipo de superficie (ver figuras 4.7, 4.11 y 4.12). Por otro lado, se observa 

que la curva de flujo reconstruida a partir de los perfiles de velocidad y el modelo de 

Herschel-Bulkley se encuentran en un buen acuerdo entre sí. Esto demuestra nuevamente que 

el esfuerzo de cedencia de fluidos viscoplásticos se puede determinar de acuerdo con los 

métodos asociados a las figuras 4.13 y 4.14 empleando celdas de Couette tanto con espacios 

anulares grandes como pequeños. 

 

Figura 4.15. Curvas de flujo reométricas del hidrogel y curva de flujo real reconstruida a 

partir de los perfiles de velocidad en las celdas de Couette con κ entre 0.33 y 0.93. La línea 

continua representa el modelo de Herschel-Bulkley. 

 

4.9 Perfiles de velocidad teóricos y experimentales del hidrogel en flujo 

de Couette con deslizamiento 

En las figuras 4.16a-c se comparan los perfiles de velocidad experimentales y los 

perfiles teóricos calculados usando las ecuaciones (2.17) y (2.18) para las celdas de Couette 
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con κ=0.33, 0.75 y 0.93. Para resolver las ecuaciones (2.17) y (2.18) se emplearon los 

parámetros reológicos del modelo de Herschel-Bulkley (τy=27 Pa, =5.5 Pa‧sn y n=0.43) y se 

utilizó el método de Romberg para resolver las integrales presentes en dichas ecuaciones. En 

las figuras 4.16a-c se puede apreciar que existe un buen acuerdo entre los perfiles 

experimentales y los teóricos para todas las celdas de Couette, es decir para κ=0.33, 0.75 y 

0.93. Lo anterior demuestra una vez más que las aproximaciones propuestas con base en el 

análisis del deslizamiento y en los datos experimentales de torca y velocidad angular se 

pueden utilizar de manera confiable para calcular los parámetros reológicos de fluidos de 

Herschel-Bulkley, así como para describir el flujo de Couette de fluidos viscoplásticos en 

presencia del deslizamiento, tanto para espacios anulares grandes como pequeños. 

 

Figura 4.16. Perfiles de velocidad del hidrogel, teóricos y experimentales, en flujo de 

Couette con deslizamiento para: a) κ=0.33, b) κ=0.75 y c) κ=0.93. Las líneas continuas 

representan a las ecuaciones (2.17) y (2.18), para τy=27 Pa, m=5.5 Pa‧sn y n=0.43. Las 

barras de error representan la desviación estándar del promedio temporal de 50 perfiles de 

velocidad. 
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Figura 4.16. Perfiles de velocidad del hidrogel, teóricos y experimentales, en flujo de 

Couette con deslizamiento para: a) κ=0.33, b) κ=0.75 y c) κ=0.93. Las líneas continuas 

representan a las ecuaciones (2.17) y (2.18), para τy=27 Pa, m=5.5 Pa‧sn y n=0.43. Las 

barras de error representan la desviación estándar del promedio temporal de 50 perfiles de 

velocidad. 



86 
 

Hasta este punto, se ha estudiado detalladamente la cinemática de flujo de un fluido 

modelo con esfuerzo de cedencia, un hidrogel de Carbopol® 940 al 0.12% p/p, en flujo de 

Couette con deslizamiento usando la técnica de velocimetría por imágenes de partículas. Se 

han presentado por primera vez algunos métodos que se basan en el análisis del 

deslizamiento, así como en las mediciones de torca y velocidad angular para calcular el 

esfuerzo de cedencia y determinar el comportamiento reológico de fluidos viscoplásticos 

para razones de radios κ en el intervalo de 0.33 a 0.93. En lo subsecuente se presenta el 

estudio del flujo de propela en copa de un fluido newtoniano y del propio hidrogel. 

 

4.10 Perfiles de velocidad de un fluido newtoniano en una geometría de 

propela en copa y su analogía de Couette 

En la figura 4.17 se muestran los perfiles de velocidad de un fluido newtoniano, glicerina, en 

la geometría de propela en copa junto con los perfiles teóricos calculados usando la analogía 

de Couette, es decir utilizando la ecuación (2.23), para valores de la velocidad angular de la 

propela, ωV, entre 0.67 y 11.45 rad/s. Puede verse que el fluido se comporta como un sólido 

en rotación solamente hasta una posición radial menor que el radio de la propela, lo cual 

indica claramente que Req≠RV. Además, se encontró que la posición en la cual se alcanza el 

máximo de la velocidad, Rmax, también es menor que RV, de hecho, se encontró que Rmax es 

aproximadamente igual al radio equivalente, Req=10 mm. Lo anterior indica que existe flujo 

en la región entre las palas. Es importante hacer notar que tanto la posición radial en la cual 

terminó el movimiento como el de un cuerpo rígido en rotación y la posición donde se alcanzó 

el máximo en la velocidad se mantuvieron constantes independientemente de las condiciones 

de flujo, es decir, del valor de ωV. 
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Figura 4.17. Perfiles de velocidad de un fluido newtoniano en la geometría de propela en 

copa para ωV (representada por la pendiente de las líneas discontinuas) entre 0.67 y 11.45 

rad/s. Las líneas discontinuas y punteadas verticales indican los valores de Req y RV, 

respectivamente. Las barras de error representan la desviación estándar del promedio 

temporal de 50 perfiles de velocidad. 
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Por otra parte, la velocidad del fluido en el espacio entre las puntas de las palas y la 

copa disminuyó proporcionalmente a 1/r2 como ocurriría entre dos cilindros concéntricos. 

En la figura 4.17 se puede observar también un buen acuerdo entre los perfiles de velocidad 

experimentales obtenidos en la geometría de propela en copa y los teóricos para un fluido 

newtoniano en flujo de Couette con Req=10 mm, estos resultados están de acuerdo con la 

analogía de Couette para el flujo de propela en copa de fluidos newtonianos y validan las 

mediciones de VIP realizadas en esta geometría. Por lo tanto, si Req se elige ya sea como la 

posición donde termina el movimiento como el de un cuerpo rígido o como Rmax, entonces 

de los resultados de la figura 4.17 se espera que Req sea constante para cualquier fluido 

newtoniano independientemente del valor de ωV, para una geometría de propela en copa dada. 

Esta observación establecería las bases para el uso de la geometría de propela en copa junto 

con la analogía de Couette en las mediciones de viscosidad de fluidos newtonianos. Sin 

embargo, existen métodos más sencillos para obtener la viscosidad de dichos fluidos que no 

requieren de la determinación de un radio equivalente, como por ejemplo el uso del propio 

reómetro de Couette. 

 

4.11 Perfiles de velocidad del hidrogel en una geometría de propela en 

copa y su analogía de Couette 

En la figura 4.18 se muestran perfiles de velocidad del hidrogel para algunos valores 

de ωV entre 0.014 y 0.076 rad/s (correspondientes a valores de torca M≤0.48 m-Nm en la 

propela) en la geometría de propela en copa. Se puede observar que los perfiles de velocidad 

no muestran ningún desarrollo del flujo ya sea en el espacio anular entre las puntas de las 

palas y la copa o entre las palas de la propela, y que la velocidad del fluido es una función 

lineal de la posición radial con pendiente ωV, es decir vθ(r)=rωV. Esto indica claramente que 

toda la muestra se comporta como un sólido en rotación y que el fluido tiene esfuerzo de 

cedencia, el cual aún no ha sido superado. Además, se observó que el fluido presenta 

deslizamiento en la pared de la copa, r=R. La flecha que se muestra en la figura 4.18 

representa la magnitud de la velocidad de deslizamiento del fluido en la copa, vs(R)=vso, para 

ωV =0.014 rad/s. Es importante resaltar que este comportamiento es similar al exhibido por 



89 
 

el hidrogel en flujo de Couette con deslizamiento para esfuerzos de corte menores que el de 

cedencia (ver figuras 4.2 y 4.16). 

 

Figura 4.18. Perfiles de velocidad del hidrogel en la geometría de propela en copa para ωV 

(representada por la pendiente de las líneas discontinuas) entre 0.014 y 0.076 rad/s. La línea 

continua representa la ecuación (2.25). La línea vertical punteada indica el valor de RV. Las 

barras de error representan la desviación estándar del promedio temporal de 50 perfiles de 

velocidad. 

 

Por otra parte, en la figura 4.19 se muestran perfiles de velocidad del hidrogel en la 

geometría de propela en copa para valores de ωV entre 0.48 y 25 rad/s (correspondientes a 

valores de torca M>0.48 m-Nm en la propela). En este caso, los perfiles exhibieron hasta tres 

zonas de flujo entre el eje de la propela y la copa: movimiento como el de un cuerpo rígido 

en una región dentro de las palas (zona I), seguida por el flujo de corte del hidrogel (zona II), 

la cual indica que el esfuerzo de cedencia del fluido ha sido superado hasta una posición 

radial Ry, la cual se conoce como la posición de cedencia, y en algunos casos flujo tapón 

adyacente a la pared de la copa (zona III). Nótese que en la figura 4.18a, Ry delimita las 

regiones donde el hidrogel se encuentra sometido a flujo de corte y donde se comporta como 
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un sólido en rotación, por lo tanto, el esfuerzo de corte en esta posición debe de ser igual al 

esfuerzo de cedencia del hidrogel, es decir que τrθ(Ry)=τy y que τrθ(r)<τy para r>Ry (véanse 

la figura 4.19a para ωV=1.70 rad/s y las figuras 4.5, 4.8 y 4.9 para el flujo de Couette del 

hidrogel). Más aún, nuevamente ocurrió deslizamiento en la copa para todas las condiciones 

de flujo, esto demuestra que la geometría de propela en copa no suprime el deslizamiento, lo 

cual se asume comúnmente cuando se utiliza esta geometría en las mediciones reométricas. 

Las flechas en las figuras 4.19a y 4.19b indican la magnitud de la velocidad de deslizamiento 

del hidrogel medida en la copa para ωV=0.48 y 25 rad/s, respectivamente. Nuevamente, este 

comportamiento se asemeja al exhibido por el hidrogel en flujo de Couette con deslizamiento 

para esfuerzos de corte por encima del esfuerzo de cedencia (véanse por ejemplo las figuras 

4.3 y 4.4). 

 

Figura 4.19. Perfiles de velocidad del hidrogel en la geometría de propela en copa para ωV 

(representada por la pendiente de las líneas discontinuas) entre a) 0.48 y 1.7 rad/s y b) 4 y 

25 rad/s. Las líneas discontinuas y punteadas verticales indican los valores de Rmax y RV, 

respectivamente. Las barras de error representan la desviación estándar del promedio 

temporal de 50 perfiles de velocidad. 
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Figura 4.19. Perfiles de velocidad del hidrogel en la geometría de propela en copa para ωV 

(representada por la pendiente de las líneas discontinuas) entre a) 0.48 y 1.7 rad/s y b) 4 y 

25 rad/s. Las líneas discontinuas y punteadas verticales indican los valores de Rmax y RV, 

respectivamente. Las barras de error representan la desviación estándar del promedio 

temporal de 50 perfiles de velocidad. 

 

A diferencia del fluido newtoniano, de los perfiles de velocidad del hidrogel se 

encontró que la posición radial donde termina el movimiento como cuerpo rígido dentro de 

los confines de la propela cambió junto con las condiciones de flujo, por lo tanto, si esta 

posición se elige como Req de la analogía de Couette, entonces de los resultados de la figura 

4.19 se espera que Req disminuya al incrementar ωV para el hidrogel. Se puede obtener una 

conclusión similar si se asume que Req coincide con la posición donde se alcanza el máximo 

en la velocidad, debido a que los perfiles de velocidad mostraron que Rmax se mueve hacia el 

eje de la propela a medida que se incrementa el valor de ωV. Esto sugiere que el radio 

equivalente, independientemente de la forma en la que se determine, está cambiando con las 

condiciones de flujo debido a la respuesta no lineal del hidrogel. 
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Con el propósito de corroborar la afirmación anterior, se aplicó la analogía de Couette 

para analizar los perfiles de velocidad del hidrogel en la geometría de propela en copa, para 

ello se utilizaron los perfiles teóricos dados por las ecuaciones (2.24) y (2.25). Nótese, que 

en este caso no existe deslizamiento en r=RV, es decir que vsi=0, lo cual se demuestra por la 

continuidad de los perfiles de velocidad en dicha posición, y que Req=Ri. Sin embargo, debido 

a que el valor de Req no se conoce a priori para el hidrogel, lo cual es consistente con el flujo 

de propela en copa del fluido newtoniano, éste se obtuvo a partir del mejor ajuste de las 

ecuaciones (2.24) y (2.25) a los perfiles de velocidad experimentales utilizando los 

parámetros reológicos calculados en las secciones anteriores (τy=27 Pa, m=5.5 Pa‧sn y 

n=0.43). En las figuras 4.18 y 4.19 se encuentran incluidos los perfiles teóricos obtenidos 

con tales ecuaciones. Puede verse rápidamente que existe un buen acuerdo entre los perfiles 

de velocidad teóricos y los experimentales para esfuerzos de corte menores y mayores que el 

de cedencia, es decir cuando se presenta el comportamiento como un sólido en rotación 

(figura 4.18), cuando hay flujo de corte acompañado del movimiento como cuerpo rígido 

(figura 4.19a) y cuando solamente hay flujo de corte (figura 4.19b) en el espacio entre las 

puntas de las palas y la copa, RV<r<R. 

En la figura 4.20 se encuentran graficados los valores de Req calculados usando las 

ecuaciones (2.24) y (2.25) como función de la torca, M, aplicada sobre la propela. Consistente 

con lo que se discutió anteriormente, en esta figura se observa claramente que Req disminuye 

linealmente a partir RV hasta un mínimo a medida que se incrementa el valor de M, y que 

para los dos valores de M más altos hay un incremento en el valor de Req, este incremento se 

encontró relacionado con la aparición de flujo secundario y con el efecto Weissenberg. Así, 

el hecho de que el valor de Req cambie junto con las condiciones de flujo, lo cual se reporta 

por primera vez en este trabajo, crea un gran problema para el uso de la geometría de propela 

en copa en conjunto con la analogía de Couette para llevar a cabo mediciones reológicas de 

fluidos no newtonianos. 
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Figura 4.20. Radio equivalente, Req, como una función de la torca, M, aplicada sobre la 

propela. Las líneas punteadas verticales indican los valores de torca para los cuales ocurren 

la transición de flujo tapón del hidrogel al flujo de corte acompañado por el flujo tapón, y 

la transición del flujo de corte acompañado por el flujo tapón al flujo de corte solamente.  

 

Además de ser un parámetro que se desconoce a priori, y diferente del calculado 

mediante la calibración con un fluido newtoniano, Req dependerá de las condiciones de flujo 

para una geometría de propela en copa dada y cambiará para diferentes fluidos no 

newtonianos debido a la respuesta no lineal de este tipo de materiales, en otras palabras, los 

resultados de este trabajo demuestran que el radio equivalente es sensible a la rapidez de 

corte. Este resultado está en concordancia con la sugerencia de Ovarlez et al. (2011), de que 

el radio equivalente depende de la velocidad angular de la propela. Así, los resultados en este 

trabajo muestran que la analogía de Couette es difícil de definir para el flujo de propela en 

copa de fluidos no newtonianos. 
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4.12 Curvas de flujo real y de propela en copa del hidrogel 

Una gran ventaja que se tiene cuando se utilizan técnicas de velocimetría acopladas a 

un reómetro, como la técnica de VIP, es que se puede obtener la cinemática de flujo de fluidos 

complejos sin el conocimiento previo del comportamiento constitutivo del fluido. 

 

Figura 4.21. Curva de flujo real del hidrogel obtenida usando los perfiles de velocidad en 

la geometría de propela en copa. La línea continua representa el modelo de Herschel-

Bulkley. 

 

En la figura 4.21 se muestra la curva de flujo del hidrogel obtenida a partir de los 

perfiles de velocidad obtenidos en la geometría de propela en copa. Esta curva se construyó 

graficando la rapidez de corte local, la cual se obtuvo a través de la primera derivada de los 

perfiles de velocidad (ver ecuación (2.3)), contra el esfuerzo de corte correspondiente 

calculado con la ecuación (2.2), es decir asumiendo la analogía de Couette. También, en la 

figura 4.21 se muestra la curva de flujo real del hidrogel representada por las cruces que se 

obtuvo usando reo-VIP en flujo de Couette para propósitos de comparación, así como el 

modelo de Herschel-Bulkley con los parámetros reológicos que se calcularon usando los 
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métodos asociados con las ecuaciones (2.19) a (2.22). Puede verse que las tres curvas de flujo 

se encuentran en un excelente acuerdo entre ellas, lo cual valida las mediciones de reo-VIP 

para el flujo de propela en copa de este hidrogel. Sin embargo, cuando se llevan a cabo 

mediciones reológicas con la geometría de propela en copa en ausencia de los perfiles de 

velocidad se debe utilizar forzosamente un valor de Req para construir la curva de flujo del 

fluido. 

En la figura 4.22 se muestra una comparación entre la curva de flujo real del hidrogel 

representada por el modelo de H-B de la figura 4.21 y dos curvas de flujo obtenidas para el 

hidrogel con la misma propela en una copa cubierta con lija #150 para suprimir el 

deslizamiento y sin mediciones de VIP, asumiendo la analogía de Couette. Estas últimas dos 

curvas de flujo se obtuvieron usando el valor de Req calculado por calibración con el fluido 

newtoniano, es decir ReqN=10 cm, y con el valor del radio de la propela, RV, respectivamente. 

La figura 4.22 muestra que las curvas de flujo construidas con la geometría de propela en 

copa sin mediciones de VIP se desvían considerablemente de la curva de flujo real. De hecho, 

la diferencia entre la rapidez de corte real y la calculada usando la analogía de Couette fue 

de aproximadamente 70% para esfuerzos de corte mayores que el de cedencia. Finalmente, 

los resultados de la figura 4.22 demuestran que el uso de ReqN o RV como Req de la analogía 

de Couette para construir la curva de flujo del material, y con ello obtener la viscosidad del 

fluido, puede conducir a errores significativos. 

Así, los resultados de este trabajo indican que la analogía de Couette es difícil de definir 

para fluidos no newtonianos y no se puede utilizar de manera confiable en la práctica en 

ausencia de perfiles de velocidad. 



96 
 

 

Figura 4.22. Curvas de flujo del hidrogel en la geometría de propela en copa en ausencia 

de mediciones de VIP. La línea continua representa el modelo de Herschel-Bulkley. 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo se estudió el comportamiento en flujo de un fluido modelo con esfuerzo 

de cedencia, un hidrogel de Carbopol® 940 al 0.12% p/p, en el reómetro de Couette con 

deslizamiento en las paredes empleando la técnica de velocimetría por imágenes de 

partículas. Las principales conclusiones derivadas de éste se enlistan a continuación: 

- Los perfiles de velocidad del hidrogel en las geometrías de Couette permitieron 

identificar hasta tres regímenes de flujo diferentes: movimiento como un sólido en 

rotación en todo el espacio anular para esfuerzos de corte menores que el de cedencia, 

coexistencia entre el flujo de corte y el movimiento como el de un cuerpo rígido en 

rotación para esfuerzos mayores al de cedencia y flujo de corte solamente cuando el 

esfuerzo sobrepasó al de cedencia en todo el espacio anular. 

- El deslizamiento del hidrogel ocurrió en ambos cilindros para todas las razones de 

radios utilizadas y se encontró que éste depende del tipo de superficie y de la razón 

de radios de la celda de Couette.  

- La velocidad de deslizamiento del hidrogel fue una función creciente del esfuerzo de 

corte en la pared y fue mayor en la superficie hidrofílica que en la hidrofóbica. 

- Los perfiles de velocidad experimentales se compararon con perfiles teóricos 

calculados a partir de un modelo propuesto en este trabajo para describir el flujo de 

Couette de fluidos de Herschel-Bulkley con deslizamiento y se encontró un excelente 

acuerdo entre ellos, lo cual demuestra que los métodos propuestos en esta 

investigación para el cálculo de los parámetros reológicos de los fluidos de Herschel-

Bulkley son válidos independientemente de la razón de radios de la geometría de 

Couette. 

- Las distribuciones de velocidad obtenidas en la geometría de propela en copa para el 

fluido newtoniano y para el hidrogel fueron complejas. Una vez en flujo, la propela 

solo arrastra una porción de la muestra como a un sólido en rotación hasta una 

posición radial menor que el radio de la propela, RV.  

- En general, el comportamiento exhibido por el hidrogel en la geometría de propela 

en copa fue similar al observado en la geometría de Couette. Sin embargo, el valor 

del radio equivalente de la analogía de Couette, Req, cambió para el hidrogel al variar 

la velocidad angular de la propela, ωV, sugiriendo que Req puede cambiar para otros 
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fluidos no newtonianos y que para un fluido no newtoniano en específico depende de 

las condiciones de flujo. Por lo tanto, no hay un método bien definido para determinar 

Req y aplicar la analogía de Couette para fluidos no newtonianos. 

- Finalmente se mostró que el uso del valor del radio equivalente obtenido mediante la 

calibración con un fluido newtoniano, ReqN, o el de RV para construir la curva de flujo 

de fluidos no newtonianos puede conducir a errores significativos en el cálculo de la 

rapidez de corte. 
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APÉNDICE A. FUNDAMENTOS DE REOLOGÍA 

A.1 Introducción a la reología 

La reología es la ciencia que estudia la deformación y el flujo de los materiales, en 

particular, se enfoca en estudiar el comportamiento en flujo de fluidos complejos, los cuales 

están conformados por macromoléculas o por partículas suaves o rígidas que están dispersas 

en una matriz. Ejemplos de estos son los polímeros fundidos, las soluciones poliméricas, las 

suspensiones diluidas y semiconcentradas, las dispersiones coloidales, etc. Estos tipos de 

materiales pueden presentar estructura en reposo y tienen propiedades entre las de los sólidos 

ideales y los fluidos viscosos, por lo que también son conocidos como fluidos viscoelásticos 

[Morrison (2001); Pérez González y Vega Acosta Montalban (2008)]. 

El objetivo de la reología es la descripción del comportamiento en flujo de los fluidos 

complejos por medio de ecuaciones constitutivas, las cuales relacionan cantidades dinámicas 

como el esfuerzo de corte (τ) con cantidades cinemáticas como la rapidez de deformación 

(γ̇). Dicha relación es establecida a través de propiedades de los materiales, tales como la 

viscosidad o los módulos del material [Malkin (1994); Pérez González y Vega Acosta 

Montalban (2008); Bird et al. (2010); Deshpande et al. (2010)]. En seguida, se presenta la 

definición de las variables físicas que se utilizan con mayor frecuencia en la reología. 

 

A.2 Tensor de esfuerzos 

El esfuerzo, σ, se define como la razón de una fuerza, F, y el área, A, sobre la que se 

aplica es decir σ=F/A. Si se consideran las componentes de la fuerza, normal y tangencial, y 

la dirección en la que ésta se aplica sobre el área de un elemento de volumen infinitesimal de 

un material, se obtienen esfuerzos normales y de corte, respectivamente. Si se considera un 

volumen infinitesimal de un fluido como el de la figura A.1, el estado de esfuerzos total dado 

por un tensor de segundo orden, denotado por π, se puede escribir de manera matricial como 

sigue [Lai et al. (2010)]: 

 [ ]
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

  
  
  

 
 =  
  

π  (A.1) 
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donde πij representa las componentes de π en coordenadas cartesianas. El primer subíndice 

indica la dirección del vector normal a la superficie donde se aplica dicha fuerza y el segundo 

corresponde a la dirección en la cual se aplica la fuerza. Las componentes de la diagonal (πxx, 

πyy, πzz) representan esfuerzos normales los cuales se pueden asociar con fenómenos de 

compresión o elongación en los materiales. Los elementos fuera de la diagonal de la matriz 

del tensor de esfuerzos corresponden a esfuerzos de corte. 

 

Figura A.1. Representación esquemática del estado de esfuerzos en un volumen infinitesimal 

de un material. 

 

En la mayoría de los casos, el tensor de esfuerzos es simétrico, por lo que puede 

representarse solo con seis componentes distintas [Bird et al. (1977)]. En general, el tensor 

de esfuerzos total (π) se puede escribir en forma tensorial como: 

 p= − +π δ τ  (A.2) 

Donde 𝑝 es la presión termodinámica del fluido, 𝜹 es el tensor identidad o isotrópico y 𝝉 es 

el tensor de esfuerzos viscosos. Cuando los fluidos se encuentran en movimiento, la presión 

termodinámica no puede ser determinada, por lo que con frecuencia se calculan las 

diferencias de esfuerzos normales, N1 y N2, respectivamente, las cuales están relacionadas con 

la elasticidad que el fluido desarrolla en flujo cortante. Dichas diferencias son las siguientes: 

 2
1 1xx yyN    = − =  (A.3) 
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 2
2 2yy zzN    = − =  (A.4) 

Donde τii representa a los esfuerzos normales y ψ1 y ψ2 son los coeficientes de esfuerzos 

normales. 

 

A.3 Tensor rapidez de deformación 

Los materiales al ser sometidos a un estado de esfuerzos de tipo cortante presentan 

como respuesta una deformación por corte, 𝛾, cuyo cambio en el tiempo se conoce como 

rapidez de corte o de deformación, �̇�, esta cantidad es definida típicamente para fluidos y es 

el valor escalar del tensor rapidez de corte, �̇�, el cual se expresa de la siguiente manera 

[Morrison (2001)]: 

 1

2
Tv v =  + γ  (A.5) 

Donde v  representa el tensor gradiente de velocidades y Tv es su transpuesta. El tensor 

rapidez de corte puede interpretarse como la variación de velocidad que experimentan las 

diferentes capas del fluido bajo flujo. Las componentes del tensor rapidez de deformación 

para un flujo de corte en coordenadas cartesianas se expresan mediante: 

  

2

2

2

1

2

yx x x z

y

yxz z z

y yx z

vv v v v

x y x z x

v v vv v

x y y z y

vvv v v

x z y z z

   
+ +


 
 
 
 

=

   
   

+ +
    

  
+ +

 

 
 
 
 
    

γ  (A.6) 

En reología se emplea el símbolo �̇�, para designar el valor escalar de la rapidez de corte 

o de deformación, la cual es la magnitud del tensor rapidez de deformación, y su valor puede 

obtenerse a partir de la ecuación: 

 
1

:
2

 = γ γ  (A.7) 
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A.4 Flujo de corte simple 

Consideremos el flujo de un fluido entre dos placas paralelas de área A que se 

encuentran separadas por una distancia h. El flujo de corte simple se produce al aplicar una 

fuerza tangencial F sobre el área de una de las placas mientras la otra se mantiene fija, dando 

lugar a un esfuerzo cortante 𝜏𝑦𝑥. La placa en movimiento se desplaza a una velocidad 

constante xv  de tal manera que se produce un flujo unidireccional como el que se muestra 

en la figura A.2. 

 

Figura A.2. Representación esquemática del flujo de corte simple. 

 

Para el flujo de corte simple, el tensor de esfuerzos total puede escribirse como 

[Morrison (2001)]: 

  
0

0

0 0

xx yx

yx yy

zz

p

p

p

 
 



− + 
 = − + 
 − + 

π  (A.8) 

Por su parte, el tensor rapidez de deformación para este tipo de flujo toma la siguiente 

forma: 

  

0 0

1
0 0

2

0 0 0

x

x

v

y

v

y

 
  
 =   
 
  

γ  (A.9) 
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En el caso particular del flujo de corte simple, la rapidez de deformación coincide con 

el gradiente de velocidades, es decir: �̇� = 𝜕𝑣𝑥𝜕𝑦 . 

Por otra parte, cuando el campo de velocidades, la rapidez de deformación y el esfuerzo 

de corte son independientes del tiempo se dice que el flujo es estacionario, mientras que un 

flujo es llamado homogéneo cuando el esfuerzo de corte y la rapidez de deformación son 

independientes de la posición. 

 

A.5 Ecuaciones de conservación 

En general, el flujo de un fluido puede ser descrito a través de las ecuaciones de 

conservación de masa o continuidad, de cantidad de movimiento y de energía. Sin embargo, 

cuando se consideran condiciones isotérmicas, el movimiento de un fluido a través de 

diferentes geometrías de flujo se puede describir resolviendo únicamente las primeras dos 

ecuaciones. En este trabajo se omite la ecuación de energía debido a que todos los 

experimentos se realizaron bajo condiciones de flujo isotérmico. En seguida se describen 

brevemente la ecuación de continuidad y la de cantidad de movimiento o momentum.  

 

A.5.1 Ecuación de continuidad o de conservación de masa 

El principio de conservación de masa señala que, si se sigue un volumen infinitesimal 

de un material a través de su movimiento, su volumen V y su densidad ρ pueden cambiar, 

pero su masa total, ρV, permanecerá sin cambio, es decir: 

 
( )

0
D dV

Dt


=  (A.10) 

Para el caso en el que el fluido es incompresible, la ecuación (A.10) puede ser 

expresada de la siguiente manera: 

 ( ) 0
D

v
Dt

  + =  (A.11) 



111 
 

La ecuación (A.11) describe la conservación de masa y también es conocida como 

ecuación de continuidad. Puesto que la derivada material de la densidad de un fluido 

incompresible es cero, la ecuación de conservación de masa se convierte en: 

 ( ) 0v =  (A.12) 

La ecuación (A.12) implica que la velocidad no cambia con la posición, por lo que se 

tiene un flujo completamente desarrollado. 

 

A.5.2 Ecuación de conservación de cantidad de movimiento 

El postulado básico de conservación de la cantidad de movimiento o momentum 

establece que cada partícula de un continuo debe satisfacer la segunda ley de Newton del 

movimiento, es decir: 

 
( ) ( ) p ρg

D v

Dt


= −  − +τ  (A.13) 

En la ecuación (A.13) el primer término de la derecha indica la contribución al cambio 

en la cantidad de movimiento debido a las interacciones internas en el fluido, el segundo 

indica la diferencia de presión necesaria para mover el elemento de fluido hasta cierta 

distancia y el tercero es la aportación de la fuerza de gravedad que actúa sobre el elemento 

de fluido, conocida como fuerza de cuerpo. El término de la izquierda se denomina derivada 

material de la cantidad de movimiento por unidad de volumen, la cual se puede separar en 

sus partes temporal y espacial como sigue: 

 
( ) ( ) ( )D v v

vv
Dt t

 



= +


 (A.14) 

Donde el primer término de la derecha indica la variación instantánea de cantidad de 

movimiento por unidad de volumen con respecto del tiempo y el segundo con respecto de la 

posición. 
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A.6 Ecuaciones constitutivas y tipos de fluidos 

Las ecuaciones constitutivas son expresiones matemáticas que relacionan variables 

dinámicas con cinemáticas a través de las propiedades de los materiales, tales como la 

constante de restitución de resortes, la masa, los módulos de elasticidad y de corte y la 

viscosidad, por mencionar algunas. En reología, las ecuaciones constitutivas relacionan el 

esfuerzo (de corte o extensional) con deformaciones o razones de corte o de extensión para 

determinar propiedades reológicas como el módulo elástico o la viscosidad de un material 

[Deshpande et al. (2010)]. A la representación gráfica de dichas cantidades físicas se les 

conoce como curvas de deformación y de flujo o reogramas. Los reogramas se construyen a 

partir de los valores del esfuerzo y la deformación o rapidez de deformación obtenidos 

empleando aparatos mecánicos llamados reómetros, que pueden operar en el modo de 

esfuerzo controlado o de rapidez controlada. A continuación, se presentan algunas ecuaciones 

constitutivas fenomenológicas de uso común en la reología. 

 

A.6.1 Sólido elástico 

Un sólido elástico es un material capaz de deformarse de manera reversible al ser 

sometido a esfuerzos de corte o esfuerzos normales, es decir, cuando se retira el esfuerzo 

aplicado el material deformado puede recuperar sus dimensiones originales. La ley de Hooke 

de la elasticidad establece la relación entre el esfuerzo y la deformación de un material que 

se somete a una carga. En el caso de que el material sea ensayado en tensión como en la 

figura A.3, la deformación es producida por un esfuerzo normal que resulta en una elongación 

en el material, la ecuación constitutiva que representa dicho experimento es: 

 E =  (A.15) 

Donde 𝐸 es el modulo elástico o de Young del material y 𝜀 es la deformación unitaria del 

material definida como: 

 0

0

fl l

l


−
=  (A.16) 

Donde 𝑙𝑜 y 𝑙𝑓 son la longitud inicial y final del material, respectivamente. 
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Figura A.3. Representación esquemática de la deformación de un sólido elástico debido a 

esfuerzos normales. 

 

En la figura A.4 se muestra el caso en el que se aplica un esfuerzo cortante produciendo 

una deformación por corte en el material. 

 

Figura A.4. Representación esquemática de la deformación por corte en un sólido elástico. 

 

En este caso la ley de Hooke se expresa mediante [Morrison (2001)]: 

 G =  (A.17) 
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Donde 𝜏 es el esfuerzo de corte, 𝐺 es el módulo de corte y γ=tanθ es la deformación por 

corte. Para el caso en el cual las deformaciones son muy pequeñas se tiene que γ≈θ. 

 

A.6.2 Fluidos newtonianos 

A diferencia de los sólidos elásticos lineales, los fluidos ideales se deforman 

irreversiblemente, es decir, fluyen, y la energía requerida para la deformación se disipa en el 

interior del fluido y no se puede recuperar al retirar el esfuerzo. La ecuación constitutiva más 

sencilla empleada para describir el comportamiento viscoso de fluidos fue propuesta por 

Newton y relaciona directamente al esfuerzo de corte, 𝜏, con la rapidez de deformación, �̇�, 

mediante la resistencia que presenta el fluido al flujo, esto es [Morrison (2001)]: 

  =  (A.18) 

Donde 𝜇 es la viscosidad de corte del fluido. Los fluidos, cuyo comportamiento reológico 

puede describirse por la ecuación anterior son llamados fluidos newtonianos y son 

representados en una curva de flujo por una función lineal, cuya pendiente es la viscosidad, 

la cual es independiente de la rapidez de corte (ver la curva de flujo a en la figura A.5). Hay 

que notar, sin embargo, que las características reológicas de los fluidos se ven influenciadas 

por variables como la presión y la temperatura. Ejemplos de fluidos newtonianos son el agua, 

los gases, los aceites, los solventes orgánicos y la mayoría de los fluidos de bajo peso 

molecular. De la ecuación (A.18) se ve fácilmente que la viscosidad de un fluido newtoniano 

puede calcularse mediante la relación: 

 



=  (A.19) 

 

A.6.3 Fluidos no newtonianos 

Cuando los fluidos no presentan un comportamiento viscoso que obedece la ley de 

Newton de la viscosidad, se dice que dicho material es un fluido no newtoniano y su 

comportamiento puede ser expresado mediante la siguiente relación: 

 ( )   =  (A.20) 
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Donde la cantidad 𝜂(�̇�) es la viscosidad del fluido y ésta es función de la rapidez de 

deformación. La ecuación (A.20) también se conoce como el modelo generalizado de 

Newton [Bird et al. (2010)]. En general, la variación de la viscosidad en los fluidos no 

newtonianos con la rapidez de corte se debe a la influencia del esfuerzo de corte en su 

estructura. En la figura A.5 se muestra un conjunto de curvas de flujo que representan el 

comportamiento reológico de distintos tipos de fluidos no newtonianos, los cuales se 

describen en detalle a continuación [Bird et al. (1977); Nguyen and Boger (1992); Malkin 

(1994); Pérez González y Vega Acosta Montalban (2008); Deshpande et al. (2010)]. 

 

Figura A.5. Curvas de flujo típicas de diferentes fluidos. 

 

A.6.3.1 Fluidos adelgazantes y espesantes 

Los fluidos adelgazantes, también conocidos como pseudoplásticos, son materiales que 

no obedecen la ley de Newton de la viscosidad, para estos fluidos la viscosidad disminuye al 

aumentar la rapidez de corte o el esfuerzo como se muestra en la curva (b) de la figura A.5. 

Ejemplos de este tipo de fluidos son las dispersiones poliméricas y coloidales, algunas 

emulsiones y suspensiones, y soluciones de tensoactivos, entre otros. En contraste con los 

fluidos adelgazantes, los fluidos espesantes o dilatantes son materiales para los cuales la 

viscosidad incrementa al aumentar la rapidez de deformación. La curva de flujo (c) de la 

figura A.5 es una curva típica que describe el comportamiento en flujo de algunos fluidos 

espesantes. Ejemplos de éstos son algunas suspensiones concentradas, algunas soluciones de 

tensoactivos, emulsiones concentradas, dispersiones coloidales concentradas, etc. La 
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descripción del comportamiento reológico de algunos fluidos adelgazantes y espesantes se 

puede llevar a cabo mediante un modelo fenomenológico propuesto por Ostwald-de Waele 

y que se conoce comúnmente como el modelo de ley de potencias, el cual está dado por [Bird 

et al. (1977); Morrison (2001)]: 

 
nm =  (A.21) 

Donde m y n son el índice de consistencia y de adelgazamiento del fluido. Este modelo 

permite describir la variación de la viscosidad como función de la rapidez de corte, 𝜂(�̇�), 

dependiendo del valor del índice de potencias: 

 ( ) 1nm   −=  (A.22) 

En la ecuación anterior el modelo describe el comportamiento viscoso de fluidos 

adelgazantes o pseudoplásticos si 0<n<1; cuando n=1 se recupera la ecuación de Newton de 

la viscosidad y cuando n>1 el modelo describe el comportamiento de fluidos espesantes o 

dilatantes. 

 

A.6.3.2 Fluidos viscoplásticos o con esfuerzo de cedencia 

Los fluidos con esfuerzo de cedencia están presentes tanto en la naturaleza como en la 

industria y son encontrados en una amplia gama de aplicaciones. Algunos materiales como 

los lodos de perforación, productos alimenticios (como la cátsup, la mayonesa, el yogurt), de 

construcción (como pastas de cemento, morteros y pinturas), y de cuidado personal (como 

pastas dentales, champús y los geles para el cabello) son ejemplos de ellos. 

Los fluidos con esfuerzo de cedencia también son conocidos como fluidos 

viscoplásticos y son materiales que no fluirán a menos que un esfuerzo de corte crítico, 

llamado esfuerzo de cedencia (𝜏𝑦), haya sido superado. Para valores del esfuerzo menores o 

iguales que 𝜏𝑦 este tipo de materiales se comportan como un sólido elástico lineal, 

deformándose de tal manera que obedecen la ley de Hooke. El esfuerzo de cedencia es debido 

a la estructura del material en reposo debida a interacciones de tipo electrostático o débiles 

como las fuerzas de van der Waals o los puentes de hidrógeno. Así, cuando este tipo de 

materiales se someten a esfuerzos de corte mayores que 𝜏𝑦 son capaces de convertirse en 
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líquidos mediante un colapso de su estructura sólida causado por una deformación crítica 

asociada con el esfuerzo de cedencia, una vez en su régimen de líquidos estos materiales son 

capaces de recuperar su estructura de una manera más o menos rápida cuando son puestos en 

reposo. 

En la literatura existen diversos modelos fenomenológicos que se emplean para 

describir el comportamiento reológico de los fluidos con esfuerzo de cedencia, algunos de 

ellos son el modelo del plástico de Bingham y el de Herschel-Bulkley. El modelo de Bingham 

supone que antes de llegar al esfuerzo de cedencia, el material se comporta como un sólido 

elástico y que una vez que se supera tal esfuerzo el fluido viscoplástico fluye como uno 

newtoniano. Los fluidos, cuyo comportamiento en flujo es descrito por el modelo de 

Bingham, se conocen como fluidos o plásticos de Bingham y se representan por la expresión: 

 y p   = +  (A.23) 

Donde 𝜏𝑦 y 𝜂𝑝 son el esfuerzo de cedencia y la viscosidad plástica del fluido, 

respectivamente. Su curva de flujo (d) que se muestra en la figura A.5 es típica de los 

plásticos de Bingham. 

Por otra parte, el modelo de Herschel-Bulkley, al igual que el modelo de Bingham 

sugiere que el material se comporta como un sólido elástico para esfuerzos menores que el 

de cedencia. Sin embargo, este modelo señala que, una vez rebasado el esfuerzo de cedencia 

del material, éste comienza a fluir como si fuera un fluido no newtoniano que obedece la ley 

de potencias. A los fluidos que son descritos por este modelo se les llama fluidos de Herschel-

Bulkley y la ecuación constitutiva que los representa es la siguiente: 

 
,

0      ,     

n

y y

y

m   


  
 + =  = 

 (A.24) 

En la ecuación (A.24), m y n son el índice de consistencia y el índice de potencia, 

respectivamente. La curva de flujo (e) de la figura A.5 es típica de los fluidos de Herschel-

Bulkley. 
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A.7 Reometría 

La reometría es una rama de la reología que describe tanto los métodos de medida como 

los instrumentos (reómetros) que permiten obtener datos reológicos de un material, 

determinando con ellos relaciones cuantitativas entre el esfuerzo y la deformación o rapidez 

de deformación. Existen principalmente dos tipos de reómetros de flujo cortante, los de 

Couette y los de Poiseuille. En los primeros, el flujo es generado por el desplazamiento 

relativo de superficies al aplicar una fuerza tangencial sobre una de ellas o sobre ambas, 

(reómetro de cono y plato, el de placas paralelas y el de cilindros concéntricos). En el segundo 

tipo, el flujo es inducido por una diferencia de presión ∆p (reómetro de capilar y de canal). 

Para la caracterización reológica de un fluido se requiere que el flujo generado sea 

laminar, estacionario, isotérmico y que además se lleve a cabo con muestras homogéneas y 

que no existan cambios fisicoquímicos durante la prueba. Un flujo que cuenta con dichas 

especificaciones se conoce como flujo reométrico. 

La solución de un problema de flujo de algún fluido que fluye a través de una geometría 

determinada se realiza resolviendo las ecuaciones de conservación que se mencionaron 

previamente bajo ciertas condiciones. En reometría esto se hace con el objetivo de obtener 

expresiones para el cálculo de las propiedades reológicas de un fluido en cuestión a partir de 

cantidades medibles como la torca y la velocidad angular, en el caso de los reómetros 

torsionales. En esta tesis, como se ha mencionado anteriormente, es de interés el flujo de 

Couette de fluidos viscoplásticos, como los de Herschel-Bulkley. A continuación, se presenta 

la solución del problema del flujo de Couette sin y con deslizamiento para fluidos 

newtonianos, de ley de potencias y en especial para fluidos de Herschel-Bulkley. En el 

apéndice B se presenta el caso para el cual no existe deslizamiento en los cilindros de la 

geometría de Couette, mientras que en el apéndice C se resuelve el problema asumiendo que 

ocurre deslizamiento. 
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APÉNDICE B. FLUJO DE COUETTE DE FLUIDOS SIN 

DESLIZAMIENTO 

 

B.1 Flujo sin deslizamiento de un fluido newtoniano en la geometría de 

cilindros concéntricos o de Couette  

 El primer reómetro rotacional que se utilizó en la práctica fue el reómetro de cilindros 

concéntricos y fue propuesto por Maurice Couette en 1890, por lo que el reómetro de 

cilindros concéntricos se conoce comúnmente como el reómetro de Couette. Como se 

muestra en la figura 2.1, el reómetro de Couette consiste en dos cilindros concéntricos de 

radio Ri y Ro, respectivamente, cuya razón de radios es κ=Ri/Ro. La altura del cilindro interno 

es L. La principal ventaja de este reómetro es que permite la caracterización reológica de 

fluidos de baja viscosidad. El volumen de la muestra en cuestión se coloca en el espacio entre 

los dos cilindros y el flujo se produce mediante la imposición de una torca M aplicada 

normalmente sobre el cilindro interno, el cual rota a una velocidad angular ωi, mientras el 

externo se mantiene fijo, ωo=0. Para resolver el problema de flujo en esta geometría se 

supone lo siguiente [Makosco (1994)]: 

1) El fluido es incompresible 

2) No existe deslizamiento en los cilindros. 

3) El flujo es estacionario, laminar e isotérmico. 

4) El flujo es unidireccional, es decir, solo existe la componente de la velocidad en la 

dirección azimutal θ, y vr=vz=0. 

5) Los efectos finales y de gravedad son despreciables. 

Con estas suposiciones, la ecuación de conservación de masa en coordenadas 

cilíndricas se convierte en: 

 1
0

v
v

r






 = =


 (B.1) 

La ecuación (B.1) indica que la componente de velocidad vθ no es función de θ, así 

como la existencia de un flujo completamente desarrollado. Nótese también, que la ecuación 

(B.1) sugiere que vθ puede ser una función de r y z, vθ(r, z). Sin embargo, de acuerdo con las 
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suposiciones 3) y 4), la componente de velocidad vθ debe de ser una función de r solamente, 

vθ=vθ(r). De acuerdo con lo anterior se tiene que el flujo del fluido ocurre en la dirección θ, 

con el gradiente de velocidad en la dirección r, y la vorticidad en la dirección z. 

Al aplicar las suposiciones hechas con anterioridad a la ecuación de conservación de 

momentum, en coordenadas cilíndricas ésta se convierte en: 

 0 ˆrrrr
re

r r

  − = +  
 (B.2) 

 ˆ0 r r r e
r r

  


   + = +  
 (B.3) 

 0 ˆ
z

p
g e

z
 = − −  

 (B.4) 

La ecuación (B.2) gobierna los esfuerzos normales mientras que la ecuación (B.3) al esfuerzo 

de corte, esta última es de interés en este trabajo debido a la información que aporta acerca 

del comportamiento viscoso de los fluidos. Finalmente, la ecuación (B.4) determina la 

presión hidrostática en el espacio entre los cilindros concéntricos del reómetro de Couette. 

En general, cuando se utilizan los reómetros en las mediciones reológicas, de acuerdo 

con la ecuación (A.19), las cantidades de interés para el cálculo de la viscosidad del fluido 

son el esfuerzo de corte y la rapidez de deformación. La solución de la ecuación (B.3) 

conduce a una expresión para el cálculo del esfuerzo de corte. Para ello primero se debe de 

integrar dicha ecuación para obtener: 

 2r

r

d dr
C

r








 = −  +  (B.5) 

Al resolver la integral de la ecuación (B.5) resulta: 

 
2r

C

r
 =  (B.6) 

Donde la constante de integración C se puede evaluar a partir de un balance de torca realizado 

sobre la superficie del cilindro interno. Sabiendo que la torca �⃗⃗⃗� se define como: 

 M rxF=  (B.7) 
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Donde rr rê= es el brazo de palanca y �⃗� = 𝐹�̂�𝜃 es la fuerza que se aplica de forma tangencial 

sobre el área lateral del cilindro interno. Puesto que se conocen las componentes del brazo 

de palanca y de la fuerza aplicada sobre el cilindro interno, al resolver el producto cruz de la 

ecuación (B.7) se obtiene: 

 0

ˆ ˆ
0

ˆ

0 0

ˆ
r z

z

e e e

M r rF e

F







= =  (B.8) 

Sabiendo que el esfuerzo de corte τrθ se define como: 

 
r

F

A


 =  (B.9) 

Donde Fθ es la fuerza aplicada en la dirección θ sobre el área A=2πRiL del cilindro interno 

para que ocurra el flujo. Usando las ecuaciones (B.8) y (B.9) se encuentra una expresión para 

calcular el esfuerzo de corte en la superficie del cilindro interno: 

 22iw

i

M

LR



=  (B.10) 

Nótese en la ecuación (B.10) que, para un valor dado de la torca, el valor de τiw 

dependerá de las dimensiones geométricas del reómetro de Couette. Por lo tanto, cuando se 

desea caracterizar fluidos de baja viscosidad, se construyen geometrías de Couette cuyo radio 

del cilindro interno sea grande. En contraste, para caracterizar fluidos de alta viscosidad el 

valor de Ri debe ser pequeño. Así, el intervalo de viscosidades que se puedan determinar al 

usar una geometría de Couette dependerá de las capacidades del equipo de medición. Por lo 

anterior, a la ecuación (B.10) se le conoce como la ecuación de diseño para los reómetros de 

Couette. Por otra parte, al comparar las ecuaciones (B.6) y (B.10) se obtiene una expresión 

para la constante de integración C dada por: 

 
2

M
C

L
=  (B.11) 

Por lo tanto, la expresión para calcular el esfuerzo de corte como una función de la 

posición radial entre los cilindros concéntricos es la siguiente: 

 ( ) 22r

M
r

Lr
 

=  (B.12) 
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Vale la pena mencionar que la ecuación (B.12) es válida para cualquier tipo de fluido, 

puesto que no se ha sugerido nada acerca del fluido que se encuentra en el espacio anular. En 

la figura B.1 se ilustra la distribución del esfuerzo entre los cilindros interno y externo. 

 

Figura B.1. Distribución del esfuerzo de corte en un reómetro de Couette, Ri=0.014 m y 

Ro=0.018 m, para M=0.001 Nm y L=0.042 m. 

 

En la práctica, el espacio entre los cilindros es finito por lo que el esfuerzo de corte en 

el cilindro externo es mayor que cero. Al evaluar la ecuación (B.12) en r=Ro se obtiene una 

expresión para calcular el esfuerzo de corte en el cilindro externo, τow: 

 22ow

o

M

LR



=  (B.13) 

Así, la razón de esfuerzos en el espacio anular se puede obtener mediante la siguiente 

ecuación: 
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=  
 

 (B.14) 
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Nótese que hasta ahora no se ha supuesto nada sobre las propiedades reológicas del 

fluido, por lo que las ecuaciones (B.10) a (B.14) son válidas independientemente del tipo de 

fluido que se encuentre en el espacio entre los cilindros. Además, hasta este punto se han 

encontrado expresiones de interés para el cálculo del esfuerzo de corte en el reómetro de 

Couette. Con respecto a la rapidez de corte, se debe analizar el tensor rapidez de deformación, 

el cual está dado por la ecuación (A.5): 

( )1

2

T
v v =  +  γ                                              (A.5) 

De acuerdo con la suposición 4) y con la ecuación de continuidad (ecuación (B.1)), el 

tensor gradiente de velocidades, v , se puede escribir como sigue: 
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Por lo tanto, la ecuación (A.5) toma la forma:  
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γ  (B.16) 

Habiendo obtenido al tensor rapidez de deformación para el problema de flujo en 

cuestión se puede obtener la rapidez de corte, r  , a partir de la ecuación (A.7): 

 ( )r

v
rr

r r




  =    
 (B.17) 

Sin embargo, cuando se rota el cilindro interno r  es negativa, de tal manera que la 

ecuación (B.17) se transforma en: 
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 ( )r

vd
r

dr r
r 


 = −  
 

 (B.18) 

La ecuación (B.18) indica que la distribución de la rapidez de corte de un fluido en el 

reómetro de Couette se puede conocer si se conoce el perfil de velocidad en el espacio entre 

los cilindros concéntricos, es decir si se conoce la función vθ(r). 

Por otra parte, la ecuación (B.3) también se puede escribir de la siguiente manera: 

 ( )2
2

1
0 r

d
r

r dr
=  (B.19) 

Si se supone que un fluido newtoniano se encuentra en el espacio entre los cilindros 

concéntricos, entonces el esfuerzo de corte está dado por la ley de Newton de la viscosidad: 

 r r  =  (A.18) 

Donde μ es la viscosidad del fluido en cuestión. Combinando las ecuaciones (B.18) y (A.18) 

se obtiene: 

 r

vd
r

dr r


   = −  

 
                                                 (B.20) 

Sustituyendo la ecuación (B.20) en (B.19) resulta: 

 2
2

1
0

vd d
r r

r dr dr r


   = −   

   
 (B.21) 

Sabiendo que la viscosidad de un fluido newtoniano es constante, la ecuación (B.21) 

toma la forma: 

 20
vd d

r r
dr dr r

   =    
   

 (B.22) 

La integración de la ecuación (B.22) conduce a la siguiente expresión para el perfil de 

velocidad, vθ(r): 

 2
3 2

( )v Cr r
r

C
 = −  (B.23) 

Donde C2 y C3 son constantes de integración cuyo valor se puede conocer al evaluar la 

ecuación (B.23) en las fronteras, es decir en el cilindro interno, r=Ri=κRo donde κ=Ri/Ro y 

en el externo, r=Ro. De acuerdo con la suposición de no deslizamiento hecha para la solución 
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de este problema de flujo, la velocidad del fluido en r=κRo es vθ(Ri)=ωiκRo. Por lo tanto, al 

evaluar la ecuación (B.23) en r=κRo se obtiene la siguiente expresión para la constante C3: 

 
( )

2
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= +                                               (B.24) 

Sustituyendo el valor de C3 en la ecuación (B.23) se obtiene: 

( )
2 2

2 2
( )

2
i o

o

v R r
rR

C C
r 



 
= + − 
  

                                     (B.25) 

Por su parte, al evaluar (B.25) en el cilindro externo, r=Ro, se tiene que vθ(Ro)=0 y 

resulta que la constante C2 está dada por: 
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 (B.26) 

Sustituyendo el valor de C2 en (B.25) se encuentra finalmente el perfil de velocidad, 

vθ(r), de un fluido newtoniano confinado entre los cilindros concéntricos, el cual está dado 

por: 
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 (B.27) 

Cuando la razón de radios κ se encuentra entre 0.92 y la unidad, el perfil de velocidad 

descrito por la ecuación (B.27) se aproxima a una función lineal [Macosko (1994); Bird et. 

al. (2010)], como se muestra en la figura B.2. 
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Figura B.2. Perfil de velocidad en el reómetro de Couette de un fluido newtoniano para 

κ=0.92, Ro=0.015 m y ωi=1 rad/s. 

 

Una vez que se conoce el perfil de velocidad, es posible encontrar una expresión para 

el cálculo de la viscosidad del fluido. Para ello, simplemente se sustituye la ecuación del 

perfil de velocidad obtenida previamente en la ecuación (B.20), haciendo lo anterior resulta: 
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y al derivar la ecuación (B.28) con respecto a r se obtiene: 
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Evaluando (B.29) en el cilindro interno, r=κRo, resulta: 
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De la ecuación (B.30) resulta sencillo deducir que el valor de la rapidez de deformación 

en el cilindro interno, �̇�𝑅𝑖, se puede obtener a partir de la siguiente expresión [Macosko 

(1994); Bird et. al. (2010)]: 
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 (B.31) 

Finalmente, al igualar las ecuaciones (B.10) y (B.30) se obtiene una expresión para el 

cálculo de la viscosidad de un fluido newtoniano en un reómetro de Couette: 
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Esta última ecuación es válida cuando la razón de radios κ toma valores entre 0.92 y 1. 

A continuación se describe la solución del problema del flujo de Couette sin deslizamiento 

para un fluido que se comporta de acuerdo con el modelo de Ostwald-de Waele. 

 

B.2 Flujo sin deslizamiento en el reómetro de Couette de un fluido no 

newtoniano que sigue el modelo de ley de potencias  

En el apéndice B.1 se obtuvo una expresión para calcular la distribución del esfuerzo 

de corte en el espacio anular de la geometría de Couette, así como expresiones de interés para 

el cálculo del esfuerzo en ambos cilindros del reómetro, y se mostró que dichas ecuaciones 

son válidas independientemente del tipo de fluido que se encuentre confinado entre los 

cilindros. Además, de acuerdo con el campo de velocidades que se asumió para la solución 

del problema de flujo, se encontró la ecuación general (ecuación (B.18)) que determina a la 

rapidez de corte en el reómetro de Couette cuando se cumplen las suposiciones 1) a 5) del 

apéndice B.1. Considerando lo anterior, a continuación, se resolverá el problema de flujo 

para un fluido que obedece el modelo de Ostwald-de Waele. Para un fluido que obedece 

dicho modelo, su viscosidad está dada por la ecuación (A.22): 

 ( ) 1nm   −=  (A.22) 

En la ecuación (A.22) la función ( )   representa la viscosidad del fluido no 

newtoniano, la cual claramente depende de la rapidez de corte, mientras que m es el índice 
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de consistencia y n es el de adelgazamiento del fluido. Al reemplazar la ecuación (B.18) en 

(A.22) se consigue: 

 ( )
1n
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r r


 

−
   = −      

 (B.33) 

Por su parte, la sustitución simultánea de la ecuación (B.33) y de la (B.18) en el modelo 

generalizado de Newton, es decir en la ecuación (A.20), conduce a la siguiente expresión 

para el esfuerzo de corte: 
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Reacomodando la ecuación anterior se tiene: 
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 (B.35) 

Al reemplazar la ecuación (B.35) en la ecuación (B.19) resulta: 

 20
n
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   =  −       

 (B.36) 

La integración de la ecuación (B.36) conduce a la siguiente expresión para el perfil de 

velocidad, vθ(r), de un fluido de Ostwald-de Waele en el reómetro de Couette: 
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 = +  (B.37) 

Donde C4 y C5 son constantes cuyo valor se puede conocer evaluando la ecuación (B.37) en 

las fronteras, es decir en el cilindro interno y en el externo. De acuerdo con la suposición 2) 

hecha para la solución de este problema de flujo, la velocidad del fluido en r=κRo es 

vθ(Ri)=ωiκRo. Por lo tanto, la evaluación de la ecuación (B.37) en r=κRo lleva a la siguiente 

expresión para la constante C5: 
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Reemplazando la ecuación (B.38) en (B.37), el perfil de velocidad se transforma en: 
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Por su parte, el valor de C4 se puede obtener mediante la evaluación del perfil de 

velocidad en el cilindro externo, es decir en r=Ro, donde se tiene que vθ(Ro)=0, haciendo lo 

anterior resulta: 
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 (B.40) 

Finalmente, al sustituir la ecuación (B.40) en (B.39) se encuentra el perfil de velocidad, 

vθ(r), de un fluido de Ostwald-de Waele confinado entre los cilindros concéntricos, el cual 

está dado por 
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Nótese que la ecuación (B.41) se reduce al perfil de velocidad de un fluido newtoniano 

dado por la ecuación (B.27) cuando el valor del índice de consistencia es la unidad. En este 

punto es posible encontrar una expresión para la rapidez de corte de un fluido de Ostwald-de 

Waele al sustituir la ecuación (B.41) en (B.35), haciendo lo anterior esta última ecuación se 

convierte en: 
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     = − −      −      
 (B.42) 

La derivación subsecuente de la ecuación (B.42) conduce a la siguiente ecuación: 
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La evaluación de (B.43) en el cilindro interno, es decir en r=κRo, conduce a: 
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 (B.44) 

De la ecuación (B.44) resulta sencillo deducir el valor de la rapidez de deformación en 

el cilindro interno, �̇�𝑅𝑖, para un fluido de Ostwald-de Waele, el cual está dado por [Macosko 

(1994); Bird et. al. (2010)]: 

( )
2/

2 /

1i

i

R n
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=  − 
                                                  (B.45) 

Nótese que en este caso la rapidez de corte depende del índice de consistencia n. Por 

otro lado, al igualar las ecuaciones (B.10) y (B.44) finalmente se obtiene una expresión para 

el índice de consistencia, m, evaluado en el cilindro interno: 
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 − 

 (B.46) 

Obsérvese que cuando n toma el valor de 1, la ecuación (B.46) se convierte en (B.32) 

y por lo tanto m=μ. En la figura B.3 se muestran los perfiles de velocidad para un fluido de 

Ostwald-de Waele y para un fluido newtoniano para un valor de ωi=1 rad/s, en esta se 

observa rápidamente la influencia del índice de potencias en la forma del perfil. 
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Figura B.3. Perfiles de velocidad teóricos de un fluido newtoniano y de un fluido de Ostwald-

de Waele (n=0.43). 
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APÉNDICE C. FLUJO DE COUETTE DE UN FLUIDO DE 

HERSCHEL-BULKLEY CON DESLIZAMIENTO 

APARENTE 

 

C.1 Flujo de Couette de un fluido de Herschel-Bulkley con deslizamiento 

aparente. 

En el apéndice B se resolvió el problema del flujo de Couette para fluidos newtonianos 

y de Ostwald-de Waele asumiendo la condición de no deslizamiento. En particular, la 

solución del problema para fluidos newtonianos es de importancia práctica. Sin embargo, 

como se ha mencionado previamente en este trabajo, existen muchos fluidos que no obedecen 

la ley de Newton de la viscosidad y que además exhiben deslizamiento en las fronteras de la 

geometría de medición, entre ellos los fluidos con esfuerzo de cedencia, los cuales son de 

interés en este trabajo de tesis. Por lo anterior, en este apéndice se presenta la solución general 

para el problema de flujo de un fluido de Herschel-Bulkley en el reómetro de Couette, la cual 

se puede reducir a las soluciones para el flujo de Couette con deslizamiento aparente de 

fluidos de Bingham, de Ostwald-de Waele y newtonianos. Para ello se supone que existe 

deslizamiento aparente tanto en el cilindro interno como en el externo y que éstos rotan 

simultáneamente y en la misma dirección, ya sea con ωi>ωo o con ωo>ωi. Entonces es 

importante mencionar en este punto que en general para muchos fluidos viscoplásticos el 

deslizamiento aparente se atribuye a la formación de una capa de solvente muy delgada y con 

muy baja viscosidad adyacente a la pared de la geometría de medición, conocida 

comúnmente como capa de deslizamiento aparente o “capa de Vand” [Vand (1948)]. Por lo 

tanto, para el flujo de Couette con deslizamiento aparente deben existir dos capas de solvente 

desarrollándose en los cilindros interno y externo, cuyos espesores son δ1 y δ2, y en 

consecuencia dos velocidades de deslizamiento, vsi y vso, respectivamente, las cuales están 

definidas en la interfaz entre la capa de deslizamiento aparente y el fluido viscoplástico. En 

la figura C.1 se muestra una representación esquemática del flujo de un fluido con esfuerzo 

de cedencia que ocurre entre dos cilindros concéntricos en presencia de deslizamiento 

aparente cuando ωi>ωo. Nótese que los espesores de las capas de deslizamiento, δ1 y δ2, están 

representados de una forma exagerada por motivos de claridad.  
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Figura C.1. Representación esquemática de la distribución de velocidad, vθ(r), de un fluido 

con esfuerzo de cedencia en flujo de Couette con deslizamiento aparente para ωi>ωo. 

 

De acuerdo con la definición de velocidad de deslizamiento dada en el capítulo 2, vsi y 

vso se pueden escribir como sigue: 

1( )si i i iv v R R  = + −                                                 (C.1) 

2( )so o o ov v R R  = − −                                               (C.2) 

Donde vθ(Ri+δ1) y vθ(Ro-δ2) son las velocidades tangenciales del fluido viscoplástico en la 

interfaz entre la capa de deslizamiento y el fluido, en el cilindro interno y externo 

respectivamente. Es importante mencionar que cuando el cilindro interno rota con mayor 

rapidez que el externo, es decir ωi>ωo, se tiene que vsi<0 y vso>0. Lo contrario ocurre cuando 

ωo>ωi, en tal caso vsi>0 y vso<0. A continuación, se presenta en primer lugar la solución 

general al problema del flujo de Couette de un fluido de Herschel-Bulkley para el caso en el 

cual ωi>ωo, junto con las simplificaciones que llevan a la obtención de las distribuciones de 

velocidad teóricas para fluidos de Bingham, de Ostwald-de Waele y newtonianos en el 

reómetro de Couette con deslizamiento aparente. 
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C.1.1 Flujo de Couette de fluidos de Herschel-Bulkley con 

deslizamiento aparente para ωi>ωo 

Para encontrar la distribución de velocidades de un fluido de Herschel-Bulkley en el 

reómetro de Couette con deslizamiento aparente, se puede partir sustituyendo la ecuación 

(A.24) en la ecuación (B.6), lo cual conduce a la siguiente expresión: 

2
n

y
r

m
C + =                                                     (C.3) 

Donde la constante C está dada por la ecuación (B.11). Es importante tener en cuenta que 

cuando el cilindro interno rota con mayor rapidez que el externo, la transferencia de cantidad 

de movimiento ocurre en la dirección r positiva, y por lo tanto el esfuerzo de corte es positivo 

en todo el espacio anular. Por otra parte, cuando ωi>ωo la rapidez de corte está dada por la 

ecuación (B.18): 

( )r

vd
r

dr r
r 


 = −  
 

                                             (B.18) 

Sustituyendo entonces la expresión de la rapidez de corte en la ecuación (C.3) se tiene: 

2
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vd
m r

dr

C

rr


  −   
 

=


+


                                            (C.4) 

Integrando la ecuación (C.4) desde r=Ri+δ1 hasta cualquier posición radial r≤Ro-δ2 

entre los cilindros se obtiene la siguiente expresión para el perfil de la velocidad angular: 

( )
1

1/

6 1/ 2

1

i

nr

yn

R

v r C dr
C

r m r r






+

 = − − 
                                    (C.5) 

Donde la constante C6 se puede conocer al evaluar la ecuación (C.5) cerca del cilindro 

interno, es decir en r=Ri+δ1 donde vθ(Ri+δ1)=ωiRi+vsi, haciendo lo anterior resulta: 

6
1

si
i

i

v
C

R



= +

+
                                                       (C.6) 

Sustituyendo la ecuación (C.6) en la ecuación (C.5) se obtiene: 
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Donde Ry=(C/τy)
1/2 es la posición de cedencia. Nótese que la ecuación (C.7) describe el perfil 

de la velocidad angular de un fluido de Herschel-Bulkley cuando éste se encuentra sometido 

a flujo cortante, en otras palabras, dicha ecuación es válida hasta Ry, posición en la cual el 

esfuerzo alcanza al esfuerzo de cedencia, τrθ(Ry)=τy (ver la zona de flujo de corte en la figura 

C1). De acuerdo con la distribución del esfuerzo de corte, para una condición de flujo dada, 

Ry podría caer entre los cilindros Ri+δ1≤Ry≤Ro-δ2, o más allá del cilindro externo Ry≥Ro-δ2. 

Para este último caso, la ecuación (C.7) puede describir por sí sola el perfil de la velocidad 

angular de un fluido de Herschel-Bulkley en el reómetro de Couette en presencia de 

deslizamiento aparente. Sin embargo, la ecuación (C.7) no describe completamente el perfil 

que ocurre cuando Ry se localiza entre los cilindros, es decir cuando el fluido se encuentra 

sometido parcialmente al flujo cortante. Cuando Ry cae entre los cilindros, para el caso en el 

que la condición de no deslizamiento se cumple en la geometría de Couette, se deduce 

fácilmente que vθ(r)=0 para Ry≤r≤Ro, de tal manera que existe una región de flujo y otra 

donde no lo hay, ambas delimitadas por Ry, ver por ejemplo [Chatzimina et al. (2009)]. Sin 

embargo, cuando existe deslizamiento en las fronteras del reómetro de Couette, se espera que 

la velocidad del fluido sea diferente de cero para Ry≤r≤Ro-δ2. De acuerdo con el modelo de 

Herschel-Bulkley y con la distribución del esfuerzo de corte, se sabe que 

( ) 0r

vd
r r

dr r




 = − = 
 

 para Ry≤r≤Ro-δ2, esto implica que vθ(r)/r debe ser constante en dicha 

región. Por lo tanto, cuando el fluido se encuentra parcialmente bajo flujo cortante, la 

velocidad del fluido más allá de la posición de cedencia está dada por: 

( )
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1 2
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R n

si so
i y o y on

i oR
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 +

 = + − −   − + −    (C.8) 

Así, las ecuaciones (C.7) y (C.8) describen juntas el perfil de la velocidad angular del 

fluido de Herschel-Bulkley si τiw>τy>τow. Finalmente, al evaluar la ecuación (C.7) cerca del 

cilindro externo, es decir en r=Ro-δ2 donde vθ(r)/r=vso/(Ro-δ2) se tiene que: 
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En la ecuación (C.9) ωi y ωo son las velocidades angulares del cilindro interno y 

externo, respectivamente, vsi y vso representan la contribución de las velocidades de 

deslizamiento en los cilindros correspondientes, mientras que el último término de la 

ecuación (C.9) es la contribución del fluido de Herschel-Bulkley. Para este tipo de fluidos, 

( ) 0r r =  cuando τrθ(r)< τy, en tal caso su contribución en la ecuación (C.9) es cero, la cual 

se convierte en: 

2 1

   ;   ( )so si
i o r y
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R R
   

 
= + − 

− +
                              (C.10) 

Si el espesor de la capa de deslizamiento adyacente a los cilindros interno y externo es 

muy pequeño en comparación con las dimensiones geométricas de los cilindros, es decir si 

δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1, las ecuaciones (C.7) y (C.8) se pueden escribir, respectivamente, como 

sigue: 
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Por su parte la ecuación (C.10) se convierte en: 

   ;   ( )so si
i o r y

o i

v v
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R R
   = + −                                       (C.13) 

Por último, cuando solamente rota el cilindro interno, las ecuaciones (C.12) y (C.13) 

se transforman, respectivamente, en: 
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La importancia de la ecuación (C.15) en el cálculo del esfuerzo de cedencia de fluidos 

viscoplásticos en el reómetro de Couette con deslizamiento se discute detalladamente en el 

capítulo 3, así como el caso particular para δ1=δ2=0, es decir cuando existe deslizamiento 

real en ambos cilindros de la geometría de Couette, el cual se atribuye a una falla de adhesión 

entre la superficie de los cilindros y el fluido. En la figura C.2 se muestran perfiles teóricos 

de la velocidad angular de un fluido de Herschel-Bulkley, con τy=27 Pa, en presencia de 

deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1, para diferentes condiciones de flujo que 

ilustran el efecto que tiene la distribución de esfuerzos sobre el perfil de velocidad.  

 

Figura C.2. Perfiles teóricos de la velocidad angular de un fluido de Herschel-Bulkley, con 

τy=27 Pa, m=5.5 Pa·sn y n=0.43, a diferentes condiciones de flujo en el reómetro de Couette 

con deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1. Los símbolos rellenos representan el caso 

cuando solamente rota el cilindro interno, ωo=0, mientras que los símbolos huecos ilustran 

el caso cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo. Para todos los casos 

ωo=0.05ωi. 
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Los perfiles que se muestran en la figura C.2 incluyen el caso en el cual rota el cilindro 

interno mientras el externo se mantiene fijo (símbolos rellenos), así como el caso en el que 

ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo (símbolos huecos). En la figura C.2 se 

observa como el fluido de Herschel-Bulkley se encuentra sometido a flujo cortante en todo 

el espacio anular cuando τow>τy (perfiles con cuadros rellenos y huecos), y como el fluido se 

encuentra parcialmente bajo flujo cortante hasta la posición de cedencia Ry cuando τiw>τy>τow, 

mientras que más allá de dicha posición se comporta como un cuerpo rígido en rotación 

(perfiles con círculos rellenos y huecos). Además, puede verse que el fluido se comporta 

como un sólido en rotación en todo el espacio anular cuando τiw<τy (perfiles con estrellas 

rellenas y huecas). Es importante mencionar que este último régimen de flujo es posible 

debido a la existencia del deslizamiento en la pared, de no ser el caso, la zona del movimiento 

como sólido en rotación no existiría y entonces la velocidad del fluido sería cero para Ry≤r≤Ro 

[Chatzimina et al. (2009)]. 

En general, puede observarse que el perfil se desplaza ωo unidades hacia arriba cuando 

ωo>0, en comparación con la situación en la cual ωo=0, ver por ejemplo la condición de flujo 

para τiw=48.3 Pa en la figura C.2. La presencia del deslizamiento se ilustra mediante las 

flechas en las figuras C.2 a C.9, las cuales representan la magnitud de la diferencia de 

velocidades que existe entre el fluido adyacente a cada uno de los cilindros y el cilindro 

correspondiente. 

Por otra parte, las ecuaciones (C.11) y (C.12) se pueden simplificar para obtener los 

perfiles teóricos de la velocidad angular de diferentes fluidos en el reómetro de Couette con 

deslizamiento aparente, a saber, para fluidos de Bingham, de Ostwald-de Waele y para 

fluidos newtonianos, cuyas soluciones se presentan a continuación. 

 

C.1.1.1 Plásticos de Bingham en el reómetro de Couette con deslizamiento 

aparente cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo 

Para un fluido de Bingham con esfuerzo de cedencia τy, índice de adelgazamiento n=1 

e índice de consistencia m=μp, donde μp es la viscosidad plástica, la ecuación (C.11) se 

convierte en: 
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y resolviendo la integral de la ecuación (C.16) se obtiene: 
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     (C.17) 

La ecuación (C.17) describe por sí sola el perfil de la velocidad angular de un fluido de 

Bingham en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente para ωi>ωo cuando el 

esfuerzo de cedencia se alcanza en el cilindro externo o más allá. Cuando esto sucede, el 

valor de la constante C se puede obtener evaluando la ecuación (C.17) en el cilindro externo, 

donde vθ(Ro)/r=ωo+vso/Ro. Haciendo lo anterior se consigue: 
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Donde la constante C se puede escribir como sigue: 
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Por su parte, cuando el esfuerzo de cedencia del fluido de Bingham se alcanza dentro 

del espacio anular, esto es τiw>τy>τow, la ecuación (C.12) toma la siguiente forma: 
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Resolviendo la integral de la ecuación anterior se obtiene: 
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 (C.21) 

Así, las ecuaciones (C.17) y (C.21) describen juntas el perfil de la velocidad angular 

de un fluido de Bingham en la geometría de Couette con deslizamiento aparente cuando 

τiw>τy>τow y ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo. Siendo este el caso, el valor 

de la constante C se puede obtener a partir de la ecuación (C.21), resultando: 
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Cuando solamente rota el cilindro interno, y por lo tanto ωo=0, las ecuaciones (C.19), 

(C.21) y (C.22) se transforman, respectivamente, en: 
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                     (C.25) 

En la figura C.3 se muestran perfiles de la velocidad angular de un fluido de Bingham 

que tiene un esfuerzo de cedencia τy=27 Pa y una viscosidad plástica μp=5.5 Pa·s en el 

reómetro de Couette con deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1. Los perfiles 

muestran el caso cuando únicamente rota el cilindro interno y en el que rotan los dos cilindros 

con ωi>ωo. Nótese, al igual que en el caso del fluido de Herschel-Bulkley, la forma del perfil 

de velocidad cambia dependiendo de la distribución de esfuerzos que existe entre los 

cilindros concéntricos, observándose los tres regímenes de flujo característicos de un fluido 

viscoplástico en el reómetro de Couette con deslizamiento: el movimiento como el de un 

cuerpo rígido, la coexistencia entre el flujo de corte y el movimiento como el de un sólido en 

rotación y flujo de corte solamente. Una vez más puede verse que la contribución de la 

velocidad angular del cilindro externo desplaza al perfil ωo unidades hacia arriba, ver por 

ejemplo los perfiles para τiw=48.3 Pa en la figura C.3. 
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Figura C.3. Perfiles teóricos de la velocidad angular de un fluido de Bingham, con τy=27 

Pa y μp=5.5 Pa·s, a diferentes condiciones de flujo en el reómetro de Couette con 

deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1. Los símbolos rellenos representan el caso 

cuando solamente rota el cilindro interno, ωo=0, mientras que los símbolos huecos ilustran 

el caso cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo. Para todos los casos 

ωo=0.05ωi. 

 

C.1.1.2 Fluidos de Ostwald-de Waele en el reómetro de Couette con deslizamiento 

aparente cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo 

Para un fluido de Ostwald-de Waele, con índices de adelgazamiento y consistencias n 

y m, respectivamente, y τy=0, la ecuación (C.11) se convierte en: 
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y resolviendo la integral presente en la ecuación (C.26) se consigue: 
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La ecuación (C.27) describe el perfil de la velocidad angular de un fluido de Ostwald-

de Waele en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente. La constante C se puede 

conocer al evaluar la ecuación (C.27) en el cilindro externo, donde ( ) / /o so ov r r v R = + , y 

entonces se obtiene: 
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Resolviendo para C resulta: 
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Para el caso en el cual solo rota el cilindro interno la ecuación anterior se convierte en: 
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Finalmente, cuando no existe deslizamiento y solamente rota el cilindro interno, las 

ecuaciones (C.27) y (C.29) se transforman respectivamente en: 
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 =  − 
                                           (C.32) 

Cabe mencionar que la sustitución de la ecuación (C.32) en (C.31) conduce a la 

ecuación (B.41), la cual describe el perfil de velocidad de un fluido de Ostwald-de Waele en 

el reómetro de Couette sin deslizamiento. En la figura C.4 se muestran perfiles de la 

velocidad angular teóricos para varios fluidos de Ostwald-de Waele con el mismo índice de 

consistencia, m=5.5 Pa·sn, pero diferentes índices de adelgazamiento, a saber, n=0.3, 0.43 y 

0.5, para la misma condición de flujo en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente. 
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Figura C.4. Perfiles teóricos de la velocidad angular para varios fluidos de Ostwald-de 

Waele, con m=5.5 Pa·sn y n=0.3, 0.43 y 0.5, a diferentes condiciones de flujo en el reómetro 

de Couette con deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1. Los símbolos rellenos 

representan el caso cuando solamente rota el cilindro interno, ωo=0, mientras que los 

símbolos huecos ilustran el caso cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo. 

Para todos los casos ωo=0.2ωi. Las líneas continua y discontinua representan los perfiles de 

un fluido newtoniano cuando ωo=0 y cuando ωi>ωo, respectivamente. 

 

Los perfiles de la figura C.4 ilustran el caso en el cual solamente rota el cilindro interno 

(símbolos rellenos), así como en el que ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo 

(símbolos huecos). En la figura C.4 también se incluyen los perfiles de la velocidad angular 

de un fluido newtoniano con una viscosidad μ=5.5 Pa·s para propósitos de comparación. 

Puede verse rápidamente que la forma del perfil de velocidad cambia a medida que el índice 

de adelgazamiento se aproxima a la unidad, y que además éste tiende a tomar la forma que 

tiene el perfil del fluido newtoniano, el cual se encuentra representado por las líneas continua 

para ωo=0 y discontinua para ωi>ωo. Nótese nuevamente cómo la contribución de la 
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velocidad angular del cilindro externo desplaza al perfil ωo unidades hacia arriba. A 

continuación, se presentan las ecuaciones que describen el perfil de la velocidad angular de 

un fluido newtoniano en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente cuando ambos 

cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo. Posteriormente en la sección C.1.2 se presentan 

las ecuaciones que describen el flujo de Couette con deslizamiento aparente para fluidos de 

Herschel-Bulkley, de Bingham, de Ostwald-de Waele y newtonianos cuando ambos cilindros 

rotan simultáneamente con ωo>ωi. 

 

C.1.1.3 Fluidos newtonianos en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente 

cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωi>ωo 

Para un fluido newtoniano, con τy=0, índice de adelgazamiento n=1 e índice de 

consistencia m=μ, la ecuación (C.11) se convierte en: 
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Resolviendo la integral presente en la ecuación (C.33) se consigue: 
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          (C.34) 

Al evaluar la ecuación (C.34) en el cilindro externo, donde ( ) / /o so ov r r v R = + , se 

obtiene la siguiente expresión para la constante C: 
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                                   (C.35) 

La ecuación (C.35) se reduce a la siguiente expresión cuando solamente rota el cilindro 

interno: 
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                                      (C.36) 

Vale la pena mencionar que para el caso en el cual se cumple la condición de no 

deslizamiento en la pared y solamente rota el cilindro interno, la combinación de las 
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ecuaciones (C.34) y (C.35) conducen a la ecuación (B.27), la cual describe el perfil de 

velocidad de un fluido newtoniano en la geometría de Couette sin deslizamiento. 

 

C.1.2 Flujo de Couette de fluidos de Herschel-Bulkley con 

deslizamiento aparente para ωo>ωi 

En la figura C.5 se muestra una representación esquemática del flujo de un fluido con 

esfuerzo de cedencia que ocurre entre dos cilindros concéntricos en presencia de 

deslizamiento aparente cuando la velocidad angular del cilindro externo es mayor que la del 

interno, ωo>ωi. Cabe mencionar una vez más que los espesores de las capas de deslizamiento, 

δ1 y δ2, están representados de una forma exagerada por motivos de claridad. 

 

Figura C.5. Representación esquemática de la distribución de velocidad, v(r), de un fluido 

con esfuerzo de cedencia en flujo de Couette con deslizamiento aparente para ωo>ωi. 

 

Para encontrar el perfil de velocidad de un fluido de Herschel-Bulkley en el reómetro 

de Couette con deslizamiento aparente, suponiendo que δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1, cuando ambos 

cilindros rotan simultáneamente con ωo>ωi, se puede comenzar partiendo de la ecuación 

(B.6): 



146 
 

2r

C

r
 =                                                           (B.6) 

Cuando el cilindro externo rota con mayor rapidez que el interno, el valor de la 

constante C se escribe de la siguiente forma: 

2
C

L

M


= −                                                         (C.37) 

Donde el signo menos, en este caso, indica que la transferencia de cantidad de movimiento 

tiene lugar en la dirección r negativa, es decir del cilindro externo al interno. Sustituyendo 

entonces la ecuación (C.37) en la ecuación (B.6) se obtiene la expresión para el esfuerzo de 

corte cuando ωo>ωi:  

22r

M

Lr
 
= −                                                       (C.38) 

Al igual que la ecuación (B.12), la ecuación (C.38) también es válida para cualquier 

tipo de fluido. En la figura C.6 se ilustra la distribución del esfuerzo entre los cilindros interno 

y externo cuando ωo>ωi. 

 

Figura C.6. Distribución del esfuerzo de corte en el reómetro de Couette cuando ωo>ωi para 

M=0.001 Nm y L=0.042 m. 
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Sustituyendo entonces la ecuación (A.24) en la ecuación (B.6) y sabiendo que el 

esfuerzo de corte es negativo en todo el espacio anular se tiene la siguiente expresión cuando 

un fluido de Herschel-Bulkley se encuentra confinado entre los cilindros: 

2
n

y m
C

r
  = −+                                                   (C.39) 

Por otra parte, la rapidez de corte está dada por la ecuación (B.17) cuando ωo>ωi: 

( )r
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dr
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                                                (B.17) 

Sustituyendo la ecuación (B.17) en la ecuación (C.39) se obtiene: 
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                                          (C.40) 

Integrando la ecuación (C.40) desde 1ir R = +  hasta cualquier posición radial 2or R  −  

se obtiene la siguiente expresión para el perfil de la velocidad angular del fluido de Herschel-

Bulkley: 
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                                (C.41) 

Donde la constante C7 se obtiene cuando se evalúa la ecuación (C.41) en el cilindro interno, 

donde ( )1 / /i si iv r r v R = + , resultando que: 

7
si

i

i

v
C

R
= +                                                      (C.42) 

Vale la pena recalcar en este punto que, por definición, vsi es positiva y vso es negativa 

para este caso. Sustituyendo entonces la ecuación (C.42) en la ecuación (C.41) se obtiene: 
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            (C.43) 

Donde Ry=(-C/τy)
1/2 es la posición de cedencia. La ecuación (C.43) describe por sí sola el 

perfil de la velocidad angular cuando | |ow y  . Sin embargo, cuando || | |iw y ow    , es 
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decir cuando Ry cae entre los cilindros, entonces para la zona en la cual existe el flujo tapón 

se tiene que: 

( )
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Así las ecuaciones (C.43) y (C.44) describen juntas el perfil de la velocidad angular de 

un fluido de Herschel-Bulkley cuando || | |iw y ow    . Cuando solamente rota el cilindro 

externo, ωi=0, las ecuaciones (C.43) y (C.44) se transforman, respectivamente, en: 
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En la figura C.7 se muestran perfiles teóricos de la velocidad angular de un fluido de 

Herschel-Bulkley, con τy=27 Pa, en presencia de deslizamiento aparente δ1/Ri<<1 y 

δ2/Ro<<1, para diferentes condiciones de flujo cuando ambos cilindros rotan 

simultáneamente con ωo>ωi (símbolos huecos) y cuando ωi=0 (símbolos rellenos). En la 

figura C.7 nuevamente se observa que existe flujo de corte en todo el espacio anular cuando 

| |ow y   (perfiles con cuadros rellenos y huecos), que el flujo de corte y el flujo tapón 

coexisten cuando || | |iw y ow     encontrándose delimitados por la posición Ry, además 

puede verse que el fluido se comporta como un sólido en rotación en todo el espacio anular 

cuando | |iw y   (perfiles con estrellas rellenas y huecas). Nótese que cuando el cilindro 

externo rota con mayor rapidez que el interno, la velocidad del fluido incrementa desde el 

cilindro interno hasta el externo y que el fluido se desplaza con mayor velocidad en la zona 

donde existe el flujo tapón, mientras que lo contrario ocurre cuando ωi>ωo (ver figura C.2). 

Cabe mencionar que para este caso el perfil de la velocidad angular se desplaza ωi unidades 

hacia arriba cuando ωi>0, en comparación con la situación en la cual ωi=0, ver por ejemplo 

la condición de flujo para τiw=48.3 Pa en la figura C.7. 
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Figura C.7. Perfiles teóricos de la velocidad angular de un fluido de Herschel-Bulkley, con 

τy=27 Pa, m=5.5 Pa·sn y n=0.43, a diferentes condiciones de flujo en el reómetro de Couette 

con deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1. Los símbolos rellenos representan el caso 

cuando solamente rota el cilindro externo, ωi=0, mientras que los símbolos huecos ilustran 

el caso cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωo>ωi. Para todos los casos 

ωi=0.05ωo. 

 

A continuación, se presentan las soluciones para los fluidos de Bingham, de Ostwald-

de Waele y para fluidos newtonianos en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente 

partiendo de las ecuaciones (C.43) y (C.44), para el caso en el cual ωo>ωi. 
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C.1.2.1 Plásticos de Bingham en el reómetro de Couette con deslizamiento 

aparente cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωo>ωi 

Para un fluido de Bingham en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente 

cuando el cilindro externo rota con mayor rapidez que el interno, la ecuación (C.43) se 

convierte en: 
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               (C.47) 

Resolviendo la integral en la ecuación (C.47), ésta se transforma en: 
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    (C.48) 

La ecuación (C.48) describe el perfil de la velocidad angular de un fluido de Bingham 

en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente para ωo>ωi cuando el valor absoluto 

del esfuerzo de corte en el cilindro externo es mayor o igual que el de cedencia. En esta 

situación, se puede obtener el valor de la constante C al evaluar la ecuación (C.48) en el 

cilindro externo, donde ( ) / /o o so ov R r v R = + , de esta manera el valor de C está dado por: 
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                       (C.49) 

Por otra parte, cuando el esfuerzo de cedencia del fluido de Bingham se alcanza dentro 

del espacio anular, es decir cuando || | |iw y ow    , entonces la ecuación (C.44) se convierte 

en: 
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Donde la constante C está dada por: 
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Así, las ecuaciones (C.48) y (C.50) describen juntas el perfil de la velocidad angular 

de un fluido de Bingham en la geometría de Couette con deslizamiento aparente cuando 

|| | |iw y ow     y ambos cilindros rotan simultáneamente con ωo>ωi. 

Para el caso en el que solamente rota el cilindro externo las ecuaciones (C.49), (C.50) 

y (C.51) se transforman, respectivamente, en: 
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                     (C.54) 

En la figura C.8 se muestran perfiles teóricos de la velocidad angular del fluido de 

Bingham con τy=27 Pa y viscosidad plástica μp=5.5 Pa·s en el reómetro de Couette con 

deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1, cuando ambos cilindros rotan 

simultáneamente con ωo>ωi y cuando solamente rota el externo. Rápidamente puede verse 

que a medida que se incrementa el valor absoluto del esfuerzo de corte, al igual que en el 

caso del fluido de Herschel-Bulkley, la forma del perfil de velocidad cambia debido a los 

niveles de esfuerzos a los que se encuentra sometido el fluido, de tal manera que se pueden 

apreciar nuevamente los diferentes regímenes de flujo que un fluido con esfuerzo de cedencia 

exhibe en el reómetro de Couette en presencia del deslizamiento. Obsérvese, además, que la 

velocidad de un fluido de Bingham es más baja que la de un fluido de Herschel-Bulkley con 

parámetros reológicos similares para una misma condición de flujo, lo cual demuestra la 

influencia del valor de n, ver por ejemplo las figuras C.7 y C.8. Por otro lado, como era de 

esperarse, la contribución de la velocidad angular del cilindro interno desplaza al perfil ωi 

unidades hacia arriba, ver perfiles cuando | |iw =48.3 Pa en la figura C.8. 
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Figura C.8. Perfiles teóricos de la velocidad angular de un fluido de Bingham, con τy=27 

Pa y μp=5.5 Pa·s, a diferentes condiciones de flujo en el reómetro de Couette con 

deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1. Los símbolos rellenos representan el caso 

cuando solamente rota el cilindro externo, ωi=0, mientras que los símbolos huecos ilustran 

el caso cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωo>ωi. Para todos los casos 

ωi=0.05ωo. 

 

C.1.2.2 Fluidos de Ostwald-de Waele en el reómetro de Couette con deslizamiento 

aparente cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωo>ωi 

Para un fluido de Ostwald-de Waele en la geometría de Couette con deslizamiento 

aparente y el cilindro externo rotando a mayor velocidad que el interno, la ecuación (C.43) 

se convierte en: 
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y resolviendo la integral presente en la ecuación (C.55) se consigue: 
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La ecuación (C.56) describe el perfil de la velocidad angular de un fluido de Ostwald-

de Waele en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente cuando ωo>ωi. Evaluando 

la ecuación (C.56) en el cilindro externo, donde ( ) / /o so ov r r v R = + , se obtiene el valor 

de la constante C: 
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Cuando solamente rota el cilindro externo, la ecuación anterior se convierte en: 
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Finalmente, cuando no existe deslizamiento y solamente rota el cilindro externo, las 

ecuaciones (C.56) y (C.57) se convierten respectivamente en: 
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Sustituyendo la ecuación (C.60) en la ecuación (C.59) se obtiene una expresión para el 

perfil de la velocidad angular de un fluido de Ostwald-de Waele en el reómetro de Couette 

sin deslizamiento cuando solamente rota el cilindro externo, la cual está dada por: 

( )
2/

2/

1
  ;  

1

n

o

o i on

R

v r r
R r R

r








  −  
  =  

 −
 
 

                              (C.61) 

En la figura C.9 se muestran algunos perfiles teóricos de la velocidad angular para los 

fluidos de Ostwald-de Waele, cuyos perfiles se mostraron en la figura C.4 cuando ωi>ωo, 

para la misma condición de flujo en la geometría de Couette con deslizamiento cuando 
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ωo>ωi. En la figura C.9 se encuentran graficados perfiles para el caso en el cual solamente 

rota el cilindro externo (símbolos rellenos) y para el caso en el cual ambos cilindros rotan 

simultáneamente con ωo>ωi (símbolos huecos). Además, en la figura también se incluyen 

los perfiles del fluido newtoniano con viscosidad μ=5.5 Pa·s para fines comparativos. Al 

igual que en la figura C.4, rápidamente se puede observar cómo cambia la forma del perfil a 

medida que el índice de adelgazamiento tiende a la unidad, y cómo dicha forma se aproxima 

a la que tiene el perfil del fluido newtoniano, el cual se encuentra representado por las líneas 

continua para ωi=0 y discontinua para ωo>ωi. En la figura también se puede ver el 

corrimiento hacia arriba del perfil causado por la contribución de la velocidad angular del 

cilindro externo. 

 

Figura C.9. Perfiles teóricos de la velocidad angular de varios fluidos de Ostwald-de Waele, 

con m=5.5 Pa·sn y n=0.3, 0.43 y 0.5, a la misma condición de flujo en el reómetro de Couette 

con deslizamiento aparente, δ1/Ri<<1 y δ2/Ro<<1. Los símbolos rellenos representan el caso 

cuando solamente rota el cilindro externo, ωi=0, mientras que los símbolos huecos ilustran 

el caso cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωo>ωi. Para todos los casos 

ωi=0.2ωo. Las líneas continua y discontinua representan los perfiles de un fluido newtoniano 

cuando ωi=0 y cuando ωo>ωi, respectivamente. 
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C.1.2.3 Fluidos newtonianos en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente 

cuando ambos cilindros rotan simultáneamente con ωo>ωi 

Para un fluido newtoniano, la ecuación (C.43) se convierte en: 
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Resolviendo la integral presente en la ecuación (C.62) se consigue: 

( )
( )

2

1 22
1    ;   

2
si o

i i o

i o

v r v RC
R r R

r R rR

   
 

  = + + − +   −  
   

          (C.63) 

La ecuación (C.63) describe el perfil de la velocidad angular de un fluido newtoniano 

en el reómetro de Couette con deslizamiento aparente cuando ωo>ωi. Al evaluar la ecuación 

(C.63) en el cilindro externo, donde ( ) / /o so ov r r v R = + , se obtiene la siguiente expresión 

para la constante C: 
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Para el caso en el cual solamente rota el cilindro externo la ecuación (C.64) se convierte 

en: 
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En la figura C9 se encuentran graficados algunos perfiles del fluido newtoniano con 

μ=5.5 Pa·s obtenidos con las ecuaciones (C.63) a (C.64). Finalmente, vale la pena mencionar 

que para el caso en el cual se cumple la condición de no deslizamiento en la pared y solamente 

rota el cilindro externo, las ecuaciones (C.63) y (C.64) se convierten, respectivamente, en: 

( )
( )

2

2
1    ;   

2
o

i o

o

v r RC
R r R

r rR

 
 

  = −       
                        (C.66) 

( )2

2

2

1
o oR

C
 


−

=
−

                                                (C.67) 

Sustituyendo entonces la ecuación (C.67) en (C.66) se obtiene: 
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                               (C.68) 

Esta última ecuación describe el perfil de la velocidad angular de un fluido newtoniano 

en la geometría de Couette sin deslizamiento cuando solamente rota el cilindro externo. 

Nótese que la ecuación (C.61) se convierte en la ecuación (C.68) cuando n=1. 
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Abstract

The vane in cup flow involves the rotation of a bladed vane in a sample held within a cylindrical cup. The use of the vane in cup flow for rhe-

ological measurements is based on the assumption that the vane drags the specimen in between its arms as a rigid body and thus, constitutes

a bob with equivalent radius, Req, i.e., the “Couette analogy.” In this work, rheo-particle image velocimetry was employed to characterize the

velocity and shear stress distributions of a Newtonian fluid (glycerol) and a viscoplastic microgel [0.12 wt. % of poly(acrylic acid) in water]

undergoing a steady vane in cup flow under constant torque conditions. The velocity distributions were complex for both fluids, showing that,

once under flow, the vane drags only part of the specimen as a rigid body, with the boundary of the rigid body motion smaller than the vane

radius, RV. Also, for both fluids, the tangential velocity increases monotonically up to a maximum and then decreases toward the wall cup.

Furthermore, the radial locations which constitute the boundary of the rigid body motion or at which the maximum tangential velocity is

observed are constant for the Newtonian fluid but decrease for the microgel with increasing the torque. Therefore, there is not a definite

method to determine Req for a given vane in cup geometry to allow the application of the “Couette analogy” for non-Newtonian fluids.

Otherwise, using RV or a Newtonian based Req to calculate the flow curve may lead to significant errors. © 2019 The Society of
Rheology. https://doi.org/10.1122/1.5118900

I. INTRODUCTION

The steady, tangential, laminar flow in the annular region

between two coaxial solid cylinders, i.e., cylindrical Couette

flow, has been widely used as a rotational rheometer for over

a century [1]. The flow curves of various complex fluids

including concentrated suspensions [2] and microgels [3,4]

have been characterized using the Couette flow. A variant of

the Couette flow, the vane in cup flow, has also been pro-

posed for the characterization of various complex fluids,

including viscoplastic ones [5,6].

The vane in cup geometry consists of two concentric parts,

i.e., a bladed vane (common numbers of blades are 4, 6, and

8) and a cylindrical cup. It was developed originally for the

characterization of the shear strength of soils [7] and was later

proposed to perform rheological measurements on the basis of

the “Couette analogy.” For this, the vane with part or all of the

sample held in between its blades is assumed to constitute a

solid bob with an equivalent radius, Req [8–10]. The fluid in

between the vane/material bob and the cup is sheared either

under constant torque or constant rotational speed conditions,

in effect attempting to reduce the flow field to that of the tan-

gential annular Couette flow (hence the “Couette analogy”).

Different authors have visualized or simulated the shear

zones and path lines in the vane in cup flow of different

Newtonian and non-Newtonian fluids [6,11–18] and have

reported them to form a polygon near the blades with a trend

to form circles or cylindrical shear surfaces not far away

from the vane tips, supporting a Couette analogy. However,

rigid bodylike motion as well as shear and elongational flows

have been reported for the fluid in between blades [6,16–18].

Even though a significant amount of works has been

devoted to the analysis of the vane in cup geometry, there is

a dearth of experimental research on the description of its

flow kinematics to substantiate the validity of the Couette

analogy. Moreover, most works have been developed by con-

sidering no-slip conditions at the cup. To our knowledge,

Ovarlez et al. [16] reported the only detailed study with local

measurements of the velocity field in the vane and cup geom-

etry for different fluids, namely, a Newtonian fluid, a simple

yield-stress fluid, and a suspension of noncolloidal particles

without slip at the cup. These authors reported agreement

with the Couette analogy for a Newtonian fluid. Also, for a

yield-stress fluid, Ovarlez et al. [16] described a layer of

material near the blades whose shearing surfaces were not

cylindrical at low shear rates, in contrast with that mentioned

in the previous paragraph. Finally, the authors accounted for

a thin slip layer in the suspension of noncolloidal particles

near the blades, in contradiction with the hypothesis that

the vane in cup geometry prevents slip [16]. Separately,
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Derakhshandeh et al. [19] used ultrasonic Doppler velocime-

try to analyze the rheology of pulp fiber suspensions with a

vane in cup geometry and also suggested the presence of a

slip layer around the blades.

In this investigation, the vane in cup flow of a Newtonian

fluid and then of a 0.12 wt. % aqueous solution of poly(a-

crylic acid), Carbopol® 940 microgel, were analyzed by

using rheo-particle image velocimetry (Rheo-PIV). This

microgel was characterized earlier in the annular tangential

(Couette) flow using three different gaps and the parameters

of its shear viscosity and wall slip were determined [4]. In

this work, a single vane and cup combination was used, and

various torque values were applied on the vane. The resulting

vane speeds and velocity distributions of the microgel in the

vane in cup flow were determined. From these measure-

ments, the limitations of the vane in cup flow to measure the

rheological properties of complex fluids are identified and

elucidated.

II. MATERIALS AND METHODS

The fluid utilized in this work was a hydrogel (microgel)

containing 0.12 wt. % of poly(acrylic acid) (Carbopol® 940,

Lubrizol). The structure and rheological behavior of such

microgels are dependent on their preparation conditions

including the type of mixing, mixing procedure, and pH

[20]. The microgel was prepared by dispersing the

Carbopol® 940 at 500 rpm with a twisted-three blade turbine

impeller attached to a speed-controlled agitator. Hollow glass

particles (Potters Industries) of 10 μm in size and having a

specific gravity of 1.1 ± 0.05 were then added into the disper-

sion at a concentration of 0.03 wt. % to serve as flow tracers.

The dispersion containing the tracer particles was neutralized

with a 5M NaOH aqueous solution to reach a pH value of

7.04 ± 0.02. The microgel was held under quiescent condi-

tions at ambient temperature for 1 day prior to being used in

the vane in cup flow. This microgel has been tested in differ-

ent ways in previous studies to make sure that it behaves as a

viscoplastic fluid that does not exhibit shear bands or thixot-

ropy [4,21–23]. Furthermore, it was shown that at the con-

centration of 0.03 wt. %, the tracer particles do not affect the

rheological behavior of the microgel [4,22,23]. All experi-

ments were carried out at 25 ± 1 °C using fresh samples for

each run.

Data reported in this work are based on measurements

under torque-controlled conditions, whereby the torque was

slowly and gradually increased until the targeted value was

reached and steady state was achieved. Although not reported

here, we have also carried out an additional set of experi-

ments in which the targeted torque was imposed in a single

step. Both procedures resulted in the same steady angular

speeds for the applied torques. For thixotropic fluids, there

would have been differences for the two types of imposition

of the torque, i.e., gradual versus in a single step fashion

[22]. For viscoplastic fluids, the development of the wall slip

condition would also depend on time [24]. The characteristic

time to reach steady state for the wall slip condition would

depend on the apparent shear rate, the bigger the apparent

shear rate, the shorter the characteristic time. So, it appears

that the ultimate values of wall slip velocities that we report

here were independent of time.

The vane in cup geometry was used in conjunction with a

controlled stress rheometer (UDS 200 Paar Physica). The

minimum and the maximum torque that could be applied

with UDS 200 were 0.1 μNm and 150 mNm, respectively.

The torque resolution of the transducer was ±0.01 μNm. The

rotational speed could be controlled between 10−4 and

1000 rpm. A stainless steel vane having six blades with

radius RV= 11 mm (measured at the tip of the blades) and a

length, L, of 16 mm was used. The cup was constructed out

of Duran® borosilicate glass (Schott) with 8 cm in height.

The surface of the inner wall of the cup was clean and its

radius, R, was 15 mm, which rendered a gap of 4 mm. Thus,

the distance from the bottom of the vane to the bottom of the

cup was 15 mm, and the cup was filled with fluid up to a

height of 7 cm.

The experimental setup shown in Fig. 1 was used for the

analysis of the flow kinematics in the vane in cup geometry.

The setup was similar to that used earlier by Medina-

Bañuelos et al. [4,23] for the analysis of the steady tangential

annular (Couette) flow of the same microgel. Briefly, the 2D

PIV system (Dantec Dynamics) consisted of a high-speed and

high-sensitivity CCD camera (HiSense MKII), two coupled

Nd:YAG lasers (SoloPIV II, New Wave Research), 50mJ and

λ= 532 nm, and Dantec Dynamic Studio 2015a software for

image acquisition and analysis. To increase the spatial resolu-

tion, a variable focal length microscope (InfiniVar CFM-2/S,

Infinity) was attached to the CCD camera.

The PIV data were collected in the rθ plane at an axial

position that was sufficiently far away from both the free

surface of the microgel and the bottom of the cup, i.e., at the

middle height of the vane (L/2) to assure that end effects were

negligible. The region of interest (ROI) for the determination

of the velocity distribution at each torque applied on the

vane, =, involved a rectangular region of 15.8 × 12.1 mm2

(1300 × 1024 pixels2) in size. The ROI covered a slice

between two adjacent blades of the vane for the whole gap

FIG. 1. Experimental setup used for the analysis of the vane in cup flow.
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extending from the shaft of the vane to a radial position of

5.9 mm away from the shaft (see Fig. 1). Velocity maps in

the ROI were obtained at different = values, which were

increased in slow ramps while measuring the corresponding

angular speed, Ωi. Fifty pairs of images were acquired for

each flow condition and correlated independently to obtain

the corresponding velocity maps, which were then averaged

in time to obtain a single velocity map containing 38 × 97

velocity vectors.

Since we were interested in the velocity distribution across

the gap, in this work, we have followed the same approach as

Medina-Bañuelos et al. [4] to determine the velocity profiles,

consisting on the selection of the profile at θ= 0° in the

“slice,” where the radial component of the velocity, Vr, is

∼0. It was determined that the velocity vectors in the xy

plane were tangent to the pathlines, in other words, pathlines

in the gap region were found to be circular under steady flow

conditions. Finally, before studying the flow kinematics of

the microgel, the PIV technique and the Couette analogy

were tested with a well-known Newtonian fluid, glycerol

(Drogueria Cosmopolita, Mexico), which was characterized

with the cone and plate flow. The cone and plate radius was

30 mm, and the cone angle was 2°. The glycerol was slightly

hydrated with an estimated water content of 0.6 wt. %. The

shear viscosity of the glycerol was determined to be 0.82 Pa s

at 25 ± 0.1 °C.

III. BACKGROUND: COUETTE ANALOGY FOR THE

VANE IN CUP FLOW

As mentioned earlier, the utilization of the vane in cup

geometry for rheological measurements is based on the

Couette analogy, in which the vane is assumed to drag the

fluid in between as a rigid body, i.e., like a bob with an

equivalent radius Req [8–10], which, in practice, is typically

determined from a calibration using a Newtonian fluid as a

reference. A number of investigations have shown that

Req < RV [6,12,14,16,25–27].

The Couette analogy posits that the vane in cup flow can

be treated as a tangential annular Couette flow with Req= κR,

where R is the radius of the outer cylinder and κR is the

radius of the inner cylinder or bob. The analytical solution of

the steady Couette flow of incompressible fluids subject to

wall slip at one or both cylinders for various types of fluids,

with either the inner or the outer cylinders rotating or both

rotating in different directions and velocities, is available [4].

For Herschel–Bulkley fluids,

τrθ ¼ +τ0 � m r
d

dr

Vθ

r

� ��

�

�

�

�

�

�

�

n�1

r
d

dr

Vθ

r

� �� �

for

jτrθj . τ0, (1a)

d

dr

Vθ

r

� �

¼ 0 for jτrθj � τ0, (1b)

where the yield stress, τ0, the consistency index, m, and the

shear rate sensitivity index (power-law exponent), n, are the

three characteristic parameters of the viscoplastic Herschel–

Bulkley fluid. Viscoplasticity requires that the deformation rate

is zero when the absolute value of the shear stress, |τrθ|, is

smaller than the yield stress of the fluid, τ0. In Eq. (1a), the

negative value of τ0 is used for (d(Vθ/r)/dr)> 0, i.e., for

τrθ< 0. The simplifications of the Herschel–Bulkley fluid also

provide the solutions for Bingham (n = 1), power-law (τ0= 0),

and Newtonian (n = 1, τ0= 0) fluids. The shear stress profile

for steady, isothermal, and creeping tangential annular flow of

incompressible fluids can be obtained from the simplification

of the momentum equation in the plane of shear

τrθ(r) ¼
C

r2
¼

=

2πLr2
, (2)

where = is the torque, L is the length of the bob, and C is a

constant. This τrθ(r) distribution is valid, regardless of the

type of fluid or boundary conditions. Consequently, the shear

stress values at the surfaces of the bob and the cup cylinders

are τrθ(κR)= C/(κR)2= C/Req
2 and τrθ(R)= C/R

2, respec-

tively. If end effects are not negligible, then a correction

factor CL needs to be applied, i.e., τrθ(r) ¼ ==2πLr2CL

[6,28].

Three types of flows are possible for viscoplastic fluids in

the Couette flow: (a) pure plug flow (rigid body motion

only); (b) deformation and plug flow that are simultaneously

occurring at different flow zones; and (c) deformation of the

fluid over the entire gap. The plug flow would cover the

entire flow gap when |τrθ(κR)| < τ0. The viscoplastic fluid

would be deformed over the entire gap if |τrθ(R)| > τ0. Part of

the fluid adjacent to the bob would be deformed and the rest

would undergo plug flow if |τrθ(κR)| > τ0> |τrθ(R)|. If defor-

mation and plug flow occur concomitantly within the gap,

the plug flow would occur adjacent to the outer cylinder.

For viscoplastic fluids, wall slip is ubiquitous. The wall

slip velocity, US, is defined as the difference between the

velocity of the fluid adjacent to the wall and the velocity of

the wall. It is considered to be a function of the absolute

value of the wall shear stress, |τw|, US= ±β|τw|
sb, where the

slip coefficient, β, and the slip exponent, sb, are dependent

on the fluid, the materials of construction, and the surface

characteristics of the flow channel [29,30]. The slip

coefficient, β, and the slip exponent, sb, can be functions

of the flow conditions for microgels [21,31,32]. For

Couette flow there can be two wall slip velocities, i.e.,

US(κR)= Vθ(κR)−ΩiκR and US(R)= Vθ(R) at the inner and

outer walls of the annulus, respectively, where Vθ(κR) and

Vθ(R) are the tangential velocities of the fluid at the bob and

cup walls, respectively, and Ωi is the independent angular

velocity of the bob. Then, US(κR) < 0 and US(R) > 0.

In the treatment of the vane in cup flow, a popular

assumption is that there is no slip at the surface of the fluid,

constituting the rigid body, i.e., at Req= κR [5]. The assump-

tion of US(κR)=US(Req)= 0 is based on the fact that the

bob, considered to consist of the fluid in rigid body motion

(ignoring the arms of the vane), is transferring its θ momen-

tum to the fluid found in the gap, i.e., Req≤ r≤ R. Thus, with

this assumption, there would be a no-slip condition at

Req= κR and wall slip can occur only at the surface of the

cup, i.e., at r = R.
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The velocity distributions for the deformation, Vθ
II(r), and

the plug flow, Vθ
III(r), zones are determined starting with

τrθ(r)= C/r2=−η(r)r(d(Vθ/r)/dr) [where η(r) is the distribu-

tion of the true shear viscosity of the fluid] and integration

from the inner, r = κR to any radial location, r. The velocity

distribution for the deformation zone (κR≤ r≤ r0), Vθ
II(r), is

given by

V II
θ (r)

r
¼ Ωi �

1

m1=n

ðr

κR

C

r2
� τ0

� �1=n
dr

r
for

κR � r � r0 (3)

and for the plug flow zone, Vθ
III(r) is given by

V III
θ (r)

r
¼ Ωi �

1

m1=n

ðr0

κR

C

r2
� τ0

� �1=n
dr

r
¼

Us(R)

R
for

r0 � r � R, (4)

where r0= (C/τ0)
1/2, i.e., τrθ(r0)= τ0. The constant C is deter-

mined from the steady state torque versus cylinder angular

velocity data, =(Ωi), where = ¼ 2πLr2τrθ(r) ¼ 2πLC.

Equation (3) alone applies if τrθ(R)> τ0 (pure deformation),

and both Eqs. (3) and (4) would apply if τrθ(κR)> τ0> τrθ(R)

(coexistence of deformed and plug flow zones). The solu-

tions given above for the Couette analogy subject to slip at

the cup surface also provide the solutions for the power-law,

Bingham, and Newtonian fluids.

IV. RESULTS AND DISCUSSION

A. Couette analogy with a Newtonian fluid in the

vane and cup flow

The velocity profiles for the vane in cup geometry for the

Newtonian fluid, glycerol, at various angular speeds for

θ= 0° are displayed in Figs. 2(a) and 2(b) along with those

predicted by using the Couette analogy. In this case, the

angular velocity, Vθ(r)/r, for a Newtonian fluid with shear

viscosity of μ and subject to wall slip at the cup surface can

be expressed as [4]

Vθ(r)

r
¼ Ωi þ

C

2μ(κR)2
κR

r

� �2

� 1

" #

and

C ¼

2μ(κR)2 Ωi �
US(R)

R

� �

(1� κ2)
, (5)

where according to the Couette analogy, Req= κR.

Considering the no-slip condition, the angular velocity distri-

bution would be Vθ(r)
r

¼ Ωi κ
2

1�κ2
R
r

� �2
� 1

h i

. One of the major

weaknesses of the vane in cup flow and the Couette analogy

concerns the determination of the equivalent radius Req. How

is its value determined? The first logical assumption would

be that Req= RV. This would be true if the vane could grab

and rotate the entirety of the fluid within its arms as a rigid

body, i.e., Vθ(r)= rΩi for r≤ RV. However, the velocity dis-

tributions, Vθ(r), shown in Figs. 2(a) and 2(b) for six vane

rotational speeds in the range from 0.67 to 11.45 rad/s for the

Newtonian fluid clearly indicate that Req≠ RV.

The next logical choice for Req would be the radial location

at which the maximum of Vθ(r) occurs. It is interesting to note

that for all rotational speeds, the maximum in Vθ(r) is located

at about Req= 10 mm<RV and that Req/RV= 0.9, as can be

seen from Fig. 3, in which the velocity profiles for the six rota-

tional speeds have been superposed by normalizing them

against ΩiRV. This finding is in line with previous simulation

and experimental studies of the vane in cup flow that have

reported Req as independent of the rotational speed for creep-

ing flows of Newtonian fluids [12,16,25,26]. Another possible

location that can be assumed for Req would be the radial loca-

tion at which the rigid bodylike motion ceases. As shown in

Figs. 2(a) and 2(b), for the Newtonian fluid, the location at

which rigid bodylike motion ceases is different, in fact,

smaller than the radial location at which the maximum in the

tangential velocity is observed (both are smaller than RV).

Regardless of how Req is selected using the PIV velocity

distributions available, there would be an error source. For

radial locations r, greater than the radial location at which

the rigid body motion ceases, the tangential velocity

increases monotonically but at diminishing rate up to a

maximum, followed by a monotonic decrease of the tangen-

tial velocity at different rates up to the cup. If a solid bob

FIG. 2. Velocity profiles, Vθ(r), in the vane in cup geometry for the

Newtonian fluid, glycerol, determined with the PIV method for six vane

rotational speeds. (a) Ωi= 0.67, 1.42, and 2.99 rad/s and (b) Ωi= 4.08, 7.14,

and 11.45 rad/s. Dotted lines indicate the different vane rotational speeds.

Continuous lines indicate the theoretical velocity profiles, i.e., Eq. (5), for

Req= 10 mm.
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were to be used, the tangential velocity at its surface, i.e., at

r = κR, would have been a maximum and then diminished

monotonically up to the wall, with the velocity distribution

following Eq. (5).

It is interesting to note that Req, irrespective of how it is

defined, would have remained constant for all six rotational

speeds of the vane [Figs. 2(a) and 2(b)]. This observation

would establish the basis of the use of the vane in cup geom-

etry for measuring the viscosity of Newtonian fluids. For a

given vane in cup geometry, Req in relation to RV would

remain constant for any Newtonian fluid and rotational speed

of the vane. Thus, a single calibration run using a Newtonian

fluid with known viscosity would suffice to provide the char-

acteristic Req value for a given vane in cup geometry (see

Fig. 3). In addition, such a Req value would allow the charac-

terization of the shear viscosity of other Newtonian fluids in

the same geometry. However, there are far easier methods to

characterize the shear viscosity of Newtonian fluids, in fact,

the tangential annular (Couette) flow using two solid concen-

tric cylinders would readily provide the shear viscosity of a

Newtonian fluid without the ambiguities associated with the

determination of an equivalent radius.

Finally, it is clear that Req< RV because the motion of the

Newtonian fluid held between the arms of the vane is not

just rigid bodylike in the whole region up to RV. Also, there

may be transfer of fluid between the inside of the circle

swept by the tips of the arms and the fluid found in the gap,

i.e., RV≤ r≤ R, at high rotational speeds, with the mass

fluxes dependent on the azimuthal location. If Vr(r,θ) would

exist, then the conservation of mass would indicate ∂(rVr)/

∂r + ∂(Vθ)/∂θ= 0, suggesting that the vane in cup flow is not

a simple shear flow (a requirement of viscometric flows in

shear) but would also involve extensional flows even for

Newtonian fluids. In their MRI based characterization of the

velocity distributions of Newtonian fluids in the vane in cup

flow, Ovarlez et al. [16] have indeed pointed to the existence

of extensional flows that significantly complicate the veloc-

ity, and hence, shear stress and shear rate distributions.

B. Rheo-PIV of the vane in cup flow of the

viscoplastic microgel

The torque versus rotational speed data of the microgel

under steady flow conditions in the vane in cup geometry are

shown in Fig. 4. A transition in behavior appears to be occur-

ring between the third and fourth smallest torques, which

signals the yielding of the microgel. Thereafter, the rotational

speeds of the vane increase significantly with the imposed

torques, indicating the onset of flow and shear thinning of

the microgel.

The distributions of the magnitude of the velocity vector

for the microgel at the highest vane rotational speeds,

Ωi= 15.6 and 25 rad/s are shown in Figs. 5(a) and 5(b),

respectively. Similar to the behavior of the Newtonian fluid,

the location of maximum velocity is not at RV. Consistent

with the vane in cup flow behavior of the Newtonian fluid,

the equivalent radius Req is not known a priori and needs to

be assumed. The maximum velocity values are observed for

r < RV. There also appears to be a dependence of the tangen-

tial velocity on the θ direction for some radial positions at

these rotational speeds, further complicating the analysis of

the flow field. At the wall of the cup, the velocity is not zero

but there is a wall slip velocity, US(R). On the other hand,

there is no discontinuity or any region of constant shear rate

within the volume held between the arms of the vane to

suggest that there is an internal slip plane or any shear band

developing within the bulk of the microgel, i.e., the velocity

distribution, Vθ(r), is continuous.

The velocity profiles Vθ(r) of the microgel in the vane in

cup flow determined using PIV at θ = 0° (with the arms of

the vane at −30° and 30°) are shown in Figs. 6–8 for a total

of nine different runs. At the smallest three torques (Fig. 6),

the velocity increases linearly with radial distance, suggesting

that the shear stresses at all radial locations are smaller than

the yield stress of the fluid so that the entire microgel sample

undergoes rigid body motion, i.e., Vθ(r) = rΩi. The rotational

speeds of the vane, Ωi, determined from the velocity distribu-

tions reported in Fig. 6 are close to the rotational speeds of

the vane that are determined during the Rheo-PIV experi-

ments. The maximum differences between the measured Ωi

FIG. 3. Normalized tangential velocity as a function of the radial position

for the six different rotational speeds of the Newtonian fluid. The vertical

dashed lines indicate the Req and RV radial positions, respectively. The con-

tinuous line indicates the dimensionless theoretical velocity profile, from

Eq. (5), for Req= 10 mm.

FIG. 4. Torque on the vane versus rotational speed of the vane for the

microgel under steady flow conditions in the vane in cup geometry.
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of 0.014, 0.032, and 0.076 rad/s and the experimentally

obtained Ωi are 0.5%, 4%, and 4%, respectively.

As shown in Figs. 7 and 8, with increasing =(Ωi), the

microgel exhibits up to three flow zones between the shaft of

the vane and the cup. There is the rigid body motion within a

portion of the vane (the radius of the boundary of the rigid

body motion is smaller than RV, zone I), followed by the

deformation of the microgel (zone II), and, in some cases,

the plug flow adjacent to the wall (zone III).

The availability of two or three flow zones at different =
values is shown also in Figs. 9 and 10, i.e., in plots of Vθ(r)/r

versus r. In Fig. 9, for = � 0:48mNm, there is only rigid

body motion with the vane dragging all of the microgel

in the vane and cup geometry at constant rotational speed,

i.e., the shear rate in the microgel is zero, indicating that

τrθ(r)< τ0 for r≤ R (only zone I exists). On the other hand,

for = values of 0.64 and 0.75 mNm, there are three velocity

zones, i.e., rigid body motion within part of the volume held

in between the vane (zone I), deformation of the microgel

(zone II), and the plug flow of the microgel adjacent to the

cup surface (zone III). For these two torque values, the tran-

sition between zones II and III occurs at the radial locations

r01 and r02, respectively, i.e., the shear stress at the radial

locations, r0s, would be equal to the yield stress of the micro-

gel, i.e., τrθ(r0s)= τ0 and τrθ(r)< τ0 for r > r0s. The plug flow

of the microgel adjacent to the wall requires a slip condition,

with velocity US(R) at the wall. US(R) was determined by

extrapolation of the velocity distributions at the wall. The

values of US(R) = 2.26 and 3.20 mm/s were obtained for

torques, = ¼ 0:64 and 0.75 mNm, respectively. For

= � 0:85mNm, the microgel adjacent to the rigid body

FIG. 6. Velocity profiles, Vθ(r), in the vane in cup geometry for the micro-

gel at various vane rotational speeds between 0.014 and 0.076 rad/s at

θ= 0°. Dotted lines indicate the different vane rotational speeds.

FIG. 5. Magnitude of velocity distributions under steady state for the micro-

gel. (a) Ωi= 15.6 rad/s and (b) Ωi= 25 rad/s. Two blades are located at

θ=−30° and 30°.

FIG. 7. Velocity profiles, Vθ(r), in the vane in cup geometry for the micro-

gel at vane rotational speeds of 0.48 and 1.7 rad/s at θ = 0°. Dotted lines

indicate the different vane rotational speeds. Vertical dashed-dotted lines

indicate the locations of maximum tangential velocity and the short-dotted

line indicates the limits of zones II and III for Ωi= 1.7 rad/s.

FIG. 8. Velocity profiles, Vθ(r), in the vane in cup geometry for the micro-

gel at various vane rotational speeds between 4.03 and 25 rad/s at θ= 0°.

Dotted lines indicate the different vane rotational speeds. Vertical dashed-

dotted lines indicate the locations of maximum tangential velocity.
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motion but still within the confines of the arms of the vane,

as well as the rest of the microgel located up to the wall cup

are subjected to shear flow (zone II). There is thus no plug

flow adjacent to the cup surface, indicating that for

= � 0:85mNm, τrθ(r)≥ τ0 at the wall cup.

Figures 9 and 10 indicate that the radial location at

which rigid body motion ceases within the confines of the

vane changes with increasing rotational speed. In fact, if

this radial location is considered to coincide with the equiv-

alent radius of the Couette analogy, Req, then Figs. 9 and 10

indicate that Req decreases with increasing rotational speed.

A similar conclusion can be drawn if it is assumed that Req

coincides with the maximum of the tangential velocity dis-

tribution. Figure 11 shows the location of the maxima in

tangential velocity (RVmax) in Figs. 7 and 8 as a function of

the torque applied on the vane. In contrast to the constant

value observed in the Newtonian fluid, RVmax decreases

with increasing the torque in this case. Note that, once

again, regardless the way it is determined, Req is expected to

change with the flow conditions for other non-Newtonian

fluids. This result, which is reported here for the first time,

creates a significant problem for the use of the vane in

cup flow to carry out rheological measurements of

non-Newtonian fluids in conjunction with the assumption

of the Couette analogy. Apart from being an a priori

unknown parameter and different from that determined by

calibration with a Newtonian fluid, Req is expected to be dif-

ferent for different non-Newtonian fluids, and for a given

non-Newtonian fluid, it would depend on the rotational

speed of the vane (or the imposed torque for constant

torque application conditions) because it is shear rate sensi-

tive. Ovarlez et al. [16] have also suggested a probable

dependence of Req on the rotational speed, which, in agree-

ment with the results in this work, makes the Couette

analogy hard to be defined.

C. Shear stress distributions for the vane in cup

flow of the viscoplastic microgel

The shear stress distributions calculated assuming a unidi-

rectional flow, i.e., τrθ(r) ¼ ==2πr2LCL are shown in Fig. 11

(for CL= 1.4). The microgel of this study was characterized

earlier using various viscometric flows and its yield stress, τ0,

was determined as 27 Pa [4]. The shear stress experienced by

the microgel at r = RV is smaller than the yield stress of the

fluid, i.e., τrθ(RV)< τ0 for = � 0:48mNm, agreeing with the

observed plug flow in Fig. 6.

For torques, = ¼ 0:64 and 0.75 mNm transitions from

zone II to zone III, i.e., deformation to plug flow of

the microgel, occur at the radial locations, r0s, of 13 and

14 mm, respectively (Fig. 9). At these locations, τrθ(r0)= τ0.

Figure 12 indicates that the shear stress at these r0s values is

around 27 Pa. The yield-stress values determined via imaging

of the velocity distributions in the vane and cup flow for the

two torques agree with the yield stress determined using the

Couette flow [4].

For = � 0:85mNm, Fig. 12 shows that all shear

stresses are greater than the yield stress, i.e., τrθ(r) > τ0
(r > r0s) and the plug flow is not expected to occur at any

location, r > RV. There is indeed only shear flow for r > RV

for = � 0:85mNm as shown in Fig. 10. For all torques,

the boundary condition at the wall cup is the slip one as

discussed next.

FIG. 9. Vθ(r)/r versus r for the viscoplastic microgel at vane rotational

speeds between 0.014 and 1.7 rad/s at θ= 0°. Horizontal dotted lines indicate

the different vane rotational speeds.

FIG. 10. Vθ(r)/r versus r for the viscoplastic microgel at vane rotational

speeds between 4.03 and 25 rad/s at θ = 0°. Horizontal dotted lines indicate

the different vane rotational speeds.

FIG. 11. Location of the maximum tangential velocity (RVmax) for the

microgel in Figs. 6 and 7 as a function of the torque applied on the vane.
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D. Slip flow of the microgel at the wall cup

The US(R) values for the microgel were obtained from

extrapolation of the velocity profiles at the cup and are

plotted versus the shear stress at the surface of the cup in

Fig. 13. The basic mechanism for wall slip of microgels has

been recognized as apparent slip [30–36] and accordingly,

the slip velocity is an increasing function of the shear stress,

i.e., US(R)= β[τrθ(R)]
sb. The two wall slip parameters of the

microgel were determined as β= 1.04 × 10−5m/(s Pa1.8) and

sb= 1.8. The mechanisms for the formation of apparent slip

of microgels were elucidated earlier [4]. These parameters,

which describe the relationship between the slip velocity and

wall shear stress determined here for a vane in cup geometry

with RV/R = 0.73, agree with those determined earlier using

the Couette flow with Ri/R = 0.75 [4].

The effect of the wall slip at the surface of the cup is espe-

cially important for relatively low shear stresses at the

surface of the cup for which τrθ(r)≤ τ0 for Req≤ r≤ R (see

Fig. 14 below). The pure plug flow that is observed in such

cases (Fig. 6) would have not been possible without slip at

the surface of the cup. Wall slip has also been reported to

occur at the tips of the arms of the vane [16,19]. Overall, a

change of the wall slip condition as a function of the θ

direction emphasizes the difficulties in the analysis of the

flow kinematics in the vane in cup geometry.

E. Flow curve of the microgel

A significant benefit of using velocimetry techniques is the

fact that the flow kinematics in a rheometer may be obtained

without previous knowledge of the constitutive behavior of the

fluid. Thus, having the velocity distribution in the gap the true

shear rate is simply calculated from its derivative with respect

to the radial position. In addition, assuming the Couette

analogy, the corresponding shear stress can be calculated from

Eq. (2) and then the flow curve for the microgel, which is

shown in Fig. 14. Clearly, the flow curve describes the behav-

ior of a yield-stress fluid that can be fitted by a Herschel–

Bulkley model (H-B). For the purpose of comparison, the

flow curves of the same microgel obtained by Medina-

Bañuelos et al. [4] using Rheo-PIV in the Couette flow, as

well as with the steady torsional flow [23] are included in

Fig. 14. The agreement between the three flow curves is out-

standing, which validates our Rheo-PIV approach to analyze

the vane in cup flow of this microgel. On the other hand, the

flow curve constructed using the vane in cup data provided by

the rheometer and the RV value is also shown in Fig. 14. This

flow curve clearly displays higher shear rates or lower shear

stresses than the true one given by the H-B model, i.e., shows

a flow enhancement according with the existence of slip at the

cup, which is not accounted for if one uses such a flow curve.

Using this last flow curve to calculate the rheological parame-

ters of the fluid (which is often made in practice), as yield

stress and viscosity, will obviously lead to errors. Thus, what

would be the effect of roughening the wall cup? Roughening

of walls does not necessarily results in generation of a no-slip

condition and may lead to fracturing of viscoplastic fluids

under shear [24,37]. Different types of roughness need to be

tested to find the appropriate wall roughness. We have deter-

mined that the use of sandpaper coating #150 is appropriate

for this microgel. The results obtained with this type of

surface modification are discussed below.

FIG. 12. Shear stress, τrθ(r), versus radial position, r, for the viscoplastic

microgel for different vane rotational speeds. The horizontal continuous line

indicates the yield-stress value.

FIG. 13. Wall slip velocity at the cup surface as a function of shear stress at

the wall of the cup.

FIG. 14. Flow curves of the microgel obtained by vane-PIV, Couette-PIV

from [4], steady torsional flow from [23], and vane in cup flow curve calcu-

lated by using RV. Surfaces of the parallel disks used in steady torsional flow

were roughened by covering them with #150 sandpaper. Continuous line rep-

resents the fitting to H-B model.
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It is noteworthy up to this point that the construction of an

accurate flow curve for this microgel using the vane in cup

was possible because local velocimetry data were available

from PIV. In most situations, however, such data are not

available, which may result in significant errors when using

the vane in cup geometry to characterize non-Newtonian

fluids. An analysis of such possible errors is given next.

Figure 15 exhibits flow curves for the microgel obtained

with the vane in a cup covered with sandpaper #150 to get rid

of slip and using the Couette analogy. This resulted in a cup

with a radius of 12.1mm and a gap of 1.1 mm. First, two flow

curves are displayed in the plot, one obtained by using the

equivalent radius calculated by calibration with the Newtonian

fluid, ReqN= 10 mm, and the other by using the RV value.

Also, for the purpose of comparison, the fitting to H-B model

from Fig. 14 (true flow curve) and the flow curve obtained

using an average radius, Ravg, given by Ravg= (ReqN+RV)/2,

are included in the plot. It can be seen that the flow curves

constructed by using ReqN and RV, respectively, deviate from

the true local data represented by the H-B model and provide

boundaries for calculated flow curves; the former overestimate

and the latter underestimate the true flow curve significantly.

The absolute percentage error in the expected shear rate, %δ _γ,

for given stress values higher than the yield stress is plotted in

Fig. 16. %δ _γ first increases with increasing shear stress to

reach values as high as 100% when using RV, and then

decrease with increasing the shear stress to reach apparently

constant values of the order of 75% and 30%, when using RV
and ReqN, respectively. Surprisingly, the flow curve constructed

using Ravg results in errors of the order of only about 7% for

high shear stress values. One might be tempted to use this

Ravg value to construct the flow curve, but this is an arbitrary

value whose wellness is not guaranteed, it will most likely

depend on the rheological behavior of the fluid.

From the results discussed above, there are several points

to emphasize regarding the calculation of the yield stress and

the construction of a flow curve for a viscoplastic fluid using

a vane in cup geometry. First, note that the Req value was

unnecessary to obtain the true flow curve in this work since

the flow kinematics was available. This is, in general, not the

case and one is forced to use a Req value to calculate the flow

curve. Nevertheless, as shown above, Req changes along with

the flow conditions. Although demonstrated here for only

one viscoplastic microgel, it is likely that Req would depend

on the fluid, which further complicates the analysis.

Another natural approach to construct the flow curve is

to use RV or ReqN. Both values, however, result in significant

errors in calculating the yield stress and the flow curve of

the microgel. Lastly, flow data must be free of slip before

doing any analysis, but elucidating slip from a single flow

curve (see flow curve with slip in Fig. 14) is not straightfor-

ward. Also, as we have shown in previous analyses of the

Couette flow [4,23], using a wide gap does not preclude

slip. In order to further substantiate this statement, we have

run an experiment with the vane in a clean larger cup

(42.5 mm in radius) constructed of borosilicate glass, which

resulted in κ = 0.26, in other words, with the vane practi-

cally immersed in a sea of fluid. A line was marked in the

microgel at the middle height of the vane, for the purpose

of visualization [see Fig. 17 (Multimedia view)], and a

FIG. 15. Flow curves of the microgel obtained by using the vane in a cup

with sandpaper #150 and RV, ReqN= 10 mm and Ravg = (ReqN + RV)/2, respec-

tively. Continuous line represents the fitting to H-B model of the true flow

curve in Fig. 14.

FIG. 16. Absolute percentage error in shear rate, %δ _γ, when comparing

with the H-B model (true flow curve) for shear stress values higher than the

yield stress; using RV, ReqN= 10 mm and Ravg = (ReqN + RV)/2, respectively.

Continuous line represents the fitting to H-B model of the true flow curve

in Fig. 14.

FIG. 17. Flow of the microgel produced by the vane in a sea of fluid with

imposed Ωi = 0.5 rad/s. Multimedia view: https://doi.org/10.1122/1.5118900.1
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Ωi = 0.5 rad/s was imposed on the vane. The video clearly

shows a small portion of microgel subjected to shear defor-

mation in the neighborhood of the vane tips, as well as

most of the microgel undergoing the rigid body motion

or slip at the wall cup, which is evidenced by the lack of

deformation of the line. The characteristic velocity profile

under such a flow condition would be akin to that shown in

Figs. 3 and 4 in [4].

Thus, the Couette analogy does not make sense since Req
is not known a priori, and the shear rate cannot be calculated

in the absence of local flow data (velocity distributions).

Therefore, the preceding discussion indicates that the vane in

cup flow is essentially an empirical method to characterize

fluids and may generate different and significant error

sources depending on the material tested.

V. CONCLUSIONS

The vane in cup flow of a Newtonian fluid, glycerol, and

a viscoplastic Carbopol® microgel was investigated using

Rheo-PIV. The Rheo-PIV method provided the velocity and

the shear stress distributions for each torque. The velocity

distributions were complex for both fluids showing that, once

in flow, the vane only drags part of the specimen as a rigid

body, with the boundary of the rigid body motion smaller

than the radius of the vane at its tips, RV. The tangential

velocity increases monotonically up to a maximum for both

fluids, thereafter decreases monotonically to zero at the wall

cup for the Newtonian fluid, and decreases to a minimum at

r0s followed by an increase up to US(R) for the microgel.

Furthermore, the radial locations which constitute the boun-

dary of the rigid body motion or at which the maximum tan-

gential velocity is observed in the microgel change with the

imposed torque. Thus, there is no a priori known method for

the determination of the equivalent radius, Req, for a given

vane in cup geometry to allow the application of the

“Couette analogy” that is the basis for the use of the vane in

cup flow for rheological measurements. Also, slip at the wall

of the cup is ubiquitous of viscoplastic microgels and further

complicates the analysis of the vane in cup flow. Overall,

consistent with the earlier magnetic resonance imaging-based

analysis by Ovarlez et al. [16], the observed velocity distri-

butions are too complex to establish a well-defined Couette

analogy for the vane in cup flow, which may preclude its use

as a reliable tool for the characterization of the shear viscos-

ity material function, as demonstrated here for a viscoplastic

microgel.

Finally, there may be situations in field in which a vane

in cup geometry is the only available tool for rheological

measurements. In such cases, the users should be warned in

the light of the present results. Using RV or a Newtonian

based Req to calculate the flow curve may lead to significant

errors.
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Abstract

The tangential annular or Couette flow of a viscoplastic microgel, i.e., 0.12wt. % aqueous solution of poly(acrylic acid), Carbopol
VR
940,

under isothermal and creeping flow conditions was investigated by simultaneous particle image velocimetry and rheometrical measurements

(Rheo-PIV). A wide range of ratios of the inner over the outer radii of the annuli, i.e., j ¼ 0.329, 0.749, and 0.933, were used. The PIV

measurements revealed the viscoplasticity of the microgel in Couette flow via the formation of plug flow (rigid body motion) and slip at the

two walls. A procedure that relied on the characterization of the wall slip behavior was developed for the determination of the yield stress of

the microgel, in turn leading to other parameters of the shear viscosity of the viscoplastic fluid. The wall slip velocity versus wall shear stress

behavior of the microgel was overall consistent with the mechanism of apparent slip for all three gaps. However, the apparent slip layer

thicknesses were dependent on the wall shear stress and were generally greater under deformation conditions, in comparison to those under

which plug flow occurred. For all three Couette gaps, the experimental velocity distributions compared favorably with the predictions of

the analytical solutions of the equation of motion for the tangential annular flow of the Herschel–Bulkley fluid subject to apparent wall

slip.VC 2017 The Society of Rheology. [http://dx.doi.org/10.1122/1.4998177]

I. INTRODUCTION

The flow and deformation behavior of viscoplastic fluids

are described using various generalized Newtonian constitutive

equations including Bingham, Casson, Herschel–Bulkley, and

Robertson–Stiff equations in conjunction with the no-slip con-

dition at the wall. However, like many other complex fluids,

viscoplastic fluids exhibit wall slip [1–8]. A convenient exten-

sion of the viscoplastic models has been made to apply them

also to viscometric and processing flows where there is slip

at the wall [9–14]. In spite of the popularity of this ad hoc

combination of viscoplastic constitutive equations with wall

slip, there are only a few experimental investigations which

probe the validity of this approach [7,15,16].

The characterization of the rheological behavior of vari-

ous microgels, including microgel pastes, presents special

challenges due to solvent loss [7], possible changes in their

structure [17], and wall slip [1,7,14,15]. Generally, capillary

rheometry and steady torsional and axial annular or Couette

flows have been used for the characterization of the steady

flow and deformation and wall slip behavior of microgels.

Jiang et al. [1], P�erez-Gonz�alez et al. [14], and Ortega-Avila

et al. [16] have used pressure-driven capillary or axial annu-

lar flows, while other investigations have used drag-induced

simple shear flows [18–21]. More recently, Aktas et al. [15]

and Ortega-Avila et al. [16] have characterized the shear vis-

cosity and wall slip behavior of viscoplastic microgels using

Poiseuille and steady torsional and axial annular flows,

respectively.
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Among these methods, the steady, tangential, and laminar

flow in the annular region between two coaxial cylinders,

i.e., cylindrical Couette flow, offers significant advantages

[22]. It is relatively easy to apply and accordingly has

attracted significant interest for the rheological characteriza-

tion of various complex fluids including microgels [18–21].

Coussot et al. [19] and Baudez et al. [23] have used mag-

netic resonance imaging for the characterization of the veloc-

ity distributions of a Carbopol gel in Couette flow at a ratio

of the inner over the outer radii of the annuli at j¼ 0.69 and

of a commercial hair gel and two pasty suspensions at

j¼ 0.51. Jana et al. [4] have used a narrow-gapped Couette

and laser Doppler anemometry for the characterization of the

wall slip behavior of concentrated suspensions.

The analytical and numerical solutions of Couette flow of

incompressible, generalized Newtonian fluids in the annular

region between two coaxial cylinders under steady, laminar,

and isothermal conditions have been presented for Newtonian,

power-law, and viscoplastic fluids by using the no-slip bound-

ary condition at the wall [24–27]. When Couette flow is used

as a rheometer, one or both walls of the rheometer is/are gen-

erally roughened in an attempt to generate a no slip condition

at the wall/s [28]. However, it is known that such methods

involving roughened surfaces need to be very carefully

applied since the sample can fracture or generate shear band-

ing during simple shear flow [3].

Inverse problem solution methodologies can be imple-

mented to obtain the flow curve of the viscoplastic fluid

from tangential Couette flow without wall slip [29–33] and

with wall slip [34]. Generally, narrow gaps are used so that

the fluid can be completely deformed within the gap; other-

wise, the unknown yield stress of the fluid, and thus not

knowing where the transition from plug to deformation

zones occurs, causes complications [34]. The mean values

of the shear stress and shear rate can be determined across

the Couette gap to represent the flow curve of the viscoplas-

tic fluid [2,35]. However, the unambiguous determination

of the parameters of shear viscosity of viscoplastic fluids

in general and the yield stress in particular remains a

challenge.

In this work, the tangential annular flow of a viscoplastic

microgel (0.12wt. % aqueous solution of poly(acrylic acid),

Carbopol) under steady, isothermal, and creeping flow con-

ditions is investigated by simultaneous particle image

velocimetry and rheometrical measurements (Rheo-PIV). A

new method is proposed for the characterization of the yield

stress. An analytical model of the Couette flow of a

Herschel–Bulkley fluid subject to apparent wall slip is also

presented, and the predictions are compared with the experi-

mental findings. The data and its analysis should provide

additional insight into the flow behavior of viscoplastic fluids

in general, as well as their Couette flow when wall slip plays

a significant role. Specifically, the velocity distributions of

the viscoplastic fluid were collected for a range of Couette

gaps (three gaps with j¼ 0.329, 0.749, and 0.933). The wall

slip velocity versus wall shear stress data were obtained over

a broad range of shear stresses at the two cylinder walls and

were elucidated using the apparent wall slip mechanism. The

macroscopic data, i.e., the angular velocity versus the torque

on the cylinder, were analyzed under the light of the apparent

wall slip behavior to first determine the yield stress and then

the other two parameters of the Herschel–Bulkley fluid. The

PIV-based experimental velocity distributions of the microgel

for the three gaps (a total of 41 conditions with the angular

velocity of the inner cylinder varying in the 0.009–24 rad/s

range) were compared with the predictions of the analytical

model, probing the appropriateness of the proposed method-

ologies that combine viscoplasticity with wall slip for both

narrow and wide-gapped Couette geometries.

II. EXPERIMENT

Microgel samples were prepared by dissolving 0.12wt. %

of poly(acrylic acid), Carbopol
VR

940 (from Lubrizol

Corporation), in distilled water under continuous stirring at

500 rpm for 3 h using a twisted-three blade turbine impeller.

Carbopol gels at this concentration are known to be visco-

plastic and do not exhibit thixotropic effects [15,16,19,36].

The structure and rheological behavior of such microgels are

dependent on their preparation conditions including the type

of mixing, mixing procedure, and pH [37]. The details of the

preparation of the microgel samples and their incorporation

with hollow glass spheres to act as velocity tracers are pro-

vided in Appendix A. The effects of sedimentation and the

effects of the incorporation of the tracer particles on the rhe-

ological behavior of the microgel were determined to be neg-

ligible, as also discussed in Appendix A.

The Carbopol solutions incorporated with tracer particles

were subjected to small-amplitude oscillatory and Couette

flows using two stress-controlled rheometers, i.e., the AR G2

from TA Instruments and the UDS 200 from Paar Physica.

The dynamic properties of the Carbopol solutions exhibited

typical gel-like behavior (the storage, G0, and loss, G00

moduli, were independent of frequency and G0 � G00)

(Appendix A).

The Couette geometry [Fig. 1(a)] consisted of two con-

centric parts (one outer tube and one inner rod with a conical

bottom shape). The cylinders were made up of borosilicate

glass (DURAN
VR
obtained from SCHOTT) to allow the imag-

ing of the velocity distributions within the gap. The inner

radii of the outer tubes, R, were 15, 18.7, and 42.5mm,

respectively, and the radius of the inner rod, jR, was main-

tained constant at 14mm, thus generating j values of 0.933,

0.749, and 0.329, respectively. This wide range of gaps

should provide a good testing bed for methods that aim at

the determination of the parameters of viscoplastic constitu-

tive equations, for the assessment of the applicability of

apparent slip mechanisms at the two walls, and for the valid-

ity of analytical models of Couette flow of viscoplastic fluids

subject to wall slip.

The Couette geometry was attached to the UDS 200 rhe-

ometer, and the angular velocity of the inner cylinder was

continuously monitored during flow. For each of the three

gaps, the inner cylinder was rotated by applying various tor-

que values, = (N m), and the corresponding steady state

angular velocities, Xi (rad/s), were collected. The Couette

1008 MEDINA-BA~NUELOS et al.



experiments were run at a temperature of T¼ 25.06 1.0 �C.

For each gap, 13–15 different torque values were applied.

The study of the flow kinematics in cylindrical Couette

flow [Fig. 1(a)] was performed by using a two-dimensional

PIV system from Dantec Dynamics as described by P�erez-

Gonz�alez et al. [14] (also see [38] and [39] on the use of PIV

to analyze the flow of yield-stress fluids). The PIV system con-

sisted of a high-speed and high-sensitivity HiSense MKII CCD

camera and a laser head comprised of two coupled Nd:YAG

(neodymium-doped yttrium aluminium garnet) lasers (50 mJ

and 532 nm), which operates alternately to produce the

required pulse sequence, and Dantec Dynamic Studio 2015a

software. A continuously focusable video microscope,

InfiniVar CFM-2/S (Infinity), was attached to the CCD camera

to increase the spatial resolution. The PIV data were collected

in the rh plane [see Fig. 1(b)] at an axial position that was suffi-

ciently far away from both the free surface of the gel and the

bottom of the rheometer, i.e., 5mm away from the top of the

conical section to ensure that end effects were negligible. The

details of the PIV measurements are provided in Appendix A.

III. COUETTE FLOW OF VISCOPLASTIC FLUIDS

SUBJECT TOAPPARENT WALL SLIP

The flow regime under consideration (Fig. 2) is that occur-

ring in a long annulus of inner and outer radii, jR and R,

respectively, with the length of the Couette sufficiently long so

that end effects can be neglected, i.e., length, L � R(1 � j).

The flow conditions are considered to be those of steady, iso-

thermal, and creeping (Reynolds, Re � 1) flow of an incom-

pressible fluid. The angular velocities of the inner and outer

cylinders are designated as Xi and Xo, respectively.

For one or both cylinders rotating in the same or opposite

directions, viscoplasticity posits that the deformation rate is

zero when the absolute value of the shear stress, jsrhj, is
smaller than the yield stress of the fluid, so

srh ¼6s0 �m

�

�

�

�

r
d Vh=rð Þ

dr

�

�

�

�

n�1

r
d Vh=rð Þ

dr

� �

for jsrhj> s0;

(1a)

d Vh=rð Þ

dr
¼ 0 for jsrhj � s0; (1b)

where the yield stress, s0, the consistency index, m, and the

shear rate sensitivity index (power-law exponent), n, are the

three characteristic parameters of the viscoplastic (Herschel–

Bulkley) fluid. In Eq. (1a), the negative value of s0 is used

for d Vh=rð Þ=dr > 0, i.e., for srh < 0. The simplifications of

the Herschel–Bulkley fluid also provide the solutions for

Bingham (n¼ 1), power-law (s0¼ 0), and Newtonian fluids.

A. Shear stress distribution

The shear stress profile for steady, isothermal, and creep-

ing tangential annular flow of incompressible fluids is

FIG. 1. (a) Couette flow and the implementation of the PIV method for the characterization of the tangential velocity distributions. (b) Region of interest for

analysis of the Couette flow, showing the interrogation row at the selected h¼ 0 position.

FIG. 2. Schematics of the tangential velocity distribution, Vh rð Þ, in Couette

flow with apparent wall slip with the inner cylinder rotating at angular veloc-

ity, Xi.
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obtained from the simplification of the momentum equation

in the plane of shear

srh rð Þ ¼
C

r2
¼

=

2pLr2
; (2)

where = is the torque, L is the length of the Couette, and C is

a constant. This srh rð Þ distribution is valid regardless of the

type of fluid or boundary conditions. Consequently, the shear

stress values at the surfaces of the inner and outer cylinders

are srh jRð Þ ¼ C= jRð Þ2 and srh Rð Þ ¼ C=R2; respectively.
Three types of flows are possible for viscoplastic fluids,

i.e., pure plug flow (rigid body motion only), deformation

and plug flow that are simultaneously occurring at different

flow zones, and deformation of the fluid over the entire gap.

The plug flow would cover the entire flow gap when

jsrh jRð Þj � s0. The viscoplastic fluid would be deformed

over the entire gap if jsrh Rð Þj > s0: Part of the fluid adjacent

to the inner cylinder would be deformed, and the rest would

undergo plug flow if jsrh jRð Þj > s0 > jsrh Rð Þj. If deforma-

tion and plug flow occur concomitantly within the gap, the

plug flow would occur adjacent to the outer cylinder.

B. Wall slip velocity and velocity distributions

The wall slip velocity, US, is defined as the difference

between the velocity of the fluid adjacent to the wall and the

velocity of the wall. It is considered to be a function of the

absolute value of the wall shear stress, jswj [10,15]

Us ¼ 6bjswj
sb ; (3a)

where the slip coefficient, b, and the slip exponent, sb, are

dependent on the fluid, the materials of construction, and the

surface characteristics of the flow channel. The slip coeffi-

cient, b, and the slip exponent, sb, can also be functions of

flow conditions for microgels [5,6,15]. For Couette flow,

there would be two wall slip velocities, i.e., Us jRð Þ and

Us Rð Þ, which prevail at the inner and outer walls of the

annulus

Us jRð Þ ¼ Vh jRð Þ � XijR; (3b)

Us Rð Þ ¼ Vh Rð Þ � XoR; (3c)

where Vh jRð Þ and Vh Rð Þ are the tangential velocities of the

fluid at the inner and outer walls and Xi and Xo are the inde-

pendent angular velocities of the inner and outer cylinders. If

only the inner cylinder rotates, or if both cylinders rotate

with Xi>Xo, then Us jRð Þ< 0 and Us Rð Þ> 0, whereas if

only the outer cylinder rotates, or if both cylinders rotate

with Xo>Xi, then Us jRð Þ> 0 and Us Rð Þ< 0.

For microgels, wall slip occurs primarily on the basis of

the formation of an apparent slip layer with thicknesses of d1
and d2 at the inner and outer walls, respectively, as depicted

in Fig. 2 [1,5,6,10,15,16,40,41]. The apparent slip mechanism

suggests that there can be a maximum of four flow zones, i.e.,

the flows occurring in the apparent slip layers adjacent to the

inner and outer cylinders, i.e., jR� r� (jRþ d1) (zone I)

and (R� d2)� r�R (zone IV), the deformation zone, zone II

at (jRþ d1)� r� r0, and the plug flow zone III at

r0� r� (R� d2), where r0 is the radial location at which the

transition to plug flow occurs. In Appendices B and C, the

apparent slip mechanism is elucidated in detail and the veloc-

ity distributions for the viscoplastic fluid are provided for the

conditions under which either the inner or the outer cylinder

rotates or both cylinders rotate with Xi>Xo or Xi<Xo. The

considerations of these different cases of the inner or the

outer cylinders rotating or both rotating aim to facilitate

the use of consistent sets of equations in future investigations.

However, our experimental configuration involves only

the rotation of the inner cylinder at Xi, and the equations that

are presented below [Eqs. (3d)–(10)] belong to this specific

case, with the more general expressions presented in the

Appendices.

The analysis of the Couette flow in conjunction with the

apparent slip mechanism at the walls (Appendix B) relates

the wall slip velocities to the prevailing wall shear stress val-

ues at the inner and outer cylinders as (for Xi>Xo)

Us jRð Þ ¼ �b1 srh jRð Þð Þsb1 ; (3d)

Us Rð Þ ¼ b2 srh Rð Þð Þsb2 : (3e)

The slip coefficients b1 and b2 would only be functions of

the apparent slip layer thicknesses, d1 and d2, and the shear

viscosity of the fluid constituting the apparent slip layers

(Appendix B).

Starting with srh rð Þ ¼ C=r2 ¼ �g rð Þ rd Vh=rð Þ=drð Þ
[where g rð Þ is the distribution of the true shear viscosity of

the fluid] and integration from the inner, r¼ jR, to any radial

location, r, for d1=jR � 1; d2=jR � 1 [35], we get

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi � C

ðr

jR

dr

g rð Þ r3
; (4a)

which becomes the following upon the consideration of the

wall condition at r¼R

Xi ¼
Us Rð Þ

R
�
Us jRð Þ

jR
þ C

ðR

jR

dr

g rð Þ r3
: (4b)

Using the shear stress, srh rð Þ ¼ C=r2 and _crh rð Þ ¼ �rð
dVh

II rð Þ=dr
� �

Þ

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

ðr

jR

_crh rð Þdr

r
; (5a)

and

Xi ¼
Us Rð Þ

R
�
Us jRð Þ

jR
þ
1

2

ðsrh jRð Þ

srh Rð Þ

_crh srhð Þ

srh
dsrh; (5b)

The schematics of the velocity distribution and designa-

tions of the flow zones for apparent slip of the viscoplastic

fluid are shown in Fig. 2. The velocity distributions for the

deformation and plug flow zones are (for only the inner cyl-

inder rotating)
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VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

1

m1=n

ðr

jRþd1

C

r2
� s0

� �1=n
dr

r

for jRþ d1 � r � r0; (6)

and the plug flow velocity, VIII
h rð Þ

VIII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

1

m1=n

ðr0

jRþd1

C

r2
� s0

� �1=n
dr

r

¼
Us Rð Þ

R
for r0 � r � R� d2; (7)

where r0 ¼ C=s0ð Þ1=2, i.e., srh r0ð Þ ¼ s0. Constant C is deter-

mined from the steady state torque versus cylinder angular

velocity data, = Xið Þ where = ¼ 2pLr2srh rð Þ ¼ 2pLC:
Equation (6) alone applies if srh Rð Þ > s0(pure deformation),

and both Eqs. (6) and (7) would apply if srh jRð Þ > s0 >
srh Rð Þ (coexistence of sheared and plug flow zones). The dif-

ferential quadrature method was used for the numerical solu-

tion of the integrals. If the constant C is not available from

experimental torque data (but the slip and shear viscosity

parameters of the fluid are known), it can be obtained from

Xi ¼
Us Rð Þ

R
�
Us jRð Þ

jR
þ

1

m1=n

ðr0

jRþd1

C

r2
� s0

� �1=n
dr

r
: (8)

The additional solutions for either the inner or the outer cyl-

inder rotating, or both cylinders rotating simultaneously are

provided in Appendix C, which also provides the solutions

for the Couette flow subject to apparent slip for the power

law, Bingham, and Newtonian fluids.

IV. RESULTS AND DISCUSSION

In all experiments, the outer cylinder was kept stationary

and the inner was rotated by applying various torque values

in the 0.1–5mN m range. The corresponding steady-state

angular velocities of the inner cylinder, Xi, were observed to

change in the 0.009–24 rad/s range. The typical velocity dis-

tribution of the microgel that is obtained using Rheo-PIV at

the widest Couette gap, i.e., at j¼ 0.329, is shown in Fig. 3

(Xi ¼ 18 rad/s). The velocity data are presented using 95%

confidence intervals determined according to Student’s t-dis-

tribution (N¼ 50). The velocity distribution is characterized

by the presence of very significant slip velocities at the two

walls. The slip velocity is negative at the inner wall, i.e.,

Us jRð Þ¼�0.168m/s, and is positive at the outer wall, i.e.,

Us Rð Þ¼ 0. 94mm/s.

The data of Fig. 3 are replotted in terms of VII
h rð Þ=r and

VIII
h rð Þ=r together with the corresponding shear stress distri-

bution, srh rð Þ, in Fig. 4. The deformation and plug flow

regions, i.e., zones II and III, respectively, are indicated.

Over the plug flow region, i.e., over zone III, VIII
h rð Þ=r is

constant at 0.022 s�1. The yield stress of the fluid is the shear

stress at which the transition from the deformation to plug

flow zone occurs. The concomitant analyses of the shear

stress, srh rð Þ, and VII
h rð Þ=r and VIII

h rð Þ=r distributions enable
the estimation of the yield stress of the fluid to be approxi-

mately 27 Pa.

Similar data of srh rð Þ and the corresponding VII
h rð Þ=r and

VIII
h rð Þ=r at various values of Xi (0.4–0.72 rad/s) for

j¼ 0.749 are shown in Fig. 5. Consistent with the velocity

distributions in Figs. 3 and 4 (at j¼ 0.329), there are signifi-

cant slip velocities at the two walls. Constant VIII
h rð Þ=r val-

ues are obtained for Xi ¼ 0.4 and 0.46 rad/s, indicating pure

rigid body motion, i.e., pure plug flow, that prevails over the

entire gap. What makes the rigid body motion, pure plug

flow, possible is the slip of the microgel at the two walls. On

the other hand, a transition from rigid body motion to a

deforming microgel is observed at the higher Xi when the

shear stress reaches the yield stress of the fluid. The analysis

of all the data for the three gaps provided the yield stress

value of 26.96 1.9 Pa for the fluid. Can the yield stress of

the viscoplastic fluid be determined if velocity distributions

are not available, i.e., only using the torque versus cylinder

angular velocity data? It is shown below that this is possible,

provided that the wall slip behavior of the viscoplastic fluid

is known.

FIG. 3. Experimental tangential velocity distribution, Vh rð Þ, and slip of the

microgel at the two cylinder surfaces for the Couette gap of 28.5mm,

j¼ 0.329, R¼ 42.5mm, and inner cylinder angular velocity, Xi¼ 18 rad/s.

FIG. 4. Experimental distributions of Vh rð Þ=r and shear stress, srh rð Þ, for
the Couette gap of 28.5mm, j¼ 0.329, R¼ 42.5mm, and Xi¼ 18 rad/s.
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A. Wall slip behavior of the microgel

Generally, the wall slip behavior can develop differently

when there is plug flow adjacent to the wall or if the visco-

plastic fluid is being sheared at the wall [15,16,42]. Thus, it

is important to separate the wall slip data associated with

these two conditions. The wall slip velocity data for the case

of plug flow occurring adjacent to the inner and/or the outer

cylinder are shown in Fig. 6 [srh jRð Þ < 27 Pa or srh jRð Þ

> 27 Pa and srh Rð Þ < 27 Pa].

A power-law type relationship links the absolute values

of the wall slip velocities to the wall shear stress values. The

power law relationship is consistent with the apparent slip

mechanism that is elucidated in Appendix B, leading to Eqs.

(3d) and (3e), i.e., Us jR;Rð Þ ¼ 7b srh jR; Rð Þð Þsb . When

there is plug flow occurring adjacent to the cylinder, the slip

coefficient, b, can be best-fitted as 5.2� 10�5, 6.94� 10�6,

and 1.2� 10�5 m/(s Pasb) and the slip exponent, sb, as 1.45,

2.11, and 1.86 for j¼ 0.329, 0.749, and 0.933, respectively.

Appendix B further shows that the mechanism for apparent

slip of the microgel is complicated, with the apparent slip

layer thickness depending on the wall shear stress. Such a

dependency of the apparent slip behavior on flow conditions

is also observed for concentrated suspensions of rigid par-

ticles, but generally only for plug flow [42].

The absolute values of the wall slip velocities versus wall

shear stresses, obtained when the fluid adjacent to the cylin-

der is being deformed, are reported in Fig. 7 (together with a

few points obtained from the plug flow condition to show

trends). The data include those collected at both the inner

and outer walls provided that srh jRð Þ or srh Rð Þ> 27 Pa. The

slip velocity versus the wall shear stress behavior can again

be fitted using Us jR;Rð Þ ¼ 7b srh jR;Rð Þð Þsb . However,

there is a considerable dependence of the parameters on the

gap, i.e., b¼ 2.74� 10�8, 7.86� 10�5, and 4.12� 10�6 m/(s

Pasb) and sb¼ 3.74, 1.24, and 2.09 for j¼ 0.329, 0.749, and

0.933, respectively. It is shown in Appendix B that the thick-

ness of the apparent slip layer depends on the flow condi-

tions, possibly leading to the observed scatter in the wall slip

velocity versus wall shear stress behavior. The observed

dependencies of the wall slip behavior on the gap for both

the plug flow and deformation regions mandate the use of

the specific wall slip relationships determined at each gap for

subsequent analyses.

B. Determination of the yield stress of the

viscoplastic fluid

In earlier investigations focusing on capillary, rectangular

slit, and steady torsional and axial annular flows, it was

shown that the wall slip velocity versus shear stress data can

be used directly to determine the yield stress of the fluid

[10,12,15]. Can the wall slip behavior observed during

Couette flow be also used for the determination of the yield

stress values of viscoplastic fluids? Such an approach should

be able to generate the parameters of the shear viscosity of

the viscoplastic fluid, provided that the wall slip behavior of

FIG. 5. Experimental distributions of Vh rð Þ=r (filled symbols) and shear

stress, srh rð Þ, (unfilled symbols with lines) for the Couette gap of 4.7mm,

j¼ 0.749, and R¼ 18.7mm at Xi¼ 0.4, 0.46, 0.52, and 0.72 rad/s.

FIG. 6. Absolute values of the wall slip velocity versus the wall shear stress

for plug flow and their best fit, i.e., b¼ 5.2� 10�5, 6.94� 10�6, and

1.2� 10�5 m/s Pasb and sb¼ 1.45, 2.11, and 1.86 for j¼ 0.329, 0.749, and

0.933, respectively.

FIG. 7. Absolute values of wall slip velocity versus wall shear stress col-

lected in the deformation region and their best fit, i.e., b¼ 2.74� 10�8,

7.86� 10�5, and 4.12� 10�6 m/s Pasb and sb¼ 3.74, 1.24, and 2.09 for the

inner cylinder at j¼ 0.329, 0.749, and 0.933, respectively (filled symbols

refer to data collected at the inner cylinder and unfilled symbols to data col-

lected at the outer cylinder).
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the fluid and the relationship between the angular velocity,

Xi, and the corresponding torque are available.

The analysis of the pure plug flow within the Couette gap,

i.e., _crh ¼ 0 for jR� r�R in Eq. (5b), and the use of the

wall slip velocity versus the wall shear stress relationships

indicates that the shear stress values at the two walls can be

determined on the basis of the slip coefficient, b, and the slip

exponent, sb, as

srh jRð Þ ¼
XiR

b 1þ
1

j1þ2sb

� �

0

B

@

1

C

A

1=sb
1

j2
and

srh Rð Þ ¼
XiR

b 1þ
1

j1þ2sb

� �

0

B

@

1

C

A

1=sb

(9)

The yield stress of the fluid would be identifiable as the

critical wall shear stress at which the experimental wall shear

stress values start to deviate from those calculated by using

Eq. (9) in conjunction with wall slip parameters determined

from the plug flow condition. This comparison is shown in

Fig. 8 for j¼ 0.329, i.e., b¼ 5.2� 10�5 m/(s Pasb) and

sb¼ 1.45. In this figure, the shear stress values srh jRð Þ and
srh Rð Þ obtained with Eq. (9) are shown together with the

experimentally determined srh jRð Þ and srh Rð Þ values for the
widest gap, i.e., j¼ 0.329 for various Xi values. For the rela-

tively small wall shear stress values at the outer wall, srh Rð Þ

(0.9–7 Pa), there is no difference between the experimental

wall shear stress values and those predicted on the basis of

plug flow [Eq. (9)], indicating that the microgel does not

deform for srh Rð Þ� 7 Pa. On the other hand, the experimen-

tally observed shear stress values at the inner wall, srh jRð Þ

(8–64 Pa) versus those predicted from Eq. (9), are similar

only up to srh jRð Þ� 20–30 Pa, suggesting that the flow

occurs as plug flow only up to srh jRð Þ values of 20–30 Pa.

At wall shear stress values that are above this range, the

shear stress values calculated on the basis of plug flow [via

Eq. (9)] differ significantly from the experimentally deter-

mined shear stress values. Thus, the transition between the

rigid body motion (plug flow) and the deformation of the vis-

coplastic fluid occurs at srh jRð Þ � 20–30 Pa, indicating that

the yield stress of the fluid is reached in this critical range.

Equation (9) provides the wall shear stress values that

would be generated under plug flow conditions. The compar-

ison of these predicted wall shear stress values with the

experimentally determined wall shear stress values enables

the determination of the yield stress value of the viscoplastic

fluid. Alternatively, the slip velocities that are determined

for specific flow conditions can be used directly for the deter-

mination of the yield stress. Xi ¼ Us Rð Þ=R� Us jRð Þ=jR
þ 1

2

Ð srh jRð Þ

srh Rð Þ _crh srhð Þ = srh
� �

dsrh becomes the following for

pure plug flow, i.e., _crh rð Þ ¼ 0 for jR� r�R

Xi ¼
Us Rð Þ

R
�
Us jRð Þ

jR
: (10)

Knowing the wall slip velocities, Us jRð Þ and Us Rð Þ, and
the shear stress distribution from the torque for each flow

condition allows the calculation of the angular velocity of

the inner cylinder, Xi; from Eq. (10) as a function of the wall

shear stress. For a given Couette flow condition, if the flow

is pluglike, the angular velocity of the inner cylinder, Xi;
predicted from Eq. (10) would be equal to the experimentally

determined angular velocity, Xi. The wall shear stress at

which the predicted Xi value deviates from the experimental

Xi value would correspond to the yield stress of the visco-

plastic fluid, i.e., srh jRð Þ ¼ s0.

The determination of the yield stress of the microgel is

shown in Figs. 9–11 for j¼ 0.329, 0.749, and 0.933, respec-

tively, where the experimental Xi values are plotted as a

function of srh jRð Þ, along with the Xi values predicted on

the basis of the wall slip velocities. For all three gaps, the

curves start to deviate from each other at wall shear stress

values that are in the vicinity of 27 Pa, i.e., the yield stress of

the fluid.

Overall, the findings reported in Figs. 8–11 indicate that

the yielding at the three gaps occurs in a shear stress range

that is consistent with the yield stress value of the fluid,

26.96 1.9 Pa, which was determined from the analysis of all

the velocity distributions for all three gaps. This suggests

that the approach of using the deviation of the experimental

wall shear stress values from those predicted under plug flow

conditions, as obtained with the apparent slip mechanism (or

the deviation of the predicted and experimental Xi values),

can provide the yield stress of the viscoplastic fluid.

C. Determination of the other parameters of the

Herschel–Bulkley fluid

Equation (8) can be pursued further to determine the other

parameters of the shear viscosity of viscoplastic fluids. For

the Herschel–Bulkley fluid model representing the shear

FIG. 8. Determination of the yield stress, s0, of the viscoplastic microgel

identified by using Eq. (9) from the wall slip velocity behavior in plug flow

(diamonds) and the experimental wall shear stress values, srh jRð Þ (filled

squares) and srh Rð Þ (unfilled squares) at j¼ 0.329.
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viscosity of the microgel, a least squares fit of Xi ¼ Us Rð Þ=R

�Us jRð Þ=jRþ 1
m1=n

Ð r0
jRþd1

C=r2
� �

�s0
� �1=n dr

r
provides m¼5.5

Pa sn and n¼0.43 for the yield stress of 27Pa. The compari-

sons of the Xi values that were experimentally determined

and calculated using m¼5.5Pa sn and n¼0.43 are shown in

Figs. 9–11 for j¼0.329, 0.749, and 0.933, respectively. There

is good agreement between the experimental and calculated Xi

values for m¼5.5Pa sn, n¼0.43, and s0¼27Pa, indicating

that a single set of Herschel–Bulkley parameters is adequate to

represent the flow and deformation behavior over a wide range

of gaps.

D. Comparisons of flow curves obtained using

different methods

How does the flow curve obtained from the analysis of

the wall slip behavior and torque versus Xi compare with

flow curves determined using other methods? Such a com-

parison is shown in Fig. 12. The data include the shear rate

distributions within the three gaps as determined from the

PIV data and the apparent flow curve obtained from the

Couette rheometer with smooth cylinder surfaces (UDS 200

rheometer). The software of the rheometer defines the appar-

ent shear rate as _capp ¼ FXi, where F is a geometrical factor.

Since the shear rate versus shear stress data obtained from

FIG. 10. Determination of yield stress, s0, of the viscoplastic microgel based

on the deviation of Xi calculated from plug flow behavior (squares) from

experimental Xi (filled diamonds) at j¼ 0.749. Herschel–Bulkley parame-

ters m¼ 5.5 Pa sn and n¼ 0.43 are obtained from the best fit of Eq. (8)

(circles).

FIG. 11. Determination of yield stress, s0, of the viscoplastic microgel based

on the deviation of Xi calculated from plug flow behavior (squares) from

experimental Xi (filled diamonds) at j¼ 0.933. Herschel–Bulkley parame-

ters m¼ 5.5 Pa sn and n¼ 0.43 are obtained from the best fit of Eq. (8)

(circles).
FIG. 9. Determination of yield stress, s0, of the viscoplastic microgel based

on the deviation of Xi calculated from plug flow behavior (squares) from

experimental Xi (filled diamonds) at j¼ 0.329. Herschel–Bulkley parame-

ters m¼ 5.5 Pa sn and n¼ 0.43 are obtained from the best fit of Eq. (8)

(circles).

FIG. 12. Flow curve of the microgel generated by the Herschel–Bulkley

parameters of s0¼ 27 Pa, m¼ 5.5 Pa sn, and n¼ 0.43 and the uncorrected

flow curves obtained from conventional Couette rheometry at three gaps

(unfilled symbols) and from the shear rate versus shear stress data obtained

from rheo-PIV (filled symbols).
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the Couette rheometer with smooth surfaces were not cor-

rected for wall slip, the Couette rheometer reports flow

curves that are significantly different from the flow curve

obtained upon the application of wall slip analysis. On the

other hand, the agreement between the results of the analysis

method associated with Figs. 8–11 and the flow curve

obtained from the PIV-based shear rate distributions is

excellent.

E. Comparisons of predicted and measured

velocity profiles

An additional rigorous test of the validity of the

Herschel–Bulkley equation and the parameters that were

determined on the basis of the analysis associated with Figs.

8–11 involves the computation of the velocity distributions

using Eqs. (6)–(8). These tangential velocity distributions,

computed using the Herschel–Bulkley parameters that were

identified to represent the shear viscosity of the microgel

(s0¼ 27 Pa, m¼ 5.5 Pa sn, and n¼ 0.43), are compared with

the PIV-based velocity distributions in Figs. 13–15. The

agreement between the experimental and calculated velocity

distributions is acceptable. It is anticipated that better agree-

ment would have ensued if the resolution of the PIV method

were finer and if the specific values of wall slip velocities

determined for each run were used, instead of fitting the wall

slip velocity data into slip expressions and then using the fit-

ted values for each gap. The overall agreement that is

observed supports the validity of the proposed approaches

based on the macroscopic torque versus the cylinder angular

velocity data and the wall slip behavior of the viscoplastic

fluid. The observed agreement also indicates that the param-

eters of the Herschel–Bulkley fluid thus determined apply

for both narrow and wide gaps.

V. CONCLUSIONS

In this experimental investigation, the isothermal tangen-

tial annular flow of a viscoplastic fluid, i.e., a microgel, was

investigated using particle imaging velocimetry. The veloc-

ity distributions and the torque versus cylindrical velocity

data were collected using both narrow and wide-gapped

Couette rheometers in the inner over the outer radius ratio, j,

range of 0.329–0.933. The development of the velocity dis-

tributions of the viscoplastic microgel is first and foremost

affected by significant wall slip velocities at both walls. The

slip velocity versus wall shear stress relationship obeys the

general mechanism of apparent slip, i.e., the formation of a

thin zone of a lower-viscosity fluid (water in this case) at the

walls. However, the thickness of the apparent slip layer, d,

changes as a function of the flow conditions (Appendix B).

Overall, there are two general approaches for the charac-

terization of the flow curves of viscoplastic fluids when

velocity distributions are not available. The popular

approach is to use roughened walls and hope that the wall

FIG. 13. Comparisons of the tangential velocity distributions, Vh rð Þ,
obtained via PIV (discrete) and from the analytical model of the tangential

flow of a viscoplastic fluid (Herschel–Bulkley with parameters of s0¼ 27 Pa,

m¼ 5.5 Pa sn, and n¼ 0.43) subject to apparent slip at both walls for

j¼ 0.329 (continuous).

FIG. 14. Comparisons of the tangential velocity distributions, Vh rð Þ,
obtained via PIV (discrete) and from the analytical model of the tangential

flow of a viscoplastic fluid (Herschel–Bulkley with parameters of s0¼ 27 Pa,

m¼ 5.5 Pa sn, and n¼ 0.43) subject to apparent slip at both walls for

j¼ 0.749 (continuous).

FIG. 15. Comparisons of the tangential velocity distributions, Vh rð Þ,
obtained via PIV (discrete) and from the analytical model of the tangential

flow of a viscoplastic fluid (Herschel–Bulkley with parameters of s0¼ 27 Pa,

m¼ 5.5 Pa sn, and n¼ 0.43) subject to apparent slip at both walls for

j¼ 0.933 (continuous).
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roughness is appropriately tailored to generate a no-slip con-

dition at the walls of the rheometer without fracturing the

viscoplastic fluid. The second approach involves collecting

wall slip velocity versus wall shear stress data to determine

the conditions under which plug flow develops and identify

the yield stress as the critical shear stress at which the transi-

tion from pure plug flow to deformation occurs [10,15,16].

This second approach was pursued here for Couette flow and

was able to provide the value of the yield stress. The yield

stress thus determined was found to be consistent with the

yield stress value obtained from the analysis of the velocity

distributions for both the narrow and wide gapped Couette

experiments. The use of the wall slip data for the analysis of

the torque versus cylinder velocity data in the deformation

region enabled further determination of the other two param-

eters of the Herschel–Bulkley fluid. These findings empha-

size that if the mechanism of the wall slip is well understood

so that the relationship between the slip velocity and the

stress condition at the wall is known a priori, the boundary

condition can be used readily for the determination of the

yield stress of the viscoplastic fluid from torque versus cylin-

der angular velocity data. However, the complex wall slip

behavior observed in this investigation (Appendix B) is a tes-

tament to the difficulties which lie ahead for microgels.

The application of an analytical model of the Couette flow

of the viscoplastic fluid subject to apparent wall slip generated

velocity distributions which agreed with the experimental

velocity distributions. This indicates that the Herschel–Bulkley

constitutive equation and the parameters of Herschel–Bulkley

fluid, obtained via the analysis of the torque versus cylinder

velocity data in conjunction with wall slip analysis, remain

valid for both the narrow and wide gapped Couette geometries.

Overall, this finding is consistent with earlier investigations of

the steady torsional, capillary, and axial annular flows of visco-

plastic microgels [15,16,19,36] and points to the general valid-

ity of the method of using viscoplastic constitutive equations

with wall slip, for steady Couette flow for both narrow and

wide gaps.
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APPENDIX A: PREPARATION AND PROPERTIES

OF THE MICROGEL AND PIV MEASUREMENTS

1. Preparation of the microgel

Microgel samples were prepared by dissolving 0.12wt. %

of Carbopol 940 in distilled water under continuous stirring

at 500 rpm for 3 h using a twisted-three blade turbine impel-

ler. The specific concentration of 0.12wt. % was selected

since this concentration results in percolated viscoelastic dis-

persions of fully swollen microgels [7]. Hollow glass spheres

with an average diameter of 10 lm (Sphericel 110P8,

Potters) and a specific gravity of 1.16 0.05 were added to

the Carbopol solution at a concentration of 0.06wt. % to

serve as velocity tracers (stirred at 500 rpm for 1 h more).

The pH of the solution containing the tracer particles was

adjusted via neutralization with a 5N NaOH aqueous solu-

tion under the same stirring conditions until the gel was free

of air bubbles (about an hour). The prepared microgel sam-

ples were kept under quiescent conditions at ambient temper-

ature for one day prior to being subjected to tangential

annular flow. The microgel samples were not reused.

2. Swelling coefficients

The swelling coefficient of the Carbopol particles was

determined using Q ¼ m� m0ð Þ= m0qð Þ; where m is the

mass of the swollen sample, m0 is the mass of the dry sam-

ple, and q is the density of the swelling agent [43]. To obtain

Q, the sample was first dried at 60 �C for 4 h and then condi-

tioned at 25 �C and zero relative humidity for 24 h. The sam-

ple was further conditioned at 25 �C and 96% of relative

humidity with distilled water for 72 h. The diameters of the

dried and swollen particles were 1.276 0.138lm and

13.66 5.15 lm, respectively. The swelling coefficient, Q,

and the ratio of final volume to the initial volume of particles

were determined to be 1.43 cm3/g and 1225, respectively.

These values are in agreement with reported values for

Carbopol dispersions [44]. The pH of the Carbopol disper-

sion incorporated with velocity tracer particles prior to neu-

tralization was 3.36. The targeted pH for neutralization was

7.0 (however, the ultimate pH was 7.04). Neutralization

increased the size of the swollen Carbopol particles to about

30 lm, to in turn increase the shear viscosity and the yield

stress of the microgel. Considering that the minimum gap

size utilized, 1mm, is significantly greater than the 30 lm

size of swollen particles (generating gap over particle diame-

ter ratios that are greater than 30), the gap effects due to con-

finement of the microgel were assumed to be negligible.

3. Dynamic properties

The storage, G0, and the loss modulus, G00, values of

the Carbopol dispersion were characterized at 25 �C

(0.1–100 rad/s) and were found to be within the narrow

ranges of 210–270 and 14–52 Pa, respectively. Thus, the

Carbopol dispersion exhibits the characteristic gel-like

behavior with G0 � G00 (tand between 0.05 and 0.1) and with

both moduli relatively independent of the frequency [45].

Such plateau behavior which spans a broad range of frequen-

cies suggests the formation of a reversible network structure

typically characterized by a yield stress. There were differ-

ences in the dynamic properties obtained using different

materials of construction or roughness, i.e., whether smooth

acrylic or stainless steel or roughened stainless steel surfaces

were used. However, regardless of the materials of construc-

tion, the general nature of the dynamic properties remained

the same, indicating the strong gel-like behavior of the

Carbopol solution.

4. Sedimentation effects

Is the sedimentation of the tracer particles used for imag-

ing velocimetry a problem? For viscoplastic suspensions, it

is suggested that there would be no motion of the spherical
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particles (in the absence of the deformation of the suspen-

sion) when the yield parameter, Y ¼ s0=ðgDpDq)

> 0.02–0.05, where g is the acceleration of gravity [46]. For

our microgel with a yield stress of s0 ¼ 27 Pa, a tracer parti-

cle diameter of Dp¼ 10 lm, and a density difference

between the tracer particles and the solution of Dq¼ 98 kg/

m3, the yield parameter, Y, is 2814. Thus, sedimentation of

the tracer particles should be negligible under conditions

without deformation. Overlez et al. have indicated that sedi-

mentation becomes an issue during shearing of viscoplastic

particles with relatively high particle diameters and low yield

stress [47]. Since our yield stress is higher and the diameter

of our tracer particles is significantly smaller than those used

in the study of Overlez et al., we have assumed that sedimen-

tation of the tracer particles during shearing was negligible.

5. Thixotropy assessment

In an earlier investigation on similar microgel samples,

the effects of thixotropy and the incorporation of the tracer

particles were assessed using steady torsional and small-

amplitude oscillatory shear experiments [16]. For thixotropy

assessment, the procedure was to start shearing with a low

frequency or apparent shear rate, increase the frequency or

the deformation rate in sequential steps until a maximum,

and then to decrease the frequency or the apparent shear rate

in successive steps. The results indicated that there are no

significant differences in the shear stress versus apparent

shear rate behavior for ascending versus descending shear

rates, indicating that thixotropic effects were negligible.

6. Effects of incorporation of tracer particles on

rheological behavior

For the assessment of the effects of incorporation of tracer

particles on the rheological behavior of the microgel, both

steady torsional and small-amplitude oscillatory shear

experiments were carried out. The small-amplitude oscilla-

tory shear data obtained with and without the tracer particles

indicated that the incorporation of the tracer particles at a

concentration of 0.12wt. % affected slightly the loss modu-

lus values, whereas the effects on the magnitude of complex

viscosity and the storage modulus were negligible. Similar

experiments were carried out using steady torsional flow,

and the effects of the tracer particles on the flow curve were

determined to be negligible.

7. PIV Measurements

The analysis of the velocity maps in a curved flow region

can be carried out in different ways. For example, Blanc

et al. [48] computed the radial and azimuthal components of

the velocity field, namely, Vr and Vh, and averaged them

over h. A different approach was followed by Serrano-

Aguilera et al. [49], in which a transformation of the annular

region, rh coordinates, into a rectangle in the xy plane was

made. Since we were interested in the velocity distribution

across the gap, we have followed a simpler approach based

on the velocity profile at h¼ 0, for which Vr ¼ 0 [Fig. 1(b)].

The selection of the h¼ 0 value is explained as follows: For

a given disposition of the experimental components, we

found an interrogation row [marked in white Fig. 1(b)] for

which one side was most tangent to the rotating cylinder;

this automatically results in the other side of the interroga-

tion row to be collinear with the radial coordinate. Series of

50 image pairs were obtained for each flow condition, and all

the image pairs were correlated (adaptive correlation algo-

rithm with a central difference approximation [50,51]) to

obtain the corresponding velocity maps. Finally, the 50 veloc-

ity maps were averaged in time to obtain a single one, from

which the velocity profile was obtained for the desired azi-

muthal position. The spatial resolution changed with the gap

size (due to the necessity of imaging the whole gap) and was

15.5lm for j¼ 0.933, 66.5lm for j¼ 0.749, and 183lm for

j¼ 0.329. The slip velocity values were determined by fitting

the five closest points to the wall (inner and outer) to a linear

relationship and then extrapolating to the wall.

APPENDIX B: APPARENT SLIPAT THE COUETTE

WALLS

Whenever the rheological behavior of the fluid found

adjacent to the wall becomes different from that of the bulk

of the fluid flowing in the channel, apparent slip occurs

[10,52]. The formation of a relatively thin layer of low-

viscosity fluid adjacent to the wall, referred to as the

“apparent slip layer” or the “Vand layer,” is depicted in an

exaggerated manner in Fig. 2. Various numerical analyses of

the simple shear flow of concentrated suspensions of rigid

particles with a Newtonian continuous phase have explored

the formation of apparent slip [53–56] and point to the deple-

tion of the concentration of particles adjacent to the wall,

with the depletion affected by the roughness of the walls.

Outside of the plug flow region, concentrated suspensions

with rigid particles exhibit slip layer thickness, d, values

which are functions of the volume fraction and the maximum

packing fraction of the solid phase, and the harmonic mean

particle diameter [10].

What is the relationship between the wall shear stress and

the slip velocity when the apparent slip mechanism prevails at

the two walls of the Couette? Let us consider the apparent slip

mechanism when a Newtonian or non-Newtonian fluid with a

power-law (Ostwald-de Waele) type shear viscosity material

function constitutes the apparent slip layers, i.e., zone I

jR � r � jRþ d1ð Þ and zone IV R� d2 � r � Rð Þ in Fig. 2

srh ¼ �lb r
d Vh=rð Þ

dr

� �

or

srh ¼ �mb

�

�

�

�

r
d Vh=rð Þ

dr

�

�

�

�

nb�1

r
d Vh=rð Þ

dr

� �

; (B1)

where lb is the Newtonian viscosity and mb and nb are the

consistency index and power-law exponent, respectively, for

the power-law fluid which constitutes the apparent slip layers

(zones I and IV in Fig. 2). If the wall slip behavior is differ-

ent at the two walls, then there would be two different sets of

parameters at the two walls, i.e., mb1 and nb1 at the inner cyl-

inder, i.e., zone I, and mb2 and nb2 at the outer cylinder, i.e.,

zone IV.
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The velocity distribution in the apparent slip layers, zones I

and IV, is given as follows when the possible rotations of both

the inner and outer cylinders of the Couette are considered

Vh
I rð Þ

r
¼ 6

6C

mb1

� �sb1 jRð Þ�2sb1

2sb1

r

jR

� ��2sb1

� 1

 !

þ Xi;

(B2a)

Vh
IV rð Þ

r
¼ 6

6C

mb2

� �sb2 Rð Þ�2sb2

2sb2

r

R

� ��2sb2

� 1

 !

þ Xo;

(B2b)

where sb1¼ 1/nb1, sb2¼ 1/nb2, and nb1 and nb2 are the power

law exponents of the fluid at the two apparent slip layers.

The þ signs are used for Xi>Xo, and – signs are used for

Xi <Xo.

The slip velocities for the apparent slip case are defined at

the interface between the apparent slip layer and the visco-

plastic fluid, i.e., US jRð Þ ¼ VII
h jRþ d1ð Þ � jRXi ¼ VI

h jRð

þd1Þ � jRXi and US Rð Þ ¼ VIII
h R� d2ð Þ � RXo ¼ VIV

h Rð

�d2Þ � RXo. At the inner wall, the use of first order

MacLaurin series approximations, 1þ d1
jR

� ��2sb1
ffi 1

� d1
jR
2sb1, gives

US jRð Þ ffi �
d1

mb1ð Þsb1
C

jRð Þ2

 !sb1

þ d1Xi ffi �b1 srh jRð Þð Þsb1

for Xi > Xo; (B3a)

US jRð Þ ffi
d1

mb1ð Þsb1
�C

jRð Þ2

 !sb1

þ d1Xi ffi b1 jsrh jRð Þjsb1

for Xi < Xo; (B3b)

with

b1 ¼
d1

mb1ð Þsb1
and sb1 ¼ 1=nb1: (B3c)

Similarly, the slip velocity at the outer cylinder surface,

US Rð Þ, can be determined as

US Rð Þ ¼
d2

mb2ð Þsb2
C

R2

� �sb2

� d2Xo ffi b2 srh Rð Þð Þsb2

for Xi > Xo; (B4a)

US Rð Þ¼
�d2

mb2ð Þsb2
�C

R2

� �sb2

�d2Xo ffi�b2 jsrh Rð Þjsb2

for Xi <Xo; (B4b)

with

b2 ¼
d2

mb2ð Þsb2
and sb2 ¼ 1=nb2: (B4c)

The typical percent truncation errors (1—approximation/

exact values) regarding the simplifications of Eqs. (B3a) and

(B4b) for the data used in our calculations were determined.

The maximum truncation error in all cases was less than

0.01%. For most of the cases, the truncation error was deter-

mined to be less than 0.001%. For Newtonian slip layers, the

Navier slip coefficients at the two walls of the Couette, b1
and b2, become the ratios of the apparent slip layer thick-

nesses over the shear viscosity of the Newtonian binder, i.e.,

d1=lb and d2=lb, respectively. In the derivations of Eqs.

(B3) and (B4), it is assumed that the apparent slip layer

thickness is not affected by the flow conditions. However, as

will be shown next, the slip layer thickness of the microgel is

a function of the wall shear stress, requiring modifications of

the definitions of the slip coefficient and the slip exponent

for the apparent slip law of the microgel.

1. Apparent slip of the microgel

What are the complications involved in the characteriza-

tion of the apparent slip behavior of suspensions with soft

particles? One possible complication involves the time

dependence of Couette flow as was observed by Divoux

et al. [20] during start-up flow of a Carbopol microgel. Wall

slip velocities were observed to undergo significant changes

during very long experiments (some lasting over 45 000 s)

with the transient behavior hypothesized to be related to

changes in the apparent slip layer thickness due to erosion

processes [21]. In our study, Couette rheometry experiments

did not reveal any changes in rheological behavior with time

(60min). Compression of entrained air is another complicat-

ing factor to lead to the pressure dependence of the slip coef-

ficient [56]. However, this should not be a factor in Couette

flow of the microgel since the pressure gradients associated

with centrifugal and gravitational forces are negligible.

Figures 6 and 7 indicate that the slip exponent, sb, ranges

from 1.45 to 2.11 for the plug flow region and 1.24–3.74 for

the deformation region. Water would constitute the apparent

slip layer for the microgel, and thus, mb1¼mb2¼ lb ¼ lw,

where lw is the viscosity of water. If d values were to be inde-

pendent of the flow conditions, sb1¼ sb2¼ sb¼ 1. Clearly, this

is not the case. Meeker et al. [5,6] have suggested that for

Carbopol microgels, consisting of closely packed swollen soft

particles with modulus of elasticity of Gp, and radius Rp, appar-

ent slip layer thickness d would be

d ¼
lwjUsjRp

Gp

 !1=2

: (B5)

Following Eq. (B5), Aktas et al. [15] have shown that the

relationship between the wall shear stress, sw, and the wall

slip velocity, Us, is

jUsj ¼
Rp

lw Gp

� �

sw
2; (B6)

and the apparent slip layer thickness would be [15]

d ¼
Rp

Gp

� �

sw: (B7)

1018 MEDINA-BA~NUELOS et al.



To empirically analyze the behavior observed in Figs. 6

and 7, it can be assumed that d ¼ a sbw, [where a and b are

empirical parameters and sw ¼ srh jRð Þ or srh Rð Þ] so that

jUsj ¼ d=lwð Þsw ¼ a sbw=lw
� �

sw ¼ a sbþ1
w =lw. Thus, for

d swð Þ, the definitions of the slip coefficient, b, and the slip

exponent, sb, change, i.e., b ¼ a=lw and sb ¼ bþ 1: The

determination of d swð Þ from Figs. 6 and 7 reveals a range

of behaviors depending on j and whether the flow is plug

(Fig. 16). Figure 16 shows the apparent slip layer thickness

versus the wall shear stress behavior at the three gaps. For

the plug flow region, the exponent b¼ 0.45, 1.1, and 0.86 for

j¼ 0.329, 0.749, and 0.933, respectively, with b¼ 0 indicat-

ing a constant slip layer thickness and b¼ 1 indicating a lin-

ear dependence of d on srh jRð Þ as shown in Eq. (B7). For

the deformation region, b¼ 2.74, 0.24, and 1.09 for

j¼ 0.329, 0.749, and 0.933, respectively. Thus, Fig. 16 indi-

cates that for the narrow gaps, the relationship between d

and srh jRð Þ in the deformation range varies between a con-

stant d and a linear dependence of d on srh jRð Þ. However, a
significantly higher exponent of b¼ 2.74 is observed at the

widest gap of j¼ 0.329.

Possible explanations for the observed wide range of

d swð Þ behaviors can be based on the expected distortions of

the soft particles from spherical (under quiescent or plug

flow conditions) to oblate spheroids upon the deformation of

the gel at relatively high wall shear stresses, with such a dis-

tortion possibly developing differently for different gaps.

The shape change of the particle would require a modifica-

tion of Eq. (B5). Upon deformation, the volume of the parti-

cle would remain the same, i.e., (4/3)pRp
3¼ (4/3)p a2c, but,

c, the length of the semimajor axis and a the length of the

semiminor axis of the oblate spheroid would depend on the

deformation history.

Another complicating factor would be the shear-induced

migration of the soft particles away from high shear rate

regions of the gap to lead to an increase in the apparent slip

layer thickness. The mechanisms of shear-induced migra-

tion of rigid particles in Newtonian fluids are well-known

[4,57,58]. Such shear-induced migration effects can exist

for soft particles also [59]. Especially for large gaps, the

differences in shear rates at the two walls are significant.

For example, for the widest gap (j¼ 0.329) and at

Xi¼ 18 rad/s, the shear rate experienced by the microgel is

O(102) s�1 at the inner wall versus zero at the outer cylin-

der. Thus, at the plug flow zone adjacent to the outer cylin-

der, there is no driving force for shear-induced migration.

In contrast, at the inner wall, there exists a significant shear

rate gradient, which could force the particles to move away

from the high shear rate region at the inner wall, leading to

d1> d2 and to possibly contribute to the observed nonlinear

increase in the slip layer thickness with the wall shear

stress. At narrower gaps (j¼ 0.749 and 0.933), the shear

rate gradients are smaller, and consequently, the differences

in the apparent slip layer thicknesses at the two walls

should be smaller.

APPENDIX C: VELOCITY DISTRIBUTIONS WITH

APPARENT SLIPAT BOTH WALLS

(d1=jR � 1; d2=R � 1) FOR EITHER THE INNER OR

OUTER CYLINDER ROTATING OR BOTH

CYLINDERS ROTATING SIMULTANEOUSLY

The schematics of the velocity distribution and designa-

tions of the flow zones for apparent slip of the viscoplastic

fluid are shown in Fig. 2. Starting with VII
h rð Þ=r ¼ Us jRð Þ=

jRþ Xi � C
Ð r

jRþd1
dr= g rð Þ r3
�

), the following two cases

are obtained depending on the sign of d=drð Þ VII
h rð Þ=r

� �

with _crh rð Þ ¼ �r dVh
II rð Þ=dr

� �� �

for Xi>Xo and _crh rð Þ

¼ r dVh
II rð Þ=dr

� �� �

for Xi <Xo

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

ðr

jRþd1

_crh rð Þdr

r
for Xi > Xo;

(C1a)

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi þ

ðr

jRþd1

_crh rð Þdr

r
for Xi > Xo:

(C1b)

The velocity distributions for the deformation zone, i.e., for

(jR)� r� r0

VII
h rð Þ

r
¼
Us jRð Þ

jR
þXi�

1

m1=n

ðr

jRþd1

C

r2
� s0

� �1=n
dr

r

for Xi >Xo; (C1c)

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi þ

1

m1=n

ðr

jRþd1

�
C

r2
þ s0

� �	 
1=n
dr

r

for Xi < Xo; (C1d)

and the plug flow velocity at r0� r�R
FIG. 16. Apparent slip layer thickness, d, versus the wall shear stress in

plug flow (unfilled symbols) and deformation (filled symbols) regions.
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VIII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

1

m1=n

ðr0

jRþd1

C

r2
� s0

� �1=n
dr

r

¼
Us Rð Þ

jR
þ Xo for Xi > Xo; (C2a)

VIII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi þ

1

m1=n

ðr0

jRþd1

�
C

r2
þ s0

� �	 
1=n
dr

r

¼
Us Rð Þ

jR
þ Xo for Xi < Xo: (C2b)

where r0 ¼ 6 C=s0ð Þð Þ1=2, i.e., þ is used for Xi >Xo and �
is used for Xi<Xo. The velocity distributions for the power

law, Bingham, and Newtonian fluids subject to apparent wall

slip at the two walls of the Couette can be obtained starting

from Eq. (C1).

1. For the power law (s050Þ

(a) For Xi>Xo

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi þ

C

m

� �1=n
1

2=nð Þ

1

r2=n
�

1

jRð Þ2=n

 !

;

(C3a)

C ¼ jRð Þ2m

Xi � Xo þ
Us jRð Þ

jR
�
Us Rð Þ

R

� �

2

n

� �

1� j2=nð Þ

2

6

4

3

7

5

n

:

(C3b)

(b) For Xi<Xo

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

�C

m

� �1=n
1

2=nð Þ

1

r2=n
�

1

jRð Þ2=n

 !

;

(C3c)

C ¼ � jRð Þ2m

�Xi þ Xo �
Us jRð Þ

jR
þ
Us Rð Þ

R

� �

2

n

� �

1� j2=nð Þ

2

6

4

3

7

5

n

(C3d)

2. For Bingham fluid (n51,m5 l)

(a) For Xi>Xo

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

1

l

ðr

jRþd1

C

r2
� s0

� �

dr

r

for kRþ d1ð Þ � r � r0 (C4a)

and r0 ¼ C=s0ð Þ
1=2

which becomes:

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

1

l

C

2

1

jRð Þ2
�

1

r2

 !

� s0ln
r

jR

� �

" #

:

(C4b)

If there is only deformation of the Bingham fluid in the

Couette gap, i.e., srh Rð Þ > s0, then,

C ¼
Us jRð Þ

jR
þ Xi � Xo �

Us Rð Þ

R
�

1

l
s0lnj

" #

2lR2j2

1� j2ð Þ

(C4c)

If there is also a plug flow zone in the Couette gap, i.e.,

srh Rð Þ � s0, then,

C ¼
Us jRð Þ

jR
þ Xi � Xo �

Us Rð Þ

R
þ

1

l
s0ln

r0

jR

� �

" #

�
2l

1

jRð Þ2
�

1

r02

 ! ; (C4d)

and the plug flow velocity, Vh
III rð Þ, then,

VIII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þXi �

1

l

C

2

1

jRð Þ2
�

1

r02

 !

� s0ln
r0

jR

� �

" #

¼
Us Rð Þ

R
þXo for r0 � r � R� d2ð Þ:

(C4e)

(b) For Xi<Xo

VII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi �

1

l

C

2

1

jRð Þ2
�

1

r2

 !

þ s0ln
r

jR

� �

" #

for jRþ d1ð Þ � r � r0 (C4f)

where r0 ¼ �C=s0ð Þ
1=2
: If there is only deformation of

the Bingham fluid in the Couette gap, i.e.,

jsrh Rð Þj > s0, then,

C ¼
Us jRð Þ

jR
þ Xi � Xo �

Us Rð Þ

R
þ

1

l
s0lnj

" #

2lR2j2

1� j2ð Þ
:

(C4g)

If there is also a plug flow zone in the Couette gap, i.e.,

jsrh Rð Þj � s0 , then,

C ¼
Us jRð Þ

jR
þ Xi � Xo �

Us Rð Þ

R
�

1

l
s0ln

r0

jR

� �

" #

�
2l

1

jRð Þ2
�

1

r02

 ! ; (C4h)

and the plug flow velocity, Vh
III rð Þ
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VIII
h rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þXi �

1

l

C

2

1

jRð Þ2
�

1

r02

 !

þ s0ln
r0

jR

� �

" #

¼
Us Rð Þ

R
þXo for r0 � r � R� d2ð Þ (C4i)

3. For Newtonian fluid with n5 1 and l5m

Vh rð Þ

r
¼

Us jRð Þ

jR
þ Xi þ

C

2l

1

jRð Þ2
j2

R

r

� �2

� 1

 !

; (C5a)

C ¼
2l jRð Þ2 Xi � Xo �

Us Rð Þ

R
þ
Us jRð Þ

jR

� �

1� j2ð Þ
: (C5b)
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1      INTRODUCTION

Torsional or rotational rheometers are widely used for
measuring the rheological properties of yield-stress flu-
ids. Among this sort of rheometers, one of the most
used to analyze low-viscosity fluids is the concentric
cylinders or circular Couette rheometer. However,
when dealing with yield-stress or viscoplastic fluids the
existence of slip at solid boundaries of a rheometer
must be of concern. The slip at solid boundaries has
been one of the main problems in the characterization
of yield-stress fluids, since it complicates the determi-
nation of both, a reliable yield stress value and a faithful

description of the overall flow behavior [2 – 4]. More-
over, slip may occur at both walls in rotational rheome-
ters, which further complicates the rheological mea-
surements. Even linear viscoelastic measurements at
shear stresses below the yield point may be affected by
slip [3], but its presence is not evident by inspection of
a single flow curve.
         Buscall [2] has emphasized the relevance of slip in
the characterization of disperse systems, since it is,
along with a yield stress, an intrinsic feature of this sort
of systems. Also, different authors have drawn atten-
tion to some problems and limitations encountered in
the rheological characterization of yield-stress fluids [2,
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3, 5], which are more difficult to address without appeal-
ing to the knowledge of the flow kinematics [6]. The in-
fluence of slip is often neglected in the characterization
of yield-stress fluids or it is sometimes simply assumed
to be suppressed by using milled, serrated or textured
surfaces in rheometers. Then, prominently textured
geometries are often used, which may result in undesir-
able effects as inaccurate measurement of the dynamic
variables, fracture of the sample or the appearance of
shear banding across the gap, as commonly encoun-
tered with suspensions of rigid particles [7, 8]. Very re-
cently, Cloitre and Bonnecaze [9] have reviewed the wall
slip phenomenon in high solid dispersions. These au-
thors discussed the ways to detect wall slip, the influ-
ence of the type of shearing surfaces and its negative/
positive effects in rheometry as well as in natural and
industrial processes. In addition, Cloitre and Bonnecaze
revised the methods to avoid or correct wall slip and the
effects that surface texture may have on the flow be-
havior of concentrated yield-stress materials.
         Apart from the relevance of a proper evaluation of
slip in rheometrical measurements and flow applica-
tions of yield-stress fluids, there are still open questions
regarding the overall flow behavior of yield-stress fluids
that deserve attention, as for example the location of
the yielding surfaces, the measurement of the yield
stress in the presence of wall slip as well as the consis-
tency of existing numerical solutions for flow problems
with slip.
Recently, the use of velocimetry techniques has
brought new light on the behavior of yield-stress fluids
under flow, since they may be useful to locate yielded
and non-yielded regions, as well as to describe the ve-
locity distributions and true shear rates in a given flow
cell. The different microscopic techniques used to de-
tect slip in high solid dispersions have been recently re-
viewed by Cloitre and Bonnecaze [9]. In particular, mag-
netic resonance imaging (MRI) techniques and ultra-
sound Doppler velocimetry (UDV) have been utilized to
study the flow of nontransparent pasty materials
[10 – 20]. For transparent viscoplastic materials, optical
techniques as laser Doppler velocimetry and PIV have
also been utilized to describe their kinematics in Cou-
ette and Poiseuille flows [3, 21, 22].
         As stated by Magnin and Piau [6], it is “unthinkable
to carry out rheometrical tests on yield stress fluids
without monitoring the real kinematic field, which can
differ considerably from the theoretical kinematic field
deduced from the movement of the mechanical parts”.
Thus, in this work we present a detailed analysis of the
Couette flow of a model yield-stress fluid, a 0.12% Car-
bopol® 940 microgel with slip at the walls. The aim of
the work was to obtain a reliable and full description of
the different flow regimes occurring in the steady Cou-

ette flow of yield-stress fluids, with a focus on the slip
occurring at the rheometer walls. With this purpose, we
have used rheometrical measurements along with the
particle image velocimetry technique (Rheo-PIV) to ob-
tain the velocity and shear rate distributions across gap.
Rheo-PIV measurements are robust and allow the de-
termination of the true flow curve irrespective of the
gap size or the existence of slip at solid boundaries. The
Rheo-PIV technique to analyze the Couette flow was
first tested with a Newtonian fluid. Then, by following
this approach we obtained a description of the different
flow regimes occurring in the steady Couette flow of
yield-stress fluids with slip at the rheometer walls,
namely, rigid body-like motion at stresses below the
yield one, rigid body-like motion and shear flow at
stresses above the yield one, as well as pure shear flow
once the shear stress at the outer cylinder overcomes
the yield value. The slip behavior at both cylinders is dis-
cussed in terms of the influence of the type of shearing
surface according to the hydrodynamic and elastohy-
drodynamic lubrication mechanisms of slip in the flow
of soft deformable particle dispersions proposed by
Seth et al. [1]. Besides, the yield stress was determined
from the velocity profiles, as well as the location of the
yielded and non-yielded regions for each flow condi-
tion. Finally, we tested the consistency of the obtained
velocity profiles with the solution proposed by Chatz-
imina et al. [23] for the Couette flow of Herschel-Bulkley
fluids without slip.

2     THEORY OF CIRCULAR COUETTE FLOW

Several approaches have been proposed for the solu-
tion of the concentric cylinders Couette flow problem
with small and large gaps for different types of fluids
and neglecting slip effects [24 – 34]. Nevertheless, in the
absence of a priori knowledge of the constitutive be-
havior of the fluid, determination of the flow kinemat-
ics, namely, the shear rate and the velocity distribution
across the gap, from data measured in a Couette rheo -
meter is an ill posed problem whose solution necessi-
tates the evaluation of an integral equation. In the par-
ticular case of yield-stress fluids different methodolo-
gies have been implemented to solve the inverse prob-
lem and to obtain the flow curve using Couette rheome-
ters without wall slip [25 – 27, 31 – 34] as well as with wall
slip [35]. In order to overcome this limitation, narrow
gap Couette rheometers are used in practice since they
allow the determination of an approximately constant
average shear rate through the gap, irrespective of the
constitutive equation of the fluid. Also, the Couette
flow problem for yield-stress fluids without slip has
been solved numerically assuming a constitutive be-
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havior [23, 36], a Herschel-Bulkley’s one in most cases,
to obtain a description of the flow kinematics across the
gap. However, such approaches require validations
that in most cases are not provided, which may lead to
draw misleading conclusions. In this work, we tested
the consistency of the obtained velocity profiles by
comparison with the solution of the Couette flow prob-
lem of Herschel-Bulkley fluids without slip proposed by
Chatzimina et al. [23].
         The problem of torsional flow between two con-
centric cylinders or circular Couette flow is analyzed in
this work (see Figure 1). The flow cell consists of two
cylinders with radii Riand Roand radii ratio κ = Ri/Ro. The
inner cylinder, having a length L is considered to rotate
at an angular velocity w meanwhile the outer cylinder
is static. The motion equations are solved in cylindrical
coordinates assuming that a) the flow is steady (creep-
ing flow conditions), laminar and isothermal, b) the
flow is axisymmetric with negligible end effects, c)
there is not influence of gravity, d) the fluid is incom-
pressible, and e) the no-slip boundary condition at the
cylinders walls holds [37]. With these considerations,
the only component of the velocity field different from
zero is given by vq = vq(r) and the integration of the q-
component of the momentum equation gives:

                                                                                 (1)

Where c = M/2pL is obtained from a torque balance in
the inner cylinder M is the applied torque and L the
length of the rotating cylinder. Thus, the shear stress
trq, independent of the type of fluid is given by:

                                                                          (2)

On the other hand, the shear rate g· r q is given by:

                                                                    (3)

For a Newtonian fluid, the constitutive equation is:

                                                                  (4)

Considering the established boundary conditions, the
velocity distribution vq(r) for a Newtonian fluid in a cir-
cular Couette rheometer is calculated as:

                                                 (5)

The velocity distribution in Equation 5 may be ap-
proached to a linear velocity profile throughout the gap
for 0.92 < κ < 1, otherwise errors are introduced by using
this equation [38]. For a Herschel-Bulkley fluid, which is
of interest to this work, the constitutive equation in
scalar form is given by:

                                    (6)

In which ty is the yield stress, m is the consistency index,
and n is the power-law exponent. Equation 6 may be
rewritten in a dimensionless form using the following
variables r = r/Ri, V = vq/wRi, Y = g

·
rq/w, and T = trq/ty as

[23]:

                                     (7)
and

                                                     (8)

Where Bn = ty/mwn is the dimensionless Bingham num-
ber. In addition

             (9)
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Figure 1: Schematic representation of the Couette flow
between two concentric cylinders with radii Ri and Ro , respec-
tively, and ratio κ = Ri/Ro . The inner cylinder, of length L, ro-
tates at an angular velocity w meanwhile the outer cylinder
is static. The enlargement shows a top view of the flow field
of a yield-stress fluid in the gap for a) no-slip and b) slip cases.
The dashed line indicates the radial position Ry limiting the
yielded and non-yielded regions.
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yields therefore:

                      (10)

Finally, integration of Equation 10 from 1 to r and con-
sidering the no-slip boundary condition provides an ex-
pression for the dimensionless velocity profile V(r) in-
side the Couette cell irrespective of the gap size as:

                        (11)

And for the shear rate at the inner cylinder (r = 1):

                                                           (12)

Two different situations are considered for the flow of
a yield-stress fluid without slip at the wall [23], the first
one corresponds to partial shearing in which the fluid
has yielded in a region 1 ≤ r < ry, where ry = Ry/Ri is the
yielding position (see the no-slip case in Figure 1). In this
case, both the shear rate and the velocity become zero
at r = ry, then c= ry

2 and the velocity distribution in the
region 1 ≤ r < ry takes the form:

(13)

With Bn1/n given as:

                                                 (14)

The second case corresponds to a situation in which all
the fluid in the gap is exposed to shear flow, in such a
case the angular velocity becomes zero at the outer
cylinder (r1 = Ro/Ri) and the velocity distribution in the
region between 1 ≤ r ≤ r1 is given by Equation 13 with
Bn1/n given by:

                                               (15)

The minimum Bn1/n for which all the fluid in the gap is
under flow (Bncrit

1/n) corresponds to c = r1
2, then:

                                      (16)

Finally, considering that yield-stress fluids are very
prone to slip at solid boundaries, another flow regime
consisting of pure rigid body-like motion vq(r) = rwmust
be considered for trq ≤ ty to describe the true flow kine-
matics, as well as the corresponding slip velocities vsi
and vso at the inner and outer cylinder, respectively,
which are defined as:

                                                                      (17)

                                                                      (18)

Where vqRi is the velocity of the rotating cylinder and vqfi

and vqfo are the fluid velocities at the inner and outer
cylinder, respectively, which were calculated by extrap-
olation of the velocity profile to each wall. Note that
Equation 17 corresponds to the Money’s assumption to
calculate the slip velocity [39, 40].

2     EXPERIMENTAL 

The model fluid analyzed in this work was a microgel
prepared by dissolving 0.12% by weight of Carbopol®
940 (Lubrizol Company) in distilled water. Carbopol®
microgels are well known to behave as simple yield-
stress fluids, i. e. they do not exhibit thixotropy [41, 42].
Hollow glass spheres (Potters Industries) with an aver-
age diameter of 10 μm and a specific gravity of 1.1 ± 0.05
were added at a concentration of 0.12 wt.% to serve as
velocity tracers. The pH of the solution containing the
tracer particles was controlled with a 5N NaOH aqueous
solution up to obtain the microgel with pH = 7.04 ± 0.02.
Once prepared, microgel samples were kept under qui-
escent conditions at ambient temperature for one day
prior to Couette flow experiments in which only fresh
samples were utilized. All the details regarding the
sample preparation, the influence of tracer particles on
the rheological behavior of the microgel, the evaluation
of possible thixotropy and sedimentation effects as
well as the linear viscoelastic behavior for this microgel
are discussed elsewhere [22].
         Rheometrical measurements were carried out at
25 ± 1 °C by using a controlled stress rheometer UDS 200
(Paar Physica) with a Couette cell. The rotating inner

© Appl. Rheol. 27 (2017) 53893 |   DOI: 10.3933/ApplRheol-27-53893 |   4 |
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cylinder was a DIN type one made up of black painted
aluminum (to avoid spurious light reflections) with ra-
dius, Ri of 13.8 mm and two cups were constructed of
borosilicate glass with internal radius Ro of 15 mm and
18.65 mm, respectively, which gave two different radii
ratios of κ = Ri/Ro = 0.92 and 0.74, respectively. The flow
behavior was analyzed via slow shear stress ramps
making sure that a steady state was reached for each
imposed shear stress. Also, rheometrical measure-
ments were performed by using a parallel-plate geom-
etry of 50 mm in diameter, whose surfaces were cov-
ered with sand paper #150 mesh size to suppress slip
and for the purpose of comparison.
         End effects are often neglected in the calculation
of the shear stress at the rotating cylinder of a Couette
cell. In this work, the shear stresses were corrected by
following the analysis presented by Macosko [38]. For
a DIN type rotating cylinder (see Figure 1) the true
torque M is given by M= Mcc+ Mcp, where Mcc is the con-
tribution to the torque by the cylindrical part of the bob
and Mcp is the corresponding to the conical part. Thus,
the corrected shear stress at the inner cylinder is given
by:

                                                                    (19)

where CL is the end effect correction factor. The CL val-
ues for our geometry were calculated by comparison
with the data obtained for a Newtonian fluid of known
viscosity, Glycerol (0.91 Pas) in this case (see below). The
CL values obtained were 1.1 and 1.12 for κ = 0.92 and 0.74,
respectively. Finally, all the data for the microgel were
corrected by using this factor, namely 1.12 for κ = 0.74.
This may still give some uncertainty when computing
the shear stress for the non-Newtonian fluid (microgel),
but it is certainly decreased as compared to the case

where no correction is applied. Note in addition that,
according with Equation 5 this correction does not af-
fect the kinematic data.
         The study of the flow kinematics in the Couette cell
(Figure 2) was performed by using a two-dimensional
PIV system from Dantec Dynamics as described by
Peŕez-Gonzaĺez et al. [21]. The PIV system consisted of
a high-speed and high-sensitivity HiSense MKII charge
coupled device (CCD) camera, two coupled Nd:YAG
lasers (50 mJ and 532 nm), and the Dantec Dynamic Stu-
dio 2015a software. A continuously focusable video mi-
croscope InfiniVar CFM-2/S was attached to the CCD
camera to increase the spatial resolution. The PIV data
were collected in the rq plane at an axial position of z =
5 mm above the onset of the conical part of the bob,
which was sufficiently far away from its tip. An aberra-
tion corrector made up of borosilicate glass and filled
with Glycerol (USP grade, Drogueria Cosmopolita) sur-
rounded the whole cell in order to eliminate lens effects
on the PIV images. Finally, both the rheometer and the
flow cell were maintained in a room with controlled
temperature and variations in the temperature of the
fluid were at most 1.0 °C.
         On the other hand, the analysis of the velocity
maps in a curved flow region can be carried out in dif-
ferent ways. For example, Blanc et al. [43] computed the
radial and azimuthal components of the velocity field,
namely vr and vq, and averaged them over q. A different
approach was followed by Serrano-Aguilera et al. [44]
in which the authors made a transformation of the an-
nular region, rq coordinates, into a rectangle in the xy
plane. Since we are interested in the velocity distribu-
tion across the gap, in this work we have followed a
much simpler approach consisting on the selection of
the velocity profile at a fixed q = 0 for which vr~ 0. Thus,
series of 50 image pairs were obtained for each flow
condition and all the image pairs were correlated to ob-
tain the corresponding velocity maps. Then, the 50 ve-
locity maps were averaged in time to obtain a single
one from which the velocity profile was obtained for
the desired azimuthal position. In all the velocity pro-
files reported in this work vr/vq ~ O(10

-3) and the uncer-
tainty in the velocity data corresponds to the standard
deviation of the 50 profiles. An additional analysis of
the velocity data by using 95 % confidence intervals de-
termined according to Student’s t-distribution (N = 50)
was also performed, which resulted in smaller uncer-
tainties than those reported here.
At last, before using the Rheo-PIV approach to analyze
the Couette flow of the yield-stress model fluid, the ex-
perimental procedure and analysis were tested to de-
scribe the flow of a Newtonian fluid, pure Glycerol (USP
grade, Drogueria Cosmopolita), in the narrow Couette
cell (κ = 0.92)

© Appl. Rheol. 27 (2017) 53893 |   DOI: 10.3933/ApplRheol-27-53893 |   5 |

Figure 2: Schematic representation of the PIV set up for the
Couette flow.
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3      RESULTS AND DISCUSSION

3.1    TESTING OF THE RHEO-PIV TECHNIQUE WITH A

NEWTONIAN FLUID IN COUETTE FLOW

The velocity profiles inside the gap along those predict-
ed by Equation 5 for pure Glycerol are displayed in Fig-
ure 3 for the different imposed shear stresses. As can be
seen from Figure 3 measured velocity profiles and those
predicted by Equation 5 are in excellent agreement.
Note in addition that the shape of velocity profiles ap-
proaches to a linear one, which shows that the narrow
gap approximation is valid for the κ = 0.92 value used
in this work [38]. On the other hand, the rheometrical
flow curve obtained for Glycerol is shown in Figure 4 ac-
companied by that resulting from the calculation of the
shear rates from the velocity profiles using Equation 3.
For this, the derivative was computed by a central dif-
ference approximation and the shear stress corre-
sponding to each radial position was obtained by using
Equation 2. Figure 4 shows that the flow curve recon-
structed from the velocity profiles agrees very well with
the rheometrical one; the maximum difference in vis-
cosity calculated between both sets of data was 1%,
which validates our rheo-PIV approach to the study of
the Couette flow.

3.2    RHEOMETRY OF THE MICROGEL

The flow curves of the microgel obtained with the Cou-
ette (κ = 0.92 and 0.74) and parallel-plate geometries
are shown in Figure 5 along with the flow curve ob-
tained from PIV measurements. Clearly, the rheomet-
rical flow curves differ from each other for trq < ty . No-
tably, the Couette flow curves display higher shear
rates than the parallel-plate one and the shear rate in-
creases with decreasing the gap size. This indicates the
presence of slip in the Couette cell. In contrast, slip

seems to be suppressed by using the sand paper in the
parallel-plate geometry (these facts will be corroborat-
ed in the next section). Finally, for trq > ty the different
flow curves seem to collapse into a single one, a fact
that evidences the predominance of shear over slip
flow, namely, the predominance of bulk over interfacial
interactions at high shear stresses (see for example
[21]). Cloitre and Bonnecaze [9] have described this sort
of flow curves for a concentrated microgel suspension
in a parallel plate geometry as indicative of the pres-
ence of slip and consisting of three flow regimes in the
order of increasing stress, namely, full slip, intermedi-
ate and bulk flow. Such flow curves resulted from the
use of different surfaces of the plates, hydrophobic
(polymer) and hydrophilic (glass). In this work, however,
since the type of surfaces in the Couette cell were not
changed, the differences in the flow curves are due to
the different gap sizes. In other words, different gap
sizes have similar effect as that of changing the type of
surface, namely, they result in different slip velocities.
This is an interesting issue that remains to be explored.

3.3    PIV OF THE MICROGEL AND SLIP IN THE COUETTE

CELL

The velocity profiles vq = vq(r) in the Couette cell (κ = 0.74)
for different shear stress values at the inner cylinder tiw
are shown in Figure 6. It may be seen that the profiles
do not show any development. Instead, in all the cases
the velocity is an increasing function of the radial posi-
tion with w as slope. Therefore, for the flow conditions
shown in Figure 6 the shear rate given by Equation 3
has a zero value, in agreement with a rigid body-like
motion or the absence of shear flow. This behavior
clearly shows that the fluid has a yield stress and that
the applied stress lies below the yield value. Note in ad-
dition that the velocity profiles exhibit non-zero rela-
tive velocity values at both cylinders, i. e. the tangential
velocity of the inner cylinder is higher than the mea-
sured velocity at the wall, meanwhile the velocity at the

© Appl. Rheol. 27 (2017) 53893 |   DOI: 10.3933/ApplRheol-27-53893 |   6 |

Figure 3: Velocity profiles of pure Glycerol inside the gap
(κ = 0.92) along with those predicted by Equation 5 for the
different imposed shear stresses. A linear fit was included to
show that velocity distribution may be approached to a
linear one for 0.92 < κ < 1.

Figure 4: Rheometrical and PIV flow curves obtained for pure
Glycerol in a Couette rheometer (κ = 0.92).
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static outer cylinder is different from zero, which evi-
dences the existence of slip at both walls. Once the
shear stress tiw is increased beyond 30 Pa a significant
change in the shape of the velocity profiles occurs as
shown in Figure 7a. In this case, the velocity profiles are
composed by a decreasing hyperbolic part in the neigh-
borhood of the rotating cylinder and a rigid body-like
motion one close to the outer cylinder. The shape of
these profiles is a sign that the yield stress has been sur-
passed from  the rotating cylinder up to a radial position
Rywhich limits the non-yielded region. At even higher
shear stress shown in Figure 7b the rigid body-like mo-
tion region disappears, indicating that all the fluid in
the gap is exposed to shear flow. Also, the relative ve-
locity at both walls continued being different from zero
and changed along with the shear stress.
         The slip velocity values for both walls (vsi and vso at
the inner and outer cylinder, respectively) are shown in
Figure 8 as functions of the shear stress. The vs values
for both walls follow a different trend and vsi< vsoat low
shear stresses. This is expected to occur due to the rigid
body-like motion as long as the shear stress at the outer
cylinder does not surpass the yield value. However, in
the whole range of stresses, different slipping mecha-
nism may be acting at each wall due to the different
materials of construction of the inner and outer cylin-
der, respectively, or to different slip regimes influenced
by the shear stress levels [22]. Note that, as expected [3,
21, 22], the slip velocity is an increasing function of the
shear stress, in contrast to recent results suggesting
that the slip velocity at both cylinders tends to zero with
increasing the shear stress [36]. It is well known that in
the flow of suspensions of rigid or soft particles these
may be excluded from regions near to solid boundaries,
which leads to the formation of a thin and low-viscosity
layer, d, of fluid adjacent to the walls, also known as

“apparent slip layer” or “Vand layer” [45]. Such a layer
is typically nano or micrometric in size and acts as a lu-
bricant for the fluid in the bulk, giving rise to the appar-
ent slip phenomenon. A detailed discussion of the ap-
parent slip in this type of Carbopol microgel may be
found elsewhere [3, 22, 25].
         Seth et al. [46] analyzed the motion of emulsions
and microgel suspensions near to smooth solid bound-
aries and identified two different mechanisms of local
deformation depending on whether the particle-wall
interactions were repulsive or weakly attractive, these
mechanisms are referred to as hydrodynamic lubrica-
tion (HL) and elastohydrodynamic lubrication (EHL), re-
spectively. Seth et al. suggested that for hydrophobic
surfaces that favor weak attraction on particles (EHL) vs
∝ t2: Meanwhile for hydrophilic surfaces that produce
repulsive interactions vs ∝ t. Also, these authors report-
ed higher vs values at the hydrophilic surface than at
the hydrophobic one. The nature of the surfaces of the
inner and outer cylinder in our Couette cell, namely, hy-
drophobic (paint) and hydrophilic (glass), respectively,
resemble those analyzed by Seth et al., as also does the
trend of our vs values, i. e. higher vs values were mea-
sured at the glass outer surface than at the painted in-
ner one. Also, it is noteworthy the similitude of our Fig-
ure 8 with Figure 5a in Seth et al. work [46]. As it may
be clearly seen, both sets of data describe a non-linear
relationship between vs and t. Surprisingly, Seth et al.
fitted their data from the hydrophilic surface to a linear
relationship. For the shear stress range studied in this
work we found vs ∝ t 1.16and vs ∝ t 2.88 for the hydrophilic
and hydrophobic surfaces, respectively (see the fittings
inside Figure 8). In the light of these results, it is clear
that further studies are necessary to validate the HL and
EHL mechanisms of slip in the flow of soft deformable
particle dispersions [1]. Finally, the fact that the slip ve-
locity is higher at the hydrophilic surface than at the hy-
drophobic one is in part attributed to a thicker lubricat-
ing water layer near the hydrophilic surface.

© Appl. Rheol. 27 (2017) 53893 |   DOI: 10.3933/ApplRheol-27-53893 |   7 |

Figure 6: Velocity profiles, vq = vq(r) in the Couette cell
(κ = 0.74) for tiw < 30 Pa. The arrow in the figure indicates
the magnitude of the slip velocity.

Figure 5: Flow curves for the microgel obtained with the
Couette cells (κ = 0.92 and 0.74) and parallel-plate geometry
with sand paper. The flow curve reconstructed from Rheo-PIV
data in the Couette cell with κ = 0.74 is also included in this
figure. The solid and dashed lines indicate the fit of Rheo-PIV
data to the Herschel-Bulkley model and yield stress value,
respectively.
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3.4   CALCULATION OF THE YIELD STRESS

In order to complete the analysis of the velocity profiles
for the hydrogel in the Couette cell, these were used to
calculate the yield stress of the fluid, which corresponds
to the shear stress value at the radial position Rywhere
the transition from rigid body-like motion to shear flow
takes place, namely, the radial position at which the
shear rate becomes zero [21, 47]. For this, the shear rate
was calculated by using the first derivative (a central
difference approximation) of the angular velocity pro-
file (vq/r) and finding by inspection the radial position
at which this becomes zero. Thus, the yield stress may
be calculated as:

                                                                     (20)

The method is illustrated in Figures 9a and b by using
the velocity profile obtained at 35.72 Pa at the inner
cylinder and the analysis was carried out for all the
available velocity profiles, namely, the different flow
conditions in which the yielding position was located
inside the gap (five conditions). Once the yield stress
was calculated from each profile, the different yield val-
ues were averaged to obtain a value of 26.90 ± 1.9 Pa
(± 7%). Note that once the shear stress has been cor-
rected (see the experimental part), the main source of
uncertainty in the determination of yield stress via
Equation 20 is that arising from the calculation of Ry.
However, due to the good spatial resolution allowed by
the use of the microscope in our experiments, Ry could
be located with good accuracy, at most into an interval
of one quarter of the width of one interrogation win-
dow (72 μm) for the κ =  0.74 used in this work. Therefore,
the uncertainty in the reported yield stress value (26.90
± 1.9 Pa) indeed depends on the quality of the velocity
profiles. Finally, the velocity profiles were utilized to cal-

culate the shear rate with Equation 3 and the true flow
curve for the microgel (free of slip effects) is included
in Figure 5 along with those obtained by using the par-
allel-plate geometry with sand paper as well as the Cou-
ette ones. The agreement of the PIV flow curve with the
parallel-plates geometry is outstanding and shows that
while the Couette geometry suffers from slip, the at-
tachment of sand paper at the parallel-plate geometry
was enough to suppress slip. The true flow curve was
very well fitted by the Herschel-Bulkley model, from
which a ty = 27.3 Pa was obtained, also in very good
agreement with the corresponding value determined
from the velocity profiles.

3.5    CONSISTENCY OF THE OBTAINED VELOCITY

PROFILES WITH THEORETICAL PREDICTIONS

Once a full description of the kinematics and flow pa-
rameters for the microgel have been obtained, we test-
ed the consistency of the velocity profiles with the so-
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Figure 7: Velocity profiles vq = vq(r) in the Couette cell (κ = 0.74) for different tiw values for which a) the fluid is partially subjected
to shear flow and rigid body-like motion in the gap and b) the fluid is exposed to shear flow in the entire gap. The arrows in the
figure indicate the magnitude of the slip velocity.

(a) (b)

Figure 8: Slip velocity values for both walls (vsi and vso ) as
functions of the corresponding shear stress. The solid and
dashed lines indicate the power-law fittings and the ty value,
respectively.
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lution proposed by Chatzimina et al. [23] for the Couette
flow of a Herschel-Bulkley fluid without slip. In this
work, the effect of slip was removed by subtracting the
velocity at Ry for each velocity profile. Then, the free of
slip velocity profile was normalized by the correspond-
ing fluid velocity at the inner wall. The normalized ve-
locity profiles obtained by PIV were compared to those
predicted by Equation 11 with the constitutive equation
inserted in Figure 5. The dimensionless velocity profiles
are shown in Figure 10 for different post yielding flow
conditions. Note that pre yielding conditions are not
shown since the Chatzimina et al. [23] solution only con-
siders no-slip flow conditions. From Figure 10 it can be
observed that for shear stresses of 35.72 and 42.74 Pa at
the inner cylinder, the fluid has partially yielded and
shows two flow regions inside the gap, namely, a region
with shear flow near the rotating cylinder as well as
rigid body-like motion in the neighborhood of the outer
cylinder. As the shear stress at the inner cylinder is fur-
ther increased the whole volume of fluid inside the gap
yields and exhibits only shear flow. The previously de-
scribed flow regimes agree with those described in the
theory section, meanwhile the calculated velocity pro-
files agree well with those obtained by PIV, which indi-
cates that the approach by Chatzimina et al. [23] de-
scribes well the flow behavior of Herschel-Bulkley flu-
ids. It is interesting to note here that there is a slight
deviation of the predicted velocity profiles from those
measured by PIV once the whole volume of fluid in the
gap has yielded. This is due to the fact that in such a
case the Ry lies out of the gap and is not known a priori,
and since the solution of the flow problem assumes no-
slip, the calculation in Equation 15, and therefore the ve-
locity profile, Equation 11, contains an error, because the
integrals are limited to the position of the outer cylin-
der. Finally, we can conclude that the Couette flow of
yield stress fluids can be described in a reliable way by
using the Rheo-PIV technique. Also, the results present-
ed in this work may be used to test existing solutions
of the Couette flow with or without slip.

4     CONCLUDING REMARKS

The flow behavior of a model yield-stress fluid,
0.12wt.% Carbopol® microgel, in a Couette rheometer
with slip at the walls was analyzed in this work by using
Rheo-PIV. The reliability of the PIV technique to analyze
the flow in the Couette cell was confirmed by testing a
Newtonian fluid (Glycerol), as well as the microgel. A
full description of the flow kinematics in the different
flow regimes occurring in the steady Couette flow of
yield-stress fluids with slip at the rheometer walls was
obtained, which includes rigid body-like motion at
stresses below the yield one, rigid body-like motion and
shear flow at stresses above the yield one, as well as
pure shear flow once the shear stress at the outer cylin-
der overcomes the yield value. Slip occurred at both
cylinders, which were made up of hydrophobic (inner)
and hydrophilic (outer) surfaces, respectively, for all the
studied flow conditions, and the slip velocity values
measured at both walls increased along with the shear

© Appl. Rheol. 27 (2017) 53893 |   DOI: 10.3933/ApplRheol-27-53893 |   9 |

Figure 9: Method for computing the yield stress: a) velocity profile and b) first derivative of the angular velocity profile for a
shear stress of 35.72 Pa at the inner wall. The dashed-vertical lines indicate the Ry position.

(a) (b)

Figure 10: Comparison of the dimensionless PIV velocity
profiles for different post yielding flow conditions with those
predicted by the Chatzimina et al. [23] solution for the
Couette flow of a Herschel-Bulkley fluid without slip.
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stress. However, the trends of these dependencies de-
viated from the predictions of the hydrodynamic and
elastohydrodynamic lubrication mechanisms of slip
proposed by Seth et al. [1, 46] for the flow of soft de-
formable particle dispersions. The yield stress was ac-
curately determined from the velocity profiles, as well
as the location of the yielded and non-yielded regions
for each flow condition. Finally, the consistency of the
obtained velocity profiles was tested by comparison
with theoretical predictions for the Couette flow prob-
lem of a Herschel-Bulkley fluid without slip proposed
by Chatzimina et al. [23].
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[11]    Goẗz J, Kreibich W, Peciar M: Extrusion of pastes with a
piston extruder for the determination of the local solid
and fluid concentration, the local porosity and satura-
tion and displacement profiles by means of NMR imag-
ing, Rheol. Acta 41 (2002) 134 – 143.

[12]   Ouriev B, Windhab EJ: Rheological study of concentrated
suspensions in pressure- driven shear flow using a novel

in-line ultrasound Doppler method, Exp. Fluids 32 (2002)
204– 211.

[13]    Raynaud JS, Moucheront P, Baudez JC, Bertrand F, Guil-
baud JP, Coussot P: Direct determination by nuclear
magnetic resonance of the thixotropic and yielding be-
havior of suspensions, J. Rheol. 46 (2002) 709– 732.
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I have pleasure in inviting you to participate in the following ICTP activity: 

Hands-On Research in Complex Systems School 

to be held at the Abdus Salam International Centre for Theoretical Physics (ICTP), in Trieste from 16

July 2018 to 27 July 2018.

On the understanding that you will attend the whole activity, the ICTP will offer you:

a fixed living allowance of Euro 130;

free accommodation (sharing, in a double room) assigned by the ICTP Housing Office and meal
coupons (one per night of stay) for the period covered by this letter of invitation in one of the
ICTP guesthouses;

We offer you Euro 1000.00 as a travel grant. This is an all inclusive contribution towards your
travel expenses to the activity. You will have to purchase the travel tickets yourself. The
payment of the travel grant will be made upon your arrival.

Health Insurance coverage is mandatory in Italy and you are requested to bring your policy with
you. In case that you and, if accompanied, your spouse and/or your child/children, are nationals
of a developing country you will immediately, upon your arrival at the ICTP, be enrolled in an
international health insurance scheme (providing each of you is under the age of 75) for the
duration of your visit.

This is the complete offer from the ICTP, no other benefits of any kind, either payments or travel
reimbursements will be considered.

Please complete the online visit confirmation/accommodation form as soon as possible since no
arrangements can be made for you until this form has been completed. Without your confirmation we
understand that you do not wish to take advantage of this offer.

/...

MEDINA BAÑUELOS Francisco Esteban 
Moyobamba #349, Col. Residencial Zacatenco 
07369 
Gustavo A. Madero 
MEXICO



We kindly request you to collect your dues during your visit at the ICTP. Should this not be feasible,
please send the relevant financial claim to the Operations and Travel Unit, Finance Office within 42
days from the end date of the visit. It is regretted to inform you that no claims shall be considered
after that expiry date.

If you are unable to accept this offer, or should you have to withdraw your participation at any time, we
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Wednesday     6:30     Ballroom on 4th floor PO1
Remote sensing of coagulation process by electro-magnetically spinning system
Keiji Sakai1, Maiko Hosoda2, and Yoshikazu Yamakawa3

1Institute of Industrial Science, University of Tokyo, Meguro-ku, Tokyo 153-8505, Japan; 2Tokyo Denki University, Saitama, 
Japan; 3Triple Eye Co., Ltd, Kyoto, Japan
Recently, we succeeded in improving Electro-Magnetically-Spinning(EMS) viscometer system for remote sensing of the coagulation process of 
fluid samples. In the measurement by EMS method, a thin metal disk is used as a probe rotor, which is set on the surface of the layered sample 
with thickness of 0.5mm. The system applies rotating magnetic field to the rotor and induces current in it. The Lorentz interaction between the 
magnetic field and the current drives the rotor to follow the rotation of the magnetic field. Viscosity and its dependence on shear rate can be 
obtained from the relation between the rotational speeds of the magnetic field and the probe. Non-Contact, sealable, disposable and safe 
measurements are possible, which is useful features especially for the medical field treating bio-hazardous materials. The coagulation can be 
detected as the appearance of elasticity, which is detected as the restoration of the deformation of samples under the alternative torque. In the 
presentation, we introduce a new video analysis system, which gives quantitative measure for the sample elasticity.

Wednesday     6:30     Ballroom on 4th floor PO2
PIV analysis of the vane in cup flow of a viscoplastic microgel
Esteban F. Medina-Bañuelos1, Benjamín M. Marín-Santibáñez1, and José Pérez-González2

1SEPI-ESIQIE, Instituto Politécnico Nacional, Ciudad de México 07738, Mexico; 2Laboratorio de Reología y Física de la 
Materia Blanda-ESFM, Instituto Politécnico Nacional, Ciudad de México 07738, Mexico
The vane in cup flow of a Newtonian fluid and a model yield-stress fluid, a 0.12 wt.% Carbopol® 940 microgel, with slip at the cup were analyzed 
in this work using particle image velocimetry (PIV). The velocity distributions for the Newtonian fluid indicate that the fluid trapped in between 
two adjacent blades rotates as a rigid body along with the vane up to a radial position smaller than the radius of the vane RV, and such radial 
position was found to be independent of the vane rotational speed. Also, for radial locations, r, greater than that at which rigid body-like motion 
ends, the tangential velocity exhibits a maximum, which is located at a radial position smaller than RV and is also independent of the rotational 
speed. In the region between the radius of the vane and the cup, the tangential velocity profiles resemble those observed between two concentric 
cylinders. This observation suggests that a Couette analogy may be applied to analyze the vane in cup flow of Newtonian fluids provided that an 
equivalent radius, Req, is defined, being Req the radius of a virtual inner cylinder of a Couette geometry. Regardless of how it is determined, Req
remains constant for all Newtonian fluids in a given vane and cup geometry. However, the velocity profiles of the viscoplastic microgel showed 
that both, the radial position at which the rigid body-like motion ends and that where the maximum is located, change with the flow conditions. 
This result suggests that Req will depend on the flow conditions for a non-Newtonian fluid in a vane in cup geometry and that it will be different 
for different non-Newtonian fluids. Consequently, there is not a definite method to determine the value of Req for non-Newtonian fluids, which 
precludes the use of the vane in cup geometry as a rheometer for complex fluids.

Wednesday     6:30     Ballroom on 4th floor PO3
Using non-lubricated squeeze flow to determine empirical parameters for modeling long fiber injection molded 
thermoplastics
Kennedy Boyce, Greg Lambert, and Donald Baird
Chemical Engineering, Virginia Tech, Blacksburg, VA 24060, United States
Polymer fiber composites provide a solution to the demand for lighter and stronger materials. Injection molding is likely to be the most common 
method for part production and chopped long fibers such as glass and carbon are used to reinforce thermoplastics. The mechanical performance 
of the parts is dependent on the length and orientation of the reinforcing fibers. Models have been designed to predict the orientation evolution of 
the fibers during injection molding. The models require a set of empirical parameters. In order to improve the design process, a method for 
determining these material and flow dependent parameters has been developed. Mold filling is a combination of shear and extensional flows. 
Research has shown that neither simple shear nor simple extensional flow can be used to accurately represent the suspension behavior. Non-
lubricated squeeze flow (NLSF) provides a combination of flows. The flow generated in NLSF is simple enough for investigation but complex 
enough to induce fiber bending and includes the effects of shear and extensional flows. Glass fiber reinforced polypropylene parameters have been 
calculated and verified using this technique. Further verification is being conducted to determine if non-lubricated squeeze flow can be used to 
rheologically determine the parameters for different composites using a carbon fiber reinforced nylon 6,6.
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