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INTRODUCCION

El presente trabajo muestra una estudio de parametrizacidén y optimizacién de
las condiciones de frontera absorbentes de capa acoplada perfectamente, PML de

Jean Berenger en dos dimensiones.

En el primer capitulo se explica brevemente los fundamentos tedricos del
Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo, técnica computacional muy
extendida para el estudio de fendbmenos electromagnéticos y que tiene grandes

ventajas como versatilidad, intuitividad y sencillez.

En el segundo capitulo se exponen algunos de los diferentes métodos de
para simular condiciones de Frontera Absorbentes, el método sencillo pero limitado
de Allen Taflove, el método de Mur y una primera descripcion del modelo de Jean
Berenger, PML.

En el tercer capitulo, el método de Capa Acoplada Perfectamente esta
descrito de una forma profunda y se plantean la forma en que es desarrollado y
planteado el algoritmo de simulacién, como es visualizada la malla de simulacién en

dos dimensiones, para después ser codificado en Fortran y graficado en Matlab.

Por ultimo, se presenta un andlisis de los distintos parametros que afectan la
efectividad del modelo de Capa Acoplada Perfectamente, y se encuentran valores
que aseguran un mejor desempeno del modelo PML, permitiendo asi tener
reflexiones de onda considerablemente pequenas.
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Objetivo General

Implementar y optimizar el modelo de condiciones de frontera absorbentes de
Jean Berenger, conocido como Capa Perfectamente Acoplada (PML) en dos
dimensiones, para propositos de andlisis y modelado de fenémenos
electromagnéticos con el Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo.

Objetivo Particular
Utilizar los elementos del electromagnetismo computacional en la solucién de
problemas reales.
Aplicar un modelo de condiciones de frontera absorbentes eficaz para su

utilizacion en las investigaciones de fenomenos electromagnéticos.

Justificacion

El Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo MDFDT es una
técnica de modelado de la electrodinamica computacional, relativamente facil de
entender y de implementar. EI MDFDT consiste en la discretizacion de las
ecuaciones de Maxwell en el tiempo y espacio, usando diferencias centrales. El
resultado de las ecuaciones en diferencias finitas se resuelven en software: el vector
de campo eléctrico en un espacio dado se resuelve en un determinado instante de
tiempo y el vector de campo magnético en el mismo espacio se resuelve en el
siguiente instante de tiempo, asi el proceso se repite una y otra vez, dependiendo

de las condiciones que se le introduzca al problema en cuestion.

El algoritmo bésico del método es descrito en el articulo original de 1966 de
Kane Yee. A partir de 1990, las técnicas del MDFDT como una herramienta
importante en el modelado computacional en muchos problemas cientificos y de
ingenieria relacionados con ondas electromagnéticas, pues sus aplicaciones van
desde las ultra-bajas frecuencias hasta frecuencias de radares, antenas y
telecomunicaciones. A medida que se van expandiendo la capacidad de las

computadoras, el método se hace cada vez mas popular, prueba de ello son los

II
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mas de 5 mil articulos en el tema publicados en revistas y congresos

internacionales, libros, tutoriales y simuladores comerciales.

Una parte primordial para el uso del método es el uso de una técnica de
condiciones absorbentes de frontera eficaz. Actualmente, la mejor técnica es el
modelo de capas perfectamente acopladas de Jean Berenger, pues presenta
reflexiones sumamente pequefias, mucho mas de lo que algunos problemas

requieren.

Este trabajo de tesis presenta el desarrollo tedrico y la implementacion
practica del modelo de capa acoplada perfectamente, asi como un analisis
paramétrico y optimizacion. La importancia de esto radica en que las simulaciones
de diversos fendmenos electromagnéticos para antenas, guias de onda, cristales
foténicos, etc. se vuelven mas exactas, con menos reflexiones y con un mejor

aprovechamiento de los recursos de computo.

III
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CAPITULOI
Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo

El método de Diferencias Finitas fue propuesto, por Kane S. Yee [1] en el
ano de 1966, quien lo aplic6 a la solucidn de las ecuaciones rotacionales de
Maxwell en el dominio del tiempo, siendo retomado por Allen Taflove [2], en el afio
de 1975y por la comunidad cientifica a partir de los afios 80’s.

A partir de 1990, las técnicas del MDFDT son usadas como una herramienta
importante en el modelado computacional en muchos problemas cientificos y de
ingenieria relacionados con ondas electromagnéticas, pues sus aplicaciones van
desde las ultra-bajas frecuencias hasta frecuencias de radares, antenas y

telecomunicaciones.

Entre las ventajas del método se encuentran:

e Es un modo versatil e intuitivo de resolver las ecuaciones de Maxwell,
muchos usuarios pueden utilizarlo y saber que esperar del modelo.

e Elrango de frecuencias en el que puede trabajar es muy amplio con uso de
una sola fuente de excitacién (por ser una técnica en el dominio del tiempo).

e Se pueden modelar geometrias arbitrarias en tres dimensiones.

e Uso de diferentes tipos de respuesta: campos dispersos, patrones de
antenas, radares, distribuciones de corriente, densidad de potencia,
distribucién de carga.

e Ya que se pueden calcular los campos £ y A en cualquier lugar del espacio
que se le indique computacionalmente (determinacion del espacio de
simulacién), se puede utilizar para desplegar el movimiento de los campos a
través del modelo y esto nos permite visualizar si el modelo trabaja
correctamente, ademas de que puede tener fines didacticos.

e El método permite al usuario especificar el tipo de material en cualquier
punto dentro del espacio de simulacién, desde materiales isotrépicos y

lineales, no lineales y materiales magnéticos.
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1.1

El algoritmo no requiere la formulacion de ecuaciones integrales, por lo que
los dispositivos simulados relativamente complejos pueden ser tratados sin
la necesidad de generar grandes matrices, como sucede en el Método de
Momentos (MoM).

Algunas desventajas del método podemos mencionar:

Ya que el método requiere que el espacio complete sea cuadriculado y cada
celda debe ser suficientemente fina para resolver pequenas y grandes
geometrias, se necesitan una gran cantidad de recursos computacionales y

el tiempo de simulacion es muy demandante.

Como el MDFDT calcula los campos £ y H en todos los puntos, el espacio
computacional debe ser finito para permitir que no se sature la memoria de la
computadora. En muchos casos se agregan condiciones artificiales de
frontera en el espacio de simulacion, pero a veces se debe tener cuidado al
introducirlas.

En precision, generalmente se considera menos preciso que otros, como por

ejemplo el Método de Momentos.

La solucién en diferencia finita se basa en los siguientes pasos:

1) Dividir la region de calculo en un mallado discreto.

2) Sustituir la ecuacion diferencial, por una ecuacién equivalente en
diferencias finitas.

3) Resolver la ecuacién en diferencias finitas sujeta a las condiciones de
frontera y/o condiciones iniciales prescritas.

Aproximacion en Diferencias Finitas

A continuacion se presentaran los fundamentos de la discretizacion en
diferencias finitas, base fundamental para la discretizacién de las ecuaciones
de Maxwell.
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Dada una funcién continua f(x), ilustrada en la figura 1.1, se puede aproximar

la derivada o pendiente de la tangente en el punto P de la siguiente manera:

o Por medio de la pendiente del arco PB, se puede obtener la diferencia

hacia delante (forward-difference):

(1.1)

o Por medio de la pendiente del arco AP, se puede obtener la diferencia

hacia atras (backward-difference):

f(xo)_f(xo_Ax) (1.2)

o Por medio de la pendiente del arco AB, se obtiene la diferencia central

(central-difference):

flag)z TR
(1.3)
La expansion en serie de Taylor es:
o+ 20)= 1+ 8085} (A £ b (@ )+ (10
£y =)= £ )= af" e+ (8 ()= (AP 77 (5} (18)
Y . B
P
A
X
x, —Ax X X, +Ax

Fig 1.1 Estimacion de la derivada de f(x) en el punto P, usando
diferencias hacia delante, hacia atras y central.
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Tomando el segundo término y sumando, se obtiene:

S oy + Ax)+ f (g = Ax) = 21 (3 )+ (Ax) £ (x, )+ O(Ax)’ (1.6)

Donde O(Ax)' es el error introducido al truncar la serie y se dice que es de

orden O(Ax)! o simplemente O(Ax)'. Por lo tanto, O(Ax)' representa términos no

mayores al mismo.

Mediante la serie infinita de Taylor se lograria una solucién exacta, pero por
razones practicas la serie infinita generalmente es truncada después del término de
segundo orden, imponiendo un error que existe en todas las soluciones en

diferencia finita.

Para encontrar la solucion de la funcién f(x, y) aplicando el método de
diferencias finitas, se divide la regién de solucién del plano “x,y’ en celdas

cuadradas regulares de dimensiones Ax y Ay, tal y como se indica en la figura 1.2.

donde:
x =IiAx, i=012,...

y = JjAy, j=0,12,...

Las aproximaciones en diferencia central de las derivadas de f(x,y) en el punto
P o nodo (i, j) son:

O oo SU+L)—f=1,))
PACOE e (1.72)
9 o S+ =fGj-1)
ACE 25 (1.7b)

Mientras que las aproximaciones en diferencia central de las segundas
derivadas de f(x,y) en el punto P o0 nodo (/, j) son:

9 SUHLD=2f G )+ L))

Sa )= A (1.82)
aaz Fjy= L GTHD =21+ (0= (1.8b)
y Ay
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i-1,j P ij i+1,j

.].fk" i?]' 1
!

L

— K
iAx

Fig. 1.2 Malla de diferencias finitas para las variables independientes x,y

Para ejemplificar la conversion de una derivada espacial o temporal en
diferencia central, se tomara una funciéon ¥ unidimensional. En la ecuacion (1.9) se
puede observar como el indice espacial tiene de diferencia en el espacio de uno,
mientras que en (1.10) la diferencia temporal también es de uno.

Se consideran las siguientes expresiones:

e Para la derivada espacial:

W' (i+1)-P"(i—1
Diferencia central: i‘Pz (i+1) (i=1) (1.9)
ox 2Ax

e Para la derivada temporal:

Diferencia central: —Y¥= (1.10)

1.2 Ecuaciones de Maxwell en el MDFDT

Se formulan las ecuaciones de Maxwell dependientes del tiempo en forma

diferencial, considerando una regién del espacio en donde no existen fuentes de
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corriente eléctrica ni magnética, pero que pueden hallarse materiales que absorban

energia de campos eléctricos y magnéticos, de la siguiente manera:

Y W m T ot

8

Ley de Faraday:

=-VXE-M
ot
Ley de Ampere:
D _yxm-7
ot

Ley de Gauss para el campo eléctrico:

V-D=0
Ley de Gauss para el campo magnético:
V-B=0
Relacionando D con E y BconH tenemos:
D=¢eE=¢.¢,
B=ufl =y, [

: Campo eléctrico (volts/metro)

: Densidad de flujo eléctrico (coulombs/metro?)

: Campo magnético (amperes/metro)

: Densidad de flujo magnético (webers/metro?)
: Densidad de corriente eléctrica (amperes/metro)

: Densidad de corriente magnética equivalente (volts/metro)

: Permitividad eléctrica (farads/metro)

: Permitividad relativa (escalar sin dimension)
: Permitividad del espacio libre (8.854x10'2 farads/metro)

: Permeabilidad magnética (henrys/metro)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

—

1.15)
(1.16)
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U, : Permeabilidad relativa (escalar sin dimension)

My : Permeabilidad del espacio libre (4nx10” henrys/metro)

Considerando un medio con pérdidas eléctricas y magnéticas no dispersivas,
donde los campos E y H se atenGan por medio de la conversion de energia
electromagnética en calor, J y M (considerando la existencia de fuentes eléctricas
y magnéticas ) son:

J=J  +oF (1.17)

fuente

M = M fuente

+o*H (1.18)

donde:

o : Conductividad eléctrica (siemens/metro)

o * . Pérdida magnética equivalente (ohms/metro)

Las siguientes son las ecuaciones rotacionales de Maxwell para medios

lineales, isotrépicos, no dispersivos con pérdidas:

oA - lvxe-'(1,,.+0%0) (1.19)
o0 U uo

oE 1 1

E :EVXH_ (jﬁlente +O-E) (1.20)

Estableciendo las componentes vectoriales de los operadores rotacionales en
coordenadas cartesianas, el sistema se descompone en sus componentes

rectangulares, obteniendo las siguientes seis ecuaciones escalares :
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OE
OH, _1|9E, OE, —(m,,, +o*H.) (1.21)
o a9z gy e

oH, 1[0E, OE
= | E-"2-\M, +0*H 1.22
or u[ o Oz ( fintey y)} (122
OH. 1[0E, OE,
e V4 *H 1.23
at ﬂ I ay ax ( fuente, +o z )j| ( )

oH
L L )} (1.24)

x e Iy oz

oE, 1[oH, oH
=— -2\, E 1.25
a ¢ 8|: aZ ax ( Juente, + Ol v):| ( )
oH
aEZ = l s - aHX - (Jﬁ,{ente + O-Ez) (1 26)
ot €| ox dy s

Este sistema de seis ecuaciones forman la base del algoritmo numérico FDTD
tridimensional para interaccion de ondas electromagnéticas. Ademas, se debe
hacer notar que el algoritmo DFDT no necesita forzar explicitamente la ley de
Gauss indicando valores nulos de carga eléctrica y magnética, debido a que estas

relaciones son una consecuencia teorica directa de las ecuaciones rotacionales.

1.3 Algoritmo de Yee

Los fundamentos del algoritmo de Yee, son los siguientes:

1. Modela el campo eléctrico y magnético en tiempo y espacio, usando las

ecuaciones rotacionales de Maxwell.
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2. Centra las componentes de E y Hen un espacio tridimensional, de tal
manera que cada componente de E esta rodeado por cuatro componentes
de H circulantes, y cada componente de H estd rodeado por cuatro
componentes de E circulantes, tal como se muestra en la figura 1.3.

3. Es posible identificar las componentes de E, asociadas con el flujo de
desplazamiento de corriente que se entrelazan con los lazos de A, asi
como las componentes de 4 asociados con el flujo magnético que se

entrelazan con los lazos de E.

Hy-

EoX

H= Hz

= X
Z (Ljk) Hy

Fig. 1.3 Célula de Yee en tres dimensiones donde se puede observar
la posicion de los campos magnético y eléctrico, con el campo eléctrico centrado

4 La ubicacion de las componentes en la célula de Yee y las operaciones en
diferencia central de estas mismas componentes forzan implicitamente las
dos relaciones de la Ley de Gauss, es decir, en la célula de Yee la
divergencia es cero con respecto a sus campos y en ausencia de cargas
eléctricas y magnéticas libres.

1.3.1 Algoritmo de Yee y Discretizacion de las Ecuaciones de Maxwell

EL MDFDT analiza el problema de la propagacion electromagnética en
pequenas particiones espaciales. En estas células de Yee, los campos eléctricos y

magneéticos estan alternadamente distribuidos. Las celdas o nodos también estan
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intercaladas en el tiempo. Para resolver este conjunto de ecuaciones se desarrolla
un proceso iterativo en el tiempo.

El punto es discretizar las ecuaciones de Maxwell, cambiando los valores
continuos de la coordenadas espaciales x,y,z por valores indexados por el nimero
entero /,j,k. De acuerdo con la notacién de Yee, un punto en el espacio se expresa
como: (i, j,k) = (iAx, jAy,kAz).

De la misma forma, para la parte temporal t tendra valores indexados por el
namero entero n, por lo que los valores temporales son de la ecuacién que tiene

como forma ¢ =nAr.

El Algoritmo de Yee utiliza expresiones en diferencia finita centrada (diferencia

central) para las derivadas espaciales y temporales.

gz (iAx, jAy, kAz, nAt) = ““*l/z’f”‘A_x”"‘“’”‘ + O[(Ax)2 ] (1.27)
ntl/2 o n-1/2
3‘; (iAx, jAY, KAz, nAt) = ””‘At”‘ + 0[(At)2 ] (1.28)

Los conceptos anteriormente expuestos se aplican ahora para obtener una
aproximacion numérica de las ecuaciones rotacionales de Maxwell en tres

dimensiones.

Haciendo referencia a la figura 1.3, se considera la sustitucién de las
diferencias centrales por las derivadas espacio-temporales, de esta manera se

obtiene inicialmente la expresion que define el componente E:

n n n _ n
nil/2 nl/2 H, i,_/+1,k+1/2_Hz i,jk+1/2 V| Lj+2, 04 Hy i,j+1/2,k
E, i, jr1/2,k41/2 -k, L2k 1 ‘ Ay Az
At gi,j+l/2,k+l/2 n E n
Y fuente, i\ jH1/2,k41/2 - 6i,j+l/2,k+l/2 x1i, j+1/2,k+1/2
(1.29)

Todos los valores de campo del lado derecho de la ecuacion estan evaluados
en el escalonado temporal n, incluyendo el campo eléctrico E, que aparece debido a

10



& Capitulo | Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo = L

la conductividad del material o. Para calcular Ex en el tiempo n, se debe hacer un

promedio entre los valores temporales siguiente y anterior:

n+l/2 n—-1/2
n Tl j2,k+1/2 X1 j41/2,k+1/2
xli /2, k4172 2 (1 '30)
. , . n+l/2 . e
Ahora queremos despejar el término E_|”* . Sustituyendo la ecuacion
X1i,j+1/2,k+1/2

(1.30) en la ecuacién (1.29), y multiplicando ambos lados por Az, se reagrupan los

n+l/2
i, j+1/2,k+1/27

términos que tengan la expresion E_ se divide ambos lados de la

ecuacion resultante por (1+O-i,j+1 /z,kﬂ/zAt/Zei,_m/z,kﬂ/z) para llegar a la expresion

final:

1— O-i,j+1/2,k+1/2At
n+l1/2 _ 2‘C“‘i,j+1/2,k+l/2
xli j+1/2,k+12

n—1/2
i,j+1/2,k+1/2

X

1 + Gi,j+1/2,k+l/2At

2€i,j+1/2,k+1/2

At " " H| ~H |
£ z k42 i 12,k Vi, j+1/2,k

(1.31)

i,j+1,k+1/2 z

i, j+1/2,k+1/2
+ JALL s : Ay Az

o. . At
1+ i, j+1/2,k+1/2 _J

fuente,
28i,j+1/2,k+1/2

n

i, j+1/2,k+1/2

De la ecuacion anterior se puede ver que con el MDFDT no solo los campos
eléctrico y magnético tienen variacion en el espacio, sino que también los valores

de conductividad y permitividad y la fuente Juene agregada.

En esta expresidon se puede entender claramente la clave del MDFDT: El valor
de una componente de campo eléctrico 0 magnético dado en un instante de
tiempo n+1/2, y con ciertas coordenadas espaciales, es determinado por el valor de
ese mismo campo en un instante de tiempo anterior mas los cuatro valores de los

componentes de campo magnético o eléctrico (segun corresponda) ubicados en el

11
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plano perpendicular a la componente de campo a calcular, en ese mismo tiempo

( ver figura 1.4).

Fig. 1.4. Calculo de la componente E, con el uso de las componentes H; y H,.

Procediendo de la misma manera para los campos Ey, Ez, Hx, Hy y Hz, se
tiene:

1 6[—1/2,j+1,k+1/2At

n+1/2 _ 28i—1/2,j+1,k+1/2 n=1/2
VNi-1/2, j+1,k+1/2 - YNic1/2, j+1,k+1/2

O-i—l/z, j+1,k+1/2At

LA
28[—1/2,_/+1,k+1/2

At ' -H[' H[ ~H "
x|i=1/2, j+1,k+1 x1i-1/2, j+1,k zli, j+1,k+1/2 zli-1, j+1,k+1/2
E . -
+ i—1/2,j+1,k+1/2 . AZ Ax

1+ 0-5—1/2,_/+1,k+1/2At "

- Sfuente,,

2815 jurknn iU,k 12

(1.32)

12
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R —————

1 O-i—l/z,j+1/2,k+1At

n+l1/2 _ 2‘9:'—1/2,]‘+1/2,k+1
zli-1/2,j+Lk+1/2

n—1/2
i—1/2,j+1/2,k+1

z

1+ 6[—1/2,_/+1/2,k+1At

2gz‘—1/2,1‘+1/2,k+1

n n

At

n n

- H H
e i, j+1/2,k+1 Yli-1, j+1/2,k+1 xli1/2, j+1,k+1 xli-1/2,) k+1
i—1/2, j+1/2,k+1
+ / . Ax Ay
0-5—1/2,_/+1/2,k+1At

y

1+ _7 I
28, 1y i Juente: |i_12, j+1/2,k+1
(1.33)
*
- O " ili2,j+1i+1 At
n+l _ 2zui—l/z,j+l,k+l n
xliy2, ik + Af xlic1/2, j4l kel
1+ i—1/2, j+1,k+1
2;“[—1/2, Lk
At nt1/2 L 12 1)
P Y1i-1/2, j+1,k+3/2 Vlic1/2,j+Lk+1/2 - 721172, j43/2,k+1 z1i-1/2, j+1/2,k+1
i—1/2,j+1,k+1
+ L . Az Ay
*
1+ O " ili2, jal sl At nt1/2
e . .
2 173 1 e Juentecli1y2. jt kst
(1.34)
*
- O " iv/2k+1 At
n+l _ 21ui,j+l/2,k+1 n
Yl jeoga % Vi jr12,k41
1+ O % jir2,k+1 At
Hi i
ntl/2 nt1/2 nt1/2 nt1/2
At _ _
—_— zliv1/2, j1/2, k41 zlim12, 412,541 xlijr2 g3z oxli k12
M N
,J+H1/2,k+1 AX AZ
+ .
*
1+ O 2k At M n+1/2
2 T fuentey |, ok
Hi 2 pen ARES
(1.35)

13
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*
1— O ", ivii+12 At

n+l _ 2llli,_/+1,k+1/2 n
zli j+Lk+1/2 % At zli, j+1,k+1/2
i,j+1,k+1/2
1+ /
2/‘[, k172
At n+l/2 n+l/2 n+1/2 _ n+1/2
P x i, j+3/2,k+1/2 X i, j4+1/2,k+1/2 Y1i41/2, j+1,k+1/2 Y1i-1/2, j+1,k+1/2
i, j+1,k+1/2
+ ! : Ay Ax
%
c i,j+1,k+1/2 At n+1/2
=1 1-M,
uente, |. .
2W; i =i, jk1/2

(1.36)

1.4 Determinacion del Tamano de la Célula en Espacio y Tiempo

Como todo modelo de aproximaciéon, se debe tomar en cuenta la
determinacién del tamaro de célula tanto en espacio como en tiempo, ya que si no

se escoge un buen escalonado se caeran en errores de simulacion.

Una onda electromagnética no puede propagarse a una velocidad mayor que

la luz. Por eso, propagar una celda requiere un tiempo minimo de Az:A% . Cuando
0

se simula en dos dimensiones, tenemos que permitir la propagacion en dos

dimensiones, por ello el tiempo requerido es Atz%( ) Consecutivamente con
Co

tres dimensiones la simulacién requiere de Atz%( ) - Estas expresiones se
Co

pueden resumir en la Condicion de Courant{4]:
Ax

\/;.CO

At < (1.37)

Donde n es la dimensién de la simulacion.

Para la determinacion del tamafio de la célula en espacio, se debe
considerar que para obtener resultados significativos en contenido de frecuencia,
esta debe ser solo una fraccion de la longitud de onda de la mas alta frecuencia
significativa de la fuente de excitacién. Se debe escoger bien el tamano de la celda

que se va a utilizar en el MDFDT, ya que es muy parecido a cualquier

14
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procedimiento de aproximacion, tomando puntos de muestreo suficientes para
asegurarse de que la representacion hecha es la adecuada. Una buena

aproximacion es tomar por lo menos 10 puntos por longitud de onda, (szfg).

Aunque debe quedar claro que esto depende en gran medida de otros
factores, por ejemplo, la forma geométrica de ciertos conductores. Por ejemplo un
tamafio de célula de A/99 se requiere para modelar detalles geométricos muy finos
para la antena Vivaldi. Por otro lado, es importante aclarar que existe un
compromiso entre el tamafo de la célula y los recursos computacionales

disponibles.

1.5 Conclusion

En este capitulo se presentd el Método de Diferencias Finitas en el Dominio
del Tiempo, y se expresoé el Algoritmo de Yee, el cual es la base del mismo. Se
describieron las principales caracteristicas de la discretizacion en diferencia finita
utilizando diferencias centrales, y se trataron los detalles para una buena
simulacién, como la estabilidad numérica y la determinacion del tamafo de celda,

tanto para espacio como para tiempo.

En este método se hace una discretizacion de las Ecuaciones de Maxwell en
forma diferencial para poder introducirlas a una computadora y resolverlas de forma
numeérica, utilizando asi los recursos que la tecnologia nos brinda para la solucién
de problemas de indole mas complejos (como el caso de estructuras y fendmenos
electromagnéticos de geometria complicada).

En el siguiente capitulo se tratara el tema de las condiciones de frontera
absorbentes, su importancia y diferentes formas de implementarlas, terminando con
el desarrollo teérico del modelo de Capa Acoplada Perfectamente, base del

presente trabajo.

15
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CAPITULO 1l
Condiciones de Frontera Absorbentes

Una de los principales problemas que se deben enfrentar al hacer uso del
MDFDT, en el modelado de areas abiertas, son las reflexiones causadas una vez
que la onda llega al final de la malla de simulacién, pues se cuenta con una region
de célculo limitada con recursos computacionales finitos. Se sabe que entre mas
grande sea el dominio computacional a simular, se hace necesario el uso de

herramientas mas sofisticadas y costosas.

Para afrontar esta dificultad se hace uso de las condiciones de frontera
adecuada para simular una extension infinita, para que la soluciéon sea valida en
todo tiempo.

En la figura 2.1 se muestra un esquema de un dominio computacional finito,
Q. En el interior de Q se aplica el algoritmo DFDT que modela una onda

propagandose en todas direcciones.

Y

Q

/—89

Fig. 2.1 Dominio computacional cartesiano Q mostrando una malla externa para el uso de la
frontera 0Q en el que las condiciones de frontera se deberan implementar.

En la frontera 0Q, se desea que se propague solamente la onda que viaja

hacia fuera, aqui se requiere que una condicién de frontera de absorcién se aplique

16
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para que las ondas electromagnéticas que salen de la regién Q se propaguen como

si la regidn se extendiera hasta el infinito.

En el MDFDT, los valores de los campos se determinan mediante un
promedio de los campos en los puntos vecinos, cuando se trata de hacer el
promedio en la frontera de la malla, este algoritmo no se puede realizar porque no
se conocen los valores de campo fuera de la malla. Esto provoca que se tengan

valores espurios e incorrectos, como se muestra en la figura 2.2.

Iodo Thl en guia rectangular con fuente senoidal sin condiciones de frontera N=400

Ez(v/m)
- o

Fig. 2.2 Una onda propagandose hacia fuera ya se ha reflejado (llegando a la frontera de
simulacion) y se han creado componentes no deseadas dentro del plano, provocadas por la
suma constante de las reflexiones.

En este capitulo se presentan tres de los principales métodos de aplicacion
de Condiciones de Frontera Absorbentes (ABC, Absorbing Boundary Condition) ,
propuesta de Allen Taflove, Gerrit Mur y Jean Berenger ,cuyo proposito general es
simular una frontera que permita a las ondas electromagnéticas propagarse a
través de ella con la minima reflexion, limitando asi el dominio computacional sin la
alteracion de resultados.

2.1 Condiciones de Frontera de Allen Taflove

Las condiciones de truncamiento de rejilla desarrolladas por Taflove

relacionan en forma simple los valores de las componentes de campo localizados

17
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en la frontera de calculo con las componentes de los campos en puntos a uno o

mas incrementos espaciales dentro de la regién de célculo.

Para el caso de dos dimensiones una onda electromagnética que se
propaga en direccién z en el modo TM esta formada por tres componentes: E,, H,,
H,. Aqui se considera una region de calculo rectangular cuyos limites son 0<x<,,,
0<y<Jpax-

Las condiciones de frontera desarrolladas por Allen Taflove se aplican
Unicamente al campo tangencial a la frontera, por lo que se usa solamente al

campo eléctrico Ez, para el modo TM:

a) Plano i=0
EZ(0, /)= E (1, ) (2.1.)
b) Plano i=l,.
EX (L N = E 7 (L — 1)) (2.1.b)
¢) Plano j=0
E"(i,0)=E"(i,1) (2.1.c)
d) Plano j=J,..
E (i, ) = E2 7 (63 oy = 1) (2.1.d)

2.2 Condiciones de Frontera de MUR

Esta técnica fue propuesta por Gerrit Mur en 1981 [7] aplicado a una region
O0<X<Imax, O<y<Jmax, €n dos dimensiones. Este método utiliza la ecuacién de onda
para definir las condiciones de frontera, se basa en la teoria de ondas que se
propagan en una sola direccién y que fue aplicada para ABC’s en rejillas DFDT en
coordenadas rectangulares desarrolladas por Engquist y Madja [4]. Este
procedimiento se basa en la factorizacién de operadores de derivadas parciales.
Considerando la ecuacién de onda en dos dimensiones para coordenadas
rectangulares:

18



& Capitulo Il Condiciones de Frontera Absorbentes

U °U 19U _

ox’ i oy’ 2o 22)

Donde U es una componente escalar del campo y c es la velocidad de fase
de la onda. Definiendo un operador diferencial escalar como:

> 9° 19 S
L=—+————_=D’+D*——1D 2.3
axz ayz Cz atz X y Cz t ( )

Asi la ecuacion de onda en forma compacta queda como:
LU=0 (2.4)

El operador L puede ser factorizado en la siguiente forma:

LU=LLU=0 (2.5)
Donde
+ Dt 2 —
L'=D +—++l-s" parax=l__ (2.6)
c
_ D, >
L =D ——t+1-s" parax=0 (2.7)
c
D
Con §=—2= (2.8)
D, /c

La solucion puede aproximarse para producir una familia de ecuaciones
diferenciales parciales comunes que si pueden implementarse numéricamente para
usarse en simulaciones MDFDT. Las aproximaciones por supuesto no son exactas
lo que produce pequenas reflexiones que se comportan como ondas numéricas que
regresan a la malla. Para poder reducir la raiz cuadrada se utiliza la serie de Taylor.
Una muy pequena implica que las derivadas parciales perpendiculares a la frontera
son despreciables con respecto a la componente tangencial y a la derivada del

tiempo.
Las condiciones de frontera se aplican Unicamente a los componentes

tangenciales, en este caso el modo de propagaciéon de la onda es TM y el
componente tangencial en la frontera (x=0,X=Inax) Y (y=0,y=Jmax) Utilizado es Ez:
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O°E. 10°E. cJ’E,

aan coar 2gr o P (29)
O’E. 10°E. c9d’E
axa; _Z atzz +E ayzz :0’ para X=X max (29b)
2 2 2

OE _10E cdE =0, paray=0 (2.9.c)

Bt ¢ o 2o

O’E. 19°E. cdE
o ¢ o 2o =0, paray=y__ (2.9.d)

El siguiente paso es dar a las ecuaciones anteriores el esquema de
diferencias finitas implementando estas derivadas parciales como diferencias

numeéricas centrales.

Ahora se hara la implementacion de de las ecuaciones (2.9) introducidas por
Mur[3]. Primero se hara la ejemplificacion en la frontera de la malla donde x=0. Si

se representa a W|chomo un componente cartesiano de campo eléctrico o

magnético E o H localizado en la malla de Yee en x=0y tangencial a esta frontera.
Mur implement6 las derivadas parciales de (2.9.a) como diferencias centrales
numéricas expandidas en un punto de la malla auxiliar (2,j). ElI primer paso, las

derivadas mezcladas de x y de t son escritas como:

azW|” ~ 1 aW n+l B aW n—1
axat‘m,j 201\ Ox |y, Ox |y,
W n+l W n+l n—1 n—1 (21 O)
_ 1 i oy || Ty oy
2At Ax Ax

A continuacién, la segunda derivada del tiempo es escrita como el promedio

de la segunda deriva respecto al tiempo en los puntos adyacentes (0,j) y (1,)):

awl 1| aw|  owl
2 >y 2 T2
ot vy 2 ot 0 ot L
n+l n n—1 n+l n n-1 (21 1 )
wl =2wll +w| | (w —2w|
— 0,/ 0,/ 0,/ + Lj Lj Lj
2 At? AL
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La segunda derivada de y es escrita como el promedio de la segunda

derivada de y en los puntos adyacentes (0,j) y (1,)):

owl 1| ow|  ow|
2 ey 2 3.2
ay /2, 2 ay 0,/ ay Lj
n n n n+l n n—1 (212)
_1 Woyj,+l—2W0,j+W0’j_1 . Wl,j _2W1,j+Wl,j
2 ()’ (At)’

Substituyendo la expresion de diferencia finita de (2.9.a), (2.9.b) y (2.9.c) en

n+l

v obtenemos el siguiente algoritmo de avance de

(2.2) y resolviendo para |

tiempo para componentes de W a lo largo de x=0 en la frontera de la malla:

n+l n—1 CAt _Ax n+l n—1 ZAX n n
Wy ==l +cAt+Ax( i °’f)+cAt+Ax( o th) 2.13)
2 .
-_BOA_(yp owll aw| W], 2w 4] )
2(Ay) (CAZ+AX) 0,/+1 0,/ 0,;-1 1,j+1 1,j 1,j-1

Para una malla cuadrada, Ax=Ay=A, y la ABC de Mur en x=0 puede escribirse
como:
n+l

n+l n

WO,:— n—'1+CAf—A( - ,1_-1)+ 2Ax ( +W”)
"/ Y cAt+ AN 0.5 )  eAt+Ax\ 0 Lj 2.14)
2 0
) - (W’? —2w| +w|  +w| 2w +W| )
2A(CAZ‘+AX) 0.7+1 0./ 0,j-1 1,j+1 L,j 1,j-1

De la misma manera, podemos derivar andlogamente expresiones en
diferencia finita para ABC de Mur en cada una de las otras fronteras de la malla
x=h, y=0 y y=h substituyéndolas en (2.9.b), (2.9.c), (2.9.d) respectivamente.
Ademas es facil mostrar que la correspondencia ABC de Mur de primer orden se
obtiene removiendo los términos de la derivada y, en x=0.
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2.3 Condiciones de Frontera de Absorcion de Berenger:

Capa Perfectamente Acoplada, PML

Uno de los inconvenientes del MDFDT es que las ecuaciones de Maxwell
tienen que ser resueltas en un dominio discretizado cuyas dimensiones necesitan
ser restringidas. Mas aun, en problemas tedricos de espacios de extension infinita,
se puede utilizar condiciones especiales en las fronteras del dominio

computacional, con el fin de absorber las ondas salientes.

En los afos 70’s y 80’s, las principales condiciones de frontera de absorcion
(ABC, Absorbing Boundary Conditions) utilizadas en el MDFDT eran las propuestas
por Bayliss-Turkel, Engquist-Majda[8], Trefethen-Halpern, Higdon, and Liao, asi
como la técnica mejorada de condiciones superabsorbentes de Mei-Fang [3].
Todas estas técnicas proveian coeficientes de reflexién entre 0.5% y 5% para los
tipos de ondas, mallados y distancias utilizados normalmente en el MDFDT.

A pesar de ser resultados en su momento aceptables, tuvieron que ser
reemplazadas, para utilizar en aplicaciones mas sofisticadas, como camaras
anecoicas (que cancelan el ruido). Se necesitaron simulaciones que permitieran
tener rangos de -70dB, lo que implica que se deben suprimir todas las fuentes de
ruido computacional en amplitudes de aproximadamente 10™*. Se hizo preciso un

avance fundamental en la teoria de condiciones de frontera.

Jean-Pierre Berenguer presenté en 1994 una propuesta, titulada “Capa
Perfectamente Acoplada para la Absorcion de Ondas Electromagnéticas”[9], (PML,
Perfectly Matched Layer) la cual estd basada en la descomposicidon del campo
eléctrico o magnético en la region de absorcion, asignandole perdidas a cada uno
de estas subcomponentes. Berenger derivd una novedosa formulacion de las
ecuaciones de Maxwell, donde cada componente vectorial se divide en dos
componentes ortogonales. Cada uno de los 12 componentes resultantes se
expresa satisfaciendo un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden.

22



& Capitulo I Condiciones de Frontera Absorbentes

Lo anterior lleva a la creacién de un medio no-fisico que se ubica alrededor
de la frontera del mallado usado en el MDFDT, que permite que la impedancia de la
onda propagandose hacia fuera, llegada a la frontera, sea independiente al angulo
de incidencia y a la frecuencia de la onda[3].

Asi, la capa que rodea el dominio computacional, te6éricamente puede

absorber sin reflexién cualquier tipo de onda viajando hacia la frontera.
2.3.1 PML en dos dimensiones

En esta seccidn se describe la teoria de la capa perfectamente acoplada en
dos dimensiones para el modo Transversal Eléctrico, TE. En coordenadas
cartesianas, consideremos que no existe variacion a lo largo del eje z, y que el
campo eléctrico esta sobre el plano x-y. Asi, el campo electromagnético solo tiene
tres componentes Ex, Ey y Hz, y las ecuaciones de Maxwell se reducen a tres
ecuaciones. Considerando que se tienen dos dimensiones, un medio con una
conductividad eléctrica ¢ y una conductividad magnética ¢*, estas ecuaciones

pueden escribirse como:

oE oH
E—2+0E =—= 2.15a
0 at x ay ( )

oE oH
& —r+0E =——= 2.15b
) 7 ox ( )

oH % o0E OE
+oH =—*——= 2.15¢c
ﬂO at z ay ax ( )
AlUn mas, si la condicion
2-2 (2.16)
& M

se satisface, entonces la impedancia de este medio es igual a la del vacio y no
existira ninguna reflexion cuando una onda plana se propaga normalmente a

través de una interface entre el medio y el vacio.

Ahora se define el medio PML en el modo TE. El punto clave de la definicién

es la descomposicion de la componente de campo magnético H, en dos
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subcomponentes que se denotan H y Hz. En el modo TE, un medio PML se
define como un medio en el que el campo electromagnético tiene cuatro

componentes, E,, E,, H., H, relacionadas a través de las siguientes ecuaciones:

oH_ +H
& oF, +0E, =(”—2y) (2.17a)
ot ay
E —aEV +0FE —a(Hzx tH,) 2.17b
o g ox ( )
oH * oE
= H =—2 217
IL{O af +O—x zx ax ( C)
oH «
Uy——+0 H_ = o, (2.17d)

ot )Y
L, * * , .
donde los parametros (o,,0,,0,,0,) son homogéneas para las conductividades

eléctricas y magnéticas.

. . . * * srer
Observando el conjunto de ecuaciones (2.17), si o, =0, entonces las ultimas

dos ecuaciones se pueden combinar y el sistema queda reducida a las tres
ecuaciones cuyas componentes son E,, E, y H,=H»,+H,. Como un resultado muy
importante de eso, el medio PML contiene como casos particulares todos los tipos
de medios:

e Sio =0, =0': =0': =0, (2.17) se reducen a las ecuaciones de Maxwell para
el vacio.

e Sio =0,y 0': =0': =0, (2.17) se reducen a las ecuaciones para un medio
conductor

e Si o,=0,y 0': =0':, (2.17) se reducen a las ecuaciones de un medio

absorbente.

Ahora bien, se debe notar que si o, = G: =0, el medio PML puede absorber una

onda plana (Ey, H.x) que se propaga a lo largo de x, pero no absorbe una onda (E,

H,,) propagandose a lo largo de y, ya que en el primer caso la propagacion es
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regida por (3.b) y (3.c), y en el segundo caso por (3.a) y (3.d) y viceversa para (Ey,
Hzx) y (Ex, sz) CuandO O-x = ()-;k = 0

Estas propiedades del medio PML (o,,0.,0,0) y (0,0,Gy,O':) tienen gran

relacion con otra: Si las conductividades satisfacen (2.16), entonces las interfaces
medio-vacio normales a x o0 y, estos dos medios no produciran ninguna reflexion de
ondas electromagnéticas. Este tipo de medio PML sera la base de la técnica de la
capa perfectamente acoplada.

2.3.2 Propagacion de una Onda Plana en un medio PML

Consideremos una onda cuyo campo eléctrico de magnitud Eo forma un
angulo @ con el eje y, (ver figura 2.3). Se puede denotar como H y Hz como las
magnitudes de las componentes H., y H .Si una onda plana se propaga en un

medio PML, entonces los cuatro componentes del campo se pueden escribir como:

E, =—E,sin ge'™"~*F) (2.18a)
E,=-E;cos @e'I=ax=hy) (2.18b)
H, =—H_,e™ =5 (2.18c)
H,, =—H_ =) (2.18d)

Donde w es la frecuencia de la onda, t es el tiempo, y ay B son constantes
complejas. Dado que la magnitud E, esta dada, el juego de ecuaciones (2.18)
involucra cuatro incégnitas a ser determinadas: a, B, Hxo Y Hzo. Haciendo E,, E,
H, Hz de (2.18) en las ecuaciones PML (2.17), produce las siguientes ecuaciones

incluyendo las cuatro incognitas:

zx0

c
&,E, sin¢—i;yE0 sing=B(H._,+H_,) (2.19a)

zx0

&E, cos(p—iz’)‘ E cosp=a(H_,+H_,) (2.19b)
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*

U H_,—i % H_,=aE cosg (2.19c¢)
@
o, |
HH —ZEHWO = BE,sing (2.19d)
Y

Fig. 2.3.Analisis del modo TE

Obteniendo H.o y Hzo de (2.19c) y (2.19d) y sustituyendo en (2.19a) y (2.19b)
produce:

o .
so,uo(l—igz))sin(pzﬂ a/cosf + ’Bsm(f (2.20a)
° A=i2 (1-i 0
H,@0 U@ |
El, (11 it )cosp=a a/cosf + ,Bsmq*) (2.20b)
E,0 (- o, ) (i o, )
H,@ U@ |

Estas dos ecuaciones relacionan las incognitas a y B. Esto puede ser
resuelto escribiendo (2.20a) entre (2.20b), se tiene

ﬁ: sing 1-i(o,/ £w)

(2.21)
o cos@l-i(o, /€w)

Y obteniendo de a® de (2.21) y (2.20b) y p? de (2.21) y (2.20a). Esto produce
dos juegos (a,B) de signos opuestos para dos direcciones de propagacion. Si se

escoge el signo positivo, se tiene:
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Veoko (1_; %) o5 (2.22a)
G [0

o =
0
=Y ;% ) Gng (2.22b)
G NOj
donde
G= \/wx cos’ @+ w, sin’ @ (2.23)

w =10/ &0) (2.24a)
1-i(o, / 1,w)

1-i(o, /0
w, =0y 6 (2.24b)

1-i(o) / @)
Si se define w cualquier componente del campo, ¥,es su magnitud, y ces la

velocidad de la luz, con (2.17) y (2.22), podemos escribir:

. xcos@+ysing  _ OxCOSP, o, sing
(-T2 —( £0¢G ) ( e )y

W=ye ‘G e e (2.25)

Las otras dos incognitas H.x y Hzyo puede ser encontrado como funcion de a

y B de (2.19.c) y (2.19.d), y sustituyendo los valores a 'y B de (2.22), se obtiene:

H_,=E, /ﬁlwx cos’ @ (2.26a)
My G

o =E 5Ly gn? 2.26b

zy0 T 0 ﬂ_OEWySIn q) ( ' )

Tomando en cuenta (2.23), la suma de H,x Yy Hzy 0 €s entonces:

H,=E, |26 (2.27)
H,

Y larazén Z del campo eléctrico sobre el campo magnético es

Z= \/Ei (2.28)
g G
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Para la formulas (2.25) y (2.28) algo importante sucede cuando (o,,0.) y

(ay,aj) satisfacen la condicion (2.16). Entonces, las cantidades w,,w, ,Gse

convierten en la unidad a cualquier frecuencia, asi, la expresiébn de los

componentes (2.25) y la impedancia (2.28) se convierte respectivamente:

. o, sin
l,w(t_xcos¢+ysm¢] _[0}005(/’} _[ y (pjy
C SOC SOC

V=y,e € € (2.29)
Z= % (2.30)

La primera exponencial de (2.29) muestra que la fase de la onda se propaga
normalmente al campo eléctrico (es decir u = ¢ en la figura 2.3). Las dos ultimas

exponenciales regulan la magnitud de la onda que decrece exponencialmente a lo
largo de xy y. La formula (2.30) muestra que la impedancia del medio es igual a la
del vacio. La condicién de impedancias acopladas (2.16) del medio también es una

condiciéon para el medio PML, la Unica diferencia radica en que para el medio PML

son dos pares de conductividades que deben satisfacer dicha condicién: (o;,o-f) y

%
(0,,0,).

Mirando la ecuacién (2.25) o (2.29) se pueden extraer conclusiones: en el
caso general (2.25), si una onda se propaga a lo largo de y, esto es cos¢=0, y si

* . . .
o,=0,=0, entonces no es absorbida. En el caso de medios acoplados, si

o, :0: =0 la ultima exponencial de (2.29) iguala a la unidad y la absorcién es una

funcién de la coordenada x solamente.
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2.3.3 Transmision de una onda a través de una interface entre dos medios
PML

En esta seccion se demostrara que en casos particulares, con una eleccion
* * . e, . .,
adecuada de o0,,0,,0,,0,, la transmision es perfecta y de reducida reflexion a

cualquier frecuencia y/o angulo de incidencia.

Interfaz Normal a x

Se considera primeramente un caso de dos medios PML separados por una
interfaz normal al eje x (figura 2.4). Si definimos 68 y 62, como los angulos del
campo eléctrico incidente y transmitido E; y E;, con respecto al plano de la interfaz.
Si los medios estan acoplados 61 y 62, son también los angulos que la fase de
propagacion forma con el plano normal a la interfaz. Como el angulo ¢ es respecto
al eje y, en el caso de la 2.4 se tiene que B=¢ en cada uno de los medios. Se
considerara que la interfaz es infinita y que la onda incidente es plana, asi las
ondas reflejadas y transmitidas deben ser planas también, ademas de que las
proporciones de estas ondas sobre la onda incidente debe estar sin variacién
cuando se mueve a través de la interfaz.

Para dos puntos Ay B para la interfaz se puede escribir:

v.(B) _w,(4) 2.3
v.(B) (4

Si se define d como la distancia entre A y B, y Gy, G2 como las cantidades

(2.283) de cada uno de los medios, con la ecuacion (2.25) se tiene:

i dsing B Gylsinﬂl)d

w.(B)=y,(d)e G &G (2.32a)

_l.w(a’sinﬂ2 B O'yzsinez)d

w,(B)=y,(de P (2.320)
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INTERFACE

PML(GX],G*XI ,GyI,G*yl) PML(GXZ,G*XZ,GyZ,G*yZ)

Figura 2.4 Interfaz entre dos medios PML

Dado que es cierto para cualquier distancia d, los factores que estan en el
exponente en las ecuaciones (2.32.a) y (2.32.b) deben ser iguales, entonces la
relacion siguiente debe ser satisfecha:

o, \si 0, \si
-2 |06 _[y_; O SO, (2.33a)
Ew ) G gw ) G,
donde:
G, = \/ka cos’ 6, +w,, sin’ 6, (para k=1,2) (2.33b)

Esta expresién, que relaciona los angulos de incidencia y de transmisién, es
la ley de Snell-Descartes para una interfaz normal a x, ubicado entre dos medio

* *
PML (O'X,O'X,O'y,ay).

Ahora bien, considerando los campos incidente, reflejado y transmitido (tanto
eléctrico y magnético) E;, E, E: H; H, H:; . La continuidad de los campos E,, y
H.+Hz, que se encuentra en la interfaz produce el siguiente juego de ecuaciones:

E cos@ —E cos6 =E, cosb, (2.34a)
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H+H =H, (2.34b)

Si se denotan como Ej, Ey, Eix como las magnitudes de E;, E,, E;, y fijando
x=0 en la interfaz, con (2.25) y (2.28) se puede escribir:

o’ 55
E=Ee ‘N 4% jm (2.35a)
e
E=Ee &L 0w (2.35b)
i,
E =E,e ? e (2.35c)
web oy BB (2.35d),(2.35¢),(2.35f)
Zl Zl ZZ

Como una consecuencia de la ley de Snell-Descartes (2.33), las tres
exponentes en (2.35) son iguales. Si se sustituyen E,,...., H; de (2.35) en (2.34), el
sistema (2.34) se convierte:

E,,cos@ —E  cos6 =E, cosb, (2.36a)
Eo  Eno_ By (2.36b)
Zl Zl ZZ

Se define ahora el factor de reflexion como la razén de las componentes del

L . . —E . cosé@ .
campo eléctrico situadas en la interfaz, esto es ———1 | y si se resuelve (2.36)

—E., cosf,
para la proporcion anterior, el factor de reflexion r, para el caso TE es:

. Z,cos6,—Z cosb

= (2.37)
P Z,co80,+Z cosb,
Con la ecuacion (2.30), se puede reescribir (2.37)
_ G,cos80,—G, cos b, (2.38)

=
" G,cosb,+G,cosb

donde G1 y G, son funciones de 681 y 8, como se ve en (2.33Db).

Ahora se considerara un caso particular muy importante. Considerando una
interfaz situada entre dos medios que tienen las mismas conductividades o, y o,
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*

o

x1°

es decir, que es un medio definido como (a

x1°

ay,a:) y otro definido como
(axz,a;,ay,a:). En este caso, la ley de Snell-Descartes se vuelve en

sing, _siné,

2.39
G~ G, (2.39)

Si los dos medios estan acoplados, es decir,
(6..64).(0.2.05,) v (0,.0, ) satisfacen la condicién (2.16), entonces Gi=Gz=1,

x1° ™ xl1

entonces 6;=6,, y el factor de reflexion es entonces
rp=0.

Es muy importante hacer notar lo siguiente, como una conclusion al
desarrollo matematico anterior: En una interfaz normal a x que se encuentra entre
dos medio PML acoplados, pues tienen la mismas (o,,0,), una onda plana es

transmitida sin reflexion a cualquier angulo de incidencia y a cualquier frecuencia.

Lo anterior es cierto, obviamente, si el primer medio es el vacio y el segundo es un

medio (O'X,O':,O,O), ya que el vacio se puede ver como un medio (0,0,0,0).

En el caso mas general, para dos medios desacoplados que tienen las
mismas conductividades (o,,0, ), una formula sencilla se puede ver para el factor

de reflexién definido en la ecuacién (2.38). Sustituyendo (2.39) en (2.38) produce:

_ sin@, cos @, —sinb, cos G,

o= : (2.40)
?" sin@, cos b, +sin b, cos b,

Entonces, elevando al cuadrado la ecuacién (2.39), reemplazando G y Ggo

de (2.33), y tomando en cuenta que wy1=Wy», Se puede deducir que:

JW,, sin,cos @, =,/w, sinb, cos b, (2.41)

\[WI —A\/W 2
=== 2.42
rp \)Wx1+\/wx2 ( )

y con (2.37) y (2.38),
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La anterior formula (2.42) demuestra que aun cuando los medios no estan
acoplados, la reflexion no depende del angulo de incidencia 61. En este caso,
depende solamente de la frecuencia, dada la formula (2.24). En el caso de medios

acoplados, wy=wy2=1Y la ecuacion (2.42) se reduce a la ecuacion rp,=0.

Interfaz Normal a y

Consideremos una onda plana propagandose hacia arriba, y que golpea una
interfaz normal al eje y. Definiendo el angulo 6 con respecto a la interfaz, ya que @
se define con respecto al eje y , aqui se tiene que @=6+1/2. Se debe tratar las
ecuaciones de una manera similar como en el caso anterior, y asi se vuelve

obtener la Ley Snell-Descartes relacionada a una interfaz normal a y,

- o |06 _[y_; O SO (2.43.a)
g ) G g ) G,
Donde
G, = \/ka sin® 6, +w,, cos’ 6, (para k=1,2) (2.43.b)

En el caso de dos medios teniendo las mismas conductividades o, y o,

(2.43a) se convierte en (2.39). Si ademas estos medios estan acoplados, entonces
G1=G2 y (2.43a) se reduce a 6;=6.. Como el factor de reflexién es todavia (2.37), rp

sigue siendo cero. Por lo tanto, para una interfaz normal a y situado entre dos
medios que tienen las mismas conductividades o, y o, el factor de reflexién es

siempre nulo.
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2.4 Conclusion

En este capitulo se presenté el desarrollo tedrico de tres diferentes tipos de
Condiciones de Frontera Absorbentes: las desarrolladas por Mur, Taflove vy
Berenger. Esta ultima es la que tiene interés en el presente trabajo, pues es la mas
eficiente y la que menores niveles de reflexiobn provoca al final del dominio
computacional, arrojando niveles de reflexion en teoria nulos y con la ventaja de

tener independencia de la frecuencia de trabajo y del angulo de incidencia

En el siguiente capitulo se mostrara el desarrollo propio realizado (a falta de
un desarrollo semejante en la literatura especializada), la forma en que son
definidas las ecuaciones de Maxwell discretas para cada parte del dominio
computacional y se expondra la implementacion en cédigo computacional,

utilizando las ecuaciones con indices redondeados.
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CAPITULO Il
PML, Capa Acoplada Perfectamente para el
Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo

Como se vio en el anterior capitulo, existen diversos métodos y técnicas
utilizados para las condiciones de frontera absorbentes a manejar en el MDFDT. Se
desarrollé de una forma mas amplia el método de la Capa Perfectamente Acoplada
de Jean Berenger debido a que es la técnica que menos reflexiones presenta, sin

importar el angulo de incidencia ni la frecuencia de la onda incidente.

En el presente capitulo se desarrollaran todas las ecuaciones para la técnica
PML, para cada una de las regiones en que se divide el dominio computacional
completo. Es necesario mencionar que en ninguna de los principales libros usados
como literatura especializada en el MDFDT se expresan explicitamente los
procedimientos y la técnica del PML, siempre considerandose como obvios los

desarrollos matematicos, lo que provoca confusién y atraso en los trabajos futuros.

En la figura 3.1 se puede apreciar el diagrama general de la técnica PML
utilizada en el MDFDT, para el caso de dos dimensiones. Dentro del dominio
computacional donde existe una fuente en el vacio que produce ondas con
propagacion saliente, asi las ecuaciones de Maxwell son resueltas por medio del
algoritmo de Yee. Como se puede apreciar, dicho dominio estd rodeado de un
agregado de capas de medio PML, como lo denomina Berenger, y la capa final esta

regida por condiciones de conductor eléctrico perfecto.

En los lados izquierdo y derecho del dominio computacional, las capas
absorbentes son medios PML acoplados del tipo (o,,0.,0,0). Con esto, en las

interfaces entre vacio-capas PML AB y CD (normales al eje x), el factor de reflexién
es tedricamente nulo. Las ondas salientes se pueden propagar sin reflejarse a
través de AB y CD. De la misma manera, se utilizan medios acoplados PML del tipo
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(0,0,0'},,0';) en los lados superior e inferior, asi las ondas salientes pueden

propagarse sin reflexién a través de las interfaces BC y DA. En el caso de las
esquinas del mallado existe material PML del tipo (o,,0,,0,,0,), siendo las

conductividades en x iguales a las conductividades existentes en y, pues la esquina

es una superposicion de los medios existentes a los lados y arriba y abajo.

PMLe,.04.0,,.0%,) PML0.0.0,,.0",) PMLe,.00,.0,,.0.,)

K‘. l /

.,./‘"

o PML(c,,.07,.0,0)

PML(o,.05.0.0) —

Ondas salientes — |

2 ' |

PML(c,.05, T PMI(0.0, 1.0, PMIlc,,,0.,, O30

Fig. 3.1 Diagrama general de la aplicacion de técnica PML en el MDFDT

Al cumplirse estas condiciones tedricas de cero reflexién, se indica por
medio de la ley de Snell-Descartes, que la velocidad de propagacion de la onda en

la capa PML es también la velocidad de la luz en el vacio, asi que su forma es

preservada.
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A la distancia p de cualquier interfaz, la magnitud de una onda saliente se

puede escribir como:

ocosé

y(p)=y(0)-e *° (3.1)

donde 6 es el angulo de incidencia definido con respecto a la interfaz, y o puede
ser tanto ox o 0, . Después de cruzar las capas, la onda es reflejada por las
condiciones de conductor eléctrico perfecto que finalizan el mallado, y después
regresan dentro al vacio. Asi, para una capa de grosor O, el aparente factor de
reflexion se puede definir como:

_Z(Gcosg)g

RO)=e
(3.2)

Analizando la ecuacién (3.2), se puede ver que cuando la onda incidente
este cerca de la interfaz, es decir (6~11/2) el factor R se acerca a la unidad, sin
importar el valor de o. Como ya lo indica la expresion (3.2), la reflexidbn es una
cercana relacion entre o y 8, aunque en la practica, como lo reporta Berenger[1], la
capa PML tiene que ser de unas cuantas celdas espaciales con una conductividad
variable, incrementandose desde cero en la interfaz vacio-medio PML (porque se
esta simulando en el vacio dentro del mallado, aunque para medios distintos del
vacio, debe empezar desde la conductividad del medio simulado) hasta una
conductividad maxima pn. Para una conductividad dependiente de la distancia p, el

factor de reflexién es:

cosé |9
2 jjo o(p)dp

R@)=¢ b (3.3)

Berenger reporta en [9] que todas sus simulaciones fueron hechas con una
distribucion de conductividad de la forma:

o(p)=o0, (%Jn (3.4)
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Sustituyendo (3.4) en (3.3), la reflexién aparente esta dada por:

2 .,0,0
—(—=)(=2>)cosb
R(@)=e " & (3.5)

Para la implementacion final de la técnica de PML en el MDFDT se pueden
utilizar las ecuaciones (2.17) o las ecuaciones (2.15), ya que el vacio se puede ver
como un medio PML particular donde todas las conductividades son cero. Pero es
mejor utilizar el algoritmo de Yee en la que se usarian tres componentes en lugar

de cuatro, buscandose siempre el ahorro en recursos computacionales.

3.1 Ecuaciones de Maxwell con la técnica PML para el MDFDT

A continuaciéon se vera la forma de efectuar la implementacion de las
ecuaciones de Maxwell y las condiciones de frontera de Berenger para el modo TE.
Si se retoman las ecuaciones vistas en el capitulo 1 (1.23), (1.24) y (1.25) donde no
existan fuentes eléctricas o magnéticas, y no hay variacién de campo en z, se tiene

que para el modo transversal eléctrico:

OH. OE. OE
=z H =|—=_-—2 3.6
# ot TOTH {ay ox } (3.62)
¢ g =9 (3.6b)
ot ay
JE, oH
+oE, =—2 3.6
o 1O Ty (3.6¢)

La piedra angular para la aplicacion de la técnica PML, es descomponer el
campo Hz en dos subcomponentes H.y H.,, tomando en cuenta esto, se tiene:

J(H_, +H,) 0E. OE
— = 2 yo*(H +H, )=| ———2 3.7
p— o*(H, zy){ay - (3.7)
Descomponiendo para cada direccion:
oH « oE
Z+0 H =-— 3.8a
ﬂ at X zX ax ( )
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OH, .  3E
- H =— 3.8b
A 70T 18.80)
o, 3
e +0yEx=a—y(Hzx+sz) (3.8¢)
oE 0
“+o E =——|(H_+H 3.8d
etk =g (Hat ) (889)

Se puede apreciar que la descomposicion por direccidén en (3.8) se hace con
respecto a la variable de variacion espacial, es decir, si la variacién es en y, en esa
ecuacion se toma la conductividad en y. Para ejemplificar la discretizacion,

tomaremos la ecuacion (3.8a):

R (3.9)

Si observamos la ecuacién anterior se puede hacer uso de la regla
exponencial de Euler que dice que para una ecuacién diferencial de la forma:

dy
~=4-B 3.10
y Y (3.10)

se puede integrar exactamente como:

W(t)= §+cle_3t (3.11)

Cuando evaluamos el lado derecho en t+4T, obtenemos que el lado

izquierdo corresponde a un nuevo valor y que denotamos por y(t+h), entonces:
W(t+h) :§+cle_3(”m) (3.12)
Después de despejar ¢1 de (3.11) y sustituir ese valor en (3.12) se obtiene
por fin el decaimiento exponencial del tiempo:

Y(t+h)= y(t)e ™ +%(l—e_BA’) (3.13)

Retomando (3.8a), reordenando e identificando coeficientes, A, B y y
tenemos:
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N {5

[J*AJ —[%:At] aE
— —XAr 1_ e
H_(t+hy=H_e ‘" _{ . ) %5, (3.14a)
o, ox
Para la ecuacién (3.8b),
o,
2 aeel
- A
l-e oF
H (t+hy=H_e " _{ . ) 9E, (3.14b)
o dy
y
Para la ecuacién (3.8c)
[0'. ] —{%At] a(H % )
| 2 Ar 1 —e + .
E(t+hy=Ee ! ) M ¥y (3.14c)
o, ay
Para la ecuacién (3.8d)
_(gmj
{2a] -l yOH +H,)
E+hy=Ee ¢ 4! ) Oty (3.14d)
o, ox
Aplicando la diferencia central en tiempo y en espacio para (3.14) se tiene:
. | O':(M/z,jﬂ/z)m
— MN Hiviia,j+1/2) " — §
n+1/2 _ n—1/2 H(iv112,j+112) _ (1 —e ) Vi1, j+1/2 Vi, j+1/2
2z |41/2, j+1/2 2x|i41/2, 74172 O.:(M/LM) A,
(3.15a)
N | ‘7;(1'+1/2,/+1/2>
_| Oty At [ H(iv112,j+112) Atj n - E n
n+1/2 _ n=1/2 Hii ) (I-e )| Ex i+1/2, j+1 xli+1/2,j
Dlgyo, ez P liv2, 2 O-;(HI/Z,/'H/Z) Ay
(3.15b)
_[ Oy (i+1/2,j+1) At]
n+l _ n E(i11/2,j+1)
xlivl2, 41— xlivy2,
_[:f;‘:/:‘)) At] il i1/ n+l/2 B n+l/2
_ (1-e ' )| P zliva,jrzn = Pl jun A S NIE T P is1/2,j41/2
O-y (i+1/2,j+1) Ay Ay

(3.15¢)
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O (i+1,j+1/2) A
n+l _ n E(i41,j41/2)
Vi1, j+1/2 Ylil, j+1/2

O (i+1,j+1/2) A / /
T ! n+1/2 n+l/2 n+l/2 n+1/2

1 (i+1,j+1/2) — —

_ ( —-€ ) 2 1i43/2, j+1/2 2 [i41/2,j+1/2 + V1it3/2,j+1/2 Vlit1/2,j+1/2
O-x(i+1,j+1/z> Ax Ax

(3.15d)

Ahora bien, antes de la aplicacion final al método, se vera el comportamiento
del grupo de ecuaciones (3.15) en el vacio, es decir cuando las conductividades
son cero, en este caso, las ecuaciones se indeterminan, haciéndose necesario la

aplicacion de un limite del tipo:

lim—%— =lim—# -2 (3.16)

Aplicando los limites correspondientes, y haciendo la consideracién

apropiada de que A=A,=A, el conjunto de ecuaciones (3.15) queda:

nt1/2 n-1/2 At n n
T =H T | E ~E (3.17a)
i+1/2,j+1/2 X 1i+1/2,j+1/2 Aﬂ Vi1, j+1/2 Vi j+1/2
n+1/2 n—1/2 At n n
- Ml _E } 3.17b
V1i+1/2,j+1/2 Div1/2,j+1/2 Aﬂ[ *i+1/2, j+1 Xi+l/2,j ( )

Puesto que H.=H.«+H.,,, para el caso en el vacio, las ecuaciones (3.17) se

E n
i+l,j+1/2

(3.18a)

pueden agrupar en la misma ecuacion:

n
n n

i+1/2,j+1 Ex i+1/2,j +E)’

i j+1/2

n+1/2 n-1/2 At [
X

zli/2,j+172 ~ T 2li1/2, j+1/2 Au

Para los componentes del campo eléctrico, también se aplica la misma
consideracion:
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n+l n At n+1/2 n+1/2
o T o8 I st 2 A Y & & o (3.18b)
i+1/2,j+1 X1i+1/2,j+1 gA Z1i+1/2,j+3/2 Z1i+1/2,j+1/2
n+l n At n+1/2 n+1/2
: =E, -—\H,| . —H| (3.18c¢)
Y11, j+1/2 Y11, j+1/2 gA Z1i+3/2,j+1/2 Z1i+1/2,j+1/2

El resultado anterior en (3.18) es muy importante, ya que confirma que el
vacio puede verse como un caso especial de un medio PML, pues al aplicar el
limite a la expresion (3.15) el valor obtenido At/u es el coeficiente utilizado en el
algoritmo de Yee, para el caso TE en dos dimensiones, las ecuaciones de Maxwell

en el vacio.

3.2 Discretizacion y redondeo de indices

El Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo indica que el
campo eléctrico y magnético estan intercalados tanto en tiempo como en espacio,
es decir, que para un espacio dado, existe una y sola una componente de campo, y
que para un instante dado, existe uno y solo un campo, ya sea Eo H. Esto es
representado con indices fraccionados (n+1/2) o (i+1/2), por ejemplo. Pero, dado
que se va a hacer uso de la computadora y esta solo admite valores enteros para
hacer uso de matrices o arreglos numéricos, es necesario hacer el redondeo de
indices, lo cual no es un procedimiento obvio, pues se debe de mantener la légica
de campos intercalados.

Primeramente, se vera el escalonamiento en el tiempo: en la figura 3.2 se
puede apreciar la localizacion de los campos Ey H intercalados en el tiempo. Se
debe determinar qué campo es el que esta antes que el otro, ya que asi debera ser
la implementacién computacional. Como se podra ver después, en el algoritmo
computacional primero se debe empezar a calcular un campo para que después
sea usado por el otro en el siguiente paso temporal. En este caso, el campo

magnético esta medio paso temporal antes que el campo eléctrico.
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En la figura 3.3 se puede ver como se redondean los pasos temporales al
siguiente numero entero, aunque puede ser arbitraria la eleccién, siempre y cuando
se respete el orden de los tiempos, por ejemplo, cada que haya un subindice n-12
en campo magnético, se redondeara al valor entero n-1. Debe notarse que en casa
paso temporal con indice entero, hay solo una componente de campo eléctrico y

solo una componente de campo magnético.

Eo E1 E> Ea Es4
0 1 2 3 4 5
| n-% T N+ p4g | |
| | | > Nt
| T ] "
Ho Hy H-» Hs Ha Hs
T A A A A A
0 1 2 3 4 5

Fig. 3.2 Localizacion del campo Eléctrico y Magnético en el tiempo

n-1 n

O@ |, nt

| |
Ho Eo ||'|1 E1

Fig. 3.3. Redondeo de indices temporales

Para el caso del redondeo en espacio, es muy Gtil auxiliarse de un diagrama
como el que muestra la figura 3.4. En este se ven los vectores de campo centrados,
por ejemplo, para el caso TE, la componente H, esta centrada y Ex y E, sobre los
ejes x 'y y, respectivamente. En la figura existen seis células de Yee 2D, la primera

con los subindices (ij), y conforme se aumentan células, tienen subindices
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(i+1),( j+1), etc. Los I6bulos nos indican claramente la seleccién que se hace de los
campos: si una componente de campo estd encerrada en el primer I6bulo, su
subindice sera (i,j), si esta en el segundo |6bulo de izquierda a derecha, su
subindice sera (i+1,j), si se encuentra en el segundo |6bulo de abajo a arriba, su
subindice sera (i,j+1) y asi sucesivamente. Para este diagrama exclusivamente, los
indices también se pueden redondear restando 2 a cada indice fraccionado, los

que tengan indice entero permanecen con él.

/]
Y
e
+ ! : | | |
i : l I i |
d W l —————— -\ I
I > ] i :

Ji YRALY SR
o B I ------ Y-+ M- I
4 5 5 : l | :

iR ;P< = I I._>‘ \X
0.0) 1 2 N
(1,1)=(0,0)

Fig. 3.4. Redondeo de indices espaciales.

Basandose en las figuras 3.3 y 3.4, el conjunto de ecuaciones (3.15) con
indices redondeados y suponiendo células cuadradas Ax=Ay=A, quedan de la

siguiente forma:

oo - Lx(u) At
_ X(xT/)A e
t (i.))
n—1 (l —e )

i j) n—1 n-1
= e _*—[Ey_l_-Ey_} (3.19a)
5 5 O-x(i,j)A i+l,j i,j
o
O‘;([T/)A _[ﬂv(l./)AIJ
- —At ij
n n—1 Hi jy (1—e o ) n—1 n—1
Jo=H e I A (3.19b)
Vi, j Vi, j O'},(;.,,A i,j+1 i
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o - 70-)’“’#]) At
y(i.j+1) & . .
- At (i,j+1)
n—1 (1 —e )

n (i) n n "
Xli, j+1 Xi, j+1 Gy(i.j+l)A |: X i, j+1 xi,j Dl j+ Dli,j
(3.19¢)
o _ O (itl,j) A
1 B X(Hlm/)At (1 B £ ) )
n n— it — n n n
EyA = V0 o o - [Hzxi+1«_ zxi»+sz- _sz:|
i+1,j i+, O-x(i+1,_/)A 5] 5] i+l,j i,j
(3.19d)

De la misma forma, para el vacio, se redondean los indices del conjunto
(3.18),

n-1 n—
o e e N N LN Y (3.20a)
2l j Zlij Aﬂ Xli,j+1 *li, j Vi Vi1, j
n n— At n n
X, j+1 = X i,ji’l +g|:Hz i,j+l _Hz i’j:| (320b)
n n—1 At n n
Ey i Ey i+, j _E[HZ i+l,j _HZ i,./‘:| (3'200)

3.3 Efectos de la conductividad o, o* en las ecuaciones PML

Como se mencioné en la seccion 2.3.1, el uso de una combinacion precisa
de las conductividades ¢ y 6* nos muestra diferentes tipos de medios, lo que hace
qgue se puedan simular medios PML con distintos casos particulares.

A continuacién se presentan diferentes casos dada una condicién entre oy,

ox", Oy Yy Oy".
CASO 1: Si ox*=oy*=o0*
H, =« oE
,uaar” +0 H =- axy (38.21a)
oH x E
,UTW+0'XHW = aayx (3.21b)

y puesto que H,=H,x+H,y

0H, =+ O0E  OE,
H—=+0 H =———
ot dy ox

(3.22)
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Es un caso particular donde todo el medio de interés es homogéneo.
CASO 2: Si O-X*Z Gy*z Ox— Gy:O

Recuérdese ademas que H,=H,x+H,y , entonces para este caso particular:

OE. OoH
L 323
dE,  oH,
&= (3.23b)
oF
oA, _9E % (3.23¢)

P Ty

Como ya se vio en la seccién 3.1, en el caso en que las conductividades
magnética y eléctrica son cero, se esta hablando del vacio. Para este caso en
particular se pudo comprobar ademas que el medio PML es una generalizacién
para cada diferentes tipos de medio.

oE oH
*+0E = = 3.24
e % op - . (3.24b)
O ot d ox '
oF
o, 95 % (3.240)

P Ty

Este juego de tres ecuaciones son las ecuaciones de Maxwell para un medio
conductor.

oE oH
* 4y GE =—= 3.25
80 at +0 x ay ( a)
JE, oH
E =——= 3.25b
f75 TR T T (3.25b)
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oH .
ot

OE, OE,
dy Ox

H, +0*H._ = (3.25¢)

Que son las ecuaciones de Maxwell de condicién ABC absorbente.

3.4 Regiones PML

Como se vio desde la figura 3.1, para la simulaciéon de las condiciones de
frontera absorbentes, se utiliza un agregado de medios PML, con una distribucion
de conductividades en funcién del grosor y de una conductividad maxima. Ahora se
proseguira a analizar las nueve distintas regiones del dominio computacional, para
conocer que ecuaciones son las que regiran su comportamiento segun el material
PML del que este compuesto, y que sucede en la interfaz entre las regiones (IL1,
IL2, JL1, JL2).

Observando la figura 3.5, vemos que se tiene el mismo tipo de medio para
las regiones 1y 2, para 3y 4, para 5,6,7,8 y que la regién 9 es el dominio a estudio,

en este caso el espacio vacio.

4

0,0, ay. a,)

1

9

3
(0.0,0,.07)

| IL1 IL2

Fig. 3.5 Diagrama de determinacion de las diferentes regiones PML.
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1 0<i<IL JLi<j<JL2 (0,.0,.0,0)

=
-
=

3 IL1<i<IL2 0<j<JLt (0,0,0,,0)
) b v

|

>y

=
-
=
-
<

>y

=
-
=
-
<

9 IL1<i<IL2 JL1<j<JL2 (0,0,0,0)

Tabla 3.1 Determinacion de limites de cada region y tipo de medio PML.

3.4.1 REGIONES 1Y 2: Medio PML del tipo (c.,0.,0,0)

En estas dos regiones se sabe que la propagacion en direccidén x arroje cero
reflexiones, al tratarse de dos interfaces normales a x (IL1, IL2), como se vio en el
capitulo 2.

Dado que las conductividades magnética y eléctrica en y son cero se debe
hacer esta consideracién al simular las ondas electromagnéticas una vez que la
propagacion de la onda saliente llegue a estas regiones. Sustituyendo las
condiciones de conductividad correspondientes en el juego de ecuaciones (3.15),
asi, para la regién 1 y 2 donde solo ocurre atenuaciéon en la direccion x, las

ecuaciones a utilizar son:

oH . oE
= H =—2 2
Y7, > +0 *H_ = (3.26a)
0H, OF
2= 2
# ot dy (3.26D)
0E, O(H,+H.)
* = 2
£ > & (3.26c¢)
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e % o o O TH) (3.260)
o <7 Ox '

Discretizando (reemplazando las derivadas parciales en su forma como
diferencias centrales) y redondeando indices para el juego de ecuaciones (3.26) tal
como se trato en las secciones 3.1 y 3.2, y considerando una regién cuadrada

Ax=A4y=A, se tiene que:

.
O

. (i)
Ox(i.j) _[ At}
- At Hi j)
n—1 [ J (1 —e )

n ,u(,',') n—1 n—1
) T AT € / _*—|:E; _Ey:| (327a)
L] L] O-)(([/)A Vi1, ) Yli,j
n-1 At n-1 n-1
H| =H +—[ g } (3.27b)
Vi, j y i,j Aﬂ i,j+1 i,j
n n—1 At n n n n
i =Bl A [Hzx i~ T H | —H i,_,] (3:27¢)
O (itl,j
O (i) 7 &At
n -1 | & T (1 e Fs) ) n
= "y — n n n
E A A: A Ae (i+1,/) _ [Hzx‘ = zx“+HZ . _H ‘:|
y i+l,j y i+l,j o ('+1/)A i+l,j i,j y i+1,j z i,j
x (i1,

(3.27d)

Obsérvese que las ecuaciones (3.19a) y (3.27a) son iguales asi como
también (3.19d) y (3.27d), sin embargo se hace la repeticion por comodidad al tener
las ecuaciones que definen cada region en “paquetes de 4” y sea mas facil hacer

la implementacion final.

3.4.2 REGIONES 3 Y 4: Medio PML del tipo (0,0, O'y,O':)

De la misma manera que en caso anterior, en estas dos regiones se sabe
que la propagacién en direccion y arroje cero reflexiones, la onda electromagnética
saliente se atenua solamente en la direccién y. Las ecuaciones de Maxwell que
definen estas regiones de medio PML, son:

oH oF
y7i af” =— axy (3.28a)
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aHy oE
Y +o *H =—2= 3.28b
Hoo 7o =) (3.280)
oFE dH, +H,))
x FE=——= 3.28
£ > +o,E, & ( C)
oE JoH._ +H
g —2L=- (H.+H,) (3.28d)

ot ox

Se procede a hacer la discretizacion en diferencia central y a hacer el
redondeo de indices enteros para su posterior implementacién computacional. Las

ecuaciones involucradas en esta region son:

n n—1 At n—1 n—1
" =H |- |E| -E (3.29a)
L s AL Yl Ii,j
Oy
G;(i,[) | J)At
n P (1-e fen ) 1 1
- (i) - n— i
.|, =H,| e ~ =] -El] (3.29b)
1] L Gy(,-,,-)A > >
O, i+
P | TGy I)At
N J,(t,./+1)At (1 E(i.j+l) )
N Al £ o) —€ n n n
xlijor = Fxli i € c. A [HZX el T ij+1 H, i ,]
() : :
(3.29¢)
n n—1 At n n n
E =F -—| H - +H -H 3.29d
Yli1, j i) eA 2lixl, j xli,j Vi1, j Pli,j ( )

Como en el caso anterior, las ecuaciones (3.19b) y (3.29b) son iguales, de la
misma manera que (3.19¢) y (3.29c), por los mismos motivos expuestos

anteriormente: comodidad y facilidad.
3.4.3 REGIONES 5, 6, 7 Y 8: Medio PML del tipo (o,,0..0,,0,)

En estas regiones, correspondientes a las cuatro esquinas del dominio
computacional, existe medio PML con las cuatro conductividades involucradas
distintas a cero, por lo que habra atenuacién tanto en la direccién x y en la
direccion y. Al ser el caso mas general tratado, sus ecuaciones de definicion ya
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fueron desarrolladas en secciones anteriores, las cuales son el juego de

ecuaciones (3.19) ya con indices redondeados.
3.4.4 REGION 9: Medio PML del tipo (0,0,0,0)

La regién 9 corresponde a la regidén bajo interés, aquella que se quiere hacer
“‘infinita” al implementar las condiciones de frontera absorbentes PML. Para efectos
de este trabajo la regién principal corresponde al vacio, cuya notacion es (0,0,0,0)
indicando que las conductividades magnética y eléctrica son nulas en las
ecuaciones de Maxwell. Se puede hacer uso de las ecuaciones (3.19) y desarrollar
las ecuaciones para su correspondiente caso particular (ecuaciones (3.20)) o usar
las que correspondan al tipo de medio tratado en el estudio de interés (medios

isotrépicos o no, lineales o no lineales, etc).
3.5 Condiciones de Conexion

Para la implementacién de la técnica PML se realiza una division del dominio
total en nueve regiones, cada una con sus correspondientes ecuaciones de
definicion, que regiran su comportamiento de la onda electromagnética en ese
determinado espacio. Sin embargo en las interfaces entre las distintas regiones
existe un componente de campo, situado exactamente entre dos regiones, es
decir, en IL1, IL2,JL1 y JL2. (como se puede apreciar en la figura 3.3). Para
solucionar este conflicto se hace uso de las llamadas condiciones de conexion,
pues para ese punto en especifico se puede determinar el componente de campo
dependiendo de la regién en la que se encuentre el indice redondeado. La figura
3.6 sera de gran ayuda para la comprension de este concepto. Como se puede ver
en ella, se visualizan los campos magnético (campo centrado en cada una de las

células de Yee) y el campo eléctrico (con dos componentes en xy ).
Como se puede ver, cada lébulo estd compuesto por una componente Hz,

Ex, y Ey, y cada uno de estos I6bulos corresponderan a los espacios de indice
entero a introducir en la computadora (i,i+1,i+2...; j,j+1,j+2...)
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Fig. 3.6 Campo magnético centrado, campo eléctrico con componentesen xyy.
Dominio dividido en las 9 regiones para la implementacion de la técnica PML.

Ahora bien, debe notarse que existen componentes de campo eléctrico en
las interfaces entre regiones, lo que presenta un problema, pues no esta definido
que juego de ecuaciones les corresponderia, si las de una regién (por ejemplo, la 9
o la 1). Asi que es necesario el uso de los lébulos para fines de redondeo. La figura
3.7 nos muestra de qué forma esta dividido el dominio computacional completo y de
qué forma son agrupados en los |6bulos con fines del redondeo de indices. Dicha
figura nos serd de gran utilidad para determinar que ecuaciones le

correspondientes a los campos eléctricos situados en IL1, IL2, JL1 y JL2.
Se empieza definiendo cada interface, aunque debe hacerse notar que la

célula de Yee correspondiente a las interfaces ya forman parte de la region PML,

cuando se implementan en forma redondeada a la computadora.
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Fig. 3.7 Dominio computacional total dividido en las nueve regiones de andlisis del
PML con los componentes de campo eléctrico y magnético agrupados en I6bulos para
redondeo de indices.

3.5.1 Condiciones de conexion interface extremo izquierdo y extremo
derecho i=IL1, i=IL2

Como se puede apreciar en la figura 3.7, el |6bulo que encierra al
componente eléctrico en y ubicado en la interface, esta cargado a la region 9. Asi,
la ecuacion que define el componente E, a utilizar a lo largo de la interface IL1:

E|" —ﬂ[ﬂz
LI+Lj  gA

IL1+1,j ¥

n n

n
e, H.,

H Iu,j] (3.30)

y IL1,j 2y

Donde la coordenada j variara desde JL1+1 hasta JL2-1. Notese en la figura
3.6 que segun el método, cuando el campo eléctrico y esta definido por la

componente Hz de ambos lados, por lo que de un lado se tiene Hz en el espacio
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libre y del otro lado se tiene un campo H, dividié en H,y H, correspondientes al
medio PML.

Para el caso de la interface IL2, vemos que el Iébulo esta cargado a la regién
2, que es un medio PML, por ello la ecuacion que define a Ey en la interface IL2 es:

Oy(IL2.j)
Ox(1L2.) n
- ——A¢ &
- (I—e ) e
1L2-1,)

IL2,j z
(3.31)

n n

n

IL2,] zy

E

y

IL2,j y

IL2,j [ =
/ O-XULL_/)A

Donde la coordenada j variara desde JL1+1 hasta JL2-1. Como en el caso
anterior, y segun lo indica el método, el componente E, esta definido por E, un
tiempo anterior mas los componentes Hz ubicados en ambos lados, pero como de
un lado tenemos una region PML y del otro al vacio se observa en la ecuacién
(8.31) H.y Hx, H», correspondiente al medio PML.

3.5.2 Condiciones de conexion interface extremo izquierdo y extremo derecho
j=JL1, j=JL2

Se hace un analisis similar al caso anterior, pero para este caso se debe
calcular la componente Ex ubicada en la interface JL1 y JL2. En el caso de Ex en
JL1, la ecuacidén que define el componente es la del vacio, segun nos lo indica el
I6bulo al que pertenece (figura 3.6). Ademas se considera en que medio esta
ubicado el componente H, en j+1 y j. Ademas se debe considerar que i esta
variando desde IL1+1 hasta IL2-1 en ambas interfaces.

Para la interface JL1, la ecuacién que define el comportamiento de E, es
principalmente la del vacio:

n—1 At
iJL+l g [Hz

n

iJLI+L T X

n n

i,JL1+1 zx

H w} (3.33)

x i,JL1 zy

Para la interface JL2, la ecuacién que define el comportamiento de Ex es la
del medio PML.:

O(iJL2)
[ Oy A n TAI
n—1 (1 —e )

&

e [
i,JL2 zx
O iunA

n n

iJL2 X

n

i,JL2 + zy

Hl,..| @34

i,JL2 z

X
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3.6 Diagrama de Flujo del Programa
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Por ultimo, en la figura 3.8 se muestra un diagrama de flujo general sobre la
implementacion del modelo de capas acopladas perfectamente para el MDFDT.
Este se puede programar en cualquier lenguaje de programacién, ya sea C, C++,
JAVA o FORTRAN. Todo el desarrollo de este trabajo se realizo en FORTRAN 90,
ya que es un lenguaje de alto nivel y propésito general, adoptado por la comunidad
cientifica para escribir aplicaciones célculos intensivos, ademas de que es
ampliamente usado en el cédmputo paralelo, area en desarrollo para el método de
diferencias finitas en el dominio del tiempo.

3.7 Conclusion

En este capitulo se detallaron los pasos a seguir para la implementacion
computacional del modelo de capas acopladas perfectamente para el MDFDT,
viéndose que se debe determinar de una forma clara y concreta los tiempos y
espacios donde se ubicaran los componentes de campo, con ayuda de células de
Yee y haciendo el redondeo de indices adecuado. Se vio claramente como
cambian las ecuaciones de Maxwell segun la combinacion de las conductividades

eléctrica y magnética.
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CAPITULO IV
Analisis Paramétrico y Optimizacion del Modelo
de Capa Acoplada Perfectamente

En los capitulos anteriores se han tratado los fundamentos teéricos del
modelo de Capa Acoplada Perfectamente, y su implementacion en el MDFDT, se
discutié que el procedimiento no es obvio y que en las fuentes de informacion
disponibles sobre el tema no existe un andlisis detallado de su implementacién en
dicho método. Asi también, se desarrollaron las ecuaciones del comportamiento de
PML para cada una de las regiones involucradas segun su ubicacion en el dominio

computacional.

En este capitulo se presentara un analisis detallado sobre los parametros
que influyen en la optimizacién del modelo. Se describira el procedimiento utilizado
para encontrar los valores 6ptimos de los parametros que influyen en el desempeno
de la Capa Perfectamente Acoplada de Berenger en dos dimensiones. En un
principio se mostrara la necesidad de la optimizacién, ya que los indices de
atenuacién que se encontraron durante el desarrollo de este trabajo eran variados
para distintos valores de los parametros involucrados (conductividad maxima o, y
grado del polinomio n) en la ecuacion de distribucion de la conductividad -ecuacion
(4.1).

Es importante mencionar que este tipo de estudio es inédito, pues en la
literatura disponible ) [3,4,9] no existe una comparacién detallada de las variables
involucradas en la calidad de la capa PML para mejorar los niveles de reflexion, lo
cual hace que sea necesario un estudio detallado y una optimizacion de la misma.
Ademas, tampoco existe un desarrollo explicito de las ecuaciones que rigen la
técnica PML, lo que dificulta su uso, atrasa y obstaculiza el desarrollo de proyectos
para el andlisis de fendmenos electromagnéticos, por lo que el presente estudio e

implementacion resulta en una gran herramienta para desarrollos futuros.

58



& Capitulo IV Analisis Paramétrico y Optimizacion del Modelo de Capa Acoplada Perfectamente

4.1 Analisis del desempeno de la capa PML

4.1.1. Parametros del PML

La técnica de Berenger emplea una capa PML aplicada alrededor del
dominio computacional bajo estudio, como se vio en el capitulo 2, se hace uso de
un conglomerado de varias capas de medio PML para absorber las ondas salientes
con un nivel de reflexiébn casi nulo, sin importar la frecuencia ni el angulo de

incidencia.

La clave de la implementacion es que las conductividades eléctrica y
magnética varian con respecto a la distancia que existe entre la capa y la interfaz
existente con la malla principal. Retomando la ecuacion para la distribucion de la
conductividad eléctrica se tiene que:

o(p) =o,,,<§>" (4.1)

donde on, es la conductividad maxima, p es la distancia entre la capa y la
interfaz en una capa dada y © es la distancia total entre la interfaz y la ultima capa,
n nos indicara la forma en que varia la conductividad, ya que es el grado del
polinomio de distribucién de conductividad eléctrica (si n=0, la conductividad es
constante a lo largo de toda la capa; si n=1, la conductividad varia linealmente; si

n=2 o superior, la conductividad tiene una variacién no lineal).

Como se puede observar, la distribucién de conductividad es creciente, ya
que la relacion p/d es mayor en cada capa conforme sea mas cercano se
encuentre la frontera final del dominio computacional, en las condiciones de
conductor eléctrico perfecto. Obsérvese ademas que O0<p/d<1. Este
comportamiento creciente permite que los medios PML y el usado en el mallado
principal estén acoplados en un principio y poco a poco se vayan acercando a las
condiciones de conductor eléctrico perfecto.

Una vez establecida la variacién de conductividad en (4.1), se debe cumplir
que
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o_o 4.2)

& M
donde o es la conductividad eléctrica y 0* es la conductividad magnética, €o
es la permitividad eléctrica del vacio y uo es la permeabilidad magnética del vacio.
Para la obtencién de la conductividad magnética, se puede despejar de la ecuacion
(4.2) su respectiva distribucién para cada distancia p entre la interfaz y el final de la

capa.

4.1.2 Modelado del Dominio Computacional

Para analizar el desempefio de las capas PML se tom6 como referencia una
regién cuadrada (A=Ax=Ay) rodeada por una capa PML con un variado valor para
0. El estudio se realiz6 para un modo de propagacién transversal eléctrico TE
reducido a dos dimensiones y propagandose en el sentido z positivo. La forma de
determinar los valores influyentes en el dominio computacional de estudio es el

siguiente:

El tamano de la celda A=Ax=Ay, estd directamente determinado por la
frecuencia de la fuente y el tipo de medio bajo estudio, como se vio en el capitulo
1, una buena aproximacién para establecer esta dimensién es:

Axs% (4.3)

Sin embargo, A/10 es el minimo recomendado como aproximaciéon para Ax,
empero en nuestro experimento A esta determinado por la ecuacién (4.4), pues
permite una mejor aproximacion, aunque se requiere de mas recursos de computo.

_ 4
20

(4.4)

Se utilizé una fuente senoidal puntual centrada en la componente de campo
magnético Hz ubicada en medio de la regién de calculo, operando a una frecuencia
arbitraria de 6 GHz. El medio utilizado en el dominio computacional principal es el
vacio, por lo tanto:
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3x10%[m/s]
_ 6x10°[Hz]
20

Para la eleccion del escalonado temporal At, se retoma la Condicion de

A =2.5x10"m=2.5mm (4.5)

Courant,[4] dada por la ecuacién (1.37). Para nuestro caso, se eligié un escalonado

temporal menor, para mejorar la aproximacion, asi:

A 25x107

At=——= g
2-¢, 2(3x10%)

=4.16x1072 = 4.16pseg (4.6)

Es importante notar que la ecuacion (4.6) quiere decir que a la onda
electromagnética le tomara dos escalones temporales avanzar un escalén
espacial.

Para la determinacion del tamano total del dominio entero de calculo, se
tomo en cuenta que se tomaba en consideracion una region principal cuadrada de
96x96 celdas (sin células extras para la capa PML), asi el dominio computacional
total fue variando de acuerdo al numero de celdas PML requerido. Como se puede
ver en la tabla 4.1, si se define a kK como el nimero de celdas del dominio principal
bajo estudio (sin la capa PML), podemos observar que el tamafo del dominio total
variara dependiendo del nimero de celdas PML requerido; tbmese en cuenta que
es el valor para solo uno de los lados, por lo que se debera agregar & celdas
arriba, abajo, izquierda y derecha.

Tamaino Dominio No. Celdas No. Celdas Dominio Total
Total [cm] PML, & Principal, k Celdas=k+0

26 4 96 104

28 8 96 112

30 12 96 120

32 16 96 128

34 20 96 136

Tabla 4.1. Variacion de la region total con el fin de mantener constante la region bajo
estudio.

De la tabla 4.1 y de (4.5) se ver que en un centimetro existen 4 celdas, ya que
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Tamafio de Region[cm]
A
De esta manera quedan determinadas las caracteristicas del dominio

No. Celdas =

(4.7)

computacional bajo estudio, pudiéndose proseguir con la explicacion y desarrollo

de los experimentos realizados.
4.1.3. Necesidad del Analisis

Como se ha mencionado anteriormente, en las fuentes consultadas no se
menciona algun estudio para la determinaciéon de los valores 6ptimos para mejorar
los niveles de reflexién de la capa PML, razdn por la cual se mostrara la necesidad

de dicho estudio, asi como su desarrollo e implementacion.

En la figura 4.1 se puede apreciar la componente de campo magnético Hz ,
su forma puntual y su propagacién uniforme hacia los cuatro lados del dominio
computacional. En este primer experimento no se utilizé todavia la capa PML, pues
no hubo necesidad al hacer la regibn mucho mas grande que la usada en el estudio
principal (200x200 celdas); sin embargo se recortd la region a 96x96 en la grafica,
dando la impresion de tener cero reflexién, cuando en realidad la onda no se ha
propagado todavia hacia el final del dominio. Esto es con fines meramente
comparativos, de manera que se puedan observar los resultados que se esperan
con el uso de la capa PML, pues idealmente la capa debe ser capaz de absorber

las ondas incidentes, con una reflexién nula.

Como se planted en la justificacion de este trabajo, con esta técnica se
busca modelar fendmenos electromagnéticos de extension infinita o en regiones
abiertas, sin que influya la reflexién al final del dominio computacional, evitando asi
hacer precisamente lo observado en la figura 4.1: usar un dominio computacional

de gran extension, con fines de ahorro de recursos computacionales.

En las figuras 4.1 a 4.8 se muestra la componente de campo Hz para
diferentes valores de n y o, dejando el valor de 6= 12, ya que, & es la variable que
tiene una influencia mas significativa en la optimizacion de la técnica PML,
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pero que nos obliga a usar mas recursos de cémputo. En todos los casos se
graficé el dominio computacional total, es decir, con las k+d celdas, para que
pudieran apreciar mejor los efectos de la reflexion.

Campo Hz en el Espacio Libre, 500 pasos temporales

03

v |

04| ot

03

0.1

0.1

02 [
100

0 0 10

Fig. 4.1. Componente de campo Hz en el espacio libre, 500 pasos temporales.

Componente de Campo Hz, o= 5,n=1, =12, 200 pasos temporales

r -0&

0 0

Fig. 4.2. Campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales. Se hace uso de la técnica de
capa PML con o,=5, n=1y 6=12.
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Componente de Campo Hz, o = 5,n=1, =12, 200 pasos temporales
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Fig. 4.3. Gréfica de contorno para el campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales.
Se hace uso de la técnica de capa PML con 0,=5, n=1y 6=12.

Para poder ver los efectos de la reflexion, cuando la onda incide y se
propaga a través de la capa PML se debe escoger el paso temporal apropiado, en
el que sera posible ver los efectos de la reflexion. Segun la ecuacién (4.3) la onda
tarda 2 escalones temporales en avanzar un escalén espacial, si la fuente esta
ubicada en el centro del dominio computacional, tardara 2x60=120 pasos
temporales en llegar al final del dominio computacional. Con 200 pasos temporales
aseguramos que la onda se ha reflejado e incluso que la onda reflejada ha

regresado, por lo tanto, se trata de una situacion de alta reflexion.

En la figura 4.2 se ve que la forma de la onda no es respetada, pues existen
reflexiones considerables, asi también en la figura 4.3 se ve claramente cémo en
las celdas correspondientes a la capa PML es donde se incrementa la reflexién,
sobre todo en las ultimas celdas, ademas de que el problema se acentia en las
esquinas. En la grafica de contorno (ver figura 4.3) deberian apreciarse circulos
concéntricos de diferentes niveles; sin embargo las circunferencias son deformadas

y las pequefias areas entre circulos no son deseadas.
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Componente de Campo Hz, o, = 10,n=2, 5=12, 200 pasos temporales

r -045

05
-1
-1.5
Fig. 4.4. Campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales. Se hace uso de la técnica de
capa PML con n=2, =12, 0,,=10,
Componente de Campo Hz, o, = 10,n=2, §=12, 200 pasos temporales
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Fig. 4.5. Gréfica de contorno para el campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales.
Se hace uso de la técnica de capa PML con 0,=10, n=2 y 6=12.
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En la figura 4.4 y 4.5 se presentan el campo Hz y su respectiva grafica de
contorno, para los valores de capa PML de om=10, n =2, con comportamiento muy
semejantes a los mostrados anteriormente. Se puede ver que los valores de
reflexibn son ligeramente menores, se puede decir que en parte, este

comportamiento se atribuye a la distribucidén no lineal de conductividad .

En la figura 4.6 existe una mejoria con respecto al caso anterior, pues se
puede ver en la grafica de contorno que los l6bulos de reflexion indeseables ya no
aparecen cerca de la fuente, lo que indica que las perturbaciones van
disminuyendo conforme la onda es reflejada y retorna hacia el centro de la region.
Ademas de que las reflexiones en los lados extremos, en las ultimas celdas de
capa PML son menores. Como en el caso preliminar, tiene mucho que ver la

distribucion de conductividad.

En el conjunto de figuras 4.7 y 4.8, con los valores de om=1 y n=3, se puede
ver una gran mejoria con respecto a los casos anteriores, pues los circulos en la
grafica de contorno son concéntricos, conservando su forma ideal, ademas de que
los I6bulos de reflexiones son muy reducidos, ademas la reflexion a los costados es
nula y no existe el problema de las esquinas.

Por altimo, las figuras 4.9 y 4.10 ejemplifican claramente que la eleccion de
dos valores para o, Y n de manera arbitraria y sin un andlisis previo llevara a
resultados completamente espurios, pues en estas graficas no es respetada en
absoluto la forma de la onda, la fuente es afectada grandemente por las reflexiones
provenientes del final del dominio de simulacién, y esta por mas decir que estos

resultados no son en absoluto Utiles.
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Componente de Campo Hz, o = 20,n=4, §=12, 200 pasos temporales
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Fig. 4.6. Grafica de contorno para el campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales.
Se hace uso de la técnica de capa PML con 0,=20, n=4 y 5=12.

Componente de Campo Hz, = 1.n=3, =12, 200 pasos temporales

r -0s5

140

Fig. 4.7. Campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales. Se hace uso de la técnica de
capa PML con o,=1,n=3y 6=12.
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Componente de Campo Hz, o= 1,n=3, 8=12, 200 pasos temporales
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Fig.4.8. Grafica de contorno para el campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales. Se
hace uso de la técnica de capa PML con o,=1, n=3 y 6=12.

Componente de Campo Hz, 6= 40,n=1, =12, 200 pasos temporales
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Fig.4.9. Campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales. Se hace uso de la técnica de
capa PML con 0,=40, n=1y 6=12.
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Componente de Campo Hz, o, = 40,n=1, §=12, 200 pasos temporales
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Fig 4.10 Grafica de contorno para el campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales.
Se hace uso de la técnica de capa PML con 0,,=40, n=1y 6=12.

En esta seccién, queda ampliamente demostrada la necesidad de hacer un
analisis paramétrico de los valores de oy, y n, para encontrar aquellos que eviten
reflexiones y que permita el andlisis de propagacion de ondas en zonas abiertas,
con resultados confiables al tener rangos de error lo més pequerio posible.

4.2 Experimentos Numéricos

Los experimentos numéricos que seran discutidos, claramente miden la
cantidad de reflexién no fisica que se produce por la propagacion a través de una
capa PML con caracteristicas especificas. La figura 4.11 muestra los dos dominios
usados en los experimentos, la regiéon bajo prueba Qr, y una regibn mucho mas
grande utilizada como referencia Qg. En cada dominio, el algoritmo en el modo TE
es escalonado en el tiempo. Qr estad centrado dentro de Qg y tienen el mismo
tamano de célula espacial A, asi cada componente de campo en Qt corresponde a
un componente de campo en Qg. El tamafo de Qg, se selecciona para que sus
fronteras estén muy retiradas de Qr, de esta manera Qg, simula exactamente la

idea de un mallado DFDT de extension infinita y puede ser usada como referencia.
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Y
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Referencia
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Wa PML en la
frontera

Fig. 4.11. Superposicion de los dos dominios, region bajo prueba y region de
referencia utilizados en los experimentos numeéricos.

En la frontera exterior de Qr, se utiliza una capa PML, la cual recibird una
excitacién de una onda emergente producida por la fuente localizada en el centro
de Qry Qg. La onda saliente también coincide espacialmente en ambos dominios
hasta que en un paso temporal especifico avanza al punto en que la onda
interactua con la capa PML. Cualquier reflexion desde esta frontera causa que los
valores de campo computados en Qr difieran con respecto a los del dominio infinito
Qg. Para calcular las diferencias de los valores en estos campos en cada punto del
mallado en cada paso temporal, dos medidas de las reflexiones espurias causadas
por la aplicacion de la capa PML seran discutidas en las secciones posteriores.

4.2.1 Absorcion de una onda senoidal en las fronteras de un dominio
computacional

Berenger presenta en su articulo [9] resultados de experimentos numéricos
realizados con el fin de comprobar la efectividad de su modelo, basados en el
mismo procedimiento propuesto en la seccidn preliminar. En €l se realizan diversos
tipos de pruebas, como el estudio de la reflexion de una onda plana al impactar en
la esquina del dominio computacional, y la absorcion de un pulso en las fronteras
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del dominio computacional, éste Ultimo experimento estd basado en [10] y
precisamente es el que se utilizara en el presente trabajo como punto de partida
para comprobar la efectividad de nuestra implementacién, asi como para el

contraste de resultados con el analisis paramétrico.

Dos medidas de error (0 porcentaje de reflexién) son utilizadas en [10], con
fines de comparacioén. La primera medicion muestra el perfil de un campo reflejado
en el momento en que la onda golpea la frontera bajo prueba. La segunda medicién
es una medicién del error de reflexién producido en todo el dominio bajo prueba
(punto por punto), el cual es calculado en cada paso temporal.

En las pruebas realizadas, se midié la cantidad de reflexibn que una onda
senoidal produce cuando se mueve a través de una frontera (para el caso de PML,
la interfaz entre el dominio principal de simulacion y el agregado de medios PML a
su alrededor).

Si se considera a Hz(i, j))como el campo magnético en el dominio de estudio
Qr para cualquier punto (i,j) y Hzr(i,j) €S su contraparte en un dominio de

referencia Qg (con cero reflexiones), dos resultados son presentados. El primero es
el campo reflejado a lo largo de la frontera en la primera celda PML, en un tiempo
dado, normalizado al maximo valor del campo Hz en para un valor dado de (j).

[H.G.)-H_G,1)]
H.,(i,1)

R(i) = (4.7)

max

Y la segunda medicién, es la norma del error en el dominio bajo estudio,
como una funcién del tiempo.

'max Jmax

L2 = ZZ[HZ (l’ J)_Hzr (Z’J)]z (4_8)
i=1 j=1
La ecuacién (4.7) da como resultado, curvas del perfil de las ondas

reflejadas en la primera columna antes del inicio de la capa PML. La ecuacion (4.8)
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en cambio, nos indica un indice de error en todo el dominio bajo estudio, no solo en
una sola columna. Es decir, nos indica la diferencia que hay entre el campo bajo

estudio utilizando PML (#_(i,j)) y un campo ideal, sin reflexiones de ningdn tipo,

donde no exista una capa PML (#_ (i, j) ), para cada una de las celdas.

La ecuacién (4.7) es util para una fuente centrada, ya que su propagacién es
simétrica en todas direcciones, sin embargo, al utilizar la fuente en alguna esquina
0 en alguna otra posicidn, existe mas reflexion del lado donde esta colocada la
fuente, mientras que en su contraparte en el dominio computacional es menor. Esto
es claro si se observa y compara las figuras 4.6 y 4.12, ambas tienen las mismas
condiciones de capa PML y solo difieren en la ubicacion de la fuente; si utilizamos
la ecuacién (4.7) para estudios de comparacién para el caso de la figura 4.12, la
reflexibn no seria la misma para las cuatro interfaces existentes entre el estudio

principal y el medio PML.

Sin embargo, utilizando el valor de L? se toma en cuenta la diferencia entre
las situaciones ideal y real en cada punto del dominio computacional, 1o cual lo
hace que sea una medicibn mas adecuada para estudios comparativos en
propagaciones no simétricas.

Por las razones expuestas, se dice que la expresién (4.7) indica un error

local en una interfaz PML, mientras que (4.8) nos indica un error total o global.
4.2.2 Analisis paramétrico utilizando la medicidn de error del perfil de onda

En esta primera parte se presentan los resultados y los experimentos

utilizando la ecuacién (4.7) como medicién comparativa.

Para empezar, se tomé un campo de referencia Hzr(i,j) en donde no
existiera capa PML al acercarse a la frontera, y que por lo tanto no existieran
reflexiones, esto se logré simulando una regién mucho mayor (Qg) que la de interés
y después se hizo un recorte del tamano de Q7 . Después se evalué el campo
Hz(i, j) haciendo una variacién de los valores involucrados en la ecuacion (4.1)

72



& Capitulo IV Andlisis Paramétrico y Optimizacion del Modelo de Capa Acoplada Perfectamente

(6,0m Y n) pues de la variacidon de estos depende que tan eficientes sean las
condiciones de frontera de Berenger utilizadas, asi como el grado de reflexion.

Componente de Campo Hz, o, = 20,n=4, =12, 200 pasos temporales, fuente en esquina
120 T T T T T H 2

100~ = 15

s

80 — ~ = 1
>-
= [———
& o //////”7 % 4 L Jos
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SN / ) / 0 n |

\ = / '
20— \ // _— /x = 05
_— 7/
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Celdas en X

Fig. 4.12 Grafica de contorno para el campo Hz en espacio libre para 200 pasos temporales,
con la fuente ubicada en una esquina. Se hace uso de la técnica de capa PML con 0,=20, n=4
y 6=12.

El proceso de encontrar los valores 6ptimos para on, n en este apartado
serd fijando un valor para oy y variando n, para el mismo ndmero de capas. La
graficacion del porcentaje de reflexion numérica es con respecto a la posicién en el

mallado, para la interfaz de la region Qt con la regién Qg, 0 PML- Qr,

Vemos, como es de esperarse, que la reflexibn numérica es variable con
respecto de la posicion y que aumenta en la region de la capa PML, pues como se
recordara, la distribucion de conductividad es creciente, pues en la interfaz PML- Qr
se tiene un acoplamiento de medios, mientras que al llegar al final del dominio
computacional se llega a condiciones de conductor eléctrico perfecto, por lo tanto la
mayor cantidad de reflexion se da dentro de las capas PML, que en realidad ya no
son de interés para el estudio de los fenomenos electromagnéticos.

En la figura 4.13 se puede apreciar la variacion de n desde 1 hasta 5 para
una on, =1 para un numero fijo de capas 6=12. Los mejores valores para nson 3y
2, mientras que el peor es n=1, lo que nos indica que se necesita una distribucion
de conductividad eléctrica no lineal.
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PORCENTAJE DE REFLEXION, PHL 12 CAPAS, 200 ter, SIGMA__ =1
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Fig. 4.13 Variacion de n manteniendo o, =1.

Porcentaje de Reflexion (%)

0 20 40 50 80 100 120
Celdas

Fig. 4.14. Variacion de n manteniendo o, = 5.

En la figura 4.14 se muestra la variacién de n para otro valor de o, . Se
puede observar que el comportamiento se mantiene, pues los mejores valores de n
parecen estar entre 2 y 3. Para cuando n es 1, se puede ver que existen picos de

reflexion y un comportamiento mas inestable, lo mismo sucede para n=5.

74



& Capitulo IV Analisis Paramétrico y Optimizacion del Modelo de Capa Acoplada Perfectamente = L

El siguiente procedimiento es la variacion de los valores de on y n

permanecera constante, con el mismo numero de capas PML, 6=12.

PORCENTAJE DE REFLEXION, PML 12 CAPAS, 200 iter, Grado del Polinomio = 2

o
2

sigma= 10
sigma= 15
sigma= 20
1 ““ 7777777 sigma= 25
‘ sigma= 30
sigma= 35
sigma= 40

I
o

o
~
]
|
|

o
©w

o
(S

o

o

Porcentaje de Reflexion (%)
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o
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Fig.4.15 Variacion de o, manteniendo fija n=2, o grado de polinomio

En la figura 4.15 se muestran los perfiles de onda para diferentes valores de
Om, cuando n=2, es decir, existe una distribucion cuadratica. Como ya se vio, los
mejores valores para el grado del polinomio (ec. 4.1) son n=2 y n=3. La reflexién
cuando op, tiene un valor unitario es significativamente menor en comparacion con
los demas valores de 6n,; este comportamiento ya era previsto desde la seccién
4.1.3, donde las graficas de superficie y de contorno del campo magnético Hz nos
muestran I6bulos de mayor reflexiéon y que existe una clara deformaciéon del campo

para valores grandes de on.

Haciendo una comparaciéon de figuras 4.15, 4.16 y 4.17 , tenemos que las
reflexiones son considerablemente menores cuando o, es 1. Cuando empieza a
tomar valores paulatinamente mas grandes la reflexibn aumenta. Ademas, se
confirma lo que
aparecia en el estudio de n variable: el valor 6ptimo de n esta entre 3 y 4, porque
el grado del polinomio reduce en buena parte las reflexiones no importando el valor

de on.
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PORCENTAIE DE REFLEXION, PML 12 CAPAS, 200 iter, Grado del Polinamio =3
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Fig. 4.16. Variacion de o,, manteniendo fijo grado de polinomio, n=3

PORCENTAJE DE REFLEAION, PML 12 CAPAS, 200 iter, Grado del Polinomio = 4
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Fig. 4.17. Variacion de o,, manteniendo fijo el grado de polinomio n=4

En esta seccién se concluye que los valores éptimos para o, =1 y que para

n=3 0 n=4, sin embargo, se comprobaran dichas hipo6tesis de una mejor manera
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con el calculo del error global, y se llegara todavia a una mejor comprensién de
como estos parametros determinan la calidad de la capa PML.

4.2.3 Analisis paramétrico utilizando la mediciéon de error en todo el dominio
computacional

En esta seccion, se veran los resultados obtenidos usando la ecuacién (4.8)
como referencia, pues nos da acceso al conocimiento del error globalmente en
todo el dominio computacional, asi como también ofrece una idea clara del
comportamiento del error a través del tiempo, permitiendo valorar en qué tiempo el
error se mantiene constante, llega a un estado estacionario, con cantidades fijas

sin variacién e independencia al paso temporal de simulacion.

Para estas mediciones, se tomo el error global en la region Qr sin
considerarse las capas PML, quedando un mallado DFDT cuadrado de 96 x 96,
constante para cualquier d, esto es debido a que, como ya se vio en las graficas
del perfil de onda, los porcentajes de reflexion mas grandes ocurren en estas
capas, lo que al desarrollar la suma total de (4.8) nos darian errores globales
mayores y que no son de interés, pues la capa PML es un agregado al dominio
computacional DFDT.

Como en la seccién anterior, primero se varié el valor de n con oy fija

arbitraria, aunque en este caso sabemos que un buen valor para la sigma maxima

es 1, se espera confirmar este resultado.
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FUNCION DEL GRADO DEL POLINOMIO,
7 - CAPAS PML=12, SIGMA =1.0
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Fig 4.18 Desempenfo en funcion del grado del polinomio, incluyendo n=0
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Fig. 4.19 Desempeiio en funcion del grado del polinomio, incluyendo el valor de n=0
en escala logaritmica.
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ERROR EN LA MALLA 96*96
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DESEMPENO DE LA CAPA PML EN
FUNCION DEL GRADO DEL POLINOMIO,
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Fig. 4.20. Desempeno en funcion del grado del polinomio, para una distribucion lineal y no
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Fig.4.21 Desempenfio en funcion del grado del polinomio, con valores de n no enteros
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El efecto de una distribucién de conductividad eléctrica o(p) constante es
apreciado en la figura 4.18, donde un grado de polinomio n=0 es incluido en las
curvas de comparacion del error global, lo que provoca un niveles
considerablemente mas grandes que con distribuciones lineales o no lineales, tan
es asi que se necesitaria de una escala logaritmica para contrastar los valores

incluyendo L? para n=0 (figura 4.19).

Desde este momento se advierte que el valor 6ptimo para el grado del
polinomio no puede ser constante (n=0) ni puede ser lineal (n=1), ya que son
peores que las distribuciones no lineales, para el caso de n=2,3,4, es entre estos en
que se encontrara el valor ideal para n. Siguiendo con el analisis paramétrico, la

gréfica 4.20 indica claramente la tendencia antes prevista.

En la literatura sobre el tema no se han manejado valores no enteros para el
polinomio de distribucién, en el presente trabajo se emplearon con el fin de obtener
una aproximacibn mas exacta, encontrdndose que el error efectivamente
disminuye, ademéas de que se presenta un limite de minimo error: cuando se
incrementa el grado de 3.0 a 3.3 hay una disminucién, llega a su valor minimo
posible en n=3.3 & n=3.4 y vuelve a aumentar el error (Figura 4.21). Se concluye
asi que el valor 6ptimo para n=3.3 o n=3.4, pues en las pruebas realizadas, se

comprobd ese comportamiento.

El siguiente experimento consiste en mantener 6=12 y se escoge el valor de
n=3.4, y ahora se variara o, para encontrar el mejor valor. Para empezar se
realizaron variaciones para los primeros valores entero (0,=1,2,3,4) y para

0m=0.5,4.5, pues como ya se vio, 0, muy grandes provocan mucho mas reflexién.

Se observa un comportamiento similar al de n, cuando o, =1.0 el error
disminuye drasticamente en comparacién al caso o, =0.5, y a partir de 0, =2,3,4 el
error vuelve a aumentar (Figura 4.22). Se observa que también existe un valor

minimo tope, por lo que conduce a cuestionar el comportamiento para valores
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comprendidos entre 0, =0.5y 0, =1.0, con el objeto de determinar un valor mejor

para la conductividad maxima.

Desempeiio de la capa PML como
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Fig. 4.22 Desempeiio en funcion del valor de o,

Si se hace un acercamiento para los valores 0, =0.8, 0, =0.9 y 6, =1.0, se
ve claramente el comportamiento: de 0.5 hasta 0.9 el valor de error va
disminuyendo, pero llega al limite de 0.9 y vuelven a aumentar. Con esto se
concluye que el valor éptimo es o, =0.9. (Figura 4.23).

Como se vio en los dos experimentos pasados se puede comprender con
esto que el comportamiento que tiene los parametros llegan un tope minimo, y que
al aumentar o disminuir de valor, la reflexion ya no sera minima. Con esto se
comprueba claramente que existen ciertos valores para o, Yy n que nos daran
resultados de reflexion minima.

Ahora bien, con los valores de o, y n definidos, procedemos a variar el
numero de capas PML 8. Como lo indica la figura 4.24, al aumentar el numero de
capas, se reduce grandemente el error, mas de 5 veces para el caso de d=16 y
0=20. Berenger senala que el numero de capas PML & es el factor que influye
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significativamente en la disminucion del error, ya que permite tener un aumento

mas lento de o(p), y por lo tanto un mejor acoplamiento de los medios bajo estudio

en el mallado DFDT principal (en el experimento el vacio) y la capa PML.
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Fig. 4.23 Desempeiio en funcion del valor de o, con valores decimales.
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Fig. 4.24 Desempefo de PML en funcion de 6
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El inconveniente es que el aumento en el nimero de capas PML demanda el
incremento de memoria, lo que puede llegar a representar un inconveniente, por
esta razon se aborda primeramente la optimizaciéon los valores para ny o, que
disminuyan el error sin tener la necesidad de usar este recurso, ademas de que no

es el unico que afecta el error y la reflexion.

4.3 Conclusion

Un andlisis paramétrico de la funcién de distribucion de conductividad
magnética para los parametros que determinan la eficiencia de la capa PML, n, o,
y & arrojaron valores 6ptimos para el modelo de Capa Acoplada Perfectamente en
dos dimensiones, pudiendo obtenerse valores muy pequefios de reflexion, menores
al 1%; sin embargo se debe notar que si bien Berenger presenta valores aun mas
pequenos, en su andlisis no utilizé una fuente senoidal continua sino un pulso no
continuo compuesto de tres frecuencias, lo que hace que el error no se acumule ni
se sume con las ondas emergentes de la fuente. Esto provoca que el error se vaya
acumulando, aunque se reconoce un comportamiento estacionario en el que el
error es constante no importando el paso temporal en que esta transcurriendo la

simulacion.
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CONCLUSIONES

En este trabajo, se implementd el modelo de capas acopladas perfectamente
en dos dimensiones, normalmente conocido como la técnica de condiciones de

frontera absorbentes PML.

Se comprobd el correcto funcionamiento del modelo utilizando fuentes
senoidales colocadas en el centro de una malla de simulacion y se analiz6 el
comportamiento de la propagacion de la fuente de onda al chocar contra la frontera

y la interfaz con el medio PML.

Se optimizd el método de PML haciendo un analisis paramétrico de las
variables que influyen en la distribucién de conductividad eléctrica om, N y 9,
determinando los mejores valores para lograr una reflexién lo mas baja posible. Se
comprobaron los resultados haciendo dos estudios del grado de reflexién, uno para
el perfil de una onda que incide sobre la frontera de simulacion, y otra con el calculo
del error (o nivel de reflexion). Esta ultima nos indica de una mejor manera el
comportamiento de las reflexiones en el dominio del tiempo, para cada una de las

células bajo estudio.

Se pudo verificar que la utilizacibon de dicho modelo disminuye
considerablemente las reflexiones provocadas por la incidencia de las ondas sobre
la frontera de simulacién. Esto permitira que en un futuro se puedan estudiar
fendmenos electromagnéticos sin la necesidad de dominios computacionales

extensos, ademas de poder contar con resultados mas exactos y confiables.

Como una perspectiva a futuro, se necesita la generalizacion del modelo PML para
problemas en tres dimensiones, lo que conlleva una tarea compleja, pero que traerd como
consecuencia el mejoramiento de las simulaciones que se puedan hacer sobre problemas de

ondas electromagnéticas en espacios abiertos en 3D (antenas, guias de onda, etc.)
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GLOSARIO

Algoritmo de Yee. Base del MDFDT, resuelve para ambos campos eléctrico vy
magnético en tiempo y espacio el par de ecuaciones diferenciales de Maxwell a
diferencia de resolver sélo uno de los campos, asi la solucién es mas robusta, las
propiedades eléctricas y magnéticas de los materiales pueden ser modelados de

manera directa.

Campo Electromagnético. Un Campo electromagnético es un campo fisico, de

tipo tensorial, que afecta a particulas con carga eléctrica.

Condiciéon de Frontera. En matematicas, en el campo de las ecuaciones
diferenciales, un problema de valor de frontera se lo denomina al conjunto de una
ecuacion diferencial y a las condiciones de frontera. Una solucion de un problema
de condiciones de frontera es una solucion de una ecuacion diferencial que también

safistace condiciones de frontera.

Condicién de Frontera Absorbente. En muchas aplicaciones de DFDT se tienen
que tratar con problemas electromagnéticos en medios abiertos; si este es el caso
la region de célculo se trunca aplicando condiciones de frontera especiales sobre el
perimetro

exterior de la malla. Tales condiciones de frontera se llaman condiciones de
frontera de absorcién (ABC).

Ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro
ecuaciones que describen por completo los fenédmenos electromagnéticos. La gran
contribucion de James Clerk Maxwell fue reunir en estas ecuaciones largos afnos de
resultados experimentales, debidos a Coulomb, Gauss, Ampere, Faraday y otros,
introduciendo los conceptos de campo y corriente de desplazamiento, y unificando
los campos eléctricos y magnéticos en un solo concepto: el campo

electromagnético.
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FORTRAN 90. Primer lenguaje de alto nivel, desarrollado por IBM en 1957; esta
fuertemente orientado al calculo y por ende es uno de los de mayor eficiencia en la
ejecucion. Ampliamente adoptado por la comunidad cientifica para escribir

aplicaciones de calculos intensivos.

Malla de Simulacién. El espacio virtual computacional donde se pretende realizar
la simulacion. Se refiere como malla debido a que el conjunto las células de Yee

asemejan una malla.

MatLab. Abreviatura de MATix LABoratory, laboratorio de matrices, es un software
matematico que ofrece un entorno de desarrollo integrado (IDE) con un lenguaje de
programacién propio (lenguaje M). Entre sus prestaciones basicas se hallan:
manipulacion de matrices, representacién de datos y funciones, implementacion de
algoritmos, creacién de interfaces de usuario GUI, comunicacién con otros

lenguajes.

MDFDT. El método de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (Finite
Difference  Time Domain FDTD) se utiliza para resolver problemas
electromagnéticos transitorios utilizando diferencias finitas. ElI método fue
desarrollado por Kane Yee en 1966 para resolver las Ecuaciones de Maxwell [1].
Estas ecuaciones en derivadas parciales se reemplazan por un sistema de
ecuaciones en diferencias finitas. Diferencias Finitas, que es un método standard
para la resolucion de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP).

Método de Momentos. El método de elemento de limite es un método de cémputo
numérico para solucionar las ecuaciones diferenciales parciales lineal que se han
se han formulado como ecuaciones integrales (es decir en forma del integral de
limite). Puede ser aplicado en muchas areas de la ingenieria y de la ciencia
incluyendo los mecanicos fluidos, acustica, electromagnéticos, y mecanicos. En

electromagnetismo, es mas conocido como Método de Momentos.

VI
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Modelado Computacional. La interpretacion de un fenémeno fisico de tal manera
que la computadora pueda ser usada para entender y calcular las variables

relacionadas con dicho fenémeno.

Permeabilidad. La permeabilidad es la capacidad de un material para permitir que
un fluido lo atraviese sin alterar su estructura interna. Se afirma que un material es
permeable si deja pasar a través de él una cantidad apreciable de fluido en un
tiempo dado, e impermeable si la cantidad de fluido es despreciable

Permitividad La permitividad (o impropiamente constante dieléctrica) es una
constante fisica que describe como un campo eléctrico afecta y es afectado por un
medio. La permitividad del vacio €oes 8,8541878176x10™2 F/m.

PML. Perfect Matched Layer, el método usado en Berenger PML para absorber
ondas salientes consiste en el limitar de dominio de computo con una capa de
limite artificial disenada especialmente para absorber las ondas electromagnéticas,

produciendo una menor refleccion.

Reflexion. Es el cambio de direccion de un rayo o una onda que ocurre en la
superficie de separacién entre dos medios, de tal forma que regresa al medio
inicial. Se refiere al fendmeno por el cual una onda electromagnética que incide

sobre una superficie es reflejado. Se produce también un fenédmeno de absorcién.

Simulaciéon Hector Bustamante de la O la define asi: "Simulacién es una técnica
numérica para conducir experimentos en una computadora digital. Estos
experimentos comprenden ciertos tipos de relaciones matematicas y logicas, las
cuales son necesarias para describir el comportamiento y la estructura de sistemas
complejos del mundo real a través de largos periodos de tiempo".
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