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RESUMEN

El estudio de la mecdnica de la fractura es un topico que ha ganado protagonismo dentro del analisis
y disefio mecanico a partir de la década de 1940 con la formalizacidn del estudio de los efectos de
los defectos en materiales sobre el disefio de elementos mecanicos, derivado de esta formalizacidn
surgen diversos enfoques y métodos para analizar grietas en elementos mecanicos, que parten del
estudio de los campos de esfuerzos hasta llegar a definir pardmetros de disefio tales como el factor
de intensidad de esfuerzos o la integral.

La profundizaciéon en los estudios sobre grietas ha conducido al desarrollo de métodos con mayor
sofisticaciéon que permiten estudiar diversas condiciones de fractura, de la mano con el rapido
desarrollo en los sistemas computacionales a partir de la década de 1980, se cuenta hoy en dia con
herramientas computacionales que permiten acelerar los calculos para disefio teniendo en cuenta
defectos en elementos mecdanicos tales como grietas.

En el presente trabajo se muestra el desarrollo y aplicacion de un método de analisis de problemas
eldsticos con y sin defectos, el método se basa en el denomino potencial de Galerkin para la solucién
del problema biarmdnico, haciendo uso ademds de la teoria de variables complejas la cual ha
demostrado ser una herramienta util para el estudio de fractura en problemas dos dimensionales.

La intencién del trabajo es mostrar que es posible establecer un método que, basado en la teoria
de las variables complejas, permite dar solucidon a problemas eldsticos sobre dominios simple o
multiplemente conexos tres dimensionales, sin la necesidad de llevar a cabo una discretizacion
sobre el dominio de estudio. El proceso de desarrollo del método, asi como la documentacion de
las pruebas, implementacién computacional y los resultados obtenidos se presentan a lo largo del
texto.



ABSTRACT

The study of fracture mechanics has gained prominence in mechanical analysis and design since the
1940s with the formalization of studying the effects of defects in materials on mechanical elements'
performance. From this formalization, multiple approaches and methods based on studying the
stress fields around the crack tip were developed to analyze cracks in mechanical elements, such as
the stress intensity factor or the J-integral.

The deepening of the studies on cracks has led to more sophisticated methods to study various
fracture conditions. Hand in hand with the rapid development in computational systems since the
1980s, we now count on computational tools that accelerate the calculations for design, taking into
account defects in mechanical elements such as cracks.

The present work shows the development and application of a method of analysis of elastic
problems over domains with and without defects. The method is based on the biharmonic problem's
solution using the Galerkin potential and the theory of complex variables, which has proven to be a
useful tool for studying fracture in two-dimensional problems.

The work intends to show that it is possible to establish a method that allows solving elastic
problems on three-dimensional simple or multiply connected domains without discretizing the
domain based on the theory of complex variables. The documentation of the development,
computational implementation, and results obtained from the tests are presented throughout this
text.
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GLOSARIO

Isotrdpico. Se dice del material que posee las mismas propiedades fisicas en todas las direcciones

Vecindad. Es el conjunto de puntos situados en el interior del circulo de radio finito centrado en un
punto dado.

Vecindad punteada. Es el conjunto de puntos dentro de un circulo centrado en un punto dado,
salvo el propio punto.

Conjunto abierto. Aquel conjunto para el que todo elemento existe una vecindad cuyos puntos
pertenecen todos al conjunto.

Conjunto conexo. Aquel conjunto en el que dados dos puntos cualesquiera existe una trayectoria
que los une y cuyos puntos pertenecen al conjunto.

Contorno simple cerrado. Es una curva que no se auto interseca cuyo punto de inicio y fin son el
mismo. Un contorno simple cerrado genera dos dominios uno acotado y otro sin acotar.

Curva suave. Aquella curva que un intervalo mantiene sus primeras derivadas continuas, sin
anularse simultdaneamente, excepto posiblemente en los puntos terminales del intervalo.

Curva suave a trozos. Es aquella curva formada por un numero finito de curvas suaves, donde la
direccion de la tangente de una curva suave a trozos puede cambiar de forma discontinua en los
puntos de unién.

Dominio. Conjunto abierto conexo.

Dominio simple conexo. Aquel dominio para el que todos los puntos encerrados por una trayectoria
simple cerrada pertenecen al dominio, es decir es aquel dominio que no tiene agujeros.

Dominio multiplemente conexo. Aquel dominio que dada una trayectoria simple cerrada en el
dominio contiene puntos que no son del dominio, es decir es un dominio con agujeros.

Punto frontera. Aquel que para el que toda vecindad contiene al menos un punto dentro y uno fuera
del dominio.

Punto interior. Aquel para el cual existe una vecindad cuyos elementos son todos del conjunto.

Punto exterior. Aquel para el cual hay una vecindad cuyos elementos son todos puntos fuera del
dominio.

Punto de acumulacion. Es un punto para el cual toda vecindad de dicho punto contiene al menos un
elemento del conjunto, distinto del punto mismo.

Regidn. La unién de un dominio y algunos, ninguno o todos sus puntos de frontera.
Regidn cerrada. Es la unién de un dominio con todos sus puntos de frontera.

Conjunto acotado. Es un conjunto para el cual existe un circulo de radio finito que circunscribe al
conjunto.
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Simbolo Significado

y Deformacidn cortante

6 Deformacién normal

A Primer pardmetro de Lamé

vl Segundo parametro de Lamé

v Coeficiente de Poisson
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1 PRELIMINARES

En este primer capitulo se presentan los elementos preliminares al desarrollo del trabajo; tales
como, una breve introduccién al tema a abordar el cual es la mecanica de fractura en el escenario
de fracturas interactuantes asumiendo condiciones lineales eldsticas y comportamiento fragil, asi
como los objetivos plateados al inicio del desarrollo, acompafiados de un planteamiento del
problema e hipétesis, cerrando con una revision de los antecedentes pertinentes de acuerdo con
los objetivos, alcances e hipdtesis presentados.

1.1 INTRODUCCION

El disefio de estructuras y/o elementos mecanicos involucra el andlisis de esfuerzos vy
deformaciones, existiendo sofisticados métodos analiticos, numéricos y experimentales que
permiten conocer la distribucion de esfuerzos y deformaciones en los elementos mecanicos, lo cual
posteriormente permite al disenador utilizar algun criterio de falla adecuado al mecanismo de falla
que se pretenda evaluar. Los modos de falla que de forma regular consideran los disefiadores son
la falla por rigidez, la falla por inestabilidad elastica y principalmente la falla por resistencia. Los
criterios de falla por resistencia tales como la maxima energia de distorsion! o el maximo esfuerzo
cortante? aplican para fendmenos de falla ductil; es decir cuando la falla del elemento mecdnico se
da posterior a una gran deformacién. Por otro lado criterios de falla tales como el criterio de friccidn
interna® o el de méximo esfuerzo principal® aplican para el fenémeno de falla fragil, la cual se da
cuando un elemento mecanico falla de forma critica subitamente ante pequefias deformaciones.

A pesar de que los criterios de falla antes mencionados demuestran ser adecuados para el disefio
de elementos mecdnicos, estos consideran que los cuerpos son perfectos; es decir no se consideran
posibles defectos que modifican las caracteristicas de los materiales de los cuales estan constituidas
las piezas mecanicas, en especifico la resistencia a solicitaciones externas como fuerzas o
momentos. Para fenédmenos de falla ductil, por ejemplo, resulta importante considerar defectos
tales como las dislocaciones o espacios entre los granos superficiales, mientras que para la falla
fragil los defectos grandes como rasgaduras o grietas cobran mayor relevancia.

Dado lo antes mencionado para la evaluaciéon del posible desempefio e integridad de algun
elemento mecdnico con algun defecto pre-existente es necesario utilizar un criterio de falla, el cual
considere el efecto que tienen dichas imperfecciones sobre el elemento mecanico. Es entonces
donde surge el estudio de la mecanica de fractura como una herramienta auxiliar en el disefio e

! También conocido como criterio de Von Mises

2 También conocido como criterio de Tresca

3 También conocido como criterio de Mohr-Coulomb
4 También conocido como criterio de Rankine



inspeccidn de estructuras o cuerpos. El estudio de la mecdanica de la fractura se centra entonces en
determinar cuando un defecto crecera o se propagard de forma inestable, causando una falla critica.

Si bien los primeros estudios formales sobre mecanica de la fractura datan de la década de los
1910’s, el mayor interés por el estudio de la fractura fue propiciado por el desarrollo tecnolégico
militar, principalmente por el surgimiento de fallas catastréficas en transportes militares, dichos
estudios fueron planteados desde la perspectiva de la elasticidad plana, simplificando los problemas
reales a modelos de esfuerzo o deformacién planos, con grietas aisladas y despreciando los efectos
de plasticidad en las puntas de las grietas.

Estudios posteriores incluyeron los efectos de plasticidad local en la punta de las grietas, lo cual
llevo al establecimiento de criterios de falla por fractura que resultaron consistentes con datos
experimentales. A partir de este punto se han realizado una diversidad de trabajos acerca de
cuerpos agrietados que tratan; por ejemplo, de generalizar el andlisis a un estado tres dimensional,
considerar distintas condiciones de carga o geometrias de grieta, implementando diversas
herramientas matematicas como el uso de funciones complejas de energia de distorsion planas y
ecuaciones integrales de frontera singulares.

La sofisticacion del estudio del fenémeno de fractura condujo entonces a considerar otros
escenarios tales como el de fractura multiple; donde diversos resultados muestran, que la
interaccion de multiples grietas en un mismo cuerpo altera la respuesta de éste, respecto a la teoria
clasica de una sola grieta aislada. Haciendo necesario entonces tomar en cuenta la interaccién entre
grietas para realizar un diagndstico con mejor aproximacion respecto a la integridad y resistencia
remanentes en el cuerpo agrietado, para tales fines han sido desarrollados distintos métodos
basados en el uso de ecuaciones de frontera resueltas por elementos finitos, elementos frontera o
métodos meshless®.

Al dia de hoy, el estudio de la mecanica de la fractura sigue resultando de gran relevancia, ya que la
comprensidn del inicio y propagacion de grietas resulta de vital importancia para el disefio de
estructuras o dispositivos confiables, seguros y a su vez econdmicos.

Por lo tanto, el desarrollo de modelos analiticos y numéricos para el mejor modelado y aproximacion
de resultados en problemas de estudio de mecanica de la fractura resultan de alto interés.

Un punto importante para resaltar es que en el trabajo que se presenta en préximos capitulos, se
establece un método de estudio del problema de fractura multiple haciendo uso de herramientas
de la holomorfia infinita; es decir, se usan funciones de multiples variables complejas para definir
una funcidn de densidad de energia de distorsién tres dimensional. Posteriormente se plantean
integrales de Cauchy sobre las grietas presentes en el dominio de estudio, de las cuales se obtienen
los resultados deseados haciendo el cdlculo de residuos apoyados en series infinitas. Dando como
resultado un método de estudio del tipo meshless.

> Se denominan meshless a aquellos métodos que no requieren de una discretizacién del dominio en
elementos para solucionar alguna ecuacién definida sobre este, ya que las propiedades tales como masa no
se asignan a elementos sino a nodos.



1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El estudio clasico de la mecanica de la fractura se concentra en el estudio de una grieta aislada en
un dominio (Figura 1.1), donde el objetivo es conocer la resistencia remanente del dominio, es decir,
cuanto mas resistira antes de que la grieta se propague y ocasione una falla catastrdfica.
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Figura 1.1 Dominio de estudio con una grieta aislada [1]

Sin embargo, es un hecho conocido que la falla por fractura de un material esta estrechamente
relacionada con las condiciones en las cuales interactian defectos pre-existentes como grietas,
siendo esta interaccion el mecanismo de fractura del material [2]. Dado lo anterior el estudio de la
interaccion de dichos defectos, ante solicitaciones externas al dominio resulta de gran importancia.

Las grietas interactuantes pueden estar sobre un mismo plano de accidn, ser paralelas o tener un
acomodo arbitrario, sin importar el arreglo de grietas que se tenga siempre el dato relevante a
encontrar es, cudl serd la punta de grieta que tendera a propagarse primero, dadas ciertas
condiciones de carga. Asi entonces el problema a resolver es el de multiples grietas interactuantes
en un dominio tres dimensional con comportamiento lineal eldstico e isotrdpico, para el cual se
busca encontrar un factor que sirva como indicativo de qué grieta sera aquella que tendera a
propagarse.

1.3 PLANTEAMIENTO DE LA HIPOTESIS

Cuando en un dominio tres dimensional cuyo comportamiento es lineal, elastico e isotrdpico existen
multiples grietas, la interaccion que exista entre éstas afectara la resistencia remanente del
dominio. El estudio de estas situaciones mediante el uso de herramientas de la holomorfia infinita
podria agilizar el proceso de calculo, dado que podria desarrollarse un método meshless que derive
en un modelo que simplifique calculo y requiera una menor cantidad de operaciones; y en
consecuencia menor recurso computacional, para la determinacion del factor de intensidad de
esfuerzos critico del problema, mediante una aproximacién numérica.



1.4 OBIJETIVOS

Desarrollar un modelo computacional para el estudio de la mecdanica de la fractura multiple, con
base en un modelo matematico desarrollado con herramientas de la teoria de la holomorfia infinita
y un enfoque lineal elastico.

1.5 JUSTIFICACION

Como ya se ha planteado anteriormente, la interaccién entre multiples grietas ubicadas en un
mismo dominio resulta de alta importancia para una mejor aproximacién de la resistencia
remanente del dominio en cuestidn, y dado que, en diversas aplicaciones practicas de gran
importancia como el disefio de aeronaves, barcos automdviles, reactores, ductos, uniones
estructurales soldadas o con pernos, entre otras, se presentan escenarios de grietas multiples.
Resulta entonces de gran interés el continuo desarrollo y mejoramiento de métodos de andlisis que
permitan a los disefiadores aproximar los posibles comportamientos de los distintos elementos que
puedan presentar un estado de agrietamiento multiple.

Y aunque se parta de un desarrollo con base tedrico-matematica para el andlisis de las situaciones
atrds citadas, el vertiginoso ritmo de desarrollo en la ingenieria y disefio aplicados a publicos
masivos, asi como el gran avance en las tecnologias de la informacién exigen que los cdlculos
pertinentes para llevar a cabo un disefio disminuyan en su tiempo de ejecucién y aumente en su
precision de aproximacion, permitiendo una reduccién de los tiempos de experimentacion vy
liberacién al mercado disminuyan, propiciando que los desarrollos sean mas rentables. A pesar de
que en primera instancia las aplicaciones directas de la mecdnica de la fractura pudiesen sonar en
extremo sofisticadas, no quedan exentas del rapido crecimiento en exigencias de desempefio, no
solo en calidad, sino en agilidad del proceso de disefio y desarrollo, haciendo asi necesario no sélo
el desarrollo de métodos de analisis, sino también de herramientas software que permitan realizar
los célculos de fractura en menor tiempo.

Por los argumentos antes planteados resulta entonces pertinente el plantear el desarrollo de una
aplicacién software para el estudio de la mecanica de fractura multiple que permita reducir los
tiempos de calculo de los factores criticos de disefio, haciendo uso de un modelo matematico
basado en la teoria de la mecanica de la fractura lineal elastica y herramientas matematicas de la
teoria de la holomorfia infinita.

1.6 ANTECEDENTES

El propdsito de esta seccién es plasmar de forma rapida y concisa el proceso evolutivo del estudio®
de la mecanica de fractura incluyendo las perspectivas analitica, numérica y experimental, desde las
primeras aproximaciones de andlisis de la fractura, pasando por los primeros estudios formales de
fractura, el establecimiento de criterios de falla en fractura, la extensién de métodos de analisis al
caso tres dimensional, la aplicacion de métodos de variables compleja, hasta el estudio de fractura

® No se presentan datos sobre aspectos cinematicos o dindmicos de fractura



multiple y la aplicacion de métodos numéricos y computacionales. Los aspectos tedricos detallados
que resulten relevantes para el desarrollo del trabajo que se propone en este texto se mostraran en
el capitulo 2.

Hablando desde una perspectiva histdrica, algunos autores establecen que el hombre ha utilizado
la mecdnica de la fractura desde que se crearon las primeras herramientas de piedra, ya que crearon
técnicas para desprender partes del material a placer segun lo requiriera el disefio [3] o en el trabajo
de creacidon de estructuras o esculturas durante el florecimiento de las primeras grandes
civilizaciones alrededor de la tierra [4], sin embargo no se podria hablar como tal de un estudio de
fractura, dado que quienes trabajaban los materiales antes mencionados lo hacian de una forma
empirica y no hay escritos conocidos donde se asiente alguna indagacidon experimental ni mucho
menos analitica.

Tal vez los inicios del estudio (y no solo su uso) de la mecanica de la fractura podriamos trazarlos
hasta aproximadamente el afio 1500 cuando Leonardo Da Vinci se plantea algunas preguntas sobre
la ruptura de cuerpos e intenta estudiar dichos fenédmenos con alambres de acero, encontrando que
existia una relacién de proporcionalidad inversa entre la longitud de estos y su resistencia [5], sin
embargo sus trabajos solo fueron experimentales, y no fue sino hasta mas de un siglo después que
Galileo Galilei alrededor del 1638 investigara el problema de cuerpos agrietados desde una
perspectiva matematica, tomando en cuenta efectos de tamafiio [5] y experimentando con barras
bajo cargas longitudinales [6], siendo el primero en establecer la proporcionalidad entre la
resistencia y la seccidn transversal de las barras’ [3]. Los experimentos de Galileo fueron
continuados por Mariotte [5] donde siguid6 demostrando los efectos de tamafio en elementos
estructurales.

Para el afio 1776 Coulomb; quien podria considerarse el auténtico pionero del estudio de la fractura
[7], realiza importantes estudios sobre la fractura de rocas a compresion, como producto de estos
estudios Coulomb desarrollé el criterio de falla por friccién interna (Figura 1.2) que al dia de hoy
sigue siendo utilizado.
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Figura 1.2 Grdfico del criterio de Mohr-Coulomb

Con la llegada de la revolucién industrial en la segunda mitad del siglo XVIII hubo una explosiéon en
el uso del acero y hierro en las construcciones y vias de comunicacién como el ferrocarril, esto

7 Estas conclusiones de Galileo a la postre fueron aceptadas como ciertas, estableciendo que la resistencia es
una propiedad intrinseca de los materiales



reanimo el estudio de la fractura, debido a que era comun ver fallas criticas, principalmente en las
vias de ferrocarril.

Asi para 1830 Lloyd encontré como resultados de diversas pruebas que la resistencia promedio de
barras cortas de acero era mayor que la de barras largas [1], mientras en 1839 Le Blanc establece
gue los alambres de acero mas cortos resistian mds que los alambres mas largos del mismo diametro
[1], sin embargo ambos resultados resultan similares a las conclusiones de Da Vinciy no representan
un aporte significativo al estudio de la fractura.

Fue en 1843 cuando Rankine propone la relacion entre las cargas a las que se sometia un eje de
ferrocarril y su falla, es decir, la fatiga [6]. Casi una década mds tarde Wholer estudio fallas similares
a las estudiadas por Rankine, sugiriendo que existia un limite de fatiga y estableciendo una relacién
empirica entre esfuerzo y nimero de ciclos [8], ya para 1870 la revista de ingenieria britanica reporta
estadisticas acerca de los accidentes relacionados con fallas por fatiga [3].

Para el afio 1898 Kirsch obtiene una solucién analitica para definir el estado de esfuerzos alrededor
de un barreno circular en un plato infinito bajo tensidon uniforme [5], ideas que fueron mas
desarrolladas por Kolosov, quién propone un método de calculo para los esfuerzos alrededor de un
agujero circular en un plato [5]. Dicho trabajo fue continuado por Inglis quien presenta una solucién
para el campo de esfuerzos alrededor de la punta de una grieta [9]. Posterior al fin de la primera
guerra mundial Stanton, Batson y Docherty realizan experimentos usando barras con muescas, los
cuales les permiten conocer la relacion inversa entre el trabajo de fractura por unidad de volumen
y las dimensiones del espécimen de prueba [1] la conclusién fue que los especimenes se
comportaban de una forma fragil entre mas grandes eran.

La mayoria de los estudios hasta este punto mencionados mostraban ya el conocido efecto de
tamafio en la resistencia de los sdlidos. Sin embargo, el primero en realizar un estudio sistematico
de dicho efecto fue Griffith en la década de 1920 haciendo uso de un enfoque energético, fue él
quien concluyé que un material fragil agrietado ve reducida su resistencia respecto a lo
tedricamente esperado, y que los esfuerzos tienden a concentrarse y crecer rapidamente en las
puntas de las grietas. Pero tal vez su mayor contribucion fue establecer la relacidn entre el tamafio
de la grieta y la resistencia remanente del cuerpo dando un tratamiento desde la perspectiva del
equilibrio a dicho problema, relacionando la reduccién de la energia de distorsidn del cuerpo con el
aumento de la energia superficial en las caras de las grietas, debido al aumento del drea de éstas
[10]. A pesar de que al dia de hoy el trabajo de Griffith es considerado como pieza fundamental en
el desarrollo de la mecanica de fractura, en su momento sus postulados y resultados no fueron
apreciados como tal, incluso cuando los estudios de Obreimoff en micas, apoyaban los resultados
de Griffith [3].

De forma paralela a los estudios sobre cuerpos agrietados llevados a cabo principalmente en Europa
occidental (y que son los que hasta el momento se han presentado), cientificos de la unién soviética
hicieron aportaciones sobre el estudio de la fractura, ademas de desarrollar teorias de elasticidad y
plasticidad que a la postre serian aplicadas a la solucién de problemas de cuerpos agrietados, en
este punto cabe destacar el trabajo de N.l. Muskhelishvili en elasticidad plana, donde expresé las
soluciones generales de las ecuaciones de elasticidad plana haciendo uso de funciones analiticas,
asi como el uso de integrales de Cauchy (y en general a la teoria de las ecuaciones integrales
singulares) para la solucidn de problemas con valores en la frontera para elasticidad plana [11, 12].
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Para el afio 1939 Westergaard aplicé las ideas de Griffith para el caso dos dimensional [5] haciendo
uso de un método semi-inverso en el que empleaba funciones armaénicas para describir los esfuerzos
en un medio infinito agrietado [13]. Fue precisamente en estas épocas (a partir de 1939) que estallé
la segunda guerra mundial trayendo consigo un apresurado desarrollo; tanto de armamento como
de vehiculos de guerra, dicho desarrollo trajo consigo nuevos paradigmas de disefio en ingenieria 'y
revivid viejos problemas que se habian dejado un tanto “olvidados” como lo fue el estudio de Ia
mecdnica de fractura. Es un hecho bien documentado el de las fallas en los bugues norteamericanos
fabricados durante la segunda guerra mundial, algunos datos mencionan que de 5000 buques
mercantes construidos en dicho periodo mas del 20% desarrollé grietas en menos de tres afios de
vida util [1] y de 2500 buques Liberty 145 quedaron por completo destruidos y 700 dafados por
grietas originadas por defectos en la soldadura [6]. Un caso relevante es el del carguero Schenectady
el cual se partié subitamente en dos estados en el muelle después de haber completado pruebas
exitosas en altamar (ver Figura 1.3).
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Figura 1.3 Fractura fragil del bugue Schenectady encallado [14]

Estos eventos hicieron que se retomara atencion a la mecdnica de fractura, siendo Irwin quien
estando al frente de la division de balistica del laboratorio de investigacién naval propuso la
generalizacién de la teoria de Griffith, para grietas arbitrarias considerando esfuerzos singulares en
los frentes de grieta, al tiempo que propuso un criterio para evaluar la propagacién de una grieta,
estableciendo asi que si la energia de distorsién en el dominio de estudio “G” es mayor que el trabajo
minimo necesario para la creacidn de un diferencial de nueva superficie de grieta “Gc”, entonces la
grieta se propagaria [15]. Otra de sus relevantes aportaciones fue la introduccién del factor de
intensidad de esfuerzos “K”%, demostrando (basdndose en el trabajo de Westergaard) que dicho
factor determina completamente el estado de esfuerzos en la vecindad de la punta de la grieta [15],
en general Irwin establecié la teoria de la mecdnica de fractura lineal elastica (MFLE). Ademas de
definir los clasicos modos de carga en mecanica de fractura (ver Figura 1.4), el modo i o de apertura,

8 Se dice que la letra K es en honor a Kies, un colega de Irwin de los 50°s



modo ii o de deslizamiento y el modo iii o de desgarramiento, de los cuales se considera que el modo
i propicia un estado de tensidn y los otros dos modos un estado de cortante en la grieta.
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Figura 1.4 Modos de carga en mecdnica de fractura

Otro personaje sin duda relevante es Orowan, y sus estudios con dispersidon de rayos X (1945) en
aceros de bajo carbono; para observar el espesor de la zona plastica [16].Ya para 1952 en un
simposio en el M.IL.T. propuso la idea de que la energia plastica por unidad de area debia ser
considerada en el balance energético sugerido por Griffith [17]. Estos trabajos fueron de gran interés
para el mismo Irwin® quien rescatando algunas de estas ideas llegd a la generalizacién de la teoria
de Griffith, de hecho, en ocasiones la teoria de la MFLE es también nombrada el enfoque de Griffith-
Orowan-Irwin debido a la gran contribucién de los trabajos de los tres al desarrollo de la teoria.

A la par de la publicacion de los trabajos de Irwin sobre el estado de esfuerzos en la punta de la
grieta en el que usé el método semi-inverso de Westergaard, Williams presenté un estudio similar,
dando solucion al estado de esfuerzos en la punta de la grieta para problemas planos, con el uso de
una serie infinita [18].

En 1959 el departamento de defensa de los Estados Unidos de Norteamérica pidié a la ASTM
(American Society for Testing and Materials) la conformacién de un comité especial para establecer
métodos estandarizados de evaluacidn de resistencia a la fractura fragil, esto debido a problemas
gue tuvieron sus equipos de desarrollo de los programas de los programas Polaris y Vanguard
durante la etapa de pruebas [19]. Asi para 1970 surge el estandar E399 para la evaluacion de la
tenacidad de fractura de materiales metalicos.

En el mismo 1959 Barenblatt fue el primero en considerar fuerzas de cohesién en la vecindad de la
punta de la grieta; asumiendo condiciones lineales elasticas [19], considerando que esta fuerzas de
cohesidn eliminaban la friccion entre las superficies de la grieta, mas tarde (1960) Dugdale tomd ese
modelo asumiendo que las fuerzas de cohesidon eran constantes [20], derivado de estos trabajos se
tiene el modelo de la zona de cohesidn o de proceso de fractura, el cual aplica para modelos con
condicién de esfuerzo plano dominante, el estudio de la zona plastica bajo este modelo resulta
mayor en dimensién que el modelo de Irwin. EIl modelo de Barenblatt-Dugdale ha tenido fuerte
aplicacion en métodos de estudio de fractura basados en el método del elemento finito (MEF).

% Irwin y Orowan estuvieron en contacto en 1947 sin embargo al tener distintos intereses en como guiar sus
investigaciones no hubo una colaboracién mas estrecha entre estos [3]



A un lado de las teorias que hasta el momento se han presentado que es basicamente el desarrollo
de la MFLE se desarroll6 la teoria de la mecanica de la fractura probabilista (MFP), propuesta por
Weibull en 1939 [3], dicha teoria apoyé el entendimiento del efecto del tamafio de la grieta y tiene
semejanza con la teoria de Griffith. Para 1956 Zhurkov introduce el concepto de fluctuacién térmica
y plantea una relacién de tiempo de vida y carga para un sdlido [3], siendo en 1961 cuando Paris
presenta un modelo de propagacién de grieta debido a fatiga del material [5] teniendo ambos
trabajos un claro apego al modelo de la MFP dada la naturaleza probabilistica de la fatiga de
materiales.

Otra linea de desarrollo que vale la pena mencionar es la del estudio de problemas de fractura a
través de métodos numeéricos, en este caso es de especial interés el MEF. Si bien el origen del MEF
puede trazarse al inicio del estudio de problemas de variaciones, la formulacidn que se usa al dia de
hoy fue presentada por Clough en 1960 [21] donde presentd el método desde una perspectiva de
variaciones, planteando la minimizacién de la funcional de energia del sistema. A partir del
surgimiento del MEF ha existido interés en la aplicacidn de este a problemas de fractura, surgiendo
diversas variantes del método aplicadas a fractura como el método del elemento interfaz [5], el
método de extrapolacion de desplazamiento o del elemento principal.

En el campo de los métodos experimentales Irwin propuso en 1957 un primer método denominado
tensometria eléctrica resistiva [15], y para 1958 realiza un andlisis del factor de intensidad de
esfuerzos inspirado en las ideas de Wells y Post quienes ese mismo ano presentaron trabajos sobre
el andlisis de esfuerzos en muestras agrietadas usando un método foto elastico [15, 5]. Hoy en dia
existen estandares ASTM respecto al trabajo experimental en mecanica de fractura.

El enfoque del que hasta el momento se ha platicado, el de MFLE, encuentra sus limitaciones en el
hecho de que es aplicable sélo para casos de cedencia a pequefia escala, situacién que se da sélo
cuando el material es fragil o de alta resistencia, en la bdisqueda de establecer un criterio de fractura
gue fuese aplicable mas alld de estas condiciones, es decir, cuando se presentase plasticidad a
mayor escala. En este respecto son dos principales teorias en las que se atacé dicho problema, la
primera presentada por Wells (1963) en la cual postulaba que sin importar las condiciones elasticas
o plasticas del problema la propagacion de una grieta ocurriria cuando el desplazamiento de
apertura de la punta de la grieta superar un valor critico [22] a esta teoria se le conoce comUnmente
por sus siglas en inglés CTOD (crack tip opening displacement). Relacionado al CTOD surge el angulo
de apertura en la punta de la grieta o CTOA por sus siglas en inglés, el cual es presentado por
McClintock (1968) como criterio de fractura ductil y usado por Andersson y Shih (1970) [19].

La segunda de las teorias que lidia con las regiones plasticas previo a la propagacion de una grieta
es la presentada por Rice'®!! en 1968 [23] donde introduce una ley de conservacién para problemas
dos dimensionales, haciendo uso de una integral independiente de la trayectoria, conocida como
integral J. El uso de la integral J permite el estudio de los campos de esfuerzos y desplazamientos en
la vecindad de la punta de una grieta sin necesidad de pasar por esta discontinuidad del dominio de
estudio. En 1973 Budiansky y Rice [24], presentan un trabajo en el que usan variables complejas en

10 Eshelby presentd en 1951 un trabajo donde planteaba una integral de este tipo, pero no da aplicacion a
grietas

11 Cherepanov hizo un desarrollo anélogo al de Rice, el cual también presentd en 1968, sin embargo, fue Rice
quien vio su relevancia para casos de fractura elasto-plastica



las integrales independientes de trayectoria propuestas por Knowles y Sternberg [25]; las
denominadas integrales M y L, las cuales al igual que la integral J estan relacionadas con las tasas de
liberacién de energia. Estas integrales no distinguen entre la aportacién de apertura o cortante, por
tanto, no son del todo convenientes para casos de cargas combinadas, para evitar este
inconveniente se han propuesto diversas integrales en las que se puedan distinguir dichas
aportaciones como la integral de Bergez o Freund [26] que ademads permite un calculo con MEF sin
necesidad de usar elementos especiales.

Con el surgimiento del CTOD y la integral J se dio inicio a lo que se denomina la mecdnica de fractura
elasto-plastica (MFEP). Posterior al establecimiento de la MFEP se desarrollaron métodos
experimentales para la evaluacién y comprobacién de estos nuevos métodos, es posible ver un
compendio de algunos de estos métodos en el texto de Brocks y Schwalbe [27]. Ademds con el
aumento de la capacidad de los sistemas de computo se dio una escalada en la aplicacién del
método del elemento finito para la soluciéon de problemas de fractura, algunos de los trabajos
buscaban un mejor tratamiento de la grieta haciendo refinamientos de malla, otros propusieron el
uso de nuevos tipos de elementos finitos, como el propuesto por Byskov el cual incluia un elemento
agrietado y cuya solucion se basaba en los métodos de variable compleja de Muskhelisvilli [5].

Otro paso en la evolucidon del estudio de la mecanica de fractura ha sido la generalizacidn de los
métodos clasicos de la MFLE y MFEP al caso tres dimensional. En esta drea resulta importante
resaltar los trabajos de Sih y sus colaboradores [2] en cuyos trabajos presentan desarrollos para la
determinacion del estado de esfuerzos en la punta de la grieta haciendo uso de coordenadas
esféricas, las expresiones para esfuerzos y desplazamientos que presentan resultan analogas a las
expresiones en dos dimensiones en términos de tres factores de intensidad de esfuerzos [28].
Resaltando ademads que tal vez fueron los primeros en proponer un criterio de fractura para el caso
tres dimensional [29].

Los fundamentos de la teoria para el estudio de problemas tres dimensionales haciendo uso de
funciones ponderadas es dada por Rice a manera de apéndice en su articulo “Some remarks on
elastic crack-tip stress fields” de 1972 [30].

Como el mismo Rice menciona en [31], para 1985 surgié un gran interés en el estudio de la teoria
en tres dimensiones para problemas de fractura; especialmente con funciones ponderadas??; el cual
hasta ese entonces habia tenido un desarrollo discreto desde los primeros postulados de Sih y Rice,
sin embargo ese nuevo y creciente interés apuntd al desarrollo de nuevas técnicas haciendo uso del
MEF [31], ademas del surgimiento de nuevas técnicas denominadas meshless las cuales tienen un
mejor desempeno para el estudio de dominio con singularidades [5], asi como la aplicacién del
método del elemento frontera (BEM), el cual aunque presenta algunos problemas de célculo e
implementacién del método a problemas de fractura, da la ventaja de que no se necesita remallar
durante el proceso de solucion o un refinamiento o estructura compleja de malla como con el FEM

[5].

El problema de fractura en tres dimensiones también ha sido abordado con métodos de ecuaciones
integrales de frontera; en analogia a los problemas dos dimensionales, donde para la solucién se

2 para mayor detalle se recomienda consultar el texto completo de Rice
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usan métodos de Muskhelishvili [32]. Dentro de los trabajos en esta vertiente de estudio de la
fractura tres dimensional destacan los trabajos de Bui, a partir de la segunda mitad de los 70’s.

Como se ha mencionado antes la plasticidad en los problemas de fractura, es un elemento
importante a considerar para obtener mejores aproximaciones en el analisis de grietas y su posible
propagacién y dado que hasta este punto de nuestro recorrido histérico hemos presentado la MFLE
y MFEP, las cuales se centran en fallas fragiles, es necesario mencionar aunque sea de forma breve
la teoria de mecanica de fractura ductil la cual se centra en el estudio de problemas considerando
un comportamiento plastico del material, el cual se caracteriza por la nucleacién y crecimiento de
cavidades. A diferencia de las teorias de fractura fragil, que lidian con grietas, en fractura ductil se
considera un estado de plasticidad en presencia de porosidad [32]. La fractura ductil se presenta
después de una gran deformacién y para su estudio puede ser util un analisis de deformacion finita,
de hecho, una de las teorias mas importantes en el estudio de la fractura ductil se basa en un andlisis
de ese tipo, la teoria de Rousselier (1981).

Los modelos, teorias y métodos de analisis de fractura hasta ahora presentados han demostrado
dar buenos resultados que permiten la obtencion de buenos disefios de elementos mecdnicos, sin
embargo, dejan un punto descubierto. Un cuerpo agrietado no necesariamente presentara una sola
grieta aislada, por el contrario, existirdn multiples grietas las cuales interactian, lo cual da como
resultado una alteracidén en el estado de esfuerzos en las puntas de las grietas, respecto a lo
calculado bajo la consideracion de una grieta aislada.

Para el analisis de problemas de grietas multiples el objetivo serd saber cual de las grietas sera la
que se propague en forma critica, para esto es posible usar los métodos MFLE o MFEP si se considera
que la interaccion entre las grietas no es significativa, se puede considerar asi cuando la distancia
entre grietas es grande respecto a la longitud de estas. Si por el contrario la interaccidn entre las
grietas es fuerte el estudio debe hacerse tomando en consideracion el efecto de la interaccion entre
las grietas.

Los casos de grietas interactuantes que fueron estudiados primero, tal vez sean el de las grietas
coplanares [33] y el de grietas paralelas [34] de los cuales se sabe que, en el primero de los casos la
resistencia remanente del cuerpo es menor que en el caso de una grieta aislada y en el segundo que
la resistencia remanente aumenta debido un efecto de blindaje entre las grietas (ver Figura 1.5)
[35]. En cuanto a estos primeros estudios de la mecanica de fractura multiple habria que destacar
las aportaciones de Theocaris y Aksogan quienes estudiaron arreglos de grietas colineales,
asimétricas, en X y oblicuo-simétricas [2].

Posteriormente se inicid el estudio sobre arreglos aleatorios de grietas, en los casos done la
interaccién entre grietas es fuerte los analisis suelen complicarse mds, para poder abordar estos
casos se han extendido métodos, como el de funciones ponderadas de Rice [31] y las integrales
independientes de trayectoria, area en la cual sobresalen los trabajos de Herrmann y sus
colaboradores en los cuales extienden las integrales J,L y M para casos con interaccion entre grietas.
Posterior a los trabajos de Herrmann, Chen extendié las ideas base en ellos planteados
desarrollando asi leyes conservativas aplicables a escenarios de fractura multiple [26]. En realidad,
esas leyes conservativas son una version para fractura multiple de los trabajos de Knowles,
Sternberg, Budiansky y Rice.
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Figura 1.5 Efecto de blindaje en grietas paralelas

Otros temas sujetos a estudio en la mecanica de fractura son por ejemplo el estudio de grietas
curvas o grietas ramificadas, en las cuales no se ahondara dado que quedan fuera del objeto de
interés del presente trabajo. Queda asi entonces concluido el repaso de antecedentes pertinentes
a este trabajo.
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2 MARCO TEORICO

En este segundo capitulo se presenta la teoria base para el desarrollo del método de andlisis de
problemas de fractura multiple que se muestra en los capitulos 3 y 4 del presente escrito. Los temas
por abordar en este marco tedrico parten desde los fundamentos de la teoria de la elasticidad para
problemas dos y tres dimensionales haciendo uso de variables reales, se continda con conceptos
de andlisis con variable compleja, seguido por la aplicacion de la variable compleja en problemas de
elasticidad planos.

Posteriormente se presenta la teoria basica de la MFLE y MFEP; para problemas de grietas aisladas
en dominios dos y tres dimensionales, asi como la aplicacidn de los métodos de elasticidad con
variable compleja a problemas planos de fractura. Ademas, se presenta la teoria para el analisis de
problemas de fractura multiple en dominios dos dimensionales.

Para cerrar el capitulo se presentan los conceptos de la holomorfia infinita necesarios para el
planteamiento y desarrollo del método de analisis propuesto.

2.1 TEORIA DE LA ELASTICIDAD

Los métodos de la teoria de la elasticidad lidian directamente con las ecuaciones generales que
obedece cualquier cuerpo eldstico en equilibrio, sometido a la accién de un sistema de fuerzas
externas. Estas ecuaciones permiten encontrar una solucidn “exacta”!® para el problema de
distribucion de esfuerzos y deformaciones en un cuerpo perfectamente eldstico® e isotrépico.

El desarrollo que sera aqui presentado se basa en los trabajos de Cauchy, quién desarrolld las
ecuaciones de equilibrio de sélidos eldsticos usando la nocion de esfuerzo y deformacién, y no la
nocién de fuerzas moleculares que Navier habia usado originalmente [36].

2.1.1 GENERALIDADES

Antes de lidiar con las ecuaciones de equilibrio de la teoria de la elasticidad, es necesario introducir
conceptos esenciales como lo son, el desplazamiento, la deformacién y el esfuerzo.

2.1.1.1 Desplazamiento

Considere un cuerpo referenciado a un sistema cartesiano plano X-Y, sujeto a un sistema de fuerzas
externas Fy, F5, -+, F,, y tome dos puntos cualesquiera del cuerpo, dichos puntos estaran separados

13 Se suele decir que la teoria de la elasticidad da una solucién mas exacta de los problemas de sélidos en
equilibrio que la mecanica de materiales, debido a que en elasticidad no se asume un perfil predefinido de
deformacion, sino que se hace el cdlculo de desplazamientos y deformaciones en cada punto del sélido. Sin
embargo, nunca debe perderse de vista que ambas teorias son aproximaciones de los fendmenos reales.

14 Obedecen la ley de Hooke, regresando a su forma inicial después de ser descargados.
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inicialmente una distancia L y denote sus posiciones previo a la accidon del sistema de fuerzas
externas como Ay B (Figura 2.1).

Figura 2.1 Sélido sometido a un sistema de fuerzas externas

Una vez que las fuerzas actian sobre el cuerpo, los puntos seleccionados del cuerpo cambiardn su
posicion de A a A' y de B a B' respectivamente, pero la distancia L' entre estas nuevas posiciones
sera la misma que la distancia L entre las posiciones originales (Figura 2.2). Cuando sucede lo antes
descrito decimos que el cuerpo se ha desplazado de su posicién original, debido a un movimiento
de cuerpo rigido dado que la posicidn relativa entre dos puntos del cuerpo se mantiene constante.
Diremos entonces que un cuerpo se desplaza por movimiento de cuerpo rigido cuando este no tiene
ninguna restriccion que limite su libre desplazamiento, una consecuencia de que no exista dicha
restriccién de movimiento serd que los puntos mantienen sus distancias relativas constantes. Dado
gue el cuerpo estd referenciado a un sistema cartesiano plano X-Y, se puede distinguir un
desplazamiento del cuerpo en direccidn X y otro en direccién Y, los cuales denotaremos con las
letras u y v respectivamente (Figura 2.2).

Figura 2.2 Desplazamiento de un sdlido debido a la aplicacion de un sistema de fuerzas externas

Ahora si tomamos el punto O del cuerpo y evitamos que cambie de posicidn, es decir, se restringen
los desplazamientos u y v del punto O. A pesar de la restriccion impuesta en el punto O, por la accién
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del sistema de fuerzas externas los puntos con posicién inicial Ay B volveran a cambiar de posicién,
si los cambios de posicién se vuelven a denotar por A' y B', podriamos observar que de nuevo
existiran componentes u y v de desplazamiento, pero que estas no seran necesariamente iguales
para A'y B' respecto a Ay B, lo cual a su vez deriva en que la distancia relativa entre los puntos no
permanece constante, es decir L£L'(Figura 2.3).

ug

Figura 2.3 Desplazamiento de un sélido restringido

A esta situacién la conoceremos como desplazamiento por distorsion o deformacién del cuerpo, y
es precisamente el tipo de desplazamiento que resulta de interés para nuestro estudio, de forma
gue cuando se mencione el término desplazamiento, se hara referencia a los desplazamientos por
deformacidén, a menos que se indique algo diferente. Finalmente, si las situaciones antes planteadas
se extienden a casos tres dimensionales, entonces existira una tercera componente de
desplazamiento, la cual ird en direccion del eje cartesiano Z, a esta componente se le denomina w.

Siempre que los desplazamientos sean pequefios'®>serd posible aplicar el teorema de superposicién,
lo cual permite calcular la respuesta del cuerpo respecto a un sistema de fuerzas, calculando de
forma independiente la respuesta ante cada fuerza de forma aislada y sumando los resultados.

2.1.1.2 Deformacion

Como el significado de la palabra lo indica la deformacién es la perdida de la forma natural de un
cuerpo. Para los fines de este trabajo consideraremos que la deformacion de los cuerpos se debera
Unicamente al efecto de sistemas de fuerzas sobre éstos.

En la secciéon 2.1.1.1 se plantearon dos escenarios de desplazamiento de un cuerpo, donde el
segundo de estos fue denominado desplazamiento por deformacidn, de ahi notamos que existe
entonces una clara relacion entre la deformacion y el desplazamiento, es precisamente esa relacion
la que se ilustra a continuacién.

Suponga una barra de longitud L y seccidon transversal constante restringida en un extremo, tome
dos puntos con posiciones iniciales Ay B a lo largo de la barra y aplique una carga F en el extremo

15 El juicio de valor respecto a la magnitud de los desplazamientos se hace con base a las dimensiones del
cuerpo, generalmente si los desplazamientos se mantienen debajo del orden de magnitud de las dimensiones
del cuerpo, se asumen pequenos.
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libre (Figura 2.4 a)). Por accidn de la carga F los dos puntos cambiaran de posicién y la longitud de
la barra también, asuma las nuevas posiciones como A', B' y la nueva longitud como L' (Figura 2.4

b)).

Ahora la distancia entre las posiciones iniciales A y B denominela como Ax. Posterior al
desplazamiento, la posicion A' difiere de A en u y como ya se establecid antes que los
desplazamientos de los distintos puntos de un cuerpo deformado no son necesariamente iguales,
se establece que la posicion B' diferira de B en u+Au (Figura 2.4 b)).

A
A

Ax

|y uHAu I

b)

A T
A —_—_
&

B

Figura 2.4 Barra en deformacion axial a) Previo a deformacion b) Deformada

Dado lo anterior, podemos decir que entonces la distancia Ax entre las posiciones iniciales aumenté
Au, ahora el cociente del cambio de la longitud Au entre la longitud Ax nos permite cuantificar el
cambio que sufrid el cuerpo, a dicho cambio se le denomina deformacién normal de la barra en
direccidn x. Y se escribe como:

Au  du Ec.2.1

& = lim —=—
X Axs0Ax dx

La Ec. 2.1 define entonces el cambio unitario de longitud de la barra en direcciéon X, el signo sera
positivo si existen extensidn y negativo si existe contraccion.

El caso que se acaba de presentar considera deformacion en una sola direccion, en casos mas
generales ya sean planos o en el espacio, ademas de que podran existir deformaciones normales en
direccién Y o Z, surgira una deformacién rotacional sobre los planos cartesianos, la cual es conocida
como deformacién cortante y serd descrita a continuacion.

Considere un cuerpo con un espesor muy pequeiio y aplique cargas solo sobre el plano X-Y, tal que
podamos considerar que la deformacién del cuerpo ocurre solamente sobre dicho plano. Si
tomamos un elemento del cuerpo de longitud dx y altura dy, podriamos ver que este ha tenido una
distorsién angular, es decir que el dngulo que se formaba entre cualquiera de sus pares de lados se
ha modificado (Figura 2.5).

Si observamos el dngulo que forman OA y OB, difiere del formado por O'A'y O'B'. Para conocer que
tanto difieren esos angulos entre si, consideremos la distancia que A se desplazd en direccién Y, la
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cual estard dada por v mas el aumento de longitud del cuerpo en direccidn Y segln aumenta la
coordenada X, es decir:
dv Ec.2.2

—d
v+ax X

Haciendo lo mismo para el desplazamiento de B en direccién X, se tiene:

du Ec. 2.3
U, L2,
u+6y y

De las Ec. 2.2 y Ec. 2.3 tenemos que el cambio en el dngulo de inclinacién de los segmentos OA 'y OB
estad dado por la derivada parcial del desplazamiento u y v respecto a X e Y respectivamente. Asi el
angulo entre OA y OB difieren con el angulo entre O'A'y O'B' por la suma de las derivadas parciales
antes mencionadas, de forma tal que tenemos que la deformacidn cortante unitaria sobre el plano

X-Y sera:
— 0_17 a_u Ec. 2.4
Yoy =g T dy
L
u JR—
ay Pl
T p %
B | P
| Fd ra
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y 4 9 P
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Figura 2.5 Elemento plano deformado

En el caso tres dimensional existiran también componentes de deformacidn cortante en los planos
X-Zy Y-Z. Asi entonces se dira que se tienen nueve componentes de deformacién para un cuerpo en
el espacio, las cuales son tres deformaciones normales una en cada direccién definida por un eje
cartesiano X, Y, Z y seis deformaciones cortantes definidas sobre los planos de un marco de
referencia cartesiano X-Y, X-Z y Y-Z. Sin embargo, de las seis deformaciones cortantes en realidad
solo tres son independientes, dado que en el plano X-Y definimos dos deformaciones cortantes la
Yx Y 1a Yyx, pero ambas son iguales, dado que existird la misa distorsion de X respecto a Y que dé Y
respecto a X, los mismo sucede en los otros planos (Ec. 2.5).
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— _ _ Ec. 2.5
Yy = Vyx:Vyz = Yzy: Vzx = Vxz

Por lo anterior habrd entonces seis deformaciones independientes, las cuales Ilamaremos
componentes de deformacién y son:

ou ov ow Ju OJv v ow ow Jdu Ec.2.6

o Ty T o Ty o T o T oy T T T s

Las expresiones contenidas en la Ec. 2.6 son conocidas como relaciones de desplazamiento-
deformacién. Si se cuenta con estos seis componentes de deformacion serda entonces posible
calcular la deformacion en cualquier otra direccion o la distorsion entre cualquier par de direcciones
arbitrarias.

2.1.1.3  Esfuerzos

Considere un cuerpo sélido en equilibrio sujeto a la accidn de un sistema de fuerzas externas (Figura
2.6 a)). Por accion de estas fuerzas el cuerpo desarrollara fuerzas internas, si hacemos un corte por
la mitad del cuerpo (Figura 2.6 b)) observariamos que ambas mitades seguiran en equilibrio debido
a las fuerzas que ejercen una sobre otra, estas fuerzas mutuas entre las mitades del sélido son las
fuerzas internas del cuerpo.

a)

\\
F, ) b
Figura 2.6 a) Sdlido en equilibrio b) Mitad izquierda del sélido en equilibrio

Si nos concentramos en una de las mitades del sélido veremos entonces que dado que asumimos el
equilibrio las fuerzas internas del cuerpo estaran distribuidas de forma continua sobre la superficie
AS creada al realizar el corte (Figura 2.6 b)). La magnitud de las fuerzas internas estd definida por su
intensidad, es decir, la cantidad de fuerza por unidad de drea, a esta intensidad de las fuerzas
internas es a lo que llamamos esfuerzo.

El caso mas sencillo de esfuerzo es cuando el cuerpo de estudio es un sélido de seccidon transversal
uniforme en toda su longitud, con una fuerza también uniforme aplicada sobre el cuerpo similar a
lo mostrado en la Figura 2.4. En ese escenario las fuerzas internas se distribuyen uniformemente
sobre la seccién transversal y el esfuerzo en el sélido ¢ se puede calcular simplemente como el
cociente de la fuerza aplicada F y el area de seccidn transversal A (Ec. 2.7).
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O'—E Ec. 2.7
A

Sin embargo, de manera general la distribucidn de las fuerzas internas no serd uniforme sobre todo
un cuerpo sélido, de tal forma que para conocer la intensidad de las fuerzas internas sobre algun
punto P del sélido, habrd que tomar un diferencial de drea dA sobre el cudl actuara un diferencial
de fuerza dF. Cuando el diferencial de drea alcanza un valor limite; tendiendo a ser un punto, la
magnitud de los esfuerzos en P esta dada por:

dr Ec.2.8

O'p:a

Donde la direccion de actuacién de los esfuerzos estard dada por la direccidon de dF, la cual en
general tendra un angulo de inclinacion a distinto a 90° respecto al diferencial de area dA sobre el
cual actua. Dada esta inclinacién se tendran dos componentes de fuerza sobre un plano
perpendicular al diferencial de drea, una de estas componentes sera perpendicular y otra tangencial
al diferencial de area, estas componentes de fuerza daran origen a dos componentes de esfuerzo,
el esfuerzo normal o perpendicular a dA y el esfuerzo cortante T tangencial al dA.

Ahora si estudiamos un sélido respecto a un marco de referencia cartesiano tres dimensional,
entonces sera posible definir componentes de esfuerzo respecto a cada plano del sistema de
referencia. Entonces de forma analoga a las deformaciones existiran tres componentes de esfuerzo
normal y seis componentes de esfuerzo cortante, de las cuales las componentes de esfuerzo
cortante seran simétricas, quedando solo tres esfuerzos cortantes independientes (Ec. 2.9) y seis
componentes totales de esfuerzo en un punto (Ec. 2.10).

_ _ _ Ec. 2.9
Txy = Tyxr Tyz = Tzy, Tzx = Txz

Ec. 2.10
Ox) 0y, 02, Txy, Tyz) Tzx

2.1.2 TENSORES DE ESFUERZO Y DEFORMACION

En la seccidn 2.1.1 ya se establecid que el estado de esfuerzos y deformaciones en tres dimensiones
para un punto de un cuerpo sélido puede ser descrito con seis componentes tanto de esfuerzo como
de deformacion, estas componentes de esfuerzo y deformacidn suelen expresarse en un tensor de
orden dos, lo cual en puede ser beneficioso para fines de notaciéon y operativos. Primero se
planteard el tensor de deformacién infinitesimal’® o tensor de deformaciéon de Cauchy, para

16 Aplicable cuando se consideran pequefios desplazamientos, lo cual posibilita hacer lineales alguno de los
tensores de deformacion usados en la teoria de deformacion finita.
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expresar las componentes de deformacidn en esta forma tensorial se utiliza la siguiente notacidn
indexada:

g..:l %4_% ii=xvz Ec. 2.11
Y 2 ax] axi ’ J 'Y

De la notacién anterior, cuando i=j tenemos las componentes de deformacidén normales, mientras
que si i#j se tienen las componentes cortantes en la forma:

1 Ec.2.12
&ij =5 Vij

De manera que el tensor de deformacién de Cauchy queda:

1 1
Ex E Yxy E Yxz
|1 1 Ec.2.13
[Sl'j] - E Yyx &y E Vyz
1 1

E Vzx E Vzy &z

Para el caso de las componentes de esfuerzo su arreglo en un tensor de orden dos es también
conocido como el tensor de esfuerzos de Cauchy, el cual se aplica en teoria de elasticidad lineal, es
decir, asumiendo pequefios desplazamientos. Este tensor define el estado de esfuerzos tres
dimensional en un punto P de un cuerpo sélido y su expresion es la siguiente:
Ox Txy Txz
o=\t 0 T, Ec.2.14
Tzx  Tzy 0z

Cabe resaltar que ambos tensores obedecen la ley de transformacidn de tensores bajo cambio de
coordenadas.

2.1.3 RELACIONES ESFUERZO-DEFORMACION

Las componentes de esfuerzo y deformacién mantienen una relacién que fue demostrada
experimentalmente y se conoce como ley de Hooke [36], como tal esta ley establece una relacion
de proporcionalidad entre el esfuerzo y deformacién de un cuerpo, por medio de una propiedad
intrinseca del material denominada médulo de Young (E), la cual se cuantifica en pascales (Pa).

Ec. 2.15
o=Ee¢ ¢

Si se considera una barra sdélida de seccién cuadrada uniforme, a la cual se le aplican carga en los
extremos (Figura 2.7), de forma tal que solo se produzcan esfuerzos normales sobre la barra. Para
este caso considerando que el material es isotrépico, ha sido demostrado que la relacién esfuerzo
deformacién esta dada por la Ec. 2.15.
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Figura 2.7 Barra sometida a carga axial

La ley de Hooke establece entonces que ante un esfuerzo el cuerpo se deformard, para el caso
planteado en la Figura 2.7 la barra se extenderd a lo largo de la direccion del vector de fuerza, sin
embargo, esto no es lo Unico que sucederd, ya que dicha extensién estard acompafiada por una
contraccién en dos direcciones perpendiculares al vector de fuerza. Si se referencia todo a un plano
cartesiano y se asume que la direccién del vector de fuerza es a lo largo de X, entonces las
contracciones sucederan en direcciones Y y Z. Estas contracciones se relacionan con la extensién en
X por otra propiedad intrinseca del material conocida como coeficiente de Poisson o coeficiente de
distorsién volumétrica (v) (Ec. 2.16), la cual es una cantidad adimensional.

_ _ Ec. 2.16
&y = —VEy, & = —VE

Si a la barra de la Figura 2.7 se le aplican cargas en las tres direcciones normales X, Y, Z, la barra
estara sometida a tres esfuerzos normales y en consecuencia existiran también tres componentes
de deformacidén normales, las cuales en términos de los esfuerzos normales seran:

& = I [O'x - V(O'y + Gz)]JSy =z [O'y —v(oy, + UZ)],gZ = [Uz — V(O'y + Ux)] Ec.2.17

Las expresiones de la Ec. 2.17 se obtienen haciendo uso del método de superposicién. Hasta este
punto solo se han mostrado las relaciones entre los esfuerzos y deformaciones normales, ahora se
presentaran relaciones andlogas para los esfuerzos y deformaciones cortantes.

Considere ahora la barra de seccion cuadrangular sometida a esfuerzos normales en direccion Yy Z,
si se toma una seccion cualquiera a lo largo de la barra, si se considera un cuadro de aristas abcd
rotado 45° respecto a la seccidn transversal de la barra (Figura 2.8) es posible definir el esfuerzo
cortante en la barra en términos de los esfuerzos normales, dicha expresién es:

1
= E (O'Z _ O'y) — O'Z Ec.2.18

Cuando se tienen condiciones como las antes descritas decimos que la barra se encuentra a cortante
puro e implica que la extensién en direccion Z es igual a la contraccién en direccién Y. Ahora si se
considera un tridngulo, por ejemplo, el formado entre los vértices bcy un punto central o, podemos
conocer la deformacidn cortante si se conoce el cambio de los angulos internos de este tridngulo
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Figura 2.8 Seccion transversal de una barra sometida a cortante puro

Para encontrar la deformacidén cortante entonces se considerara la tangente del angulo entre ob y
bc, la cual es:

oc tan(E_l_/) _1+g Ec.2.19
T 1+4¢,

Dado que el esfuerzo normal en direccién X es nulo, la Ec. 2.17 queda:

1 1+v)a, Ec.2.20
&, = E(O'Z —vay) =—7F -5

Al mantenerse la suposicion de pequeiios desplazamientos también las distorsiones angulares son
pequenas, asi la Ec. 2.19 se reescribe como:

tan(z—z)—l_%—l-l_gy Ec.2.21

4 2 _1+%_1+ez

Despejando la deformacidn cortante de la ecuacidn anterior y usando la Ec. 2.20 obtenemos:

_2(1+w)T T Ec. 2.22

E G

De esta ultima ecuacidn vemos que la constante de proporcionalidad entre la deformacion vy el
esfuerzo cortantes estd dada en funcién del médulo de Young y el coeficiente de Poisson, a esta
cantidad se le denomina médulo cortante (G) (Ec. 2.23) y también es una propiedad del material.
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E Ec. 2.23

“=avy

Al médulo cortante también se le conoce como segundo pardmetro de Lamé?!’. El nombre segundo
parametro da de inmediato la idea de la existencia de un primer pardmetro; en efecto existe y se
usa A para denotarlo y esta dado por:

_ VE Ec.2.24
1+v)(1-2v)

A

Estos pardmetros de Lamé sirven para expresar los esfuerzos en términos de las deformaciones
como se muestra en la ecuacion siguiente.

. Ec. 2.25
o; = le + 2Gg;, i=x92 ¢

En esta ultima expresion el término que multiplica al primer pardmetro de Lamé, representa la
relacion entre la expansién volumétrica y los esfuerzos normales (Ec. 2.26). Esta relacidén a su vez
contiene una constante de proporcionalidad entre la expansion volumétrica y la presion (para el
caso de presion hidrostatica uniforme) (Ec. 2.27), a esta constante se le conoce como médulo de
deformacién volumétrica (B).

1-2v
e =_E 0, ® =0y + 0, +o0, fe.2.26
_ 3(1-2v) _ E Ec.2.27
E P 3(1=2v)
2.1.4 ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

Las ecuaciones de compatibilidad estableceran la forma admisible de variacién de la deformacion
de un cuerpo. Estas ecuaciones aseguran que los desplazamientos respetan las fronteras
geométricas y que sean funciones continuas simplemente valuadas y fisicamente el cumplimiento
de estas ecuaciones implica que el dominio es continuo incluso después de la deformacion.

En la seccidén 2.1.1.2 se presentan las ecuaciones de deformacidn-desplazamiento, las cuales
relacionan seis componentes de deformacidn con solo tres desplazamientos (Ec. 2.6), esto es una
muestra clara de que los componentes de deformacidon no son independientes entre si. Para
encontrar las relaciones que guardan las componentes de deformacién, partimos de la Ec. 2.6 y se
obtienen todas las segundas derivadas parciales que no involucren a la variable independiente
original de las componentes normales de deformacidn, asi como las segundas derivadas parciales
cruzadas de sobre el plano correspondiente a cada componente de deformacidn cortante. Estas

7 Cuando se le llama de esta forma se suele usar p en lugar de G

23



derivadas parciales se conjugan en las ecuaciones siguientes, que son las ecuaciones de
compatibilidad de un cuerpo sélido elastico.

0%, N 0%, _ 0%¥xy
dy? = dx?*  0xdy
0%, N 0%e, 0%¥y,
0z>  dy? 0yodz
0%e, 0%, 0%y,
0x2  0z2  0x0z

azsx _ d a]/yz + asz " any Ec. 2.28
ayaz ax 0z
ayyz ayxz ayxy
azax < 0z >
6282 _ ayyz ayxz _ ayxy
axay 62< 0z >

2.1.5 ESTADO DE DEFORMACION Y ESFUERZOS EN UN PUNTO

Conociendo las componentes de esfuerzo y deformacidn en un punto cualquiera de un cuerpo sélido
elastico, es posible calcular los esfuerzos que actian sobre un plano que pase por dicho punto,
haciendo uso de las ecuaciones de equilibrio del cuerpo (Ec. 2.29), que para el caso tres dimensional
son un conjunto de tres ecuaciones diferenciales, que relacionan la variacion de las componentes
de esfuerzo sobre un cuerpo elastico con las fuerzas externas aplicadas.

Bﬂ 0Tyy 0Ty,

F. =0
ox  0dy 9z T

doy, 0Ty, 0Ty, LE =0 Ec.2.29
dy = 0x oz 7
00, 0Ty, 0Ty, LB =0

0z dx dy

Si se considera un cubo sometido a un estado general de esfuerzos!® que se corta por un plano
inclinado que pasa por tres puntos del cubo B, Cy D, que ademas pasa a una distancia pequefia del
punto A del cubo (Figura 2.9) se obtiene un tetraedro con vértices A, B, C, D. Entonces si conocemos
las componentes de esfuerzo sobre los tres planos cartesianos es posible calcular los esfuerzos para
el plano inclinado de corte.

Segun las ecuaciones de equilibrio (Ec. 2.29) las fuerzas de cuerpo® pueden despreciarse y si
considera que el tetraedro es muy pequefio es posible asumir que la distribucion de esfuerzos es

18 Se refiere al hecho de que todas las componentes de esfuerzos existan y sean diferentes de cero
1% Son aquellas que actian sobre todo el volumen del cuerpo como las fuerzas gravitacionales o las
electromagnéticas
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uniforme y por tanto las fuerzas externas que actlan sobre el tetraedro pueden obtenerse al
multiplicar las componentes de esfuerzo por el drea de las caras del tetraedro.

Figura 2.9 Elemento tetraédrico

Si consideramos que el drea de la cara B, C, D del tetraedro es AT, es posible definir el area de las
otras tres caras haciendo una proyeccidn de esta sobre cada uno de los planos cartesianos, para
ejecutar dichas proyecciones serd necesario conocer la orientacién de un vector normal a la cara
definida entre B, C y D (Figura 2.9). La orientacién de dicho vector normal estard dada por sus
cosenos directores, si consideramos que los cosenos directores estén definidos como:

cos(N,) =, cos(Ny) = m,cos(N,) =n Ec.2.30

Entonces las areas de las de las caras restantes del tetraedro seran:

Si se definen como X,Y,Z a las componentes de esfuerzo actuando en plano de corte y paralelas a
los ejes coordinados, entonces las fuerzas que actlian sobre ese plano inclinado en direccién X
estaran dadas por AX y las componentes de fuerza en la misma direccidn que acttan en las otras
tres caras del tetraedro seran:

Aloy, Amty,, ATy, Ec.2.32
Y entonces la ecuacién de equilibrio correspondiente al tetraedro en direccién X sera:
AX — Alo, — Amty, — Anty, =0 Ec.2.33

De forma similar a la anterior podemos obtener las ecuaciones de equilibrio en las dos direcciones
restantes y se obtendran tres ecuaciones (Ec. 2.34) que permitiran el calculo de las componentes de
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esfuerzo sobre cualquier plano si se conocen las seis componentes de esfuerzo en un punto Ay los
cosenos directores de un vector normal al plano.

X = loy + My, + nty,
Y = ltyy, + moy, + n1y,,,
Z = lty, + mty, + no,

Ec. 2.34

Cabe resaltar que en todo caso de analisis de esfuerzos en tres dimensiones existiran tres planos
libres de cortante, los cuales resultan ser mutuamente ortogonales y que respecto a ellos los
esfuerzos normales tendrdn valores maximos y minimos, a estos esfuerzos se les denomina
esfuerzos principales. Los esfuerzos y direcciones principales de cuerpo eldstico sometido a la acciéon
de un sistema de fuerzas externas pueden calculares haciendo uso de las ecuaciones de equilibrio y
una transformacién de base, el problema sera entonces abordado como uno de maximos y minimos.

La expresidn resultante del procedimiento matematico antes mencionado es la ecuacién cubica de
esfuerzo, cuyas raices resultan ser los esfuerzos principales que ademas son los valores propios del
tensor de esfuerzos que estan asociados cada uno a un vector propio que resulta ser el conjunto de
cosenos directores que define las direcciones principales?.

Ly
Az
Ax

Figura 2.10 Elemento lineal en el espacio

De la misma forma en que se pueden conocer las componentes de esfuerzo sobre planos a través
de un punto, es posible determinar las componentes de deformacion. Consideremos un segmento
lineal de longitud pequena d que corren entre los puntos Ay B, con cosenos directores |, m, n. Las
proyecciones sobre los ejes coordenadas de este segmento lineal seran (Figura 2.10):

Ax = dl, A_‘y =dm,Az = dn Ec. 2.35

Estas proyecciones no son mas que las coordenadas del punto B. Ahora si el punto A se desplazan
las cantidades u, vy w en las direcciones X, Y y Z respectivamente, entonces el desplazamiento del
punto B estard dado como:

20 para el desarrollo de este procedimiento consultar “Theory of elasticity” de S.P. Timoshenko y J.N. Goodier
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cut e+ Ly 2

W E T Ty Y T
ov ov ov Ec. 2.36

vy v+ax x+6y y+az z

cwt e+ Py + X

v =Wy oX dy Yz %

Ahora dado que la longitud del segmento lineal AB se considerd pequeiia, las coordenadas del punto
B (Ec. 2.35) seran también pequefias en magnitud y en consecuencia los elementos de orden
superior que involucren estas coordenadas resultardn despreciables, en consecuencia las
coordenadas del punto B después de la deformacién seran funciones lineales de las coordenadas
iniciales de B y por tanto es posible considerar que las deformacién de un cuerpo en un punto A son
homogéneas.

Entonces si se considera la elongacion de un segmento lineal AB, el cuadrado de la longitud después
de la deformacidn sera igual a la suma de los cuadrados de las coordenadas del punto B después de
la deformacidn, asi bajo todas las consideraciones mencionadas la elongacién del segmento AB se
puede escribir como:

,0u , 0V , 0w Jdu OJv du oJw
e=l"—+m*—+n —+lm(—+—)+ln(—+—>+mn

ax eyt a2 3y | ax 9z " ox +

(6_1] a_W) Ec. 2.37
dz dy

De la expresion anterior podemos concluir que las elongaciones de cualquier elemento se pueden
calcular si se conocen las componentes de deformacidon respecto al marco cartesiano de referencia.
Al igual que para el caso de los esfuerzos existiran tres direcciones mutuamente ortogonales en un
solido eldstico bajo cargas externas, para las cuales la deformacién cortante en cualquier plano es
nula, estas serdn las direcciones principales de deformacidn y pueden calcularse de forma similar
gue las direcciones principales de esfuerzo.

2.1.6 ENERGIA DE DISTORSION

Como se ha mencionado antes los métodos energéticos en el estudio de la mecanica de fractura
son de gran relevancia (seccidn 1.6). Dichos métodos se basan en el conocimiento de una funcion
de energia de distorsién en el cuerpo de estudio, cuya obtencidn se presenta a continuacion.

Y

Figura 2.11 Elemento prismdtico en extension uniaxial
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Suponga un elemento prismatico de seccién transversal constante sometida a tensién solo en la
direccion X y con dimensiones dx, dy, dz (Figura 2.11 a)), si se asume que durante la aplicacion de
las cargas se mantiene el equilibrio entonces la fuerza aplicada sobre la barra y la deformacion
normal en direccién X para un sdlido lineal elastico tendran una relacién descrita por una linea recta
(Figura 2.12).

o, dydz

o] &, dx
Figura 2.12Descripcion grdfica de la energia de distorsion del elemento prismdtico en tension uniaxial

Ahora bien si se observa la Figura 2.6b se observan los desplazamientos en el elemento prismatico
debidos a la aplicacién de las fuerzas F, en consecuencia y observando que el trabajo realizado por
las dos fuerzas en direcciones opuestas respecto al desplazamiento u se “neutralizan” entre si, el
trabajo neto resultante sobre le elemento prismatico estara dado por:

Ex ou
W, = f F d(— dx) Ec.2.38
0 ox

Si en la ecuacién anterior expresamos la fuerza en términos del esfuerzo, se encuentra la forma:

Ex

Ex ou
Wy =f (oxdydz)d (—dx) =f oxde,dxdydz Ec. 2.39
0 d0x 0

Por el teorema del trabajo y energia la Ec. 2.39 no solo representa el trabajo sobre el elemento
prismatico, sino el cambio de energia potencial del mismo. Esto serd cierto siempre que el
comportamiento del elemento sea eldstico y en consecuencia el sistema se pueda considerar
conservativo.

En el caso del estudio de elasticidad a la energia potencial del cuerpo la denominaremos energia de
distorsién, y normalmente se representara por unidad de volumen

&
I Ec. 2.40
Uy = o, de,
0

Si hacemos uso de la relacién esfuerzo deformacion e integramos la ecuacidn anterior se obtiene:
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1 1 Ec. 2.41
Uy = EEE,% = 5 Oxéx

Esta ultima cantidad resulta ser el drea del tridngulo de vértices OAB de la Figura 2.12. Ahora se
considera la energia elastica almacenada en el elemento prismatico en una condiciéon de cortante
puro (Figura 2.13).

Figura 2.13 Elemento prismdtico en cortante puro
El trabajo realizado por el esfuerzo cortante estara dado por:

Yxy
]/VT = f Txyd)/xdedde Ec. 2.42
0

Y la energia de distorsidn por unidad de volumen queda:

Yxy
Ec. 2.43
Uy = J. Txydyxy
0

Aplicando relaciones de esfuerzo deformacién e integrando, la Ec. 2.43 se reescribe como:
1 1 Ec. 2.44
_ 2 _ 2 -2
UV - 26 Txy = EGny

De los desarrollos anteriores para la energia de distorsidon en tensidn y cortante puro, podemos
plantear una expresion generalizada para la energia de distorsidon de un cuerpo bajo un estado
general de esfuerzos, dicha expresion es:

1 Ec. 2.45
Uy = E (axgx + Oy&y t o0z, + TxyVxy + TyzVyz + szyxz)
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Para el caso en que el comportamiento no sea completamente elastico, la relacion ejemplificada
por la Figura 2.12 se vera alterada como en la Figura 2.14 . A esta curva modificada se le denomina
energia de distorsion complementaria y se puede definir como:

g
Ec. 2.46
Uc = f edo ¢
0

o,dydz

Uc

&, dx
Figura 2.14 Representacion grdfica de la energia de distorsion complementaria

2.1.7 ELASTICIDAD PLANA

Los conceptos que se han presentado hasta este punto estdn relacionados con el estudio tres
dimensional de la elasticidad, sin embargo, la simplificacién de problemas a una dimensién superior
suele ser de gran utilidad, de hecho, los métodos clasicos de estudio de fractura estan desarrollados
bajo simplificaciones planas de los estados de esfuerzos de los cuerpos de estudio.

En este sentido existen dos casos clasicos de simplificacién en elasticidad plana el esfuerzo y la
deformacién planos, los cuales se presentan de forma breve a continuacion.

2.1.7.1 Esfuerzo plano

Se asume una condicion de esfuerzo plano cuando el cuerpo de estudio tiene un espesor pequefo
respecto a su seccion transversal y las cargas externas que se aplican sobre él, actuan solo sobre
planos paralelos al plano de seccidn transversal (Figura 2.15).

Ec. 2.47
Ox) Oy, Txy

En condicidn de esfuerzo plano siempre se considerard que el esfuerzo normal en direccién Z o
direccion del espesor sera cero, asi como los esfuerzos cortantes sobre los planos perpendiculares
al plano de seccién transversal, que para el caso de la Figura 2.15 son el YZ y ZX. Asi para el caso de
esfuerzo plano las componentes de esfuerzo seran solo tres (Ec. 2.47).
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Figura 2.15 Condicidn de esfuerzo plano

Si se estudian las relaciones de esfuerzo-deformacion para el caso del esfuerzo plano se encuentra
un resultado importante, ya que de la Ec. 2.17 se puede ver que, aunque el esfuerzo normal en Z
sea cero, la deformacién normal resulta distinta de cero y se puede expresar en términos de las
otras dos componentes de deformacién normal. Asi las componentes deformacion en esfuerzo
plano son:

1
& = E(O'x —vaoy)
& =% (oy —voy)

v 1
z = T4 =T
& E(0x+ay) = 1 v(sx+£y)

Ty
By =g

Ec. 2.48

Para el caso de esfuerzo plano existirdn tres relaciones de deformacion desplazamiento Unicamente
(Ec. 2.49), dado que, aunque la deformacidn normal en direccién Z es diferente de cero esta es
funcién de las otras dos deformaciones normales, en consecuencia, el desplazamiento w en
direccidén Z no es una variable independiente del problema de esfuerzo plano.

Ju ov ou Jdv

Ex = 7,8 ==

) ) :_+_ . L.
ox’ Y  dy Vay dy 0x ke 249

Al tener tres relaciones de desplazamiento-deformacién dependientes de solo dos variables, es
necesaria una ecuacién de compatibilidad que relacione las deformaciones normales en X, Y con la
deformacién cortante en el plano XY (Ec. 2.50).

0%e, N 0%, _ 0%Vxy
dy?  0dx?  0xdy

Ec. 2.50
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2.1.7.2 Deformacion plana

El otro caso para estudiar en elasticidad plana es el de deformacion plana el cual se da cuando la
longitud del cuerpo en direccién perpendicular a la seccién trasversal es mucho mayor que las
longitudes sobre el plano de seccidn transversal, ademads de que las cargas externas solo actlan
sobre planos paralelos a la seccidn transversal (Figura 2.16).

N

N

Figura 2.16 Condicion de deformacion plana

En analogia al caso de esfuerzo plano, para la deformacidn plana se considera que la deformacién
normal en direccién Z es nula, en consecuencia, un cuerpo en condicién de deformacién plana solo
tendra tres componentes de deformacién (Ec. 2.51).

Ec. 2.51
Exr €y, Vxy

En cuanto a las relaciones de esfuerzo-deformacion, si tomamos las Ec. 2.22 yEc. 2.25; considerando
gue tres componentes de deformacién son nulos, obtenemos las relaciones de esfuerzo-
deformacién para el problema de deformacién plana (Ec. 2.52), se puede ver que a pesar de que se
asume que la deformaciéon normal en direccidn Z es nula, la componente de esfuerzo normal en Z
es distinta de cero, pero funcidn de las otras dos componentes normales de esfuerzo.

Oy = A(ex + sy) + 2Ge,
oy = Mex + &) + 2Ge, Ec. 2.52
o, = A(ex + sy) = v(ax + ay)
Txy = nyy

Con base en el resultado anterior podemos escribir las componentes de deformacién, para este
problema plano como:
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Ex =

—a,)
—0
1—v 7
1—-v >

1—v?
&y =g (o -
_ Ty

n=g

Las relaciones de desplazamiento-deformacion para este problema son solo tres (Ec. 2.49) en
consecuencia se requiere una ecuacién de compatibilidad para relacionar las deformaciones
normales con la deformacidn cortante en el plano XY, esta ecuacidn resulta ser la misma que para
el caso de esfuerzo plano (Ec. 2.50).

Cabe resaltar que para ambos casos de elasticidad plana se considera que las componentes de
esfuerzo y deformacién presentes sobre el plano XY, se mantienen constantes sobre toda la longitud
del cuerpo en direccién Z. Ademas, en ambos casos se tenderdn solo dos ecuaciones de equilibrio
(Ec. 2.54).

do, Ot

a—; + a;y +FE =0

ao.y aTxy e 0 Ec. 2.54
dy = Ox Yy

2.1.8 SOLUCION DE PROBLEMAS DE ELASTICIDAD

La solucién de los problemas de elasticidad requiere de la solucion de las ecuaciones diferenciales
de equilibrio y compatibilidad ademas de las condiciones de frontera. La solucion de estas
ecuaciones puede ser bastante complicado por lo cual se prefieren los métodos inversos o semi-
inversos de solucién. En un método semi-inverso se propone una solucién parcial al problema,
usando una funcion de esfuerzo, deformacion o desplazamiento en términos de coeficientes
desconocidos.

Uno de los métodos de solucion de problemas de elasticidad es usando la funcién de esfuerzos de
Airy, la cual para el caso de problemas planos tiene la siguiente forma:

*d  0*d 9*o

— v4 —
c’)x4+6x2y2+ay4 =V*d =0 Ec. 2.55

Usando la funcién de esfuerzo de Airy el problema se reduce entonces a solucionar una sola
ecuacién bi-armdnica, donde la funcién de Airy @ se relaciona con las componentes de esfuerzo,
como lo indica la Ec. 2.56

RRL 0% RRL

Oy = = ,0y = Ty = ——— Ec. 2.56
Xooox2 Y gyt Y dxdy
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2.2 FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

A continuacién, se presentara un breve repaso de términos y conceptos de funciones de una variable
compleja que resultan relevantes para comprender la aplicacion de dichas funciones en el estudio
de problemas de elasticidad y fractura.

2.2.1 GENERALIDADES

En lo que respecta a los nimeros complejos, cabe recordar cosas simples como el hecho de que
estos estan compuestos de una parte real y una parte imaginaria, donde esta Ultima se identifica
por estar multiplicada por el nimero i cuyo valor es V-1, para escribir nUmeros complejos existen
diversas notaciones, a lo largo de este texto se preferird la notacién de Euler Ec. 2.57 o la notacion
polar Ec. 2.58, reservaremos la z minuscula para definir una variable compleja; a menos que se
indique algo distinto, y para la distincién de variables complejas se usaran subindices.

z=a+ib Ec. 2.57
z=1s0 Ec. 2.58

Las operaciones basicas con nimeros complejos son la sumay el producto (Ec. 2.59) para las cuales
se cumplen las leyes de conmutatividad, distributivitas y asociatividad.

z1 £z, = (ay £ ap) +i(by £ by)

212, = (a;a, — byb,) + i(a;b, + a,by) Ec. 2.59
Para fines operativos el cero complejo sera:
2=0+10 Ec. 2.60
Y el uno:
z=1+10 Ec. 2.61

Dada su naturaleza todo nimero complejo tendra su conjugado, el cual se define y denota de la
forma siguiente.

z=a+1ib

- . Ec. 2.62
Z=a—1ib

Cabe recordar ademas que dos nimeros complejos se consideran iguales si y solo tanto su parte

real como su parte imaginaria son iguales y que la jerarquia de tamafio no existe.

De la notacién de Euler para nimeros complejos es claro que todo numero complejo tendra dos
componentes por tanto para la representacion grafica de un complejo es necesario el uso de un
plano, este plano se suele denominar plano complejo o plano de Argand y esta definido por dos
ejes, uno real en disposicién horizontal y otro imaginario en disposicién vertical.
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Respecto a las funciones de una variable compleja, diremos que son aquellas funciones que
dependen de una variable independiente compleja z, se consideran definidas en el plano complejo
y que para cada valor de z correspondera un valor de la variable independiente, la cual serd otra
variable compleja. Para fines del presente texto las variables complejas se expresardan como se
muestra en la Ec. 2.63, donde toda funcidn compleja tendrd su parte imaginaria y su parte real que
son funcién de la variable z, la cual a su vez se expresara como funcién de x,y.

w(z) =u(2) +iv(z) = ulx,y) + iv(x,y) = x% + iy Ec. 2.63

De la expresion anterior vemos que para graficar la funcién de una variable compleja son necesarias
cuatro variables, lo cual impide la graficacidn directa de las funciones de variable compleja en un
plano. Otro punto que también salta a la vista de lo presentado hasta al momento es que las
funciones de una sola variable compleja serdn localmente homologas a funciones reales de dos
variables reales, es decir el espacio complejo de dimensiéon uno es homologo al espacio real 2
dimensional.

2.2.2 DERIVACION

Para hablar sobre derivacidn es necesario primero definir los conceptos de limite y continuidad. El
concepto de limite para funciones de una variable compleja se muestra en la Ec. 2.64, resulta
relevante establecer que al estar ubicadas sobre un plano existird un nimero infinito de trayectorias
por las que se puede aproximar a un punto o valor limite para las funciones de una variable
compleja, sin embargo, la direccion de aproximacién no afecta al resultado del cdlculo del limite.

Sea f(z) una funcioén de una variable compleja z y f, una constante
compleja.Si para todo real € > 0 existe unreal § > 0 tal que:

lf(2) —fol <e Vz|0 < |z —2z,| <& Ec. 2.64
Entonces
Jlim f(z) = f,

Respecto a la continuidad de funciones de una variable compleja, se dice que estas serdn continuas
si cumplen con la Ec. 2.65, ademas afirmaremos que, si una funcién es continua en todos los puntos
de una regidn, entonces la funcién es continua en dicha region.

Sea f(z) una funcion de una variable compleja, f (z), se dira continua en
Z = 7, Sli:
a) f(z,) estadefinido Ec. 2.65

b) Jim f(2) =,

Una vez establecidas las definiciones de limite y continuidad de una funcién, y considerando estas
como condiciones suficientes para establecer la derivabilidad de una funcién de una variable
compleja, la derivada se puede definir entonces como:
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f'(z0) = AI;I_I}Of(ZO i AAZ; ~ /(%) Ec. 2.66

Al existir una infinidad de trayectorias de aproximacién a un valor limite al tratar con funciones de
una variable compleja y considerando que una variable compleja tendrd siempre una componente
real x y una imaginaria y, el incremento de z en la Ec. 2.666 puede escribirse en la forma

Az = Ax + iAy Ec.2.67

Asi el incremento de z podria variar solo en x; lo que representara una trayectoria de aproximacion
al valor limite, aplicando esto a la Ec. 2.66 y desarrollando se obtiene la derivada de la funcién de
una variable compleja (Ec. 2.68).

£1(z) (au+ _av)

Z,) =|—+i— Ec. 2.68

° ox  Ox
Si se hace algo similar pero ahora variando y, también se encontrara la derivada de la misma funcion
(Ec. 2.69).

du Jdv
) Ec. 2.69

f'(z0) = (—la‘i'@

Como se establecié anteriormente el calculo del limite de una funcién de una variable compleja es
independiente de la trayectoria de aproximacion, en consecuencia también el cilculo de la derivada,
en ese sentido la Ec. 2.68 y la Ec. 2.69 son iguales, por tanto podemos igualar sus partes real e

imaginaria, obteniendo como resultado las Ec. 2.70, también conocidas como ecuaciones de
Cauchy-Riemann, respecto a las cuales se enuncia un importante teorema (Teorema 2.1).

Teorema 2.1 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Sea f(z) una funcién de una variable compleja, tal que z = x + iy, entonces, si tanto
uy v como sus primeras derivadas parciales son continuas en una vecindad de z,, las
ecuaciones de Cauchy — Riemann son una condicién necesaria y suficiente para que
exista f'(z,)

au_av 617_ Jdu

a_@ ’ a—_@ Ec. 2.70

Todas las formulas del calculo de una variable real pueden ser trasladadas a funciones de una
variable compleja. Ahora es necesario presentar algunas definiciones de conceptos relevantes,
respecto a las funciones de una variable compleja y su derivacién.

Definicion 2.1 Funcién holomorfa
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Toda funcion definida sobre el plano complejo y diferenciable en cada punto es una
funcion holomorfa

La holomorfia es una condicidon mas fuerte que la difereciabilidad en el caso de las funciones reales,
ya que implica que la funcidn es infinitamente diferenciable y expandible en serie de Taylor.

Definicion 2.2 Analiticidad

f(z) es analitica en z, si f'(z) no sélo existe en z, sino en todo punto de una vecindad
de z,

El término funcidn analitica y funcién holomorfa suele usarse de forma indistinta, dado que toda
funcién holomorfa es anlitica. De cualquier forma, la holomorfia, analiticidad o expansibilidad en
series de Taylor implicaran la difereciabilidad de una funcién de una variable compleja.

Definicion 2.3 Funcion entera

Una funcién es entera si es analitica en todo el plano comoplejo

Definicion 2.4 Singularidad

Siuna funcion f(z) no es analitica en z, pero si lo es en al menos un punto de toda
vecindad de z,, decimos que z, es una singularidad de la funciéon f(z)

Las singularidades son un tdpico relevante en el estudio de funciones holomorfas como se vera en
la siguiente seccion (seccidn 2.2.3) e importantes teoremas de integracion y expansion en series
sirven para el cdlculo alrededor de estds, estos teoremas a su vez son de gran utilidad cunado se
aplican las funciones holomorfas en la solucidn de problemas de fractura. Otro concepto que sera
util respecto a la aplicacién de funciones de variable compleja a problemas de fractura y elasticidad
es el de funciones armdnicas (Definicidn 2.5), ya que las soluciones cldsicas implican una funcién de
energia de distorsidn, la cual como se vera mds adelante (2.5) resulta ser una funcién armoénica.

Definicion 2.5 Funcién armdnica

Toda funcion que satisfaga la ecuacién de Laplace en un dominio sera una funcion
arménica

La importancia de las funciones armdnicas respecto a las funciones de una variable compleja se
establece en el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Si f(2) es una funcioén analitica en un dominio, entonces sus componentes real e
imaginaria son funciones armoénicas en dicho dominio

Dado lo anterior es posible definir entonces una funcién armadnica conjugada como:
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Definicion 2.6 Funcién armadnica conjugada
Dada funcion armoénica u(x,y) se dice que v(x,y) es su funcion armoénica conjugada

si la funcion f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es analitica

2.2.3 INTEGRACION

Como ya se comentd anteriormente el espacio complejo de dimensién uno es homologo al espacio
euclidiano de dimensién dos, entonces una funciéon de una variable compleja definira un campo
complejo, y como se hace en funciones de dos variables reales, la forma de integrar sobre dicho
campo es seguir un trayecto o curva. Asi entonces para hablar de integracion de funciones de una
variable compleja nos remitiremos al concepto de integral de linea de funciones de variables reales.

Considere una curva suave a trozos sobre el plano complejo, para encontrar la integral de una
funcién compleja sobre dicha trayectoria, se suman las integrales sobre cada curva suave (Figura
2.17).

Ay, Az,

AZZ

AZl gl

Axq
Figura 2.17 Integral sobre una curva suave a trozos

Para obtener la integral sobre cada curva suave se define un segmento lineal entre los puntos de
inicio y fin de cada curva suave, a estos segmentos lineales los denominaremos Az, y tendran
componentes Ax,y Ay, (Figura 2.17). Ahora tomando el punto medio sobre cada una de las curvas
suaves y valuando la funcidn compleja en ese punto, para posteriormente multiplicar estos valores
por los segmentos Az la suma de estos productos cuando el nimero de divisiones de la curva suave
a trozos tiende a infinito dan como resultado la integral de la funcién compleja sobre la trayectoria
definida entre los puntos Ay B (Ec. 2.71).
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v n
J f(z)dz = Tlll_r)gloz f(z) Az, Ec. 2.71
. k=1

Recordando la definiciéon de funcidon de una variable compleja (Ec. 2.63) es posible expresar la
integral compleja en términos de integrales reales (Ec. 2.72).

dz = ,y)dx — ,y)d ] ,y)d J ,y)d c2
Lf(z)z Lu(xy)x Lv(xy) x+LLv(xy) x+LfAu(xy)x Ec.2.72

Ahora si la curva de integracién antes definida fuese un contorno simple cerrado, manteniendo en
cuenta la Ec. 2.72 y haciendo uso del teorema de Green (Teorema 2.3) obtenemos las Ec. 2.73, de
las cuales su lado derecho es igual a cero por las ecuaciones de Cauchy-Riemann (Teorema 2.2).

Teorema 2.3 Teorema de Green

Sean P(x,y) y Q(x,y) y sus primeras derivadas parciales continuas en una regiéon
definida por un contorno simple cerrado. Entoces:

dex+Qdy J-f O_Q_a_i dxdy

av 6u
_(fudx—vdy ff —a—— dxdy

au av Ec.2.73
jgudx—vdy f —x—— dxdy

De lo anterior se puede concluir entonces que la integral de una funcién compleja sobre un contorno
simple cerrado es igual a cero (Ec. 2.74).

ff(z)dz =0 Ec.2.74

A la conclusion anterior se le conoce como teorema de Cauchy-Gousart, dado que Cauchy llego a él
antes de que se formulara el teorema de Green y posteriormente Gousart hizo una demostracién
en la que requeria menos condiciones que la deduccién de Cauchy. La demostracidon de Gousart hizo
ver que el teorema sigue siendo valido ain en dominios multiplemente conexos con un nimero
finito de agujeros. Finalmente, otra consecuencia del Teorema 2.4 es el hecho de que la integral
sobre cualquier par de trayectorias simples cerradas es igual (Teorema 2.5).

Teorema 2.4 Teorema de Cauchy-Gousart

Sea C un contorno simple cerrado y f(z) una funciéon analitica en un dominio simple
conexo, entoces:

}( f(z2)dz =0
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Teorema 2.5 Teorema de deformacion de contornos

Las integrales de linea de una funcion analitica f(z) alrededor de dos contornos
cerrados simples seran idénticas si uno de los contornos puede transformarse en
el otro por medio de una deformacion continua, sin pasar por una singularidad

El Teorema 2.5 Teorema de deformacidon de contornos no requiere que los contornos no se
autointersecten, pero si requiere de un contorno interno comun a ambos contornos (Figura 2.18).
De este teorema es posible deducir un método para encontrar integrales sobre contornos abiertos.

Figura 2.18 Deformacion de contornos

Teorema 2.6 Teorema de independencia de trayectoria

Sea f(z) una funcion analitica en todo punto de un dominio simplemente conexo
y sean a y b dos puntos en dicho dominio. Si se usan contornos contedinos en el dominio
para ir de a hasta b, entonces la integral no dependera del contorno usado

fbf(z) dz=0

Ahora suponga un contorno simple cerrado y una funcién que sea analitica sobre el contorno y todos
los puntos interiores a este. Interior al contorno antes mencionado defina un circulo de radio r y
centro en z,si la funcién f(z) estd dada por la Ec. 2.75, es claro que esta funcidn es analitica en todos
los puntos contenidos en el contorno C incluyendo los puntos sobre Cy C, con excepcidn del punto
Z,(Figura 2.19).

f(2)

Ec. 2.75
(z - 2,) ‘

Por el Teorema 2.5 es claro que la integracidn de la funcién dada por la Ec. 2.75 sobre los contornos
Cy Coson iguales (Ec. 2.76).
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f(2)

f2) 3
c (z2—2,) dz = ¢, (z—12,) dz Ec.2.76

Puede demostrarse que el lado derecho de la ecuacién anterior es igual a 2mif(z,) (Ec. 2.77), asi
entonces si construimos una nueva ecuacion donde a la integral del lado derecho de la Ec. 2.76 les
restamos tanto el lado derecho como el izquierdo de la Ec. 2.77 se obtiene la expresion de la Ec

2.78, donde el término al lado derecho es igual a cero.

f(Zo)

Ec. 2.77

2mif (zo) = (z — )

Figura 2.19 Contorno circular embebido en un contorno simple cerrado de forma aleatoria

f(2) f@)—f (Zo)
f (Z— )dZ—ZTEf( 0)—f m Ec. 2.78
Dado lo anterior la Ec. 2.78 puede reescribirse como:
@) —dz Ec.2.79

f 0)_211156 (Z—Zo)

La anterior es la férmula integral de Cauchy, de la cual se establece el teorema siguiente:
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Teorema 2.7 Teorema integral de Cauchy

Sea f(z) una funcioén analitica sobre un controno simple cerrado C y también dentro de
dicho contorno. Sea zy un punto del interior de C, entonces:

f(z)
f(z0) _Zm_(f (Z—Zo)dz

El Teorema 2.6 permite conocer el valor de una funcidn analitica en un punto, cuando se conocen
los valores de la funcién en un contorno simple cerrado que contenga al punto en cuestién. Como
se vera en secciones subsecuentes este resultard de gran importancia para un estudio analitico de
fractura haciendo uso de funciones de variables complejas.

Ademas de permitir evaluar una funcion como se acaba de comentar el Teorema 2.6, se puede
extender para conocer las derivadas de cualquier orden de una funcién analitica sobre un punto al
interior de un contorno simple cerrado, dicha extensidn se plante en el teorema siguiente:

Teorema 2.8 Extension del teorema integral de Cauchy

Sea f(z) una funcioén analitica sobre un controno simple cerrado C y también dentro de
dicho contorno.Sea zy un punto del interior de C, entonces:

£ (z0) = - D AC

2mi ¢, z— Z,)H1

Las ideas planteadas en los teoremas integrales de Cauchy permiten realizar el calculo del valor de
una funcién sobre un punto en el cual de otra forma no podria calcularse. Asi entonces queda de
manifiesto la relacidn que se puede establecer entre el estudio de la mecdnica de la fractura y el
calculo con funciones complejas.

2.2.4 SERIES INFINITAS

Como ya se menciond en secciones anteriores (seccién 2.2.4) la condicion de analiticidad de una
funcién de una variable compleja implica la expansion en series infinitas de la misma. Expandir una
funcién en serie infinita permite realizar aproximaciones de valores de integrales que no pueden
calcularse en términos de funciones comunes. En especifico la serie de Laurent lleva al estudio de
residuos, lo cual permitird construir herramientas para evaluar una integral de contorno sobre una
trayectoria simple cerrada.

Del estudio de funciones de una variable real, es sabido que no todas las funciones tienen expansion
en serie de Taylor, o que existen valores especificos de las funciones para los cuales la serie no es
valida, al no existir convergencia. Dificultades similares existiran al intentar expandir una funcion de
una variable compleja en series de potencias.

Antes de definir cuando una funcién tiene o no expansion en series o convergencia de dicha serie
en un punto, se establecen conceptos como el de sucesidn y convergencia.

Sea la Ec. 2.80 una serie infinita cuyos miembros son funciones de una variable compleja
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o)

1 (2) + 1p(2) + o+ F Ueo(2) = ) 1(2) fe 280
=1

Y si ademas se definen las sumas parciales de la serie infinita (Ec. 2.81), dichas sumas parciales
pueden usarse para definir una sucesién de funciones de la forma mostrada en la Ec. 2.82.

51(2) = u1(2)
sy(z) = ul(? + u,(2)

Ec. 2.81
sn(2) = ) ()
j=1
Sl(Z)!SZ(Z)!S3(Z)r'"'Sn(Z) Ec. 2.82

De la ultima ecuacion se dira que la sucesién tendra por limite S(z) cuando el valor del indice n tienda
a infinito, si dado un nimero épsilon mayor a cero existe un entero N tal que el valor absoluto de la
diferencia entre S(z) y el enésimo elemento de la sucesidn es menor a épsilon. Lo anterior define el
concepto de convergencia ordinaria que en forma de expresion matematica estd dada por la Ec.
2.83

7111_{{)10 sn(2) = s(2) Ec. 2.83

El conjunto de valores de z para los cuales la serie converge se denomina regién de convergencia. Si
los términos de una serie infinita no comienzan a reducirse a cero en algin momento la serie no
puede converger. Ahora se dice que si una serie es absolutamente convergente si la serie de sus
maddulos es convergente, de lo contrario se dice que la serie es condicionalmente convergente.

Las series complejas absolutamente convergentes tienen una serie de propiedades utiles, que a
continuacion se enlistan:

e Convergen en el sentido ordinario

e Susuma es independiente del en que se sumen los términos

e Pueden multiplicarse de la misma forma que dos polinomios y su producto sera
absolutamente convergente

Para conocer si una serie compleja es absolutamente convergente se puede usar el criterio del
cociente al igual que en las series reales (Teorema 2.9).

Si una serie converge uniformemente a S(z) en una region, si para todo nimero épsilon mayor a
cero existe un numero N independiente de z tal que para todo z en la regidn, el valor absoluto de la
diferencia entre S(z) y el enésimo término de la serie es menor a épsilon. Para evaluar si una serie
compleja es uniformemente convergente se puede usar el criterio de Weierstrass
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Teorema 2.9 Criterio del cociente
[e0)
Para una serie Z u; (2) considere la expresion
j=1
u;41(2)

= lim
uj(Z)

jooo

SiT < 1,la convergencia es absoluta
SiT > 1,la serie diverge
SiT = 1,n0 hay informacion sobre la convergencia

Teorema 2.10 Criterio M

[oe]

Sea Z M; una serie convergente cuyos términos son constantes positivas
j=1

oo
la serie Z u;(z) converge uniformemente en la region R si:
j=1
|uj(z)| < Mj VzER

Las series que convergen uniformemente en una regidén dada tienen las propiedades siguientes:

e Convergen a una funcion continua

e Se pueden integrar término a término

e Se pueden derivar término a término

e Lasuma de una serie uniformemente convergente es analitica y todos los términos de la
serie son analiticos

Los conceptos de convergencia hasta ahora planteados pueden extenderse a las series de potencias.
Una serie de potencias es una suma de la forma mostrada en la Ec. 2.84

[o'e]
Z Cp(z — zp)" Ec.2.84
n=0

Si una serie de potencias converge cuando z=z; entonces converge para todo z tal que:

|z — zo| < |21 — 20l Ec. 2.85

La convergencia sera absoluta para dichos valores de z, mds aun si zo#z; se dice que la convergencia
serd uniforme y la suma de la serie sera analitica. De esta definicién de convergencia para series de
potencia se puede deducir que las regiones de convergencia serdn de frontera circular.

Con lo planteado en los pdrrafos anteriores se puede definir una serie de Taylor como se enuncia
en el Teorema 2.11. El desarrollo en serie de Taylor alrededor de un punto de una funcién f(z) es la
Unica serie de potencias que converge a f(z) en todo punto de un dominio centrado en dicho punto.

44



Teorema 2.11 Serie de Taylor

Sea f(z) una funcioén analitca en z,.Sea C el mayor circulo centrado en z, dentro del
cual f(z)es analiticay a > 0 el radio de C. Entonces existe una serie de potencias

Y =20 = £@), |2 = 20 <@
n=0

Donde:

FO(zy)
T

A dicha serie se le denominara expansion en serie de Taylor de f(z)alrededor de z,

Ahora si se plantea una funcion de la forma 1/f(z) y se realiza una expansién en series se puede
observar que surgen exponentes negativos, los cuales no aparecen en una serie de Taylor. Ademas,
el dominio de dicha seria sera de forma anular a diferencia de la serie del dominio de una serie de
Taylor.

A una serie que contenga tanto potencias positivas como negativas se le denomina serie de Laurent,
una expresion matematica generalizada para describir una serie de Laurent se muestra en la Ec. 2.86
donde los coeficientes de la serie estan dados por el Teorema 2.12

f(2) = Z Cr(z — zp)" Ec.2.86

Teorema 2.12 Teorema de Laurent

Sea f(z) una funcién analitca en un dominio anular D definido por
nlz—zl<mn

Si z pertenece a D, f (z) puederepresentarse en un desarrollo en serie de Laurent
Donde:

1 55 f(2)

"2 ) (z =zt

La integral de linea podra evaluarse sobre cualquier contorno simple cerrado contenida
enD

La serie de Laurent converge uniformemente en toda regién anular cerrada, ademas de poder ser
diferenciada término a término y ser Unica en el mismo sentido que la serie de Taylor.

2.2.5 RESIDUOS

El calculo de residuos es una poderosa herramienta para la solucidn de ciertos tipos de integrales
complejas. Revisando la Definicién 2.8 es claro que zo es una singularidad aislada de f(z), sera posible
desarrollar en serie de Laurent f(z) alrededor de zo.(Ec. 2.87).

f(@) =+ C2(z—20)2+C_1(z—20) " + Co + C1(z — 20) + Co(z — 29)*  Ec.2.87
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Definicion 2.7 Residuo

Sea f(z)una funcién anlitica sobre un contorno simple cerrado C y en todo punto
interior de C salvo en z,. Entoces el residuo de f(z) en zygesta dado por:

Reslf(),20] = 5= ()

Definicion 2.8 Singularidad Aislada

Se dice z, es una singularidad aislada de f(z),si f(z) no es analitica en z,
pero si en una vecindad punteada de z,,

El residuo definido en la forma anterior puede evaluarse si se toma un circulo C de radio r centrado
en zo. Asi f(z) puede representarse por una serie de Laurent y luego integrar término a término (Ec.
2.88).

Res([f(2),zy] = %Z Cnf (z —zy)"dz Ec. 2.88

z—2zg|=1

De la ecuacidn anterior todos los términos son igual a cero excepto el término -1 en el cual el
resultado es 2mi, asi entonces el residuo esta dado por Ec. 2.89

Res[f(2),zy] = C_4 Ec. 2.89

De lo anterior se desprende el Teorema 2.13 Residuo

Teorema 2.13 Residuo

El residuo de f(z)en un punto singular aislado z, es igual al coeficiente C_; de la serie
de Laurent que representa a f(z)enuna region anular

Poder evaluar residuos entonces proveera también la capacidad de poder evaluar integrales sobre
singularidades aisladas, lo cual constituye una poderosa herramienta para el andlisis de ciertos
problemas de aplicacién, como el de la mecdnica de fractura.

2.3 VARIABLE COMPLEJA EN PROBLEMAS DE ELASTICIDAD

En el estudio de la teoria de la elasticidad se suelen reconocer dos problemas de equilibrio
fundamentales. El primer problema fundamental es aquel en el que se conocen las cargas externas
y el segundo problema fundamental es aquel en el que se conocen los desplazamientos, lo anterior
es el equivalente a hablar de un problema con valores en la frontera del tipo de Neumann o Dirichlet
respectivamente.

Para la solucién de estos problemas de elasticidad se pueden utilizar los métodos descritos en la
seccion 2.1.8 en donde se define una funcién de esfuerzo bi-armdnica. Si se retoma ese método
semi-inverso usando una funcién de esfuerzo de Airy, la inclusidon de variables complejas resulta
natural ya que para toda funcién analitica en un dominio su parte real e imaginaria son funciones
armonicas en dicho dominio (Teorema 2.2) y mas aun las funciones son C” lo cual las hace aptas
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para la soluciéon de la ecuacién biarménica, siempre que sean simplemente valuadas en el dominio
de estudio.

2.3.1 VARIABLE COMPLEJA EN ELASTICIDAD PLANA

Para dar solucién a problemas de elasticidad plana es necesario definir primero una funcion
biarmadnica en términos de funciones de variable compleja, de manera tal que sea posible aplicar el
método de solucidn planteado en la seccion 2.1.8.

Se parte entonces proponiendo una funcidn de una variable compleja como la de la Ec. 2.90, donde
Py Qson funciones armdnicas conjugadas, satisfaciendo ademads las ecuaciones de Cauchy Riemann
(Teorema 2.1). En consecuencia, la funcién de la Ec. 2.90 serd holomorfa en un dominio simple
cerrado en el que las funciones P y Q sean armdnicas.

f(z)=Px,y) +iQ(x,y) Ec. 2.90

Ahora si consideramos que el laplaciano de la funcién de esfuerzos de Airy (®) es igual a la funcién
P, entonces el laplaciano de la funcién P seria igual a cero (Ec. 2.91)

A =P

AP = AA® = 0 Ec. 2.91
Si se define una funcién (z) de la siguiente forma:

, 1
0@ =p+ig=7 [ F)dr fe 292

Entonces su derivada cumplira con lo siguiente:

dq
0@ =i =P+ iQ)

ap aq 1 ap aq 1 Ec. 2.93

ax Oy 4 ay x4

Utilizando las Ec. 2.91Ec. 2.93 se puede verificar que la funcidn en la Ec. 2.94 es armdnica.
AP —px—qy)=0 Ec. 2.94

Entonces la Ec. 2.95 sera cierta siempre que pisea una funcién armdnica en la misma regién en que
py gqsonarmonicas.

O =px+qy+p; Ec. 2.95

Si ahora se define una funcién (z) cuya parte real sea p1y parte imaginaria q; esta serd holomorfa
siempre que la regidn en la que se define sea simplemente conexa. Asi entonces la ecuacién anterior
se puede reescribir como en la Ec. 2.96, la cual representa una funcién biarmdnica, siempre que ¢(z)
y X(z) sean holomorfas. Finalmente, si se obtiene el laplaciano de ® se nota que la expresion
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resultante solo dependerd de la parte real de ¢’(z) (Ec. 2.97) y consecuentemente AAD se iguala a
cero.

1 _ _
& =R{Zp(2) + x(2)} = 5 (Zp(2) + z9(2) + x(2) + x(2)) Ec.2.96

AD = 4R{p'(2)} = 2{¢'(2) + ¢'(2)} Ec. 2.97

De la teoria de la elasticidad; especificamente en elasticidad plana, se conocen los resultados
obtenidos por A.E.H. Love [11] que relaciond los desplazamientos con la funcién de esfuerzos de la
forma en que se muestra en la Ec. 2.98; si se usa la funcién P antes introducida en esta ecuacion, se
tiene entonces Ec. 2.99, si se integra esta Ultima se obtienen las expresiones de la Ec. 2.100.

5 6u_aZcp y AD 2 av_ach 2 o
uax B E)yz 2(/1 +I.L) ’ uay - 0x2 2(/1 + M) Ec. 2.98
du _ 62<I>+/1+2up v an>+ At
uax - 0x2 2(/1 + [,t) ’ uay - ayZ 2(/1 + ,Ll) Ec. 2.99
0P  2(1+2p) 0D 2(1+2u)
2 = - _— 2 -
Hut 0x + A+u p+AG) 2w 0y+ A+ u q+ f2(x) Ec. 2.100

En la Ec. 2.100 las funciones fi(y) y f2(x) representan movimientos de cuerpo rigido y por tanto se
omiten en la presente formulacidn. Para expresar los desplazamientos expresados en la Ec. 2.100
en términos de una variable compleja la segunda expresién se multiplica poriy se sumaa la primera
de lo cual resulta la Ec. 2.101.

oo _6¢'> 24+ 2p) A+3u

2u(u +iv) = — (— + o(z) =

() - 707 — &
Tx lay P /H_#(pz z@'(z) a7 Ec.2.101

Al igual que los desplazamientos, las componentes de esfuerzos pueden expresarse en términos de
una variable compleja, haciendo uso de la funcion de esfuerzos se puede comprobar que las
componentes de esfuerzo en forma compleja estan dadas por la Ec. 2.102.

Oy = Oy + 2iTxy = 2[2" (2) + x"'(2)] = 2(Z¢" (2) + x"'(2))

o, + oy = 493(/)'(2) Ec. 2.102

Las expresiones presentadas para las componentes de desplazamiento y esfuerzo son analiticas,
dado que las funciones de las cuales dependen son analiticas.

2.3.2 ELASTICIDAD PLANA COMPLEJA EN DOMINIOS MULTIPLEMENTE CONEXOS
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Todas las expresiones desarrolladas en la seccion anterior (seccidn 2.3.1) se obtienen considerando
un dominio simplemente conexo, ahora se plantea el caso de un dominio multiplemente conexo.
Suponga una regidon R multiplemente conexa como la de la Figura 2.20, donde se definen diversos
contornos simples que no se intersecan entre si y donde el contorno Cn.1 contiene a los demas
contornos. Las funciones complejas que se han definido en secciones anteriores ¢ y X, son definidas
holomorfas y simplemente valuadas en cualquier contorno simple conexo de la regidn R, a pesar de
que en forma general sobre la region R resulten multi-valuadas. Es importante mostrar que las
componentes de desplazamiento y esfuerzo son simples—valuadas de forma tal que exista
pertinencia respecto a la teoria de la elasticidad.

Figura 2.20 Dominio multiplemente conexo

Si se considera que cada contorno de la Figura 2.20 definiera por ejemplo un agujero en un dominio
plano y se toma un punto fijo z dentro de cada uno de estos contornos excepto en Cy.1, se tratard
de mostrar la naturaleza multi-valuada de las funciones de esfuerzo ¢ y X, con el fin de clarificar el
comportamiento de su multiplicidad. Primero se definen nuevas funciones {5, W y © (Ec. 2.103).

d
U(z) = d—X W) = 9'(2),02) = ¢'(2) Fc. 2.103

)
Z

De la segunda expresién de la Ec. 2.102 se sabe que la parte real de ©(z) es simple-valuada, dado
gue los esfuerzos normales lo son, sin embargo, no se tiene certidumbre de si su parte imaginaria
lo es también. Es posible que dicha parte imaginaria tenga un incremento (Ec. 2.104) cuando z
describe un ciclo alrededor del contorno cerrado C’,.1 en sentido antihorario.

B, = 2nA, , A, = constante real Ec. 2.104

Ahora definiendo la funcién de la Ec. 2.105; donde z,.; es un punto arbitrario del agujero acotado
por Cn.1, dicha funcion sera holomorfa y simple-valuada. Asi para la funcidn ¢ se obtiene la Ec. 2.106,
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donde la ultima integral representa en si una funcion de variable compleja que presenta un
incremento de la forma 2nc, al dar un ciclo sobre un contorno (Ec. 2.107). Combinando las ultimas
dos ecuaciones se obtiene la Ec. 2.108, donde Y son constantes complejas y @* es una funcién
holomorfa. De la primera expresion de la Ec. 2.102 se ve que la funcion W(z) serd holomorfa.

m
0(z) = 0(2) — Z Aplog(z — z,_1) Ec. 2.105
n=1

p(2) = j 0(z)dz + const
20

m ; Ec. 2.106
= Z A {(z—z)log(z — z,) — (z— z,)} + f 0o(2)dz + const
n=1 Z

0

m

Z
f 00(2)dz = Z cplog(z—z) + f Ec. 2.107
Zo n=1
m m
0(z) =z Z A, log(z — z,) + Z v log(z — 7,) + ¢ (2) £c. 2.108
n=1 n=1

Siguiendo un desarrollo andlogo al hecho para encontrar la Ec. 2.108 se puede encontrar una
expresion para (z), donde Y son constantes complejas y Y* es una funcién holomorfa.

() = ) Valog(z = z) + 9" () Fe 2.109
n=1

Ahora tomando en consideracidn la ecuacién de desplazamientos compleja (Ec. 2.101), en funcién
de ¢(z) (Ec. 2.108) y Y(z) (Ec. 2.109) se puede reescribir como se muestra en la Ec. 2.110. Para que
los desplazamientos sean simplemente valuados es necesario y suficiente que en las ecuaciones
2.105a2.110 A, y kya+y’'n sean iguales a cero.

2u(u+iv) = kp(z) —ze'(z) —Y(z) = 2mi{(k + 1A,z + ky,, + 7.}
_A+3u Ec. 2.110
A+u

K

2.3.3  SOLUCION DEL PRIMER PROBLEMA FUNDAMENTAL DE ELASTICIDAD

En el primer problema fundamental se busca encontrar el equilibrio estatico, dadas las cargas
externas Fx+iF, aplicadas al dominio. Por el principio fundamental del equilibrio estatico el vector
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principal tanto de fuerzas como de momentos externos debe ser igual a cero sobre la frontera del
dominio (Ec. 2.111).

f(Fxn + iFn)ds =0 ,f(—nyn + xFyn)ds =0 Ec. 2.111

Si se toma un punto po cualquiera en la frontera del dominio y se considera t como un parametro
gue define la curva de la frontera, se define al vector principal de esfuerzos externos como en la Ec.
2.112 [37] el cual es simple-valuado bajo la primera condicién de equilibrio (Ec. 2.111).

t

fO=H@O+if(O) =i | (Fnt+iFEy)ds=0 Ec.2.112
to

La segunda condicién de equilibrio (Ec. 2.111) puede simplificarse haciendo uso de los resultados
anteriores obteniendo la forma de la Ec. 2.113 donde las funciones f son simple-valuadas sobre la
frontera del dominio

ff1dx + fody = ERJ‘mdt =0 Ec.2.113

Asi entonces la funcidn Fy+iF, debe satisfacer la Ec. 2.113 donde f(t) esta definida como en la Ec.
2.112 satisfaciendo la primera condicién de equilibrio. Reescribiendo la primera condicién de
equilibrio en términos de las funciones complejas ¢(z) y J)(z) se obtiene la expresién en la Ec. 2.114,
donde la funcién entre corchetes es simple-valuada y satisface la Ec. 2.113 (Ec. 2.115)

[p(t) +to'(t) +Y()]¢,,, =0 Ec.2.114

‘Rflp(t)dt =0 Ec.2.115

Las funciones complejas ¢(z) y (z) deben satisfacer la condicién de frontera de la Ec. 2.116. Si to se
mantiene fijo entonces la constante en la Ec. 2.116 estd bien determinada y el primer problema
fundamental se reduce a encontrar dos funciones holomorfas @(z) y Y(z) en el dominio de estudio
que satisfagan la condicion de la Ec. 2.116, conociendo las solicitaciones externas al sistema.

() +te'(t) + P(t) = f(t) + Const Ec.2.116

La solucion de este primer problema fundamental no es Unica, a menos que se cumplan las
condiciones de la Ec. 2.117

»(0) =0,3{e'(0)}=0,9(0) =0 Ec.2.117

Lo anterior aplica para un dominio simplemente conexo, cuando se trata con dominios
multiplemente conexos se parte del mismo punto el vector principal de esfuerzos externos bajo la
primera condicién de equilibrio (Ec. 2.118) donde el pardmetro t, se toma sobre el contorno C,
(Figura 2.20) y bajo un procedimiento andlogo al presentado para el dominio simplemente conexo
se establece la Ec. 2.119 que establece el problema con valores en |la frontera y donde las constantes
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en general son distintas para distintos contornos. Para asegurar la unicidad de la soluciéon de la Ec.
2.119 se requiere una vez mas que las condiciones de la Ec. 2.117 se cumplan.

t
f®=i]| (Fn+ iFyn)dS Ec.2.118

tn

() +te'(t) + P(t) = f(t) + Cosnt, Ec. 2.119

Finalmente, para solucionar cualquiera de los problemas con valores en la frontera que se han
planteado (Ec. 2.116 y Ec. 2.119) existen diversos métodos, destacando la reduccién a ecuaciones
del tipo de Fredholm, ya que permite de forma natural la aplicacion de métodos numéricos de
solucion [11].

2.3.4 SOLUCION DEL SEGUNDO PROBLEMA FUNDAMENTAL DE ELASTICIDAD

El segundo problema fundamental de la teoria de la elasticidad es aquel en donde se conocen los
desplazamientos u(t)+iv(t) en la frontera del dominio de estudio. Siguiendo un desarrollo similar al
de la seccién anterior se encuentra el problema de valores en la frontera para el segundo problema
fundamental en un dominio simplemente conexo

kp(t) —te'(t) —yY(t) = 2ug(t) Ec. 2.120
Donde la funcién g(t) es continua sobre la frontera del dominio y estd dada por
gt) =u(t) +iv(t) Ec.2.121

Para que la solucidon de la Ec. 2.120 sea Unica se deben cumplir ademas las condiciones
complementarias siguientes.

®(0)=0,¥(0)=0 Ec.2.122

Para el caso de dominios multiplemente conexos el problema de valores en la frontera es el de la

kp(t) —te'(t) —Y(t) = 2ug*(t) Ec. 2.123
Donde g* esta dada por

m m
K ¢ Fen = iFyy
2ug*(t) =2 t 72 F, iF,.)In|t — — Z
png* () = 2ug(t) +n(1+K) 1( i + 1) In|t — 2, A+ 0L -2 Ec.2.124
n= n=

Siendo necesario cumplir con las condiciones complementarias de la Ec. 2.122 para la unicidad de
la solucion de la Ec. 2.123. Los mismos métodos usados para solucionar los problemas de valores en
la frontera del primer problema fundamental pueden utilizarse para la solucién del segundo
problema fundamental, dénde las Ec. 2.120 yEc. 2.123 suelen llevarse primero a una forma de
ecuacion integral para después solucionar los problemas.
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2.4 MECANICA DE LA FRACTURA

Para el calculo de la resistencia remanente de un componente mecdanico agrietado, es necesario
conocer el estado de esfuerzos y desplazamientos, especificamente en la punta de las grietas dado
gue la condicidn en estas zonas es de crucial importancia para predecir una posible propagacion de
las grietas.

Realizando un célculo matematico la punta del agrieta representara una singularidad; en
consecuencia, los esfuerzos y deformaciones sobre esta serian infinitas, mientras que, en una
situacidn experimental, si bien los esfuerzos no son infinitos, si pueden ser superiores en magnitud
al esfuerzo de cedencia del material en cuestidn, lo cual dard origen a una regién de plasticidad
alrededor de la punta de la grieta.

En el desarrollo histdrico de la mecanica de fractura primero se presentaron enfoques que no
consideraba la zona pldstica antes mencionada; a esta teoria se le conoce como mecdnica de
fractura lineal elastica (MFLE), posteriormente se incluyeron en los analisis las consideraciones de
plasticidad, dando origen a la mecénica de fractura elastoplastica (MFEP). En la presente seccidn se
plantean las principales ideas de los enfoques antes mencionados, sin profundizar en
demostraciones.

2.4.1 GENERALIDADES

Antes de plantear un analisis sobre el estado de esfuerzos y desplazamientos en la punta de una
grieta es importante mencionar la forma en que las superficies de las grietas responden a la
aplicacion de cargas externas. Se considera en general que una grieta tiene dos superficies opuestas
entre si y se pueden distinguir en general tres movimientos relativos entre las superficies de una
grieta, separacién, deslizamiento y deslizamiento oblicuo.

Los movimientos entre superficies antes mencionados se relacionan directamente con la forma en
que se aplican las cargas externas, a las diversas formas en que se puede cargar un cuerpo agrietado
de manera tal que se produzcan los distintos movimientos entre superficies, se les denomina modos
de carga.

Para entender los modos de carga suponga un cuerpo con una grieta plana pasante?! sobre el plano
yz, si ahora se ubica un marco de referencia sobre un punto medio de la grieta y si se aplica una
carga de tensién en direccidn z las superficies de la grieta tenderan a separarse simétricamente
respecto al plano xy (Figura 2.21 a)), a esta condicion se le conoce como modo | de carga o de
apertura.

Si ahora las cargas se aplican sobre el plano yz provocando cortante, las superficies tenderan a
deslizarse simétricamente respecto al plano yz y oblicuo-simétrico respecto al plano xy, a esta
condicién se le denomina modo Il o de deslizamiento (Figura 2.21 b)). Finalmente, si las cargas se
aplican en direccion normal al plano yz, entonces las superficies de grieta tendran un

21 e dice que una grieta es pasante cuando se extiendo por todo el espesor de un cuerpo
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desplazamiento oblicuo-simétrico respecto a los planos yz y xy, a esta condicién se le Ilama modo IlI
o de desgarramiento (Figura 2.21 c)),

F
F
\ TR F
F
F
b) c)

Figura 2.21 Modos de carga en mecdnica de fractura

a)

Tipicamente los analisis de los campos de esfuerzos y desplazamientos en la punta de la grieta se
hacen para casos de elasticidad plana, asi en las secciones siguientes los desarrollos presentados
son para casos de elasticidad plana.

Un método simple y util que permite resolver problemas de elasticidad plana; usando la funcién de
esfuerzos de Airy, es el método de Westergaard en el cual se propone una funcién de la forma
presentada en la Ec. 2.125 como solucién a la ecuacion bi-armdnica (Ec. 2.55). En donde las
funciones a; pueden ser la parte real o imaginaria de una funcién analitica.

O = +xay; +yas Ec. 2.125

Para problemas simétricos Westergaard propuso una funcidn de Airy como la de la Ec. 2.126, en
donde el subindice | hace referencia al modo | de carga. Esta forma de la funcién de esfuerzos de
Airy satisface la ecuacion bi-armdnica, obteniendo como resultado las componentes de esfuerzo de
la Ec. 2.127.

B dZ=] dZ_I , dZ] Ec. 2.126
Zj=— ,Z1=—— ,Z] = —
T dz, "™ " dz, " T dz
ox = Rz; — y3z;,0, = Rz; + y3Iz;, 14y = —yRz| Ec.2.127

Usando la ley de Hooke y las relaciones deformacién-desplazamiento, se pueden encontrar los
desplazamientos (Ec. 2.128). Donde k toma distintos valores segun sea el caso de esfuerzo o
deformacién planos.
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k-1 k+1
> 3z; — yRz;
Ec.2.128

5 Rz — ¥z, 2w =

k =3 —4v — Deformacién plana , k = T+ - Esfuerzo plano

2uu =

Por otro lado, para problemas oblicuo-simétricos; es decir para el modo Il de carga, la funcién de
esfuerzos tiene la forma de la Ec. 2.129 y sus componentes de esfuerzo y desplazamiento estan
dadas por las Ec. 2.130Ec. 2.131 respectivamente. Para el modo Ill se considera una combinacién de

los modos |y Il

O, =y3Z;; Ec.2.129

oy = 2Rz — 3z, 0y = YIZy1, Ty = —I2;; — YRz, Ec. 2.130

K+1 k-1
> Rz — ¥z, 2pv =

2uu = 3z — YRz Ec.2.131
Finalmente, si se considera un plato infinito con una grieta pasante de longitud 2a, ubicada sobre el
eje xy cuyo centro es coincidente con el origen de un marco de referencia XY y el plato esta sometido
a esfuerzos uniformes tanto en X como en Y (Figura 2.22). Se tendrian las condiciones de frontera
dela Ec. 2.132.

oy +ityy =0eny=0,-a<x<a

Ec.2.132
0y =0,0,=0,Tpy =0 en (x> + y?))V/2 5> 0

oz

@ =) Ec.2.133

Z; =

55



itz

Z; = m Ec.2.134
U ‘
Y| txy
™y
ox
Y
r
o] v\e o]
— X —_—
2a
o

Figura 2.22 Plato infinito con grieta pasante sometida a esfuerzos uniformes

Entonces las funciones Z,y Z; que son solucién para las ecuaciones anteriores, estan dadas por la Ec.
2.133 y la Ec. 2.134 donde para modo | se requiere que la funcién sea analitica en toda la regién,
excepto en la zona de la grieta. Ademads, el numerador debe ser igual a o en oo, mientras que para
el modo Il el numerador debe serigual a T en oo,

2.4.2 CAMPOS DE ESFUERZOS SINGULARES Y EL FACTOR DE INTENSIDAD DE ESFUERZOS

Los campos de esfuerzos y desplazamientos en la punta de la grieta gobiernan el proceso de
fractura, en consecuencia, resultan de gran importancia, si se considera de nuevo el problema de la
Figura 2.22 y se usa la funciéon de la Ec. 2.133, transformando a coordenadas polares las
componentes de esfuerzo serian las que a continuacidon se presentan. Donde r; y 0; son los
mostrados en la Figura 2.23.

_ova 6, 1 o s 39

O'X—\/?H(COS?—ESIH 1Slnz 1)
_a\/a 6 1 . 0. si 319

oy—\/2_r1<cos > +251n 1sm2 1) Ec. 2.135
_ova/ 6, 1 3

Tyy = Trl(sm?cosiel coszel)
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O, =
¢ 21y Ec.2.136
Ty =0

Mientras que a lo largo de la grieta los esfuerzos estan dados por la Ec. 2.136, de la cual se puede
definir le factor de intensidad de esfuerzos como:

K; = ovma Ec. 2.137

Las componentes de esfuerzos de las Ec. 2.135Ec. 2.136 tienen una singularidad del tipo 1//7 y el
factor de intensidad de esfuerzos define la magnitud de estas. De la misma forma en que las

componentes de esfuerzo se obtienen haciendo uso de coordenadas polares es posible obtener los
desplazamientos (Ec. 2.138).

K 6 30
u=——2nr ((Zk — 1)cos=— cos—)
8ur

2 2
K 0 36
V= 8'u—1n\/2nr ((Zk + 1)sin§ — sin 7) Ec.2.138

v
k =3 —4v - Deformacién planay k = Tty - Esfuerzo plano

N 62 e [\e1

r
Y
A

Figura 2.23 Uso de coordenadas polares para el cdlculo del campo de esfuerzos

Las expresiones al momento presentadas para las componentes de esfuerzo y desplazamiento
fueron obtenidas de un problema de fractura especifico, sin embargo los campos alrededor de Ia
punta de la grieta se mantienen para cualquier cuerpo agrietado en modo I, con la Unica diferencia
de que le factor de intensidad de esfuerzos sera diferente y dependera de la componente de
esfuerzo en direcciéon Y como se muestra en la Ec. 2.139.
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K, = lim V2nra, Ec. 2.139
Para el caso de los modos Il y Il de carga se pueden seguir procedimientos similares para determinar
los campos de esfuerzos y desplazamiento, donde la diferencia serdn las condiciones de frontera y
la funcidn de Westergaard propuesta. Las condiciones de frontera se obtienen de los problemas
mostrados en la Figura 2.24 donde se tiene un plato infinito con una grieta pasante de longitud 2a
en el centro. Para el caso de modo Il la funcidn de Westergaard a usar es la de la Ec. 2.134 con las
condiciones de frontera de la Ec. 2.140 siendo los campos de desplazamientos y esfuerzos son los
presentados en las Ec. 2.141 Ec. 2.142 respectivamente
Oy =Ty =0eny=0,[x|<a

Ec. 2.140
0x=0,0,=0,T,y, =7 en (x? + y?)¥/%2 5 0

Mientras que para el caso del modo Il la funcién de Westergaard a usar es la Ec. 2.143 y las
condiciones de frontera son las de la Ec. 2.144, mientras los resultados en cuanto a los campos de
desplazamiento y esfuerzos son los de las Ec. 2.145Ec. 2.146 respectivamente.

K 6 36
u= 8#—1;\/27rr ((Zk + 3)sin5 + sin7)
= _Ku 2 ( 2k -3 o + 39) Ec.2.141
v= B ar | ( )cos 5+ cos— c. 2

v
k =3 —4v - Deformacion planay k = 1y - Esfuerzo plano

_ K; 6 (2 4 6 39)
Oy = Wsmz cos - C0S —
K . 9( 0 39)
o, = sin=( cos = cos —
Y \2mr 2 2 2 Ec. 2.142
Ky 0 (1 0 39)
Ty = \/2_1'[7”(:05 3 sinZsin—
Donde K;; = tvna
Zy = S\ z? — a? Ec. 2.143
7, =0eny=0,[x|<a
Ec. 2.144

Ty, =T enly| > o
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2Ky [y 6
w = P /Znsm2 Ec. 2.145

. L , © 0 0060 6 6

v <
v <

2a 2a

®®®S®®®

Figura 2.24Problemas de platos agrietados a) en modo Il y b) en modo Il1

T _ KIII oS 01
=L
Y V21T 2
Ky . 61 Ec. 2.146

Ty, = S
o A/ 27TT1 2

Donde K;;; = SvVma

2.4.3 CAMPOS ELASTOPLASTICOS

Los anadlisis elasticos aplican solo cuando se trata con materiales fragiles ideales para los cuales la
zona plastica en la punta de la grieta es despreciable, sin embrago en la mayoria de los casos existe
una zona de plasticidad en la punta de la grieta. Los campos de esfuerzos antes determinados para
los distintos modos de carga (Ec. 2.135Ec. 2.142Ec. 2.146) son singulares y asintéticos cuando la
distancia ala punta de la grieta tiende a cero y su campo de validez se limita a una zona muy pequefia
alrededor de la punta.

Si se supone una regién inelastica circular de radio r alrededor de la punta de la grieta y otra de
radio R, denominada K-dominante (Figura 2.25). Cundo r<<R el campo singular de esfuerzos es una
buena aproximacién del campo eldstico en la regién anular entre r y R.
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Regidn K-dominante _—

Region inelastica

Figura 2.25 Regiones alrededor de la punta de la grieta

Ahora respecto a la regidn plastica, esta se deberia determinar haciendo un estudio elasto-plastico
alrededor de la punta de la grieta, sin embargo, se pude obtener una buena aproximacion
simplemente determinando los puntos donde se sobrepasa el limite de cedencia. Si se toman en
consideracion los campos de esfuerzo para modo | (Ec. 2.135), se aplica el criterio de Von Mises y se
despeja el radio de la expresidn resultante se obtiene una aproximacion del radio de la zona plastica
asi como la extension de la misma a lo largo del eje X tanto para esfuerzo plano (Ec. 2.147) como
para deformacion plana (Ec. 2.148).

1 (K\ /3
<—1> (—sin92+1+c039>

"= E ay 2
5 Ec.2.147
_ 1 (K,
= 2T ay
2
1 (K 3
r= _<_’> <_ sin@? + (1 — 2v)2(1 + cos 9))
4m \ o, 2
1 (K 2 Ec. 2.148
rx = E O'_y

De la determinacidn de los radios anteriores se determinan las formas de la zona plastica (Figura
2.26), observado que la zona pléstica en esfuerzo plano es mucho mas grande. El esfuerzo plano
domina en platos delgados mientras que para espesores grandes la condicion dominante es la
deformacién plana.
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Figura 2.26 Regiones pldsticas alrededor de la punta de una grieta

Irwin propuso un modelo simplificado para la determinacidn de la regién plastica alrededor de la
punta de la grieta, obedeciendo la cedencia a pequefia escala, centrando la atencidén en una parte
del eje de la grieta y no en la forma completa de la zona plastica.

En el modelo de Irwin se considera una condicidn de esfuerzo plano y una distribucion elastica de
esfuerzos, donde la componente normal X e Y son iguales a lo largo del eje de la grieta (Figura 2.27).
El radio de la region plastica se calcula entonces haciendo uso de la Ec. 2.147. La zona sombreada
en la Figura 2.27 representa la plasticidad en la punta de la grieta, estos esfuerzos deberian producir
una redistribucion de esfuerzos a lo largo de la X y en consecuencia la longitud de la zona plastica
deberia ser mayor que la mostrada en la imagen. Como consecuencia de la plasticidad los
desplazamientos son mayores y la rigidez del plato menor, asi Irwin concluyé que el efecto de la
plasticidad es como si se tuviera una grieta de mayor longitud que la real y que la distancia entre la
punta de la grieta real y la ficticia estd dada por la Ec. 2.149

L3 O-'\)

Figura 2.27 Modelo simplificado de plasticidad de Irwin
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k+1
2p

o=

oy (a+c/2)? — a2
Ec.2.149

2

1 (K . .

¢ =—|—| = longitud de la zona plastica
3m\oy

2.4.4 METODOS ENERGETICOS EN FRACTURA (TEORIA DE GRIFFITH)

Si se considera una grieta de area A en un dominio continuo y deformable, sujeto a cargas arbitrarias
y se establece un balance energético de acuerdo con la ley de conservacién de energia (Ec. 2.150),
en donde le trabajo hecho por las cargas externas se presenta por W, la energia cinética vy
potencial del cuerpo como K y E, y finalmente la energia invertida en aumentar el tamafio de la
grieta como I.

W=E+K+T Ec. 2.150

Considerando que en el cuerpo agrietado existird energia potencial tanto plastica como elastica
esta se puede expresar como:

E=U¢+UP Ec. 2.151

Si las cargas no varian en el tiempo y la grieta se propaga lentamente, entonces la energia cinética
puede despreciarse. Y dado que todos los cambios respecto al tiempo son causados por variaciones
en el area de la grieta la Ec. 2.150 se puede reescribir en términos del cambio de area (Ec. 2.152),
gue relaciona el decrecimiento de la energia potencial con la energia disipada en deformacion
plastica y crecimiento de la grieta.

o _ guP  ar

R - =U¢ — Ec. 2.152
A" o4 Taa o HEU-W €

En el caso de materiales fragiles ideales la energia plastica es despreciable y el balance energético
se puede reescribir como en la Ec. 2.153, de donde la G al derivarse de una funcién potencial se le
denomina fuerza motriz de la grieta y el lado derecho de la Ec. 2.153 representa la resistencia a la
propagacion de la grieta.

oW 9U® ar

= —_—— = —_—= 2
0A oA o4
Yy = energia usada para formar una unidad de superficie

Ec. 2.153

En general la ecuacidn anterior establece un criterio de propagacion de grieta, el cual se considera
inestable cuando la energia del sistema en equilibrio es maxima y estable cuando es minima. Se
asume que la fractura se propagara cuando G sea igual a la energia necesaria para crear una unidad
de superficie de fractura, a esta Ultima energia se le conoce como energia critica de fractura. Es
comun que este criterio de fractura se exprese en términos del factor de intensidad de esfuerzos
(Ec. 2.154) donde el factor de intensidad de esfuerzos critico K¢ estd dado por la Ec. 2.155 y es
también conocido como tenacidad de fractura y es una propiedad del material del que esta hecho
el dominio de estudio.
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K =K¢ Ec.2.154

K. — ER R_azl“
CT BT a4z Ec. 2.155

B =1 - Esfuerzo plano,f =1 —v? > Deformaciéon plana

2.45 LAINTEGRALIJ

La integral J es una ley de conservacién de energia en la forma de una integral de linea
independiente de la trayectoria, introducida por Rice. La independencia de trayectoria en esta
formulacién permite definir una ruta de integracién cercana o lejana a la punta de la grieta.

Para la aplicaciéon de la integral J se asume que los dominios son eldsticos (lineales o no lineales),
homogéneos, presentan pequenas deformaciones, estan en equilibrio estatico y tienen una
superficie limitante continua.

Retomando la Ec. 2.39, que representa la energia de distorsidon de un dominio eldstico y donde Ia
integral es independiente de la trayectoria de integracién en el dominio eldstico deformado. Si se
considera que no existen fuerzas de cuerpo las ecuaciones de equilibrio son las dadas en la Ec. 2.29,
entonces el vector tracciones estara dado por la Ec. 2.156

T}' = O'ijni ,i,j =X,Y,Z
o;j — Componentes del tensor de esfuerzos de Cauchy Ec. 2.156
n; = Vector normal

Dado que se asumen pequefios desplazamientos, las componentes del tensor de deformacidn estan
dadas por la Ec. 2.11. Proponiendo las integrales siguientes:

Qj = ff(Uan —Tiwg)ds, k=123

X - Superficie frontera

Ec. 2.157

Si se aplica el teorema de divergencia de Gauss se obtiene la Ec. 2.158, cuyo integrando es igual a
cero.

Q] = ff (UV6]l — O'lkuk]')dv, Js k,1=1,23

8;; = Delta de Kroenecker

Ec. 2.158

Para el caso particular de 2D la Ec. 2.158 se reescribe como la Ec. 2.159, donde J es igual a cero
para cualquier curva cerrada.

auk
]=ﬂ (Uvdy—TkW)dS=0, k=12 Ec. 2.159
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Ahora si se considera una grieta con superficies planas y paralelas al eje x (Figura 2.28) la integral J
(Ec. 2.159) se calcula considerando la ruta I en sentido antihorario empezando en un punto
arbitrario en la parte inferior de la grieta y terminando en un punto arbitrario en la parte superior
de la grieta. Si también se tiene una segunda ruta de integracién I'; similar a 1, pero en sentido
horario, entonces se define una regidon R acotada por la curva cerrada ABI;CDILA, libre de
singularidades y sobre la cual la integral J es igual a cero (Figura 2.28).

Enrealidad, la integral J sobre la curva antes descrita se puede ver como la suma de cuatro integrales
(Ec. 2.160). Si las secciones de curva AB y CD sobre las superficies de la grieta son paralelas al eje X
y libres de friccidn, entonces las integrales sobre dichas secciones son nulas, de lo cual se puede
concluir la Ec. 2.161 que establece la independencia de ruta en la integral J.

Jageprya =Jeryc +Jep +Ipr,atJap =0 Ec. 2.160

Jer,c =Jpr,a Ec. 2.161

De lo anterior y dada la naturaleza del campo de esfuerzos alrededor de la punta de la grieta, si se
define una ruta circular alrededor de la punta de la grieta, cuando el radio de dicha ruta tienda a
cero, solo los términos singulares del campo de esfuerzos contribuyen a J.

Finalmente, la integral J se relaciona con la taza de decaimiento de la energia potencial respecto a
la longitud de la grieta, es decir se iguala a la G de la Ec. 2.153. Pudiendo asi usar J de forma directa
para compararla con la tenacidad de fractura del material del dominio para establecer un criterio
de fractura.

Fal \
Ve \
", ¢ / \\\ \\
/ \ \
‘\ ’/ ‘\\ \]
| \ \
~ 1
D C 3 |
) | J
A B / /
| X
[\ /
\ \.\ [‘1 /
~ A / I"
\ e 2
\\\ e »
Y
X

Figura 2.28 Aplicacion de la integral J a problemas de fractura
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Ademas de la integral J existen otras dos integrales independientes de la trayectoria, similares a la
integral J y conocidas como integral M (Ec. 2.162) e integral L (Ec. 2.163), las cuales también se
relacionan con las tazas de liberacién de energia respecto a la expansidon uniforme o rotacién de una
grieta respectivamente

M= jg(wxini — Teuipx;)dS =0, k=12 Ec. 2.162

L= €3ij %(wxl-ni - Tiuj - Tlulx]-)dS =0, k,] =12
—lcuandoi=2yj=1
esij = Ocuandoi =j
lcuandoi=1yj=2

Ec. 2.163

2.4.6 FRACTURAS MULTIPLES

Si en un dominio no se tiene una sola grieta aislada, los campos de esfuerzos y desplazamientos
pueden verse fuertemente afectados por las grietas vecinas. La relacidn entre grietas dependera de
su orientacién relativa entre si, pudiendo magnificar o atenuar el factor de intensidad de esfuerzos
en las grietas.

Por ejemplo, para el caso de grietas coplanares (Figura 2.29 Grietas coplanares) mientras menor sea
la separacion entre ellas, menor es el drea por la cual se transmite la fuerza, lo cual deriva en el
aumento del factor de intensidad de esfuerzos, el cual estd dado por la Ec. 2.164. El efecto resulta
tal que las grietas se comportan como si fuesen una sola de mayor longitud.

2w ma]Y/?
K; = ovma |[—tan (—)] Ec. 2.164
na

2w
Otro caso es el de las grietas paralelas (Figura 1.5) en el cual las grietas tienden a blindarse entre si,

lo cual deriva en una disminucion del factor de intensidad de esfuerzos, entre mayor cercania exista
entre las grietas.

Figura 2.29 Grietas coplanares
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Casos mas complejos de interaccidn entre grietas requieren métodos de estudios diferentes. Para
dichos modelos se han propuesto principalmente generalizaciones de leyes de conservacién y
ecuaciones integrales [26] [35].

Si se supone un cuerpo infinito con multiples grietas fuertemente interactuantes, sometido a
esfuerzos uniformes en las direcciones X e Y (Figura 2.30); para verificar que la integral J se mantiene
para este problema se introduce un contorno cerrado ' que rodee todas las grietas en sentido
antihorario, ademds de dicho contorno se introducen contornos cerrados C, que rodean a cada
grieta por separado (Figura 2.30). De acuerdo con las propiedades de la integral J, el valor de esta
sobre el contorno I, debe ser igual a la sumatoria de integrales sobre los contornos C, (Ec. 2.165).

n
Jr= ZIQ Ec. 2.165
i=1

Para entender la igualdad entre las dos integrales de la Ec. 2.165, es necesario primero resaltar
algunos hechos. Primero, las integrales al lado derecho de 2.165 no son necesariamente iguales a
cero debido a la interaccidn entre grietas.

Otro efecto de la interaccidn entre grietas es que el factor de intensidad de esfuerzos en las puntas
de una misma grieta es diferente en magnitud. Dados los efectos antes mencionados de la
interaccion entre grietas la pregunta natural resulta ser como es entonces que la integral J para el
problema de multiples grietas es independiente de la trayectoria; es decir, igual a cero.

— s —_—

Figura 2.30 Cuerpo plano con mdultiples grietas

Para dar respuesta a dicha pregunta es necesario tomar en consideracion los campos de esfuerzos
y desplazamientos uniformes aplicados al cuerpo agrietado, ademas de la integral J sobre el
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contorno I (Ec. 2.166) para la cual dy=0 sobre I';, ['s y dx=0 sobre I3, I'4, teniendo ademds normales
de signo opuesto entre I'1, I3y I, .

i

—f 2% +f 1,24 +fUd
Ir= o 5, S vay
1 3

4T, I+l
2 4 4 3 1 3 4

=0U uidx—fuidx]+aU uidy—fuidy]+—ae[f dy—f dy]
1 3 1 2 2 2 1

Enla Ec. 2.166 el Ultimo término es igual a cero dada la simetria del contorno I propuesto, respecto

Ec. 2.166

a los otros dos términos puede argumentarse que serdn en general diferentes a cero dado que el
arreglo de grietas no es simétrico respecto a ninguno de los ejes coordenados. Sin embargo, si se
considera que el contorno I es suficientemente grande, se puede asumir el comportamiento
asintoético de los desplazamientos cuando los segmentos [ se encuentran lejos de la zona dafio. Asi
bajo la consideracién de desplazamientos asintdticos los desplazamientos sobre los segmentos I se
asumen constantes, lo cual da como resultado que las primeras dos integrales en la Ec. 2.166 sean
iguales a cero, confirmando asi que se puede extender el cdlculo de la integral J a problemas de
fractura multiple.

2.5 VARIABLE COMPLEJA EN PROBLEMAS DE FRACTURA

En la seccion 2.3 se han presentado métodos de soluciéon de problemas de elasticidad plana
haciendo uso de funciones de una variable compleja planteando incluso el caso de dominios
multiplemente conexos (seccidon 2.3.2) lo cual de inmediato se relaciona con la solucién de
problemas de cuerpos agrietados. Para estos problemas se considerara que las grietas son
segmentos de arco dentro del dominio, los cuales son suaves y no se intersecan (Figura 2.31).

2.5.1 FUNCION DE ESFUERZOS COMPLEJA PARA PROBLEMAS DE FRACTURA

Para establecer la funcion de esfuerzos se supone un dominio multiplemente conexo cuya frontera
externa orientada en sentido antihorario es I, y con fronteras internas [ correspondientes a las
grietas. Se establece ademas un origen 0 dentro Iy considerando las direcciones X e Y como se indica
en la Figura 2.31.

Si el dominio antes descrito se somete a cargas externas, las condiciones de equilibrio de la Ec. 2.111
deben cumplirse, lo cual implicaria que la suma de las tracciones sobre las superficies de las grietas
debe igualarse al total de las cargas externas.

Ve-a)/G=b)+1  _
Je—a)/z-b) -1’

Ec. 2.167

(i(z) =

|
3
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1 n
o(z) = —m;(ﬂm + iFyn) log {;(z) + ¢*(2) + const

K L Ec. 2.168
Y(z) = mZ(Fxn + iFyn) log¢;(z) + Y*(z) + const
i=1

N\
a; (o]

an”

el -'b
[T, 2

Figura 2.31 Dominio multiplemente conexo con segmentos de arco internos

Como tal las funciones complejas de esfuerzos (seccion 2.3.2) son multivaluadas, para separar las
partes multivaluadas de dichas funciones se debera usar log(z-ai)(z-bi) en lugar del log(z-z) en las Ec.
2.108Ec. 2.109, sin embargo esto introduce singularidades de orden uno en los extremos de las
grietas a;, b;, para evitar dicho inconveniente se introduce entonces la funcién de la Ec. 2.167,
obteniendo asi las funciones de esfuerzo complejas para el problema del cuerpo plano con multiples
grietas (Ec. 2.168).

Los problemas fundamentales para el caso de dominios agrietados se plantean a forma de
problemas con valores en la frontera similares a los planteados en las Ec. 2.119Ec. 2.123,
estableciendo dos funciones como la de la eEc. 2.118 una recorriendo cada lado de una grieta y
considerando las condiciones de equilibrio elastico (Ec. 2.111).

Finalmente, los problemas de valores en la frontera suelen llevarse a una forma de ecuacién integral
como la Ec. 2.169, para su solucion.

L(=® ;1 J () dlog—to 1 f O d—2 = £(t,) + Const
mi) t—t, i) @ 8F % 2l ® t—t, =/t Ot g 2160
@ (t) — funcién desconocida , to €L
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2.6 FUNCIONES DE MULTIPLES VARIABLES COMPLEJAS

El estudio de las funciones complejas en dimensiones mas alla del plano complejo; a diferencia del
trabajo con funciones reales, no es una generalizacion directa o inmediata del estudio en dimensidn
uno. Lo anterior implica que cuando se trabaja con funciones de multiples variables complejas no
se puede asumir que todas las propiedades y teoremas desarrollados para el caso uno dimensional
se mantienen.

Si bien no todos los resultados obtenidos en C se mantiene en dimensiones superiores, varios
resultados utiles para los fines de aplicacion del presente texto si son extensibles a C™. Para revisar
tanto los resultados que son extensibles como los que no, es necesario aclarar algunos conceptos.

Primero el espacio euclidiano C™es un espacio vectorial complejo normado de dimensién n sobre C,
que es localmente homdlogo a R?™. Una funcién de varias variables complejas se dice holomorfa si
cumple con lo establecido en la Definicién 2.9, lo cual es equivalente a decir que una funcién de
varias variables complejas es holomorfa siempre que satisfaga la ecuacidn de Cauchy-Riemann (Ec.
2.170) en U para cada variable z;.

Al igual que en el caso de una dimension, el conjunto de funciones holomorfas se denota ¢ (U).

Definicion 2.9 Funcion holomorfa de varias variables

Una funciéon continua f:U — C con U c C", se dice holomorfa en U si f es holomorfa
respecto a cada variable z; de forma independiente

0
o _,
0z,

a_l(a a) 6_1(a+a> Ec. 2.170
9z 2\ox ‘ay)’az 2\ax ' ‘ay

Una vez establecido lo anterior, el primer resultado relevante que resulta extensible a dimensiones
superiores es la representacion integral de Cauchy para discos, la cual surge de una iteracién directa
de la férmula integral para 1D, aplicandola una variable a la vez manteniendo fijas el resto de las
variables. Por ejemplo, para el caso del bi-disco la férmula integral resulta como en la Ec. 2.171. De
esto se concluye entonces que las funciones holomorfas de varias variables complejas son
infinitamente diferenciables, que sus derivadas pueden calcularse derivando el integrando de la Ec.
2.171 y que toda derivada parcial compleja es de nuevo holomorfa, las cuales son también
propiedades definidas en la seccion 2.3 para las funciones de una sola variable compleja.

= L [ LGuidnds,
@2mi)? ) (§1—2z1)({2 — 22)

Ec.2.171

De igual forma es posible hacer la expansién en serie de Taylor de las funciones holomorfas de
multiples variables complejas (Ec. 2.172).
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El principio del médulo maximo, asi como el teorema de la funcién implicita, el de la funcidn inversa,
el de identidad y el teorema de Montel también se extienden. Para entrar ahora en los resultados
en C" (n>2) que difieren respecto a los obtenidos en C es necesario el entendimiento del “fenémeno
de Hartogs” el cual revela las diferencias entre el andlisis complejo uno-dimensional y el analisis
complejo multidimensional y fue descubierto por F.Hartogs en 1906, dando pie a la teoria moderna
del andlisis complejo mutlidimensional.

Antes de hablar sobre el teorema de extension, es necesaria una breve reflexion acerca de los ceros
de una funcién holomorfa de varias variables complejas. En funciones de una variable los ceros de
las funciones holomorfas estdn aislados, es decir la funcion es cero solo en un punto z especifico y
en una vecindad cercana a dicho punto el valor de la funcién difiere de cero, sin embargo para el
caos de multiples variables esto deja de ser cierto, el concepto de cero aislado deja de existir, esto
se debe a que el conjunto de ceros Z(f) de las funciones holomorfas de n varias variables complejas
tiene dimensién compleja n-1, es decir el conjunto de ceros es una variedad compleja de dimension
n-1.

2.6.1 ELTEOREMA DE EXTESION DE HARTOGS

El Teorema 2.14 es el teorema de extensidon de Hartogs, el cual establece que toda funcién
holomorfa tiene continuacidn analitica al polidisco, que es estrictamente un dominio mds grande
que el dominio en el que originalmente fue definida la funcidon holomorfa.

Teorema 2.14 Teorema de extension de Hartogs

Sea D un dominio acotado en C" con frontera conexa dD.Sin = 2, entonces toda
funciéon f que es holomorfa en una vecindad conexa de 0D tiene extension holomorfa
aD

De este teorema se puede mostrar que, para dimensiones complejas superiores a uno, existen
dominios tales que toda funcidon holomorfa definida en ellos se puede extender analiticamente a
dominios mas grandes. Sin embargo, no en todos los dominios es posible obtener una extension
analitica de todas las funciones holomorfas definidas en él, a estos dominios se les conoce como
dominios de holomorfia.

Resalta el hecho de que en el caso uno dimensional todos los dominios son dominios de holomorfia,
lo cual lleva a la conclusion de que todos los dominios convexos son dominios de holomorfia.

2.6.2 PSEUDOCONVEXIDAD

Los descubrimientos de Hartogs sobre conjuntos abiertos que no son dominios de holomorfia, dio
pie a la necesidad de caracterizar a los dominios de holomorfia para poder identificarlos. Por
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ejemplo, los dominios de holomorfia?? se pueden identificar por una caracteristica geométrica
denominada convexidad logaritmica.

La relaciéon de los dominios de holomorfia respecto a la convexidad se mantiene en situaciones mas
generales. Esta relacidn fue estudiada por E.E. Levi quien investigd las propiedades de los dominios
de holomorfia con frontera 2-diferenciable descubriendo una condicién simple y necesaria para que
un dominio se considere dominio de holomorfia (Definicion 2.10), condicidn que guarda similitud a
la caracterizacidn real de dominios convexos. A esta condicidn se le conoce como condicidn de Levi
y la propiedad es llamada pseudoconvexidad de Levi (Teorema 2.15).

Definicion 2.10 Dominio Levi pseudoconvexo

Un dominio D € C" se dice pseudoconvexo si todos los puntos de su frontera dD
son Levi pseudconvexos. Donde todo dominio de holomorfia es Levi pseudconvexo

La pseudoconvexidad es una propiedad local de la frontera que caracteriza a los dominios de
holomorfia. En general se puede decir que la pseudoconvexidad es un andlogo complejo de la
convexidad euclidiana, es decir es la imagen biholomorfa de la convexidad

Teorema 2.15 Pseudoconvexidad de Levi

Sea r una funciéon de definicion de un dominio D < C™. Un punto p en la frontera dD
se dice Levi pseudoconvexo si

L t iy tit, >0
p(T. )—Zazjaﬁ(l?)j k=
Ji

Donde: L,(r;t) es el Hessiano complejo de r

t es un vector (n — 1)que representa el espacio complejo tangente a dD en p

Pararodo t € C" que satisface:
n
or D)t = 0

. aZ] p 7
j=1
Se dice que p es estrictamente pseudoconvexo, de lo contrario se dice debilmente
pseudoconvexo.

2.6.3 SINGULARIDADES

Respecto a las singularidades de las funciones holomorfas de varias variables complejas, resalta el
hecho de que las singularidades aisladas; las cuales son de gran relevancia en el estudio de funciones
de una sola variable compleja (seccidon 2.2.5), desaparecen por completo cuando se trabaja en
dimensiones n>2, ya que como consecuencia del teorema de extensidn de Hartogs (Teorema 2.14)
todas las singularidades de una funcién holomorfa de varias variables complejas resultan ser
removibles (Definicion 2.11). Asi entonces respecto a las singularidades de funciones complejas en
dimensiones superiores, se pueden distinguir singularidades no aisladas que exhiben un
comportamiento analogo a lo que sucede con funciones de una sola variable (Teorema 2.16 y 2.17).

22 Dentro de la clase de dominios completos de Reinhardt
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Definicion 2.11 Singularidad removible

Cuando una singlaridad z, de una funcion f(z) puede quitarse al redefinir f(z) en z,
se dice que f(z) tiene una singularidad removible en z,

Teorema 2.16 Singularidades analiticas removibles

Sea D € C"y E < D donde todo punto p de E tiene una vecindad abierta U, tal que
E N U, es el conjunto de ceros de una funcion no tirvial de GV(Up).Si f en o(D\E)
es una funcién acotada, entonces f se extiende holomorficamente sobre E.

El Teorema 2.16 tiene como consecuencia que si EzD es el conjunto de ceros de una funciéon
holomorfa entonces D\E es conexo. Mientras que el Teorema 2.17establece que toda singularidad
analitica de hasta dimensidn n-2 es removible.

Teorema 2.17 Singularidades analiticas removibles

Sea D € C" y Eun subconjunto analitico de D con dimesién maxima n — 2
Entonces toda f en o(D\E) se extiende holomor ficamente a D

2.6.4 REPRESENTACIONES INTEGRALES

Al igual que en la teoria de una variable compleja, al representacién integral de Cauchy juega un
papel fundamental para el desarrollo y obtencién de importantes resultados como la teoria de series
infinitas y residuos (seccidn 2.2.4y 2.2.5) las representaciones integrales son también relevantes en
la teoria de funciones de varias variables complejas ya que proveen un camino para la obtencion de
resultados globales sobre dominios pseudoconvexos.

2.6.4.1 FORMULA DE MARTINELLI-BOCHNER

La férmula de Martinelli-Bochner, es una generalizacién del teorema integral de Cauchy (Teorema
2.7) para dimensiones superiores, la cual realiza el mismo trabajo que la integral de Cauchy en C.
Aunque con la diferencia de que la férmula de Martinelli-Bochner deja de ser holomorfa en z, a
pesar de ser armonica.

Sin embargo, la naturaleza holomorfa de la representacién integral resulta critica solo para las
integrales de frontera y si se trabaja sobre dominios de holomorfia existiran funciones holomorfas
sobre dichos dominios con singularidades en cualquier punto sobre la frontera del dominio la
complicacién de la no holomorfia de la féormula de Martinelli-Bochner desaparece [38]. En el
Teorema 2.18 se presenta la formula de Martinelli-Bochner para funciones de varias variables
complejas.
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Teorema 2.18 Férmula de Martinelli-Bochner

Sea D € C" con forntera C'y f una funcién contintia en D tal que 0f es también
continua en D. Entonces:

f =vanf —vDa_f enD

Donde:
(-1 w;((—2)Aw({)
vapf(2) = (ean(OA IC =27
(-1 w; (=2 Aw({)
va(Z)—W (EDf(C)/\ T

w@) = dg AN,
'@ = ) (~1I G dgy A ] A dy

=1
26.4.2 FORMULA DE LERAY

Como se mencioné ya la formula de Martinelli-Bochner no depende holomorficamente de z, sin
embargo, si en la férmula se sustituye el término |{ —z|?™ por un mapeo de Leray
w(z, {)(Definicion 2.12) se obtiene una generalizacién de la férmula de Martinelli-Bochner conocida
como la férmula de Leray (Teorema 2.19) la cual constituye un elemento fundamental para la
solucion de las ecuaciones de Cauchy-Riemann no homogéneas. Ademads, para dominios
estrictamente pseudoconvexos el mapeo de Leray puede escogerse de forma tal que sea holomorfo
en z [39].

Teorema 2.19 Férmula de Leray

Sea D € C" acotado con forntera Cla trozos y w(z,{)un mapeo de Leray para D
Entonces para toda funcion continua f en D se tiene:

f=L8f —R§p0f —vpdf enD

Donde:
® _(n—-1)! wz (=2 Aw(()
apf(z) = g zean(() =z 0@ N
R ) = Gy fg @@ 6@ 0151
w(z,{) (-2

LS P e R R rauy g

Definicion 2.12 Mapeo de Leray

Siendo D € C" acotado.Una funciéon C' n — valuada w(z,{) = (wl(z, ), ,wy(z, ())
definida para un { en una vecindad de dD se denomina mapo de Leray para D si:
(w(z,0),{ —2z)#0,Y(z,{) €D x0dD
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2.6.5 SERIES INFINITAS

En teoria de una variable compleja las series convergen dentro de un dominio determinado con un
radio definido (disco)(seccion 2.2.4) y fuera de este divergen, esta situacién cambia al trabajar en
dimensiones superiores, ya que por ejemplo en una serie con dos variables, el dominio de
convergencia puede tener una infinidad de formas y no sera necesariamente convexo.

Otro punto relevante al hablar de series de funciones de multiples variables es el hecho de que el
valor de la serie depende en general del orden de la sumatoria y no existe un ordenamiento
canédnico para realizar dichas sumatorias. Por la anterior es conveniente fijar la atencién en
funciones absolutamente convergentes, ya que sus términos pueden ser reordenados
arbitrariamente sin cambiar el valor de la sumatoria.

2.6.5.1 DOMINIOS DE CONVERGENCIA

El domino de convergencia de una serie de una funcién compleja de varias variables es el conjunto
de puntos para el cual la serie converge absolutamente. Dado que los dominios de convergencia
para series de funciones de varias variables complejas se definen considerando convergencia
absoluta, todo dominio de convergencia sera multicircular, asi entonces, todo dominio de
convergencia es la unién de polidiscos centrados en el origen.

En otros términos, todo dominio de convergencia de una serie de varias variables es un dominio de
Reinhardt lo cual implica que seran logaritmicamente convexos (o Levi pseudoconvexos). De esto se
puede establecer entonces el Teorema 2.20.

Teorema 2.20 Dominios de convergencia

Un dominio completo de Reinhardt en C" es el dominio de convergencia de alguna
serie sii el dominio es logaritmicamente convexo

Entonces los dominios de convergencia son ademds dominios de holomorfia y la funcidon holomorfa
soportada por el dominio que no puede ser extendida fuera de este es la que puede ser
representada por la serie que converge dentro de dicho dominio, donde la serie tendra la forma de
la Ec. 2.173.

oo

— Ec.2.173
< Npjy(Dy)
Lo planteado en la Ec. 2.173 corresponde a una serie de Maclaurin, para el caso de una serie de
Laurent (Ec. 2.174) para una funcién de dos variables (por ejemplo) los coeficientes de estas seran
todos funciones holomorfas en el disco unitario (Ec. 2.175), teniendo en cuenta que si k<0 la serie
sereduce a una serie de Maclaurin para todo valor de w en el disco unitario. Siendo esto Ultimo otra
consecuencia del teorema de extensién de Hartogs (Teorema 2.14) [40].
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2 ce(w)zk Ec.2.174

j:—OO

1 (fw2)

i s dz Ec. 2.175

ck(w) =

2.6.6  RESIDUOS

El calculo de residuos para funciones de varias variables complejas resulta de mayor complejidad
gue su andlogo en una dimensién, dado que al trabajar con variedades complejas
multidimensionales (dominios de holomorfia en C") se presentan ciertas dificultades operativas que
requieren el uso de herramientas matematicas diferentes a las usadas en una dimensién.

Uno de los principales problemas en la teoria de residuos multidimensional es el estudio y calculo
de las integrales de formas diferenciales cerradas en variedades complejas analiticas que tienen
singularidades en subconjuntos analiticos de dicha variedad. Un ejemplo de lo anterior es la
integracién de funciones de n variables complejas sobre superficies cerradas n dimensionales, en
donde la integral de la funcidn de n variables puede tratarse como la integral de una n-forma
holomorfa cerrada. Para el trabajo con formas cerradas en lugar de funciones las formulas integrales
antes presentadas (Teorema 2.18Teorema 2.19) se modifican dando origen a las férmulas de
Martinelli-Bochner-Koppelman y Leray-Koppelman.

El uso de la férmula de Stokes y el teorema integral de Cauchy permiten reemplazar la integral de
una forma cerrada sobre un ciclo por la integral de una forma mas simple cohomologa a la original
sobre un ciclo mas simple homologo al ciclo original. Asi si se tiene una forma cerrada w de grado q
en una variedad X con un conjunto de singularidades Ty base de homologia {Y;} de la variedad X\T,
entonces para todo ciclo Y en la variedad X\T se mantiene la Ec. 2.176, donde los k;son coeficientes
de expansion del ciclo Y sobre la base homologia.

f w =ijf w Ec.2.176
Y I Yj

Asi el problema de calcular integrales de una forma cerrada sobre ciclo se reduce al estudio de los
grupos de homologia del complemento X\T del conjunto de singularidades T, asi como el célculo de
las integrales de la forma cerrada sobre los ciclos base y la determinacién de los coeficientes de
expansion del ciclo de integracién sobre la base de homologia.

Entonces para el calculo de las integrales antes planteadas es necesario el uso de herramientas de
la topologia algebraica, especialmente para el caso de estudio aqui planteado el cual es
multidimensional y trae consigo dificultades topoldgicas importantes. La solucion de estos
problemas se puede facilitar haciendo uso de los teoremas de dualidad de Alexander-Pontryagin o
la dualidad de De Rham [41].
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2.6.6.1 TEORIA DE RESIDUOS DE LERAY

Existen dos teoremas de Leray respecto a residuos, uno para el caso de un polo simple (Teorema
2.21) y otro para el caso de polos multiples (Teorema 2.23). Los teoremas de residuos de Leray
permiten reducir integrales de la forma de la Ec. 2.176 a integrales de dimension inferior de una
forma residuo sobre un ciclo sobre una subvariedad singular.

En la teoria de residuos de Leray los conceptos importantes a establecer son el de cofrontera de
Leray, formas residuo y clases residuo, que generalizan el concepto del residuo de una funcién
holomorfa de una sola variable compleja. Primero entonces, se plantean estos conceptos, para
llegar a los teoremas de residuos.

Suponga una variedad analitica compleja X de dimensién compleja n y S como una subvariedad
analitica compleja de dimension n-1. Una ecuacion local para S con gradiente no cero en una
vecindad de uno de sus puntos y de la forma s,,(x) = 0, y una ecuacién global de la forma s(x) =
0. Finalmente, cuando se use el subindice y se entenderd que la forma diferencial solo esta definida
en una vecindad del punto y.

Entonces, si ¢ es una forma regular cerrada en X\S con un polo de orden uno sobre Sy sy esla
restriccion de una forma w,, que es regular en una vecindad de y. Existen entonces formas regulares
Yy y 0y, cercadey, tal que la Ec. 2.177 se cumple [42].

ds,,
p=——AY,+06, Ec.2.177
Sy

De la ecuacion anterior a 1,/ |S es una forma cerrada que solo depende de ¢ y se denota como en
la Ec. 2.178. Esta ultima forma se denomina forma residuo y resulta holomorfa siempre que ¢ sea
meromorfa [41].

S
res[p] = . |S Ec.2.178

La clase de cohomologia de res[¢] en S solo dependera de clase de cohomologia de ¢ en X\Sy es
llamada clase residuo de ¢ y se denotard como Res[¢](Teorema 2.22) [42]. Asi entonces se han
presentado los conceptos de formas y clases residuo, para el concepto de cofrontera establezca que
la subvariedad compleja S tiene codimnesién 2, de forma tal que es posible construir una vecindad
V con frontera suave dV, de tal forma que V es un haz trivial con base S y fibras homeomorficas al
disco unitario, mientras que dV es un haz con base Sy fibras V, homeoméorficas al circulo.

@ 8 i
= Hyi2(X) = Hp(S) = Hpy (X\S) = Hpy (X) - - Ec.2.179

Si o es un elemento de una cadena S de dimensién p que puede ser un poliedro orientado embebido
en S entonces, el conjunto p~1 ()23 resulta homeomérfico al producto de las fibras V, y el poliedro

By define un mapeo del complementodeV a S
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0. Pudiendo entonces definirse una secuencia exacta como la de la Ec. 2.179, que es llamada la
secuencia de homologia exacta de Leray y donde el homomorfismo 6 es llamado la cofrontera de
Leray.

Teorema 2.21 Teorema del residuo de Leray para polos simples

Siy esunciclo en S (con soporte compacto) y ¢ es una forma diferecial cerrada
en X\S con un polo de orden uno sobre S, se tiene la formula de residuo:

Ly(p = Znify res[o]

Donde:
res[¢] es la forma residuo de ¢
8y es un ciclo cofrontera de Leray

Si para un ciclo ¥ € Z,,11(X\S) se cumple que {y} = 6h € 6H,(S), entonces dicho ciclo se
denomina ciclo cofrontera. Asi entonces se puede llegar a la expresién de los Teorema 2.21 Teorema
2.23 que son la generalizacion de la teoria de residuos para funciones de varias variables complejas.

Teorema 2.22 Existencia de la clase residuo

Toda forma cerrada regular ¢ en X\S es cohomologa en X\S a una forma @ que tiene
un polo simpleen S

Teorema 2.23 Teorema del residuo de Leray para polos multiples

Siy esunciclo en S (con soporte compacto) y ¢ es una forma diferecial cerrada
en X\S, se tiene la formula de residuo:

Q= 2m'f Res[¢p]
sy 14

Donde:
Res[@] es la clase residuo de ¢
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3 DESARROLLO TEORICO

En pdginas anteriores ya se ha planteado el uso de funciones de una variable compleja para el
estudio de problemas de elasticidad (seccidn 2.3), ademas de métodos de estudio de problemas de
fractura multiple con arreglos no simétricos de grietas (seccidon 2.4.6) que en conjunto con la
aplicacion de funciones de una variable compleja para la solucion de problemas de fractura (seccién
2.5) permiten tener no sélo una idea, sino una estrategia de estudio de problemas de fractura
multiple haciendo uso de funciones de una sola variable compleja.

Sin embargo, dichos métodos se limitan al estudio de problemas planos denotando asi la necesidad
de una herramienta operativa similar, que permita trabajar sobre problemas tres dimensionales.

Del estudio de la teoria de secciones anteriores, resulta claro que el punto de partida para el
desarrollo de una herramienta operativa para el analisis de problemas de fractura tres
dimensionales debe ser una funcién que permita hacer una descripcion del comportamiento de los
campos de esfuerzo, deformacién y desplazamiento sobre el cuerpo de estudio. Un ejemplo de las
funciones que permiten hacer la descripcién de los campos de interés sobre un cuerpo y dan
solucidon a los problemas fundamentales de la elasticidad son las denominadas funciones de
esfuerzos (secciones 2.1.8 y 2.3.1).

Para los problemas de elasticidad, ademas de las funciones de esfuerzos, otra herramienta de
solucion comun son los potenciales vectoriales de deformacion, a continuacién, se plantea el
desarrollo de un potencial vectorial usando variables complejas, para la solucién de problemas
eldsticos (Figura 3.1). Cabe mencionar que se propone el uso de una solucién desde la perspectiva
de los desplazamientos, dado que esta deberia facilitar el manejo de condiciones de frontera mixtas,
asi como reducir la complejidad de los calculos al evitar alglin proceso de integracion.

z
X Y

Figura 3.1 Sélido tres dimensional sometido a cargas externas
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3.1 POTENCIAL DE DESPLAZAMIENTOS MULTICOMPLEJO PARA PROBLEMAS DE
ELASTICIDAD EN R3

En la seccién 2.1 se presentaron los conceptos fundamentales de la teoria de la elasticidad, tales
como desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, ademds de las relaciones constitutivas y las
ecuaciones de compatibilidad. Mas aln se presenta un método de solucién clasico para problemas
planos basado en una funcidn potencial de esfuerzos (seccién 2.1.8), el cual se puede generalizar a
problemas tres dimensionales, sin embargo, la formulacidn desde un potencial de esfuerzos implica
un paso necesario de integracion para poder conocer los desplazamientos del cuerpo bajo analisis.

El proceso de integracion para conocer los desplazamientos a partir de las deformaciones puede
resultar operativamente complicado ya sea simbdlica o numéricamente, resultando lo anterior en
un tiempo prolongado de solucién, por tal motivo en la presente seccidon se ha optado por el
desarrollo de un potencial formulado desde desplazamientos para el cual el paso de integracién se
convierte en uno de derivacién de los desplazamientos para la obtencidn de las deformaciones.

En lo que respecta a la solucidn de problemas de elasticidad desde los desplazamientos existen
diversos métodos bien documentados como los presentados en [43], en el cual las ecuaciones de
equilibrio se presentan en términos de los desplazamientos (ecuaciones de Navier) y para las cuales
se propone una solucidon en forma de combinacién lineal de cuatro funciones armodnicas. Por otro
lado, en [44] y [45] se presentan las formulaciones clasicas de potenciales de desplazamiento, como
la representacion de Helmholtz-Lamé en la cual se construyen las soluciones con la primera derivada
de dos potenciales, uno escalar y otro vectorial; idea que también retoma la representacién de
Papkovich-Neuber, o la representacion de Galerkin en la cual los desplazamientos son
representados en términos de la segunda derivada de un solo vector.

Es relevante mencionar que también existen otros potenciales para problemas especificamente
axisimétricos como el potencial de Love, el cual se deriva de la representacion de Galerkin o el
potencial de Boussinesq que resulta ser un caso particular de la solucién de Papkovich-Neuber.

Ya sea que se parta desde los esfuerzos o desplazamientos para la solucidon de problemas eldsticos
en ausencia de fuerzas de cuerpo; como se puede apreciar en el desarrollo de la seccién 2.1.8, el
problema a resolver resulta ser el de la ecuacién biarmdnica.

La solucion de problemas elipticos como el de la ecuacién biarmdnica esta bien documentada en
[46], [47], [48] y [49], dentro de las diversas formas de solucidon planteadas para este tipo de
problemas, destaca el uso de series de Fourier, el método de separacion de variables y los
potenciales vectoriales.

Asi pues, para poder solucionar problemas de elasticidad tres dimensionales sin fuerzas de cuerpo,
se debe construir una funcién tal que se satisfaga la ecuacion biarménica (Ec. 3.1), en la literatura
se encuentran diversas propuestas de solucidon a este problema como en [50] y [51] donde se
presenta el desarrollo de una funcién biarmdnica de esfuerzo haciendo uso de varias variables
complejas para la solucion de problemas elasticos, destacando la dificultad de las integrales
planteadas para obtener las funciones de desplazamiento, por otra parte en [52] se plantea la
solucidn de problemas elasticos tres dimensionales usando funciones de una sola variable compleja,
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basado en el modelo de solucién de la ecuacidn de Laplace planteado en [47] el cual incluye también
un paso de integracién paramétrica. También son de destacar los métodos presentados en [53]
basados en ecuaciones integrales del tipo de Fredholm, [54] donde se desarrolla una solucién
general al problema biarmdnico partiendo del método de separacidn de variables, [55] donde se
plantea un método de solucion numérico de frontera basado en las denominadas funciones
fundamentales, [56] en el cual se presenta el método de descomposicion y [57] en donde haciendo
uso del algebra real de cuaterniones se extienden las férmulas de Muskhelishvili para el caso tres
dimensional. Es de destacar también la forma de representaciéon de funciones biarmdnicas para
dominios tres dimensionales multiplemente conexos presentada en [58]

Como se muestra en la seccion 2.3 la formulacién clasica de variable compleja para problemas de
elasticidad; ademds de ser dos dimensional, se basa en una funcién de esfuerzos lo cual como ya se
ha mencionado conlleva un proceso de integracién el cual cuando se escala a un problema tres
dimensional puede resultar complicado (ver [52]), un enfoque alternativo para la solucién de
problemas de elasticidad plana partiendo de la solucidén de las ecuaciones de Navier se plantea en
[59] evitando asi el proceso de integracion del método clasico. Siguiendo las ideas presentadas en
la literatura de referencia se plantea a continuacién el desarrollo de un potencial vectorial de
Galerkin con variables complejas a fin de dar solucidn a la ecuacién biarmadnica (Ec. 3.31) y aplicarlo
a problemas elasticos.

_9*P 9*P 9*P 9P 9*P . 9*P

V4P = =0 . 3.
ox* + ay* * dz* + dx%0y? + 0y?0z2 * 0z20x? Fe.31

La solucidn a la ecuacién biarmdnica puede plantearse en términos de un potencial vectorial P (Ec.
3.2) el cual se puede relacionar con un vector de desplazamiento u (Ec. 3.3) en la forma que se
describe a continuacién.

P=Xi+Yj+Zk Ec.3.2
u=ul+vj+wk Ec.3.3

Si se aplica el teorema de descomposicion de Helmholtz al vector de desplazamiento u, este puede
escribirse en términos de una componente solenoidal y otra irrotacional, las cuales a su vez
podemos expresar en términos de un potencial vectorial (T) y un potencial escalar (Y)
respectivamente (Ec. 3.4).

u=us+u;=Vxal+VY
Donde:
a = constante Ec. 3.4
V.T=0
VY =0

Si se considera que el potencial escalar Y es solucidn de la biarmdnica y el potencial vectorial T es
de nuevo solenoidal, es posible representar este ultimo en términos de otro potencial vectorial; el
cual por conveniencia de notacién denominaremos P. Asi tras una breve manipulacion la Ec. 3.4 se
reescribe como.
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u = aV2?P —aV(V.P) + VY

Donde:

Ec. 3.5
a = constante
T=-VXP

Finalmente, si se asume que la divergencia del potencial P es igual al potencial escalar Y (lo cual se
puede hacer sin pérdida de generalidad), la Ec. 3.5 se reduce a:

u=aV?P + (1 —a)V(V.P) Ec.3.6

La Ec. 3.6 es analoga a la forma elegida por Galerkin para representar el vector de desplazamiento
para el caso de problemas de elasticidad tres dimensionales (Ec. 3.7). Para mostrar que estos
vectores dan solucion al problema de elasticidad, se toman las ecuaciones de equilibrio (Ec. 2.29) y
se sustituyen en ellas las relaciones de esfuerzo deformacién (Ec. 2.22 y Ec. 2.29) obteniendo asi las
ecuaciones equilibrio en términos de los desplazamientos?* (Ec. 3.8).

2uu = cV?P — V(V.P) Ec.3.7

(1-=2v)V?u+V(V.u) =0 Ec.3.8

Sustituyendo la Ec. 3.7 en la Ec. 3.8, se obtiene la Ec. 3.9 la cual demuestra que el potencial P es
biarmadnico, y en consecuencia sus tres componentes también lo deben ser.

Vép =0 Ec.3.9

El desarrollo anterior muestra que si se puede encontrar un potencial vectorial cuyas componentes
sean biarmdnicas es posible utilizar este para definir el vector de desplazamientos y con base en
este ultimo calcular las componentes de esfuerzo y deformacién. Cabe resaltar que al definir de
forma explicita las componentes de desplazamiento, para el calculo de las componentes de esfuerzo
y deformacién solo sera necesario el uso de las relaciones de desplazamiento-deformacion y de
esfuerzo-deformacion.

m
P(,y.7) = ) f(ayx +bey + ci2) Fe. 310
k=1

Por lo anterior el objetivo ahora es definir un vector P que sea funcién de varias variables complejas
y cuyos componentes sean todas biarmdnicas. Definir un vector P que cumpla estas caracteristicas
puede resultar natural si se considera que este debe ser una solucién de la ecuacion biarménica y
esta al ser una ecuacion eliptica tiene de forma natural soluciones complejas, haciendo uso del
método generalizado de separacién de variables es posible proponer una solucién a la ecuacién
biarmodnica de la forma presentada en Ec. 3.10 [60].

24 También conocidas como ecuaciones de Navier
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P(x,y,z) = X(x)Y(¥)Z(2) Ec.3.11

Para definir la P buscada, se propone una solucién a la Ec. 3.1 de |la forma mostrada en la Ec. 3.11,
al sustituir la solucién propuesta en la ecuacion biarmdnica y dividiendo entre P(x,y,z), se obtiene:

Xiv(x) N Yiv(y) N Ziv(x) X”(x) Y”(y) Y”(y) Z”(Z) Z”(Z) X”(x) _

Ec.3.12
X Y 7 X v 2Ty z 7 x 0 ‘
Ahora si:
X"(X) 5 Y!!(y) 5 le(x) 5
X =a“, Y = b=, 7 =c Ec. 3.13
Ec. 3.12 se reescribe como:
(@®+b*+c?»?=0 Ec.3.14

La anterior seria la ecuacidon caracteristica de la biarmdnica, para la cual podemos encontrar tres
relaciones de la forma:

a; = +i(bf +¢f)

b, = +i(a3 + ¢2) e 315
C. o.

+i(a3 + b2)

C3

Si buscamos una correspondencia uno a uno entre las partes real e imaginaria se requerird, por
ejemplo:

a,=1,b2+c?2=1 Ec. 3.16

Para cumplir con dicha relacién serd necesario usar coeficientes paramétricos, donde la eleccién
mas simple seria:

b? = cos?t ,c? = sin%t Ec.3.17

Asi entonces se tienen tres argumentos complejos diferentes (Ec. 3.18) en donde (a;, b; y c; estan
dadas en términos de funciones paramétricas), en funcion de los cuales se pueden establecer
funciones biarmdnicas, cuya combinacion lineal sea la solucidon que se busca para el problema tres
dimensional.
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z; =x+i(byy + ¢ 2)

z, =y +ilayx + cyz)

z3 =z + i(azx + b3y) Ec.3.18
Donde:

€1 = a, = by =sint
b =c; =az; =cost

Ahora bien, las biarmdnicas en funcion de los argumentos complejos se pueden construir de la
misma forma que en la Ec. 2.96, dado que los argumentos complejos de Ec. 3.18 solo barren un
plano, asi entonces se proponen las funciones siguientes:

1 - -
P = E{Z_1§01(Z1) + z101(z1) + x1(2z1) + X1(Zl)}
1 - -
p, = E{Z_Z‘l’z(lz) + 2,02(22) + x2(2,) + Xz(Zz)} Ec.3.19

1 __ -
P; = 5{2_34’3(23) + 2303(23) + x3(z3) + X3(Z3)}

Las tres funciones de Ec. 3.19 son biarmdnicas; siempre que las funciones ¢;, x; sean holomorfas en
el dominio de solucion, y serdn las componentes de la solucién P (Ec. 3.20). La funcidén P planteada
es entonces solucién de la ecuacién biarmadnica tres dimensional y, en consecuencia, puede ser
utilizada como el potencial de deformaciéon del cual se deriven los desplazamientos haciendo uso
de la forma de Galerkin (Ec. 3.7).

P=P +P,+P; Ec. 3.20

Para asegurar que la funcidn P puede ser utilizada como el potencial de deformacién resulta
necesario demostrar que las ecuaciones de equilibrio para desplazamientos (Ec. 3.8) se respetan,
para esto se sustituye la Ec. 3.20 en la Ec. 3.7, obteniendo asi:

d%p; |, 9%pP, |, 9%P. 8%p; |, 0%p, | 9°%P
621+621+621 621+662+663
u P1 P1 x y z x yox z0x

2 2 2 2 2 2
zqucvz P, —V(V. p, >=c 9b, 2P 0P 0h (0P, 0k Ec. 3.21

0x2 dy? 0z2 0xdy  9y2 8z0y
w P3 P3 2 2 2 2 2 2
0x? dy? 0z2 dxdz 0ydz  0z2

Para demostrar que las condiciones de equilibrio se respetan se presenta el desarrollo solo con una
componente del vector, en este caso se considera el caso de la componente u de desplazamiento,
se parte de la ecuacidonEc. 3.22, la cual se sustituye en la primera de las ecuaciones escalares (Ec.
3.23) que conforman la ecuacidn vectorial Ec. 3.8. Es importante resaltar que, aunque se trabaja solo
con la primera componente es necesario tomar en cuenta las expresiones para los desplazamientos
vy w (Ec. 3.24 yEc. 3.25)

o — 0%P; N 9%P; N %P, 0%P, N 0%P, N 0%P,
M=\ 0x2 Ty T a2 9x2 | dydx | 0z0x
c=2(1-v)

Ec. 3.22
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1—2v)A +6€_0
( v)hu ax Ec. 3.23

e=& te teg,

oy — 92P, . 2P, . 9P, 9%Pp, . 9P, . 92Pp;

K=\ ax2 oy? = 0z? oxdy 0dy?  0zdy Fe.3.24
oy — 0%pP; N 0%P; N 0%p; 9%pP; N 0P, N 02P;

MW=\ ox2 T ay2 T az2 ) " \awaz  oyaz | 072 fe- 325

Para conveniencia del proceso las ecuacionesEc. 3.22, 3.24 y 3.25 se reescriben, previo a la
sustitucion, quedando de la forma:

1y Ve 1 9°Py  19°P; 1 9°Ps r 306
CEUCT T Ut T 20 2 T 2udyox 2udzox e
1 v 10°P, 1 0°P, 1 8°Ps
U—EAPZ—HAPZ—Z ayz —Zaxay—ﬂazay Ec.3.27
—lup _Vp, _19%Ps 19°P _120%R,
w= “AP3 “AP3 2u 9z2  2u9x8z 24 dydz fc. 3.28

Al realizar la sustitucion de las ecuaciones Ec. 3.26Ec. 3.27Ec. 3.28 en la Ec. 3.23 se obtiene:

2v—1/0%F, 9P,  @*P,  9*P, a*P, a*P,  9*P, %P, 9P,
—+ + + + + + + +
2u \ 0x*  0x%0y? 0x%0z%? 0dydx® 0y30x 0yox0z? 0z0x3  9z0xdy? 9xdz3
1—2v(0*P, 3*P, 9P,  9*P, 9P, 9P,  0*P, 0P,  0%P,
— (== + + + + + + + =
2u \ 0x*  0x20y? 0x%0z%? 09yox® 0y30x 0yoxdz? 0z0x3  0z0xdy?  9x0z3

Ec. 3.29

Donde claramente la Ec. 3.29 se iguala con cero, lo anterior demuestra que efectivamente la funcién
P propuesta cumple con las condiciones de equilibrio y por tanto es solucién de la ecuacion
biarménica>.

Por otra parte, es posible demostrar que la funcién potencial propuesta al problema biarménico
cumple también con las condiciones de compatibilidad de esfuerzos (ecuaciones de beltrami-
michell) y las condiciones de compatibilidad de deformaciones.

Para demostrar que se cumplen las condiciones de compatibilidad de deformaciones (Ec. 2.28) se
procede tomando solo un ejemplo de cada condicién (Ec. 3.30), como se puede observar en las
condiciones de compatibilidad es necesario desarrollar expresiones para las deformaciones tanto
normales como cortantes en términos de la funcidn P. Para lo anterior derivamos las expresiones

25 En la seccién 7.1, se muestra el desarrollo de comprobacién en extenso
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de las Ec. 3.26 a 3.28, segln la Ec. 2.11 obteniendo el resultado mostrado en las Ec. 3.31 para

deformaciones normales y Ec. 3.32 para las deformaciones cortantes.

0%, 0%y,  0%yyy
dy? = dx?*  0xdy Ec. 3.30
2 BZSX _ i _ a]/yz n ayxz n a)/xy
dydz 0Ox dx dy 0z

_ou 1-v 63P1+ 3P, N 3P, 1 63P1+ o3P, N 03P,
T9x T T \ox® T 0xdy? T 9x0z2)  2u\0x3 | aydx? | 0z0x2

_1—V(6AP) 1 63P1+ 293P, N 03P,
—oop \ax Y 2u\ox3  0dydx?  0zox2

ou 1—1/( a3P, 93P, 63P2> 1 <63P1 93P, 63P3>

&= dy  p \dyox? + dy3 + dydz?2) 2u\dxdy? Tt 0z0y?
1 —V(a ip ) 1 ( 33p, s 93P, s 93P, fe. 331
—ou \ay 2} 2u\oxdy?  ox3 ' 0zdy?
ou 1-v[(a3P, 93P, 43P\ 1 [d%p, 093P, a3P,
& =50 = + + - + +
0z u \0zdx? 0zdy?* 0z3 2u\0xdz? 0dydz? 09z3
1—-vy/0 1 /093P, o3P, 0°P;
=—2(=ap) - + +
U \oz 2u\0xdz? 0ydz? 0z3
ou v 1—v 63P1 63P2 63P2 63P1 1 63P3
yxy:_"'_:( ) 3 T35 3T z T 72
dy 0x U dy d0x 0x0z% 0yoz u\0xdyoz
v( o3P, 03P,
+— +
u\0x20y = 0dxdy?
_(1—v><6AP +6AP) 1/ 93P, +63P2 N 03P
S\ ou J\ey !t Tox 2 u\ox2dy  0xdy?  dxdydz
ov ow 1-v[(a3P, 0d3P; 03P, 03P, 1/ 93P,
Yyz = -+ - = st o3 to25, T 2]~ 7,
0z dy U 0z dy 0x%0z Jdydx u\0xdydz
_|_K 0°P, + 0°Ps Ec.3.32
u\dy?dz 0ydz?
B (1 —V)(a AP+ 0 AP ) 1/ a3p; N d3P, N 03P,
\u 9z ° 9y *) u\oxdydz 0y2dz 0ydz>
ow u 1—v 63P3 63P1 63P3 63P1 1 03P2
Vox = —+— = +—+ + ——
ox 0z u \0x3 0z3 0xdy? 0dy?dz) u\dxdyoz

v(od3p; 03P,
+— +

u\oxdz? 0x20z
_(1—V)<6AP 6AP> 1/ 03P, N 3P, +63P3
“\ ox  ° +az ') u\ox20z * 9xdydz = 9xdz?
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Para fines de la demostracion es necesario obtener las segundas derivadas de las deformaciones ¢,,,
& Y Yxy, S€gun la Ec. 3.30, los resultados de dichas derivaciones se muestran en la Ec. 3.33.

9%, 0w 1-v 0 _ (&P 0P, 0P

dy? ~ oxdy?  u oxdy? ' 2u\ox39y? ' 9x20y3 ' 9x20y2dz

9%, v _1-v 9 _1( P N 2°P, a°Ps

dxz  0x2dy  pu 0x2dy % 2u\ox30y? ' 9x20y3 ' 0x20y2dz Fe.3.33
0y _1=v( 0 . 9 .\ 1 o°p; . 9°P, 9°P3
axdy — u \axay?~ ' T ox2ay" %) u ax oy 0x*dy3  0x*0y*0z

Posteriormente se suman las primeras dos expresiones de 3.33, el resultado de esta Ultima suma se
muestra en Ec. 3.34, de donde se puede observar que el resultado de esta suma es igual a la

. 0%y . . .
expresion para — ax; lo cual demuestra que se cumple la primera condiciéon de compatibilidad de

X
deformaciones.

0%¢e, 62£y_1—V( d P+ d AP)
dy? = 0x% 2

dxdy? APy 0x2dy

1( %P, s 9P, . a5P,
u\dx39y? 0x20y3 0x2%0y?0z

) Ec. 3.34

Ahora para demostrar que también se cumple la segunda expresidon de 3.30, se obtienen las
derivadas de la Ec. 3.35

0%, _1-v_0 ., 1 2°pP, a°p, a°Ps

dydz ~ u 0xdydz ' 2u\dx30ydz  0x20y?0z @ 0x20ydz?
Oy 1-v( 0 9 1( a*P 9*P, 9"Ps
9z U (ay(')zApl * axaz 2 u dx*dydz * 6x6y262+ 0x0ydz2

Ec. 3.35

e _1=v( 0 . AR 9*P, s 9*P, .\ 9*P, ‘
ax  p \0xdz~ * " dxdy~ °) p\ogxPayaz 0x0y20z 0xdydz’
A, 1—-v( @ d 1( a'p, a*p, a*p;
dy U <ax6yAP3 + OyazApl) u <6x26y62 * 0x0y?0z + 0x0y0z?

Posteriormente se sumas las derivadas de las tres deformaciones cortantes y se derivan respecto a
x como indica la ecuacion 3.30.

d( Ovy, OV 0 2-2v 0 1( a°p o°P a°p

9 yyz+ yzx+ Yxy _ = 1 + 2 § + - 3 . Ec.3.36

ox ox 9y 0z U 0x0yoz H\ox*dyoz 0x*0y*0z  0x*0ydz

Del desarrollo anterior se puede determinar entonces que la Ec. 3.36 se iguala con la primera
expresion de la Ec. 3.35, demostrando asi que la segunda condicién de compatibilidad de
deformaciones se cumple también.

Para el caso de la demostracion del cumplimiento de las condiciones de Beltrami-Michell (Ec. 3.37),
es necesario desarrollar expresiones para los esfuerzos en términos de la funcién P, para ello se
utiliza la ley de Hooke generalizada (Ec. 2.25), obteniendo asi la Ec. 3.38 para los esfuerzos normales
y laEc. 3.39 para los esfuerzos cortantes.

86



2
L+ Ao +55=0

a%s
(1+V)Aay+a_yzz 0
2
(1+V)Ao'z+ﬁ= 0
GERY
(1 +v)Atyy, + 353y -0
2
1 +v)Ar, + 3792 -0
2s
(1 +v)At,, + p—— 0
Dénde:

S=o0y+o,+0,

d o:p, 93P, 2%P,
Ox = 2uey + Ae = (2 - ZV)aAIﬂ - <ax3 + dx2dy + axzaz)
0 3 3
v <$AP1 + @APZ + EAPS)
d 93P, 3P, 93P,
BTG TR Mgyt <0x6y2 * ay? + ay262>
0 9 5
+v (&Al’l + @APZ + EAP3>
0 a3P; 2P, 9°P,
e gt <6x622 * dydz? AP >
+V(5§AP1+5%AP2+52ARQ
Dénde:

1-2wn /(0 P 5

ciy =) (SR DT TR T (2
xy = HVxy = v ax3 0x072 © 0ydz? Tx3y37
+ 63P1 + 63P2
\ax7ay T axay?
a 8 63P1 a3P2 83P3
= (1 - V) ( APl ax APZ) B (axzay + axayz axayaz
93P. 83P a3P. 3P 93P
vz = Wy, = (1 v)( 2, +5 3+522+ 32>_< 1)
y: 0x20z  0y0x?) \0x0ydz
+ 63P2 4 a3p3
Y d0y20z 0ydz>

=( )( AP, + aAP) 93P, .\ 93P, . o3P,
= v 2t ay ? 9xdydz = 0y?dz = 0ydz?

Ec. 3.37

Ec. 3.38

Ec. 3.39
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%P, 9%, 0°P, 0°P, 93P,
Tox = WY = (127) (ax3 "oz Taxayr T 8y262> - <8x8y62)
2%p, %P,
tv (6x622 + 6x262>

0 0 03P, d%P, 03P,
= (1= (58P + 5,07) - <6x282 * oxoyoz avaZ)
De nuevo para fines ilustrativos se demuestra el cumplimiento de las condiciones de Beltrami-
Michell tomando solo un caso de cada una de las condiciones (Ec. 3.40).

2

(1+WAgx+ 52 =0 Ec. 3.40
2s
1+ V)A‘L'xy + % =0

, . L. a%s
Asi para la primera expresion de Ec. 3.40 se calcula Ag, (Ec.3.41) y Py (Ec. 3.42), de donde se puede
determinar facilmente que la primera condicion de Beltrami-Michell se cumple.

°P, 9°P
Ao, = (— ! !

B 3Py 9°P,  3°P, 3P, 3°Ps
ax> 0x30y? 0x30z% gx'gy 0x?9y3 0x20y0z% gxtaz Ec. 3.41
Py 3Py
0x20y20z 0x%20z3
02 o°p,  9°P; %P, 9°P, 0°P, 9°P,
2 =0+v) 5 T 2 2T a7, T35 2 T3 2
ox 0 0x30y?  0x30z% 0dx*dy 0x%0y3 0x%0yoz
N 0°P; 0°P;

Ec. 3.42
0°P;

+ +

0x*dz  0x?dy?0z 0x2%0z3

Finalmente, en lo que respecta a la segunda expresion de Ec. 3.40 se deben calcular los términos
X

2
Aty (Ec. 3.43) yaa—as (Ec. 3.44), de donde se puede determinar que la segunda condicién de Beltrami-
Michell también se cumple.

( a°p,  9°P; a°P, a°P,
Atyy =

a°P, a°P,
B ax*ay  0x20y3  0x20ydz2 dx>dy? ~ 9xdy*  09x0y20z2

Ec. 3.43
_a°py  o°py 2°Py ‘
0x dydz2 0x0y30z 0xdydz3
02 0°P;  0°P 0°P, 0°P,  0°P,
=1+v) + + +
0xdy dx*dy = 0x?0y3  0x?0ydz? 0x30y? 0xdy*
0P, Oy 3 0Py Fe. 3.44
0xdy?0z% 0x30ydz? 0xdy30z 0xdydz3

elasticidad.

Con las demostraciones anteriores, queda claro que el potencial propuesto P da solucién al
problema biarménico y en consecuencia puede ser empleado para solucionar problemas de
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3.2 Solucion de los problemas fundamentales de la elasticidad usando el potencial
de desplazamientos multicomplejo

Como se menciona en la seccion 2.3 en lo que respecta a la teoria de elasticidad se contemplan dos
problemas fundamentales, el primero es aquel en que se conocen la tracciones (cargas externas) en
la frontera del dominio de andlisis y el segundo en donde se conocen los desplazamientos en las
fronteras del dominio.

A continuacidn, se presentan soluciones para los dos problemas fundamentales de la elasticidad
haciendo uso del potencial P propuesto, en donde cada componente del potencial P es biarménica
y esta dada segun la Ec. 3.19. Dada la definicidn de las componentes del potencial P, las expresiones
desarrolladas para los desplazamientos (Ec. 3.26Ec. 3.27Ec. 3.28), deformaciones (Ec. 3.31 Ec. 3.32)
y esfuerzos (Ec. 3.38Ec. 3.39), en términos de las funciones @1, @5, ©3, X1, X2, X3 quedan como se
muestra en la Ec. 3.45 para los desplazamientos, Ec. 3.46 y Ec. 3.47 para deformaciones normales y
cortantes respectivamente, asi como Ec. 3.48Ec. 3.49 para esfuerzos cortantes.

3 —4v 1
u= ( P )m(fpi) ~ (R(Z0! + 1) + a3(—2905 — x5) + a3 (2305 — x5))

3 - 41/ ! 1 = n 14 o~ =5 " n o~ =5 " 12 E . '4
v = ( )m((ﬂz) _ﬂ(m(zz(Pz +x2) + biI(—Z1907 — x1) + b3I(—Z305 — x3 )) ¢ 345
3 — 4V 1A 1 = n " o~ = n n o~ = n n
w = ( )m(‘l’s) — ﬂ (ER(Z3‘P3 +x3) + 13(=Z1907 — x1) + ¢:3(—=205 — x5 ))
5—-8v N
A ( 2u )9"1((;01
1
~ (R@o1" + 11" — a33(—05 — 2,95 — x3")
— a33(—p3 — Z305" — x5"))
5—-8v .
&, = (5 ) Rep)
Ec. 3.46

nr nr

1
~o (R@:ey +x3) — biS(—9) — z0!" — x1")

— bI3(—9f — zzey — x¥)

5—-8v N
£z=( 2,[,[ )S‘R((p3

nr

1 = nr
ey (R(z94" + x4

nr

2 j—
= ci3(—of — 7107 — xi")

—c33(—7 — 593" — x2")

Para el desarrollo de las expresiones en términos de las funciones @1, ©2, ©3, X1, X2, X3, €S
necesario el calculo de las derivadas de las componentes de P, las cuales se presentan en el anexo
7.2; cabe recordar que los elementos a;, b;, ¢; son las funciones paramétricas definidas en la Ec.
3.18.

Las ecuaciones Ec. 3.45Ec. 3.49 se presentan ya en una forma simplificada que facilita el manejo de
estas para su aplicacion en los problemas a solucionar.
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Yxy =

Vyz

Vax

Tey = a3bsR(=% + 305" + x5") — (LI(=7107" — x1") — 4,3 (~ %005
Ty, = by R(—pf + 107" + x1") — (bs3(—Z390%" — x5") — ;3 (2905

Tox = R6R(—0F + 5,05 + x4 — (a:3 (0% — x5 — 13(—Zz07"

1 1
;a3b3m(_§0é’ +Z303" +23") — m (0:3(-79Y" = 11" + a:3(~29;

1 _
= ;azczm(_fﬂlzl + 2,907 + X2

nr nr

-3+4
N (%) (B:3(91) + 3,3(9))

nr

1 1
ThieR—g + R+ )~ (ST — ) + &7
=3 +4v
() (30 + e23001))

nr nr nr

1
) - M (as3(-Z95" — 15" + 13(~Z719;

-3+4
N (TV) (a:3(9) + 1 3(e1))

Oy = G- 81/)9%(([)1,
= (REY 41" — 3R (—gf + T + 1)

_ Xé”))

- %)

_ X{l!))

— A3R(—p% + 7oy + x5)) + (AR(PY + of + @f

ay, = (5 — 8v)R(p;
— (R(@ey" + x2") — BIR(—91 + Z197" +x1")

— b3R(—@4 + Z0y + x5)) + (4)R(p} + @y + @Y

g, = (5—-8V)R(p¥
— (R(@eY + x5 — cER(—0) + z10)" + x1")

— GR(=93 + 205" + x3)) + )R] + 95 + @3

nr nr ”nr nr

+ (=3 + ) (b, 3(p}) + a,3(93))

nr nr

+ (=3 + 4)(b33(93) + 23(93))

nr Yy __ " nr

+ (=3 +4v) (a33(‘ﬂ§') + C1S((P£’))

3.2.1 Solucion del primer problema fundamental de la elasticidad

P =9, =X, =X, =0
@3 =79t 7123 +TZZ§

_ Xé”))
)

)

Ec. 3.47

Ec. 3.48

Ec. 3.49

Ec. 3.50

Para ejemplificar la solucidn del primer problema fundamental se considera como dominio una
celda hexaédrica unitaria, con esfuerzos normales en las dos caras perpendiculares al eje z
cartesiano (Figura 3.2), manteniendo el resto de las caras libres de esfuerzo.

Para determinar el estado de esfuerzos, deformaciones y desplazamientos haciendo uso del
potencial P (Ec. 3.20) se deben proponer las funciones ¢1(z1), ¢2(22), ©3(23), x1(z1), x2(22),
x3(z3) de manera tal que se cumplan las condiciones de frontera, para este caso de carga uniaxial
en un dominio simplemente conexo las funciones permiten representacién en serie de potencias
por lo que se proponen las funciones holomorfas segun la Ec. 3.50.
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Se asumen @1(21), ©2(2,), x1(z1), x2(z,), igual a cero, dado que no hay carga en las direcciones

cartesianas x,y, las cuales corresponden a las partes reales de las variables z;, z5.

En la ecuacion 3.50 hace falta definir y3(z3) esta funcion esta dada segun la ecuacién y se deriva del

hecho de que o, = 0 (Ec. 3.51).

| oz
b

Figura 3.2 Celda hexaédrica unitaria sometida a traccion normal en la frontera

0=(5-8v)R(p{
- (‘R(Z_lwi” +x1") — a3R(—93 + 293" + x3")
— a3R(—o3 + Z395" + xé”)) + (4)R(e1 + 92 +93)
0 =—aiR(—p3 + z303" + x3") + (4)R(p3)

24

De la Ec. 3.51 se puede despejar y3
x3' = @3 — 393" + (4v)p3
Integramos la anterior obteniendo

X3 = —Z303 + (4v) 3

Ec. 3.51

Ec. 3.52

Ec. 3.53

No se realizan mas integraciones de y3 ya que las expresiones de y3y y3 no son necesarias para
determinar los desplazamientos, deformaciones o esfuerzos, como se puede ver en las Ec. 3.45Ec.
3.49, mismas en las que se sustituyen las expresiones propuestas para las derivadas de las funciones
@, x; cabe resaltar que para el desarrollo de esta solucidn y soluciones subsecuentes se toman solo
cuatro valores discretos para las funciones paramétricas a;, b;, c;, con el fin de disminuir los tiempos
de cdmputo de las soluciones, dichos valores son 0, 90, 180 y 270 grados, obteniendo asi los

resultados siguientes para los desplazamientos.

32v(1 - 2v)
US——— X
32v(1 - 2v)
V=——F—T"nYy
E
32(1—2v)
=— 5

Las deformaciones normales

Ec. 3.54
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32v(1 — 2v)
=———"r

Ex E 2
32v(1 —2v) Ec. 3.55
Ey = —TT‘Z
32(1 - 2v)
&, = Trz
Las deformaciones cortantes
=0
ka__ Ec. 3.56
Yyz =0
Yzx =0
Los esfuerzos normales
o, =0
g, =0 Ec. 3.57

o0, = 32r, — 64vr,
Los esfuerzos cortantes.

T 0

S Ec. 3.58
Ty, =0
Ty =0

Estos resultados quedan en términos de los coeficientes del polinomio ¢ (Ec. 3.50), el médulo de
Young y el coeficiente de Poisson.

3.2.2 Solucién del segundo problema fundamental de la elasticidad

El segundo problema fundamental de la elasticidad es aquel en el que se conocen los
desplazamientos en la frontera del dominio, a manera de ejemplo de solucidn se considera la misma
celda hexaédrica de caso anterior, con la diferencia de que en lugar de aplicar esfuerzos sobre las
caras perpendiculares a z se aplicaran desplazamientos.

Para la solucién de este segundo problema se proponen los mismos polinomios ¢ y y que en el caso
anterior dado que se tiene un desplazamiento uniaxial y en consecuencia las expresiones resultantes
para desplazamientos, deformaciones y esfuerzos son las mismas. La diferencia en la solucién de los
problemas radica en la expresion de la cual se resuelven los coeficientes r, que para el primer caso
es de g, y en el segundo de w, que son las condiciones de frontera conocidas en cada caso.
Resolviendo para los coeficientes se tiene la Ec. 3.59 para el primer problema, la Ec. 3.60 para el
segundo vy las Ec. 3.61Ec. 3.65 para los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, del problema
unoy las Ec. 3.616Ec. 3.659 para el segundo problema.

0z Ec. 3.59

"2 = T3 64y
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7"2 =

wE

va,
Uu=——x
E
Vo,
v=—7FY
O-Z
w=—-z
E
va,
&=
va,
&="F
O-Z
SZ_E
Yay =0
Vyz_O
Yzx =0
o, =0
g, =0
0, = 0,
Ty =0
Ty, =0
T, =0
YW
u=——x
z
2%
v=-Y
w=w
YW
=
%%
&=
w
SZ:;
o, =0
g, =0
Ew
%=

32(1 — 2v)z

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

3.60

3.61

3.62

3.63

3.64

3.65

3.66

3.67

3.68
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Ec. 3.69

3.3 Solucion de problemas de elasticidad usando el potencial de desplazamiento

multicomplejo

En la seccidn anterior se presentd la solucidn de los problemas fundamentales de la elasticidad, a
continuacidn, se plantea la solucién de otros problemas de elasticidad como el del cortante puro, la

carga biaxial, triaxial o uno con condiciones de frontera mixtas.

3.3.1 Solucién del problema biaxial

Para el caso del problema biaxial (Figura 3.3) se plantean las formas siguientes para los polinomios
@y x- En este caso se consideran fuerzas aplicadas en las fronteras, en lugar de esfuerzos, ya que la
conocer el dato de fuerzas aplicadas sobre un dominio de analisis es mds comun que conocer los

esfuerzos.

s F2

Fz

Figura 3.3 Celda hexaédrica sometido a carga biaxial

Las formas propuestas para las funciones ¢1(z1), ©2(22), ©3(23), x2(22).

0, =X, = 0
2
(pl = po + plzl + pzzl
Q3 =To +riz3 + rzzg

Ec. 3.70

Para las funciones x1(z1), x3(z3), considerando que o, = 0 sera cero en este caso se pueden

obtener las expresiones de la Ec. 3.72 despejando de la Ec. 3.71.

0= — (=b2R(—0! + 710y +x1") — B3R(=0 + 7204 + 14")

Ec. 3.71
nr nr + (I?V)ﬂi(golg;ll + (pélll + (p—é’ nr n n
xi tx3d' =1 — 191" + @3 — Z3903" — (4v) (@1 + @3
x3' = (4v)(@3) + (3 — Z393") Ec. 3.72

xi' = @) (o) + (91 — Z107"
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Realizando las integrales de y1(z1), x3(23), se obtiene.

x3' = (@) (@3) + (—=Z3903) Ec.3.73
xi = @) (e1) + (=Z107)

Al sustituir las Ec. 3.70,Ec. 3.72Ec. 3.73 en las Ec. 3.45Ec. 3.49, obtenemos las expresiones siguientes
para los desplazamientos (Ec. 3.74), deformaciones (Ec. 3.75,3.76)y esfuerzos (Ec. 3.77 y 3.78) para
este caso especifico de carga biaxial.

32(p, — 1)
Uu=———x

E
96(p; + 12) Ec. 3.74
= —Ty
W= 32(p, — 7’2)2
B E
. 32(p, — 132)
&y = S —
96 (p+ 1) Ec. 3.75
gy = B —
32(p; —12)
&, = —
=0
Vay = Ec.3.76
Yyz =0
Yex =0
0y = 32p, + 64r,
g, =0 Ec.3.77
0, = 64p, + 32r,
Ty =0
Sl Ec. 3.78
Ty, =0
Tzx =0

En cuanto a la solucién aplicando las condiciones de frontera, en este caso se debe considerar que,
dado que el dato conocido son fuerzas aplicadas a las superficies y para poderlas aplicar como en
los ejemplos anteriores se deben calcular primero las tracciones, recordando que las tracciones
cumplen con la relacién.

T—F Ei 7
_A c.3.79
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Es importante recordar que las tracciones estan dadas como un vector con tres componentes, uno
en cada direccidn cartesiana, asi entonces y dado que la celda hexaédrica en estudio tiene caras con
igual drea, las tracciones en términos de las fuerzas aplicadas estan dadas por.

T.] [F./A
Tyl =|FK/A Ec. 3.80
TZ FZ/A

A su vez las tracciones se relacionan con los esfuerzos a través de la Ec. 3.81, donde las n representan
las normales a las superficies sobre las que se aplican las cargas.

Ty Ox  Txy Txz][Nx Ec 3.81
c 3.

Ty =|Tx Iy Tyz||ny

T, Tzx Tzy Oz ]||INng

Ahora los esfuerzos en términos de las tracciones se expresan como en la Ec. 3.82 yEc. 3.83, en donde
la s representa el vector paralelo a la superficie de aplicacién de carga.

s=Tn Ec. 3.82

T=T-s Ec. 3.83

Haciendo uso de las ecuaciones anteriores podemos traducir las condiciones aplicadas a esfuerzos

aplicados sobre las superficies (Ec. 3.84), forma que resulta mas conveniente segun las funciones
gue se han desarrollado para solucionar los problemas de elasticidad.

o, =F./A
gy, = 0 Ec. 3.84
o, =F,/A

Finalmente, a partir de las ecuaciones Ec. 3.77Ec. 3.84, se pueden calcular valores de los coeficientes
p2 Yy Iy (Ec. 3.85).

 —F, +2F,
b2 ="9¢ Ec. 3.85
2F, = 2F,
2T

Sustituyendo los valores de los coeficientes en las Ec. 3.74Ec. 3.78 se obtienen los resultados de
desplazamientos (Ec. 3.86), deformaciones (Ec. 3.87-3.88) y esfuerzos (Ec. 3.89-3.90) para el
problema biaxial.

_(Fx_Fz)x
T EA Ec. 3.86
_ (B+E)

EA Y
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(_Fx + FZ)Z
EA

e — (Fx_Fz)

x EA

_ (K +FE) Ec. 3.87
&= ""Ea
_ (_Fx+Fz)

&z EA

Yay =0 Ec. 3.88
yyz=0 o

Yzx =0

o, =F./A
gy = 0
o, =F,/A

Ec. 3.89

Tyy =0

Ty, =0

T, =0
3.3.2 Solucion del problema del cortante puro
Para ejemplificar el problema de cortante puro se considera una celda hexaédrica con fuerzas Fy, F,
paralelas a las caras perpendiculares a las direcciones y, z cartesianas (Figura 3.4). Para este caso se

Ec. 3.90

proponen las formas de las funciones ¢ y y presentadas en la Ec. 3.91, cabe resaltar que en estos
nuevos polinomios propuestos se plantean coeficientes complejos, esto debido a la naturaleza de
las expresiones desarrolladas para los esfuerzos y deformaciones cortantes (Ec. 3.47Ec. 3.49).

Fz

\

Fy

Figura 3.4 Celda hexaédrica bajo cortante puro

YL =X1= 0 Ec. 3.91
(»02 = (l * qo) + (l * ql)ZZ + (l * qz)Z%
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@, = (ixrg) + (i *r)zg + (i ¥ rp)25

Dadas las condiciones de carga podemos asumir que Ty, = T, = 0, trabajando con la expresion
Txy = 0 (Ec. 3.92), para determinar el polinomio x,(z;) se obtiene la expresion de la ecuacion

n = nr mnr o~ =5 mnr nr o~ n E . 392

0 = azbsR(—@3 + Z303" + x3") — (—azd(_zzfpz - X2 )) + (=3 + 41/)(‘12«5(([’2)) ¢

Ec. 3.93

nr

x2' = =207 — (=3 + 4)(¢3)

Para determinar el polinomio y3(z3) se parte de la expresién t,, = 0 (Ec. 3.94), obteniendo la Ec.
3.95.

n 5 nr nr o~ 5 nr nr o~ n E . 3-94

0 = azhsR(—4 + 2305 + x3") — (—a;3(—205" — x5)) + (=3 + 4)(a,3(9?)) ¢

nr — nr n E . 395
X3 = —Z303" — (=3 + 4v)(@3) ¢

Las Ec. 3.93Ec. 3.95 se integran para tener las expresiones necesarias para evaluar los
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos (Ec. 3.96Ec. 3.97).

Ec. 3.96

X2 = =205 — (=3 +4v)(¢3)

n — n I E . 3.97
X3 = —z3p3 — (=3 +4v)(@3) ¢

Sustituyendo las Ec. 3.7091,Ec. 3.7293, 3.95, 3.96Ec. 3.7397 en las Ec. 3.45Ec. 3.49 se obtienen las
siguientes expresiones para los desplazamientos (Ec. 3.98), deformaciones (Ec. 3.99Ec. 3.100) y
esfuerzos (Ec. 3.101Ec. 3.102).

u=20
_16(q2 +12)
v=—-—--_2"7
E
16(qy + 1)
w=—"7"""y

Ec. 3.98

Ec. 3.99

=0 Ec. 3.100
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_ 32(qy +13)

Yyz E

Yax =0

o, =0

o =0 Ec. 3.101

o, =0

Txy =0 Ec. 3.102

C. o.

7y, = 8(q2 + 13)

Ty =0

Ahora conociendo las condiciones de carga se pueden determinar las tracciones en las superficies
del cuerpo (Ec. 3.103) y posteriormente determinar los esfuerzos en las fronteras (Ec. 3.104).

=0 Ec. 3.103
T, = E,/A €2
y y
TZ:Fz/A
Tyy =0
Tys =(Fy+Fz)/2A Ec. 3.104
T, =0

Finalmente, la solucién para los coeficientes g5, r, queda.

0.015(F, + E,

g, = 0.015(F + ) Ec. 3.105
A(=0.75 + 4)
r, = -1

Sustituyendo los valores encontrados de los coeficientes se definen las expresiones finales para
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos.

u=20
_ (=0.375 4+ 0.1254 + 0.54%)(F, + F;)

v = EA(=075 7 4) z Ec. 3.106
_ (=0.375 +0.1254 + 0.54%)(F, + F,)

EA(=0.75 + A)

w

_ Ec. 3.107
g =0
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nyzo

(1 +4) ((-0.75 + A)E, + (=0.75 + A)E, ) Ec. 3.108
Vyz = EA(—0.75 + A)
Vzx =
o, =0
o, = 0 Ec. 3.109
g, =
Txy =0
_ 05F, +0.5F, Ec. 3.110
e =7
Ty =0

3.4 SOLUCION DE PROBLEMAS ELASTICOS CON UNA SINGULARIDAD

En esta seccion se abordan problemas elasticos con la particularidad de que existen singularidades
en los dominios de estudio, en especifico para ejemplificar se considera el caso de una celda
hexaédrica con una grieta horizontal pasante, con solo una punta de grieta dentro del dominio
(Figura 3.5), en modo | de carga, con una fuerza aplicada en una de las caras normales al eje z
cartesiano y la otra fija.

Fz4

Figura 3.5 Celda hexaédrica con grieta

A fin de solucionar el problema planteado haciendo uso del potencial de desplazamientos
multicomplejo desarrollado en la seccién 3.1, se deben proponer formas para las funciones ¢ y ¥,
gue consideren el manejo de la singularidad en el dominio. Para este caso se proponen de manera
inicial tres posibles formas de las funciones, una polinomial (Ec. 3.111), una exponencial (Ec. 3.112)
y otra logaritmica (Ec. 3.113).

1 Ec.3.111
@ =Sg+ 51 E

0 = 5o + 561/ Ec.3.112
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@ = 5o +5s1Log(2) Ec. 3.113

Con el fin de estudiar el comportamiento de los tres tipos de funciones propuestas, se realizé el
desarrollo de la solucién por los tres caminos, los cuales se presentan en las siguientes secciones.

3.4.1 Solucion polinomial

En este caso se proponen las funciones ¢ y y de la forma mostrada en la Ec. 3.114.

»,=x,=0
1
@, =51 TS, — Ec. 3.114
Z3
1
§03 =1 + ry—
Zy

Asumiendo u = 0, considerando que las grietas se extienden sobre el plano cartesiano yz, se
pueden obtener expresiones para las funciones y faltantes (Ec. 3.115), las cuales se integran (Ec.

3.116) para completar las expresiones necesarias para evaluar los desplazamientos, deformaciones
y esfuerzos (Ec. 3.45Ec. 3.49).

" nr

x2' =93 + 2203 Ec.3.115
124 n

x3' = @3 + 2303

X2 = 297 Ec.3.116
X3 = Zz 3

Al sustituir las expresiones anteriores en las Ec. 3.45Ec. 3.49, se obtienen los siguientes resultados
para desplazamientos (Ec. 3.117), deformaciones (Ec. 3.118-3.119) y esfuerzos (Ec. 3.120-3.121).

u=20
8(1+v)(4ryz(y? — z2) + s,(¥* + (=3 + 4v)y3z — 6y%2% + (=3 + 4v)yz3 + z%))
v= Ec. 3.117
EQ? +22)3
_ 81 +v)(dsyyz(=y* +2°) + rn(y* + (=3 + 4)y3z — 6y%2% + (=3 + 4v)yz® + z%))
w= E(y? + z2%)3

& =0

1
&y = —m8(1 + V)(—3r22(5y4 — 10y222 + 24) + Sz(3y5 +6(—1 Ec. 3.118

+ 2v)y*z — 30y3z% + 4(—1 + 2v)y?z3 + 15yz* + 2(1
- 2v)z%))
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_ 5
&, = Wél(l +v)(6s,y(y* —10y2z2 + 5z%) + r,(y® + y°(—=5 + 8v

—182) — 5y2(—6 + 2)z3 + (-3 + 2)z° — 5y*z(3 + 2)
—3yz*(—5 + 8v + 62) + 2y3z%(5 — 8v + 30z2)))

Yxy = 0
Yyz = W%(l +v)((Bry + 2(=1+v)sy)y® + 3(=2(—=1 + v)r2

+ 5s,)y*z — 2(15r, + 2(—1 + v)s,)y3z% — 2(2(—1 + v)r2
+ 15s5)y2z3 + 3(5r, — 2(—1 + v)s,)yz* + (2(—1 + v)r2
+ 3SZ)Z5)

Ec. 3.119

Yzx =0

Oy = — ESEO Y DR 4v(4(—1 + 2v)s,z(—3y* — 2y2z% + z*%) + 1, (y®
+y3(—=5+8v —182) — 5y*(-3 + 2)z + z°(3 + z) — 5y?23(6
+7) — 3yz*(=5 + 8v + 62) + 2y32%(5 — 8v + 302)))

oy = 4(8v2(y? + z2)(rpy3 + 3s,y%z — 3ryyz?% — s,23)

(=14 2v)(y? + z?)*
+ 6r,z(5y* — 10222 + z*) + s,(—6y° + 12y*z + 60y322
+ 8y2z3 — 30yz* — 4z°) + 12vs,(y° — 3y*z — 10y32?
— 2223 + 5yz* + z%) + vry(y® — 5y%(—18 + 2)z3 + (-9 Ec. 3.120
+ 2)z°% — 5y*2(9 + z) — 3yz*(—5 + 62) + 10y3z2(1 + 62)
—y°(5 + 182)))

T (8s,((—3 + 6v)y> + 6v(—1 + 2v)y*z + 30(1

%z = (—1+2v)(y%*+z
—2v)y3z2 + 4v(—1 + 2v)y2z3 + 15(—1 + 2v)yz* + 2(1
—2v)vz®) + 41, (-1 +v)y® + (=1 +v)y®(—5 + 8v — 182)
—2(—=1+v)y3(-=5+8v —302)z2 — 5y%(6 + v(—18 + 2)
—2)z3+ 34+ v(-9+2) —2)z° - 3(—-1 +Vv)yz*(-5+ 8v
+62) —5y*z(—-3—z+v(9 + 2))))

Tey =0
Tyz = MB(Sz(Z(—l +v)y® + 15y*z — 4(=1 + v)y°z? — 30y°z Ec. 3.121
— 6(=1+v)yz* +32°) + r,(3y° — 6(=1 +v)y*z — 3032
— 4(=1 +v)y?z3 + 15yz* + 2(—1 + v)z%))
Tz =0

Aplicando las condiciones de frontera y resolviendo para los coeficientes desconocidos se obtiene

n=(-14+2VWEyWy -2z +2)@*+ 2z)H/QAA(-72 + v(174
+5v(=5+ )y z* + 2y3 (93 + 2v (v (-5 + 4v)
+3(-36+12) —62)z°+2(1 —-2v)vz’ +

6y7z2(13 + 2v(—14 + v(-5 + 4v) — 2) + 22) +
y8z(19 — 62v + 52v2 — 36 (-1 + v)z) +

Ec.3.122
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y9(-3 -2z +2v(3 + 2)) +
yz8 (=21 + 2z — 2v (=21 + 2v (-5 + 4v) + 2)) +
y2z7(75 — 36z + 4v(—61 + 50v + 92)) +
y*2z5(=55 + 156z — 4v (—49 + 44v + 392)) +
y6 23(4v (95 — 82v + 392) — 3(37 + 522)))

S;=(—1+2V)E, (2 4+ z5)*(y* + (-3 + 4v)y3z — 6y22z%2 + (-3
+4v)yz® + 29)/(BA(4 (=72 + v (174 + 5v (=5
+ 4v)y5z* + 2393 + 2v(v(=5 + 4v) + 3(-36
+2) —62)z+2(1 -2v)vz® +
6y’ 2z2(13 + 2v(—14 + v (-5 + 4v) — 2z) + 22) +
y8z (19 — 62v + 52v2 — 36 (-1 + v)z) +
y°(-3 - 2z+2v(3 + 2)) +
yz8(=21 4+ 2z — 2v (=21 + 2v (-5 + 4v) + 2)) +
y22z7(75 — 36z + 4v (=61 + 50v + 92)) +
y*z5(=55 + 156z — 4v (=49 + 44v + 392)) +
y6 23 (4v (95 — 82v + 392) — 3 (37 + 522))

Los valores obtenidos para los coeficientes se sustituyen en las Ec. 3.117 a 3.121, sin embargo, los
resultados completos no se muestran en esta seccidn debido a la longitud de las expresiones.

3.4.2 Solucion exponencial
Para este caso se proponen las funciones ¢ y y de la forma mostrada en la Ec. 3.123.

(plz)(l:()

@, =51+ s,el/% Ec. 3.123

q03 =r+ rzel/zz

Asumiendo u = 0 considerando que las fracturas se extienden en longitud sobre el plano cartesiano
yz, se pueden usar las expresiones para las funciones y faltantes como en la Ec. 3.115 y 3.116. Al
sustituir las expresiones anteriores en las Ec. 3.45Ec. 3.49, se obtienen los siguientes resultados para
desplazamientos (Ec. 3.124), deformaciones (Ec. 3.125-1.126) y esfuerzos (Ec. 3.127-1.28).

u=20
v=(1/(EQ* + z°)")4 (1 + v) (#/07+)
S, 2ye+ 2(-3+4v)y z+5y*(1 —22)z +
4(=3 +4v)y3z3 + 2(-3 + 4v)yz>— 10?23 (1 + 2) +
25 (1 + 22)) Cos[y/(y? +z2)] + e@*+2%)
s,°(-1+ B —-4v)y) +8y°z +
Y210+ B3 —-4v)y)z2 + y(=5+ (-3 + 4v)y)z* —
8yz5 + (=3 + 4v)z) Sin[y/(y% +z2)] + eO/0*+2%) Ec. 3.124
 (z(5y* + 8y5 — 10y%2 2% + z* — 8yz*) Cos[z/(
Y2+ 2]+ A +2y) —10y3 (1 + y)z? +
51 — 2y)yz* + 22%) Sin[z/(y? + z2)]))
w=(1/(A Q%+ z))4 (1 + v) (/07 +Y)
s, y(@* (1 —82) — 10y?z% + z* (5 + 82)) Cos[y/(v? + z%)] +
e@/ 0 +2)5, (298 + 5y* (1 — 22)z — 10y223 (1 + 2) +
Z5(1 + 22)) Sin[y/(y? +z2)] + eW/0*+2%)
(A +2y) +2(-3+4v)y5z — 10y"3(1 + y)z% +
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4(-3+4v)y323 + 51 — 2y)yz* + 2(=3 + 4v)yz5 + 22%) Cos[z/(y? + z?)]
+ (-3 +4v)y® —8y°z+8yz> +2z°(-1+ 3z — 4v2z)
+v223(10 + 3z — 4vz) + y*z (=5 — 3z + 4v2))Sin[z/(y?

+ z9)])

& =0

z
gy = (1/(EG* +2)°)4 (1 + v) (e77+77)

s, (=6’ +8(1 —2v)y* 2 + 2(-1 4+ 2v)22(1 + 22) —
8(—1+2v)y'2(1 + 42) —2(-1 + 2v)y* (-1 + 62) —
4(-1+2v)y*2*(5+62)+ 7y G+ 122) +
21y 22(-1+4zQ1 +2) +y (1 +12z(-3 + 42)) —

z
yz° (7 + 6z(6 + 52))) Cos[y/(y* +22)] — ey?+z?%)
s;((4—8v)y +8(1 —2v)y'z+8(—1+ 2v)y 22 (-1 + 32)
+4(-1+2v)y7 (2 +32)+8(—+ 2v)y*2° (1 + 42)
+ 6y (-1 +52)+7yz(-1+122) + 7»*2 (5
- 1224 +27 A+ 6z(1 +2) —3y* 22 (7 + 4z(7

y
+ 42))) Sin[y/(* + )] + er*+7%)

O +6y(6+5y)—7yG+12y)22 —
21y (-1 +4y(AQ +y)2+ (-1 +12@B —4y)y) £ +
62°) Cos[z/(* + )]+ " A + 6y + ) —
3y (7T +4y (7 +4y)22+ 7y (5B —12y) 2 +
7y(—1 4+ 12y)z° + 6 (-1 + 5y) z"8) Sin[z/(* +z9)]))

e, =1/(E (G +2)°)2(1 +v) (2 eyzizz)
;969 —7y*2*(5+122) + y*(-1 + 123 — 42)z) —
219* 22 (-1 +4z(1 + 2)) + (7 + 6z(6 + 52))) Cos[y/(

z
24+ )] + 2ev*+2%)s, (698 (=1 + 52) + 7y°z (-1 + 122)
+ 7y 6B -1222) +27 0 +6z(1 + 2)) — 3y*2° (7
y

+ 4z (7 + 42)) Sin[y/(* +2)] + e¥**+2)r, (0* (=5
+8v+y)1+2y)—yT+4yA1+9y@2 + )z
-2y (10 + 16v+y@ +3y)22+ y* (35 + 4y (@35
+6y(7 +2y)7 —
2y* (=25 +8v(5+ 6y) + y(—23 + 14y))*+
7y (-3 +4y(A +6y(1 + y)z —
4y (-54+8v(1 +4y)+y(-20+7y)z+ (1 +
4y (=7 + 6y(-3 +2y))7 + (-5 +
v(8 —48y) + 35 — 6y)y)2® — 36y2° + 229 Cos|
zZ/(F+ D] - A +yA+6yd+y)+
y (=20 + 16v (2 + 3y) + y(—25 + 8y))z —
vy’ (21 + 2y(56 + 84y + 39y72))z* +
4y (-5+4(-5+y)y+8v(d + 4y)2 +
7y3(5 + 10y — 12}/"‘3)24 +
2y*(10 — 37y + 16v (-1 + 33/))25 =+
7y(-1+4yR2 +3y@2 + y)) =z —
4y (-5 +8v + 2y + 4y*2)7 + (-5 +
6y(—2 + 13y) 2 + (11 — 16v — 8y) 2 —
6 2'%) Sin[z/(y* + 29)]))
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nyzo

Z
Vyz = (1/(E (2 + z9)®)8 (1 + v) (e¥*+2%)
s;(4(-1 +v)y2+ 8(-1 +v)y’z —
4(-1+v)yz’(2+32) —8(-1+v)y3z°(1 + 42) +
6y (-1 +52) + 7y%z (-1 + 122) +
8y°z3 (-1 +v +3z—-3vz) +7y*2z3(5 — 122%) +
z7(1 4+ 6z(1 + 2) — 3y%z5(7 + 4z(7 + 42))) Cos[y/(
z

y% +22)] + e¥*+2%)s, (=6y° + 8(—=1 + v)y?z® — 2(-1 +v)z8 (1
+22) +8(-1+v)y®z2(1 4+ 42) + 2(-1 +v)y8 (-1
+62)+4(-1+v)y*z*(5+62) + 7y3z*(5 + 122) +

21y522 (-1 + 4z(1 +2) +y" (1 + 12z (-3 + 42)) —
yz® (7 + 6z (6 + 52))) Sin[y/(vy? + z?9)] +

y
ey 2%, (07 (L + 6y (1 +¥) — 4 (-1 +v)y" (2 +3y)z —3y°(7
+ 4y (7 + 4y))z% -
8(-1+wy (A +4y)z3 +7y3(5 — 12y?)z* -
8(-1+v)y3(-1+3y)z°+7y(-1+ 12y)z°% +
8(—1+v)yz” + 6(—1+ 5y)z8 + 4(—1 + v) z°) Cos[z/(
y2+z)]1+ (—2(-1 +v)y2(1 + 2y) —
y8 (7 + 6y (6 +5y)z + 8(—1 +v)y®z? +
7y*G5 +12y)z23 +4(-1 +v)y*(5 + 6y)z* +
21y2 (-1 +4y(1 + y)z° +
8(—1+v)y2(1 +4y)z° + (1 + 12y (-3 + 4y))z” +
2(-1 +v) (-1 + 6y)z8 — 62°) Sin[z/(y? + z?)]))
Yex =0

oy = (1/(y* +2z%)°)2v (-4 eyzizz)
s,(2 +z9)2(y*(1 —62) +z* (1 + 22) — 2y%2z%(3

+ 22)) Cos[y/(y? + z?)] + 8er?*+7%)
V(Y2 4+ 292 (—y* + 2y%2 (-1 + 2)z + z3(2 + 32)) Sin|

y
v/ + 23] + (1/(-1 + 2v))ey*+2*)r, ((-2y'° + y° (9 — 16V
+ 362) + 2y°z3 (14 + (-23 + 48v — 842) 7)
+ 4y375(35 + 4 (=5 + 8v — 32)2) + y*2% (35 — 50z
+ 80vz + 2823 +y83(5 —8v + 62 (2 + 2))
+
+

4y7z(7 4+ 2z(—1 + 62) + yz' (—44 + z (=35
48v + 362)) + y6z (-7 + 4z(-5 + 8v + 7 (-6
2)z)) +z’ (1 —z(-5+ 8v +2z(6 + 2))) +
y2z5 (=21 + 2z(—10 + 16v + 3z (28 + z2)))) Cos[z/(
y2 +2z3)] + (6y1° +8y%z +
4y%2z2 (14 + (=20 + 32v — 212)2) +
z8(7 + (11 — 16v — 62)z2) +
2y225(-=56 + z(—4 + 392)) +
y52z2 (21 + 4z(-5 + 8v + 422)) +
2y*z* (35 + z (=37 + 48v + 422)) —

Ec. 3.126
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y8(5 + z(25 — 48v + 782)) +
y32z*(—35 — 4z (-5 + 8v — 42z + 42z%) +
yz® (7 —4z(-5+8v +2z(9 + 2))) +
y' (=1 + 4z(-5+ 8v + 2z (-9 + 22))))Sin[z/(
y*+2z3)D)
oy = ! (4(—1+2v)eyzizzs (—6y° —8(—1 +v)y?z®
YT (=14 2v)(y? + z2)8 270y y

+2(—1+v)z8(1 + 22) — 8(—1 +v)y®z2(1 + 42) — 2(—1

+v)y8(—1+ 62) — 4(—1 +v)y*z*(5 + 62) + 7y3z*(5 + 122)

+21y522(-1+4z(1+ 2)) + y7 (1 + 12z(-3 + 42)) — yz°(7
zZ

+62(6 + SZ)))COS[#] —4(—1 4 2v)eyT s, (—4(—1

+v)y? —8(—1+v)y’z+8(—1 +v)y°z3(—1+32) + 4(-1
+v)yz7(2+32) + 8(—1 +v)y3z5(1 + 42) + 6y8(—1 + 52)
+ 7y%z(—1+122) + 7y*2z3(5 — 12z%) + z7(1 + 6z(1 + 2))

_y
—3y275(7 + 42(7 + 4Z)))Sin[}#] 2677427, ((—vyB (=5

+8v+y)(1+2y) +y°(—2(7 + 6y(6 + 5y)) + v(21 + 4y(29

+ 33y + 9y?)))z + 2vy°(—10 + 16v + y(4 + 3y))z?

— y*(—=14(5 + 12y) + v(105 + 4y (77 + 6y(7 + 2y))))z3

+ 2vy*(=25+ 8v(5 + 6y) + y(—23 + 14y))z* — 7y%(6

—24y(1+y) +v(-9 + 4y(7 + 6y(2 + y))))z° + 4vy?(-5

+8v(1+4y) +y(—20 + 7y))z® + (2 + 24y(—3 + 4y) —v(3

+4y(=25+ 6y(1 + 2y)))z” + v(5 + y(—35 + 6y) + 8v(—1
Z

+ 6y))z8 + 12(—1 + v + 3vy)z® — 2vz1%)Cos| zz] + @’

+6y(1+y)(—-2+v(B+y))+vy’ (=20 + 16v(2 + 3y)

+ y(—25+ 8y))z + y°(42 — 63v + 24y(7 + 4y) — 2vy(140

+ 3y(44 + 13y)))z? + 4vyS> (-5 + 4(-5+ y)y + 8v(1

+ 4y))z3 + 7y3(—10 + 24y? + v(15 — 2y (-5 + 6y(2
+y)))z* + 2vy3(10 — 37y + 16v(—1 + 3y))z° + 7y(2 — 24y
+v(-3+4y(8+3y(2+7))))z° —4vy(-5+ 8v + 2y
+4y2)z7 + (12 — 60y + v(—17 + 6y(8 + 13y)))z8 + v(11

— 16v — 8y)z° — 6vz19)Sin| D)

v+

y2+Z2
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1 z
= —4(—1 + 2v)ey*+z%5,(—6y° 8(1—
1+ 202+ 22)6( (=1+ 2v)e s,(—6y° + 2vy®(1 — 62)
— 8vy2z° 4+ 2vz8(1 + 22) — 8vy®z2(1 + 4z) — 4vy*z*(5 + 62)
+ 7y3z4(5 + 122) + 21y5z2(-1 + 4z(1 + 2)) + ¥y (1

+122(=3 +42)) = y2°(7 + 62(6 + 52)))Cosl3—]

Oy

+4(-1

VA
+ 2v)ey*+7z%s,(—4vy® — 8vy’z + 8vy°z3(—1 + 32) + 4vyz’ (2
+32) + 8vy3z°(1 + 42) + 6y8(—1+ 52) + 7y%z(—1 + 122)
+ 7y*z3(5 — 12z%) + z7 (1 + 6z(1 + 2)) — 3y?z°(7 + 4z(7
y

+ 4z)))Sin[ ZZ] + 2e?+2%,(((=1 + v)y®(=5 + 8v + y)(1

+2y) + yo(7 + 4y(11 + 9y(2 + y)) — v(21 + 4y (29 + 33y

+9y9)))z —2(—1+v)y®(—10 + 16v + y(4 + 3y))z?

+ y*(—35 — 4y (35 + 6y(7 + 2y)) + v(105 + 4y (77 + 6y(7

+2y))))z3 — 2(—1 +v)y*(—25 + 8v(5 + 6y) + y(—23

+ 14y)z* + 7y2(3 —4y(1 + 6y(1 + y)) + v(—9 + 4y(7

+6y(2 +¥))))z> — 4(—1 +v)y?3(—=5 + 8v(1 + 4y) + y(-20

+ 7y))z® + (=1 + 3v + 4(7 — 25v)y + 24(3 + v)y? + 48(—1

+v)y3)z” — (=1 +v)(5 + y(=35 + 6y) + 8v(—1 + 6y))z8
z

— 120 +3(-1+v)y)2° + 2(-1 +v)z")Cosl 7]

+(—y’A+6y1+y)(-1-y+v@+y) - (-1

+v)y7 (=20 + 16v(2 + 3y) + y(—=25 + 8y))z + y>(—21 + 63v
+56(—2 +5v)y + 24(—7 + 11v)y? + 78(—1 + v)y3)z?
—4(-1+v)y> (-5 +4(=5+y)y + 8v(1 + 4y))z3 + 7y3(5

+ 10y — 12y3 + v(—15 + 2y(=5 + 6y(2 + ¥))))z* — 2(—1
+v)y3(10 — 37y + 16v(—1 + 3y))z°> — 7y(1 — 4y (2 + 3y (2
+v)) +v(-3+4y(8+3y(2+¥))))z® + 4(—1 +v)y(-5 + 8v
+2y +4y)z” — (5—17v + 12(1 + 4v)y + 78(—1 + v)y?)z8
+ (-14+v)(—11 + 16v + 8y)z° + 6(—1

+V)zi0)sinf i )

v+

Try =0 Ec. 3.128
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zZ
Ty, = m(4ey2+2252(4(—1 + 1)y +8(—=1+v)y’z— 4(—1+v)yz’ (2

+32) — 8(—1+v)y3z°(1 + 42) + 6y8(—1 + 52) + 7y®z(—1
+122) + 8y°z3(—1+v + 3z — 3vz) + 7y*z3(5 — 1222)

+z7(1 4 6z(1 + 2)) — 3y?z>(7 + 42(7 + 4z)))Cos| ]

y2 + ZZ
_Zz

— 4ey?+z%5,(6y° — 8(—1 4+ v)y?z°% + 2(—1 +v)z8(1 + 22)

—8(—=1+v)y®z%2(1 + 42) — 2(-1 +v)y8(—1 + 62) — 4(—1

+v)y*z*(5 + 62) — 7y3z*(5+ 122) + y7 (-1 + 12(3 — 42)z2)

—21y°z2(—1 + 4z(1 + 2)) + yz°(7 + 6z(6

. y 2
+ 52)))Sln[m] + 4e¥3+ 2%, ((y7 (1 + 6y(1 + y)) — 4(—1

+v)y7(2 +3y)z — 3y>(7 + 4y(7 + 4y))z? — 8(—1 +v)y°(1
+4y)z3 + 7y3(5 — 12y?)z* — 8(—1 + v)y3(—1 + 3y)z>
+ 7y(—1+ 12y)z% + 8(-1 +v)yz” + 6(—1 + 5y)z® + 4(—1
Z
+ v)zg)Cos[m] + (—2(-1+v)y®(1 + 2y) — y°(7 + 6y(6

+5y)z+ 8(—1+v)y®z%? + 7y*(5 + 12y)z3 + 4(—1 + v)y*(5
+6y)z* + 21y%2 (-1 + 4y(1 + y))z® + 8(—=1 + v)y?(1 + 4y)z®
+(1+12y(-3+4y))z” + 2(-1 +v)(—1 + 6y)z8

— 62°)Sin[———]))
y2 _|_ ZZ

T, =0
Aplicando las condiciones de frontera se puede resolver para los coeficientes desconocidos, los
resultados para los coeficientes y su posterior sustitucién en las Ec. 3.117 a 3.128 no se muestran

dado que son muy extensos.

3.4.3 Solucion logaritmica
Para este caso se proponen las funciones ¢ y y de la forma mostrada en la Ec. 3.129.

$,=x,=0
Y, =51+ saLog[zs]
Q=11+ r,Loglz,]

Ec. 3.129

Asumiendou = 0 considerando que las fracturas se extienden en longitud sobre el plano cartesiano
yz, se pueden usar las expresiones para las funciones y faltantes como en la Ec. 3.115 y 3.116. Al
sustituir las expresiones anteriores en las Ec. 3.45Ec. 3.49, se obtienen los siguientes resultados para
desplazamientos (Ec. 3.130), deformaciones (Ec. 3.131-1.132) y esfuerzos (Ec. 3.133-1.134).

u=20
4(1+v)((—3 + 4v)s,y3 + 3(1ry — 52)v%z + (=3 + 4v)s,yz% + (=1, + 55)23)
v - Ec. 3.130
E(? +22)
A+ = 5)y? + (=3 + 4r2y?z + 3(=1, + 55)yz% + (=3 + 4V)r2z3)
- E(y? + z%)?
£, = 0 Ec. 3.131
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8+ -2+ (=1 + 2v)s,y% — 4(r, +5,)yz + (=1 + 2v)s,2%)

gy E(yz +ZZ)3

£, = EZ(I +V)(—ry* (=5 +8v + y) + 2y3(8s, + r2(4 + 5y))z + 2r,y3z*
— 4y (4s, + r,(2 4+ 5y))z3 + r,(—=5 + 8v + 3y)z* + 2r,z%)

Yxy = 0
C16(1+V)(r, + ) (=y* +2(=1+V)y3z + 6y%2° + 2(=1 +V)yz® —z*)  fc 3132
- E(y*+2z%)°

Yex =0

yz

1
= 5
oy = CiT )07 1277 2v(—4(—1+ 2v)s,(y* — zH) + r,(y° + y*(—5 + 8v
—10z) — 2y3(—4 + 2)z + 20y?z3 + (5 — 8v — 22)z* — yz3(8
+ 32)))
1
Oy = (_1 + 2V)(y2 + Z2)3 (8(_’)/ - Z)(y + Z)(Szyz + 4(7'2 + Sz)yz + SZZZ)

+16v2(r, +5) * — 2*) + 2v(—4s,(y —2)(y + 2)(By* + 8yz  £c.3.133
+322) +r,(y° + 20y223 — 3y(—-8 + 2)z3 + (5 — 22)z*
—2y3z(12 + z) — 5y*(1 + 22))))

0, = — EESOIEYDL 2(4(—=1+ 2v)s,(y — 2) (v + 2)(—4yz + v(y?
+22) +r,((=1 +v)y® + (=1 + v)y*(=5 + 8v — 10z2)
+20(—14+v)y?z3 — (-1 +v)z*(=5+ 8v + 22) + yz3(-8
—3v(—8+2)+32) +2y3z(4 + z —v(12 + 2))))
Tyy =0
8(r, +5) " —2(-1+v)y’z — 6y*z® — 2(-1 +v)yz> + z%) Ec. 3.134
Tyz = (72 + 22)3
Ty =0

Aplicando las condiciones de frontera y resolviendo para los coeficientes desconocidos se obtiene

r,=—(((-1+ 2V)E @* + z9)"3(° -
3yz2)/RAW' (5 —y +v(—-17 + 16v + y)) +
2y°(12 + v(-22 + 4v (-5 + 4v) —5y) + 5y)z +
y5 (=63 + v (211 — 176 v — 5y) + 5y)z% +
2y*(—48 + 2v (59 + 2v (-5 + 4v)) + 25(-1 + v)y) z3 +
y3 (-5 -3y +v(17 — 16v + 3y))z* +
2y2(36 + 31y — v (90 + 4v (-5 + 4v) + 31y))z° +
y (63 — 211v + 176 v? + 9(—1 + v) y) z° —
20 (6 + 4v(=5+ 4v) — 3y) + 3y)z7)))
s, =—(((-1 + 2V)E, (v + z)"3(y3+ (-3 + 4v)y?z —
3yz2 + (-3 + 4v)z3)/RAWG' (G —y +
v (=17 + 16v + y)) +
2y%(12 + v (=22 + 4v (-5 + 4v) —5y) + 5y)z +
y° (=63 + v (211 — 176 v — 5y) + 5y)z% +
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2y*(—48 + 2v (59 + 2v (-5 + 4v)) + 25(-1 + v)y) z3 +
y3(-5 -3y +v(17 — 16v + 3y)) z* +
2y2(36 + 31y — v (90 + 4v (-5 + 4v) + 31y))z° +
y (63 — 211v + 176 v? + 9 (-1 + v) y) z® —
20v(6 +4v(-5+4v) —3y) +3y)z7))

Los valores obtenidos para los coeficientes se sustituyen en las Ec. 3.117 a 3.135, sin embargo, los
resultados completos no se muestran en esta seccion debido a la longitud de las expresiones.

3.5 Calculo de laintegral J

Como se menciona en la seccidn 2.4.5, la integral J; para el caso plano, se deriva de una integral de
linea con independencia de la trayectoria, dada la naturaleza de la integral J esta se puede aplicar
de manera natural a la solucion de problemas de fractura haciendo uso de funciones de variable
compleja, aplicando la férmula integral de Cauchy (2.2.3), el cdlculo de residuos (2.2.5) y las series
de Laurent (2.2.4).

Para realizar el calculo de la integral J en un caso tres dimensional en analogia al caso plano (2.4.5),
se parte de una integral de superficie la cual resulta dificil de evaluar, como alternativa se puede
partir de una integral de volumen la cual resulta mdas simple de evaluar y se puede aplicar a
problemas estaticos o dinamicos, con respuestas elasticas, plasticas o viscoelasticas.

Asumiendo ausencia de cargas térmicas, deformaciones plasticas y tracciones en las caras de las
grietas, asi como cargas de cuerpo nulas en el volumen de integracidn, se tiene la forma general de
la ecuacién 2.158, para que esta ecuacién nos permita un mejor tratamiento numérico del problema
sefijala atencidn en un punto especifico t sobre el frente de grieta de una grieta plana en un dominio
tres dimensional, sobre dicho punto se define un marco coordenado de referencia con x, en
direccidn normal al frente de grieta, y, normal al plano de grieta y z, tangente al frente de grieta
(Figura 3.6).

\\\l/ / il

Figura 3.6 Cilindro alrededor del frente de grieta
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A partir del punto ¢y sumarco coordenado asignado se construye un cilindro de longitud AL y radio
1y que rodea al frente de grieta (Figura 3.6), asumiendo condiciones cuasi estaticas se puede definir

un valor ponderado promedio (]) de J sobre el segmento AL del frente de grieta como se muestra
en la ecuacion

i = [ Jenadn = lim | [Uydy; = ] ans
AL 1020 Jg,

Donde: Ec. 3.136
J(n) — Valor punto a punto de |

S = Area de la superficie del cilindro

q — Funcién de ponderacion

El integrando de la ecuacién anterior se evalla respecto al marco coordenado local definido para ¢,
en donde ademas la funcidn de ponderacién q se interpreta como el avance virtual de la grieta a lo
largo del cilindro, partiendo de cero en los extremos. Si ahora se construye un segundo cilindro de
radio r;alrededro del frente de grieta serd posible calcular el valor promedio ponderado de J sobre

una superficie cerrada (Figura 3.7), en analogia al contorno simple cerrado del caso dos dimensional
(Ec. 3.137).

Figura 3.7 Superficie cerrado sobre el frente de grieta

JAL = J Gjruks — Uyb1;| qm;dS —f [o2xur1] qdS
so+sl[ ! ilam; S b Ec. 3.137
Donde:

m; = Normal hacia afuera de la superficie

En la figura 3.7 se puede observar que se define una superficie cerrada con las superficies Sy, S1, S4
y S_, siendo las ultimas dos las superficies de la grieta encerradas por las superficies del cilindro de

radio mayor si se asume que las superficies de la grieta estan libres de traccion entonces la ecuacion
3.137 queda como.

= Ec. 3.138
JAL = f [ojxus — Uydyj] qm;dS ¢
So+S1
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Si se aplica el teorema de divergencia a la Ec. 3.138 y recordando que se asume un dominio libre
fuerzas de cuerpo, tracciones en las superficies de la grieta y deformaciones térmicas, se obtiene la
expresién de la ecuacion 3.139 denominada integral de dominio.

_ dq Ec. 3.139
]AL = f [O-]‘kukl - Uv61]]a_dv ¢
% Xj

Para una representacion general de J se puede omitir el factor g, el cual resulta conveniente cuando
se realizan aplicaciones con elementos finitos, sin embargo, dada la naturaleza del método aqui
propuesto se puede omitir sin pérdida de generalidad. Ademas, se puede indizar J, haciendo
referencia a las distintas direcciones disponibles para el espacio tres dimensional propuesto (Ec.
3.140).

_ 1

Ec. 3.140
Jn = f [ojxcttrs — Uy ;] av
AL ),

Considerando que el desarrollo de las soluciones de los problemas de elasticidad aqui presentados,
estdn en términos de variables complejas, es posible emplear las herramientas presentadas en las
secciones 2.3 y 2.6 para el célculo de la integral J (Ec. 3.140), de modo que el valor de la integral
alrededor de la singularidad del dominio se puede conocer evaluando el residuo del integrando. Los
valores obtenidos de este cdlculo se presentan en la seccion 4 “Implementaciéon computacional”.

3.6 SOLUCION DE PROBLEMAS ELASTICOS CON MULTIPLES SINGULARIDADES

En la seccién 3.4 se presentd la solucién de problemas eldsticos con una singularidad en analogia a
un problema de una celda hexaédrica con una grieta horizontal pasante, en la presente seccion se
muestra la soluciéon de problemas eldsticos en los cuales existen al menos dos singularidades, las
cuales se pueden interpretar de nuevo como las puntas de grietas pasantes sobre celdas hexaédricas

3.6.1 Problema con dos singularidades

Se resuelve un problema considerando dos singularidades, con una distribucidn y bajo una condicidn
de carga como la que se muestra en la Figura 3.8. Para tal caso se proponen las funciones ¢ y y de
la forma mostrada en la Ec. 3.12941, se propone una forma logaritmica para la soluciéon dado que
resulta ser la que mejor se ajusta al problema. La ubicacién de las distintas singularidades en el
dominio se define sumando o restando un escalar a z3 para corrimiento en z y z2 para corrimiento
eny.

¢, =x,=0
@, = 51+ 53(Log[zz — 0.2] + Log[z3])
Q=11+ r2(Loglz;] + Log(z,])

Ec. 3.141
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Asumiendo u = 0 considerando que las fracturas se extienden en longitud sobre el plano cartesiano
yz, se pueden usar las expresiones para las funciones y faltantes como en la Ec. 3.115 y 3.116. Al
sustituir las expresiones anteriores en las Ec. 3.45Ec. 3.49, se obtienen los siguientes resultados para
desplazamientos (Ec. 3.13042), deformaciones (Ec. 3.13143-1.144) y esfuerzos (Ec. 3.13345-1.146).

F;

.

Figura 3.8 Celda hexaédrica con dos singularidades

u=0
8(=3+v+4v2)y(0.02 + y2 + (—0.2 + 2)2)

+s2( (0.04 + y2 + (=04 + 2)2) (2 + 29)
12(1+v)z -16+12z+v(—-1.6 +12z2)

* +2%)? ) (0.04 +y2 + 2(—0.4 + 12))2
4.z(4y?z%(0.04 + (—0.4 + z)z + v(0.04

1 8(1+v)rz(=3y* +27)
V= E( (y?% + z2)2

+y%(

(¥2 + (=0.2 + 2)2)2(y2 + z2)2
+ (0.4 + 2)z)) + 2y*(0.02 + (—0.2 + 2)z + v(0.02 + (0.2 + 2)2))
+ 222(0.0008 4 z(—0.016 + z(0.14 + (—0.6 + z)z)) + v(0.0008 + z(—0.016 Ec. 3.142
+2(0.14 + (=0.6 + 2)2)))))))

- - 34 (— 2, _ 24 (_ 3
w E(y2+zz)2( 81+ v)nn(y® + (=3 +4v)y*z —3yz* + (=3 +4v)z°)
1

+ 004 752+ (04 % )22 s27((8 + 8v)y® + y*(0.16 — 8.z2 + v(0.16

—822)) + y2(0.0064 + z(—0.128 + z(—0.32 + (12.8 — 40.2)z)) + v(0.0064
+2(—0.128 + z(—0.32 + (12.8 — 402)z)))) + z2(—0.0192 + z(0.384
+2(—3.04 + (12.8 — 242)2)) + v(—0.0192 + 2(0.384 + z(—3.04 + (12.8

— 242)2))))))
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&

_ 1 641 +v)ry(y — 2)2(y + 2)

T E
+ 5,(

(yZ + 22)3

(2 + (—0.2 + 2)?)3(y? + z?)3

32y((y? + (—0.2 + 2)?)32z8

SV N

+v(y?+ (=0.2 + 2)?)323 — 0.002(y? + z%)3 — 0.002v(y? + z%)3 + 0.06z(y? + z?)3
+ 0.06vz(y? + z%)3 — 0.4522(y% + 2%)3 — 0.45vz2(y? + z2)3 + z3(y? + z?)3

+vz3(y? +22)3) +y3(—

32(+v)z| 48 +v(48 —32.2) 32z
(y?+22)3 (004 +1.y?2+2z(—-04+ 1.2))3

, 32(-05+v(05 + v))y2(0.0008 + y* + y2(0.04 + z(—0.4 + 2.2)) + z(—0.0164 + z(0

&z = E(y? + z?)3

Vyz

- E(y?+ z?)

(0.04 + y? + (=04 + 2)2)?(y? + z2)?
+ (y22%(1.28 + 2(~12.8 + 322) + v2(—2.56 + (25.6 — 642)z) + B(—1.28 + (12.8 — 322

+5y)z3 + (=5 + 8v + 3y)z* + 2z°)
1

* (0.04 +y?2 4+ (—0.4 + 2)2)3

A+ v)r,(—y*(-5+8v+y) + 2y3(4 + 5y)z + 2y3z%2 — 4y(2

S,(y2(—4.8 + 64z + v(—4.8 + 642))

+52(0.1536 + z(—2.88 + (13.44 — 9.62)z) + v(0.1536 + z(—2.88

+ (13.44 — 9.62)2))) + y7(0.064 + z(1.92 + z(—38.4 + 1282))

+v(0.064 + z(1.92 + z(—38.4 + 128.2)))) + y32(0.002048

+2(—0.06144 + z(0.6144 + z(—1.8559 + z(—9.6 + (76.8 — 1282)z))))
+v(0.002048 + z(—0.06144 + z(0.6144 + z(—1.8559 + z(—9.6 + (76.8
—128.2)2)))))) + yz3(—0.002048 + z(0.06144 + z(—0.768 + z(5.184

+2(—21.12 + (52.8 — 64.2)2)))) + v(—0.002048 + z(0.06144
+2(—0.768 + z(5.184 + z(—21.12 + (52.8 — 642)2))))))))

Yay = 0
5 (=32r, (L +V)y* = 2(=1+v?)y3z — 6(1 + v)y?z?
—2(-1+vd)yz3 + (1 +v)zH
_ 16 4 2 —0. 2\3

+vy*(y? + (—0.2 + 2)?)3 — 6y%(y? + (—0.2 + 2)?)322
—6vy2(y2 4+ (0.2 + 2)3)3z% + (y? + (0.2 + 2)?)3z*
+v(y?+ (=02 +2)2)3z* + 2y(y? + (0.2 + 2)?)3z(y? + z?)
—2v2y(y? + (—0.2 + 2)?)3z(y% + z%) — 0.12y%(y? + z?)3
—0.12vy2(y? + 223 + y*(y? + z2)3 + vyt (y? + z2)3
—04y(y? + (=02 + 2)2)(y? + z%)3 + 0.4v2y(y?

+ (0.2 + 2))(y%2 + 2%)3 — 0.008z(y? + z?)3

—0.008vz(y? + z2)3 + 1.8y2z(y? + z%)3 + 1.8vy?z(y? + z2)3
+2y(y2 + (0.2 + 2)?)z(y? + z%)3 — 2v2y(y?

+ (0.2 + 2)»)z(y? + z%)3 + 0.12z2(y? + z%)3

+ 0.12vz%(y? + z2)3 — 6y2z2(y% + z%)3 — 6.vy22z%(y? + z?)3
—0.6z3(y% +2z2)3 — 0.6vz3(y? + z2)3 + z*(y? + z?)3
+vzt(y? +2%)%))

Yzx =0

Ec. 3.144
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1
= 2 — 11 10/ __ 9 _
% = Ay gy ¢ (Br(-05y™ +y (=14 52) +y°(1.29 — 822

—0.522) + y8(—0.582 + 4.98z — 4.2z% + 5.z%) + y7(0.1376
—1.728z + 3.6z2 — 10.4z3 + 3z*) + y°(—0.01872 + 0.384z
— 1.11622 + 4.0823 — 5.22% — 1425) + y?23(~0.00416
+0.01296z — 0.192z2 + 0.284z3 — 2.64z* + 2.92° — 7z°)
+ y°(0.001424 — 0.0528z + 0.153622% — 0.0639z3 + 2.58z*
+8.4z5 + 7.2%) + y*(—0.000048 + 0.004z — 0.0081622
—0.224z3 — 0.3362* — 3.232% — 0.4z% — 222z7) + z*(0.000048
+0.000032z + 0.0024z2 + 0.0064z3 + 0.086z* — 0.32°
+1.425 + 27) + yz3(0.000128 — 0.001392z + 0.0086422
—0.044823% + 0.064z* — 0.752° + 4.62°% + 1.527)

+ y3z(—0.000128 + 0.000032z + 0.048z% — 0.0288z3
+1.216z* — 0.47z° + 15.22° + 5.5z7)))

aA—a+v) (v2((8r,(—0.5y1 + y1°(—1 + 52) + y°(1.29 — 8.2z

—0.5z%) + y8(—0.582 + 4.98z — 4.2z2 + 5.z3) + y7(0.1376
—1.728z + 3.62% — 10.4z3 + 3z*) + y5(—0.01872 + 0.384z
—1.1162% + 4.0823 — 5.2z* — 14z5) + y223(—0.00416
+0.01296z — 0.192z2% + 0.284z3 — 2.64z* + 2.92° — 72°)
+y°5(0.001424 — 0.0528z + 0.15362z2% — 0.063z3 + 2.58z*
+8.425 + 7.2%) + y*(—0.000048 + 0.004z — 0.008162>
—0.224z3 — 0.336z* — 3.23z° — 0.42% — 22z7) + z*(0.000048
+ 0.000032z + 0.0024z2 + 0.0064z3 + 0.086 — 0.3z° + 1.42°
+2z7) + yz3(0.000128 — 0.001392z + 0.00864z2 — 0.044823
+0.064z* — 0.752° + 4.62° + 1.5z7) + y32(—0.000128
+0.000032z + 0.0482z2 — 0.0288z3% + 1.216z* — 0.472°

+15.2z° + 5.527)))
1

= 64 9(-0.075 —0.075
2T A+ 02+ 22)° ((0.04 +y% — 0.4z + z2)3 5207 +v(

+ z) + z) + ¥°2(0.0024 — 0.045z + 0.21z2 — 0.15z3
+v(0.0024 — 0.045z + 0.21z2 — 0.152%)) + y7(0.001 + 0.03z
—0.6z2 + 2z3 + v(0.001 + 0.03z — 0.6z2 + 2z3))

+ ¥32(0.000032 — 0.00096z + 0.0096z% — 0.0282z3 — 0.15z*
+ 1.2z5% — 2z% + B(0.000032 — 0.00096z + 0.00962?
—0.028z% — 0.15z% + 1.225 — 22°)) + yz3(—0.000032
+0.00096z — 0.012z2 + 0.081z% — 0.33z* + 0.82525 — 1z°

+ v(—0.000032 + 0.00096z — 0.012z2 + 0.081z3 — 0.33z*
+0.825z°% — 1z9)))

O'y=

Ec. 3.145

Tyy =0 Ec. 3.146
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1 1

W = 3a T T G (02 G F 27 0RO+ (F02+ 2%
+vy*(y? + (=02 + 2)»)3 - 6.y%(y? + (—0.2 + 2)?)322
—6vy?2(y2 + (—0.2 4+ 2)?)322 + (y2 + (—0.2 + 2)?)3z*
+v(y?+ (=02 + 2)?)3z* + 2y(y? + (0.2 + 2)?)3z(y? + z?)
—2v2y(y? + (—0.2 + 2)3)3z(y? + z%) — 0.12y?%(y% + z?)3
—0.12vy2(y? + z2)3 + y*(y? + z2)3 + vy*(y? + z2)3
—04y(y?+ (0.2 + 2)2)(v? + 223 + 0.4v2y(y?
+ (=0.2 + 2)®)(y? + z%)3 — 0.008z(y? + z2)3
—0.008vz(y? + z2)3 + 1.8y%z(y? + z2)3 + 1.8vy2z(y? + z%)3
+2y(y?2 + (—0.2 + 2)?)z(y? + z2)3 — 2v2y(y?
+ (—0.2+ 2)®)z(y? + z%)3 + 0.1222(y? + z%)3
+ 0.12vz2(y?% + z%)3 — 6y22z2(y? + z2)3 — 6vy222(y? + z2)3
—0.623(y? + z2)3 — 0.6vz3(y? + z2)3 + z*(y? + z?)3
+ Bz*(y? + z2)3)

Ty =0
Aplicando las condiciones de frontera y resolviendo para los coeficientes desconocidos se obtiene

r, = (0.0625(1 — 2v)(1
+V)EW? + (=0.2 + 2)2)3((=0.2 + y)? + z2)3(y? + z%)>(0.
— ((-E;)((8 + 8v)y” + y5(0.16 — 822 + v(0.16 — 8.22))
+y3(0.0064 — 0.128z — 0.3222 + 12.823 — 40z* + v(0.0064
—0.128z — 0.32z% + 12.823 — 40.z%)) + yz2(—0.0192
+0.384z — 3.04z% + 12.823 — 24.z* + v(—0.0192 + 0.384z
—3.04z% +12.828
—24.2%)))/(E(0.04 + y? + (—0.4 + 2)2)%(y? + z%)?))) Ec. 3.147
s, = —((0.0625(1 +v)(—0.5 + 1.v)FE,(0.04 + y? + (—0.4 + 2)2)3(0.04
+ (=04 + y)y + z2)(y? + z%)3(¥3(0.0002 + y(—0.004
+¥(0.035 + (—0.15 + 0.25y)y)) + v(0.0002 + y(—0.004
+¥(0.035 + (—0.15 + 0.25y)¥)))) + y2(—0.0006 + y(0.012
+ y(—0.105 + (0.45 — 0.75y)y)) + v(0.0002 + y(—0.004
+ ¥(0.035 + (—0.15 + 0.25y)y))) + v2(0.0008 + y(—0.016
+v(0.14 + y(—0.6 + 1y)))))z

Los valores obtenidos para los coeficientes (Ec. 3.147) se sustituyen en las Ec. 3.11742 a 3.146, sin
embargo, los resultados completos no se muestran en esta seccion debido a la longitud de las
expresiones.

3.7 Calculo de laintegral J para problemas con multiples singularidades

De manera andloga al método presentado en la seccién 3.5 para el cdlculo de la integral J en
problemas de fractura simple, se definen integrales de dominio para calcular la integral J en casos
de fractura multiple. Retomando la teoria presentada en la seccién 2.4.6, se puede establecer el
calculo de la integral J ‘global’ para fractura multiple considerando la sumatoria de integrales
alrededor de cada grieta en el cuerpo como establece la Ec. 2.165.

Ya en la seccidon 3.5 se establece la expresién para el cdlculo del vector J (Ec. 3.140) la cual para el
caso de multiples fracturas se puede reescribir como se muestra a continuacion.
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. N
= ) ) = O
Jn o (x.y,2) Ec. 3.148

Donde:
N — numero de grietas

Dado que el vector J podra tener tres componentes y las grietas en el dominio pueden tener
direcciones aleatorias, la Ec. 3.148 se puede reescribir teniendo en cuenta las direcciones de las
grietas (Ec. 3.149) donde a, 8 y y son los angulos medidos respecto a cada direccién cartesiana
(Figura 3.9), dadas las condiciones, distribucién y tipos de grietas asumidas en los ejemplos antes
presentados, la expresion de la Ec. 3.149 puede resumirse a la Ec. 3.150.

I = ZN U)(Cl) (x,y,z)(cos a cos 3) +]3(,l) (x,y,z) (cosasinfsiny
- —sina cosy) + ];l) (x,y,z) (cosasinfB cosy + sinasiny)] =0
]—y _ Zj’:lU’(‘D (x,y,2) (sin a cos B) +]3(,l) (x,y,z)(sinasin B siny Ec. 3.149
+ cosacosy) + ];l) (x,y,z)(sinasinf cosy —cosasiny)] =0
Jz = ZLU,E” (x,y,2)(=sin ) + /5’ (x,y, 2)(cos B siny)
+]§l) (x,y,z)cosfcosy] =0

——————————————

—————————

Figura 3.9 Angulos de un vector 3D

N
Jx = U;(cl) (x,y,z)(cosacosB) + ]3(,1) (x,y,z)(—sina)
1=1
+ 7 (x,y,2) (cos asin )] = 0
AT () . o
Jy 1—1Ux (x,¥,2) (sina cos B) + ], (x,y,z)(cos a)
+ ];l) (x,y,z)(sinasinB)] =0
N
Jz = 21—1U’(‘”(x’y' 2)(=sin ) +JP(x,y,2) cos ] = 0

Ec. 3.150
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Es posible emplear las herramientas presentadas en las secciones 2.3 y 2.6 para el calculo de la
integral J (Ec. 3.140), de modo que el valor de la integral alrededor de las singularidades del dominio
se puede conocer evaluando el residuo del integrando.
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4 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

Como se mostré en secciones (ver 3) anteriores, el uso de una funcion potencial de desplazamientos
multicompleja, resulta vélida para dar solucién a problemas de elasticidad en medios continuos y
medios con singularidades, sin embargo, las expresiones resultantes para los campos de
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos resultan extensas, lo cual dificulta su manipulacién
para la obtencion de resultados.

Por lo anterior resulta natural laimplementacion computacional del proceso de solucion propuesto,
esta implementacién se lleva a cabo en la plataforma Wolfram Mathematica® la cual facilita la
representacion grafica de los resultados, ademas de un manejo simple y directo de los célculos
simbdlicos necesarios.

A continuacion, se muestran los resultados de la implementacién computacional, se empieza con
los problemas eldsticos asumiendo dominios simplemente conexos y posteriormente se presentan
los problemas con singularidades, asi como el cdlculo de la integral J. Finalmente se muestra una
aplicacion integrada para la solucién de los problemas elasticos haciendo uso del potencial
multicomplejo.

4.1 Solucién de problemas elasticos

Para la implementacidon computacional de la solucién de problemas elasticos se establecen primero
las constantes elasticas tales como el médulo de Young, el coeficiente de Poisson y los parametros
de Lamé, para todos los casos se consideran los valores numéricos correspondientes al acero
estructural.

Una vez establecidas las constantes elasticas, se definen las variables complejas z4, z,, z3, asi como
las funciones paramétricas a;, b;, ¢;, necesarias. Las funciones de solucién se definen segun se
muestra en las secciones 3.2 y 3.3, de manera analoga las funciones de desplazamientos,
deformaciones y esfuerzos se definen seguin lo desarrollado en la seccion 3.1.

Para la aplicacion de las condiciones de frontera las funciones de solucién son sustituidas en las
expresiones de los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, las expresiones resultantes se
hacen funciones evaluables en x, vy, z, lo cual permite generar un sistema de ecuaciones donde las
incdégnitas son los coeficientes desconocidos de las soluciones propuestas.

Una vez que se conocen los valores de los coeficientes de las soluciones propuestas y se sustituyen
en las expresiones necesarias, se generan los ploteos de densidad en tres dimensiones para mostrar
graficamente los resultados. Estos resultados graficos son los que a continuacion se presentan,
contrastandolos contra resultados obtenidos para los mismos problemas usando una plataforma
comercial basada en el método de los elementos finitos.
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4.1.1 Problema uniaxial
El problema uniaxial aqui resuelto es analogo al que se plantea en la seccidn 3.2, se considera una
celda hexaédrica unitaria, con desplazamientos de un milimetro aplicados a las caras
perpendiculares a z. A continuacién, se muestran las graficas correspondientes a los
desplazamientos u y w, del lado izquierdo se presentan los resultados obtenidos al aplicar el
potencial de desplazamientos multicomplejo propuesto y del lado derecho los resultados obtenidos
con ANSYS® (Figura 4.1) de las imagenes se concluye que los resultados son equivalentes en
magnitud y distribucion.

b)

a)

0.0010

0.0005

0.0005

-0.0010

Unidades: metros

0.0001
0.0002
0.0003

Unidades: metros

Figura 4.1 Comparacion de desplazamientos calculados para el caso uniaxial a) w, b) w ANSYS, c) v, d) v ANSYS

Otros resultados relevantes de la solucion del problema uniaxial tales como los desplazamientos
totales, la deformacién y el esfuerzo equivalentes se muestran en la Figura 4.2. Otros resultados
como esfuerzos o deformaciones normales y cortantes se omiten ya que al ser constantes los
graficos no resultan significativos para analisis.
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Figura 4.2 Comparacion de resultados globales del problema uniaxial a) desplazamiento total, b) deformacion
equivalente, c) esfuerzo equivalente, d) desplazamiento total ANSYS e) deformacion equivalente ANSYS f) esfuerzo
equivalente ANSYS
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4.1.2 Problema biaxial

Para el problema biaxial se considera la celda hexaédrica unitaria con desplazamientos de un
milimetro aplicados sobre las caras perpendiculares al eje x y las caras perpendiculares al eje z, estos
desplazamientos actian en direccion normal hacia afuera de la celda. Los desplazamientos
resultantes u y w se muestran en la Figura 4.3, en donde se aprecia que los resultados obtenidos
por el método del potencial de desplazamientos multicomplejo son equivalentes a los resultados
obtenidos en ANSYS®.
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Figura 4.3 Comparacion de desplazamientos calculados para el caso biaxial a) w, b) w ANSYS, c¢) u, d) u ANSYS

Otros resultados relevantes a comparar son los desplazamientos totales, las deformaciones vy
esfuerzos equivalentes, los cuales se muestran en la Figura 4.4 y de la cual se puede concluir de
nuevo la equivalencia de resultados entre un método de solucién y otro.
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o oo
Unidades:--- ‘ Unidades: Pascales

Figura 4.4 Comparacion de resultados globales del problema biaxial a) desplazamiento total, b) deformacion equivalente,
c) esfuerzo equivalente, d) desplazamiento total ANSYS e) deformacion equivalente ANSYS f) esfuerzo equivalente ANSYS
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4.1.3 Problema cortante puro

Para el problema del cortante puro se aplican desplazamientos de un milimetro en direccién
tangencial sobre las caras perpendiculares al eje x y al eje z (Figura 3.4), al igual que en los problemas
anteriores se muestran los resultados de desplazamientos u y w (Figura 4.5) de los resultados

graficos se puede observar que los resultados vuelven a ser equivalentes.
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Figura 4.5 Comparacion de desplazamientos calculados para el caso de cortante puro a) w, b) w ANSYS, c) u, d) u ANSYS

Los resultados de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos equivalentes también resultan ser
iguales (Figura 4.6), demostrando que para condiciones de cortante el método de solucion
propuesto también es valido, otros resultados direccionales no se presentan debido a que al ser
constantes sobre todo el dominio, no resultan significativos para el analisis de resultados.
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Figura 4.6 Comparacion de resultados globales del problema de cortante puro a) desplazamiento total, b) deformacion
equivalente, c) esfuerzo equivalente, d) desplazamiento total ANSYS e) deformacion equivalente ANSYS f) esfuerzo
equivalente ANSYS
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4.2 Solucién de problemas con singularidades

En la solucién de problemas con singularidades, a diferencia de las soluciones sobre dominios
continuos, los resultados aplicando el potencial de desplazamientos multicomplejo difieren de los
resultados obtenidos con ANSYS®, los resultados y su analisis se muestran en las siguientes
secciones.

4.2.1 Problema con una sola singularidad

Para este problema se consideran condiciones andlogas a las planteadas en la seccidn 3.4, se analiza
una celda hexaédrica unitaria con una grieta horizontal pasante, con solo una punta dentro del
dominio, la celda es sometida a traccidn uniaxial en direccién z provocando un desplazamiento
equivalente de 0.001 metros. La solucidon se hace usando el potencial de desplazamientos
multicomplejo y el método de elementos finitos usando ANSYS®.
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| 0.00025
0
-0.00025
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Figura 4.7 Comparativo de desplazamientos en direccion z una grieta a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

En general las soluciones obtenidas por ambos métodos resultan con diferencias en los graficos de
distribucién, tanto para desplazamientos, como para deformaciones y esfuerzos, por lo cual;
contrario a los problemas sobre dominios continuos, se requiere un andlisis con mayor detalle de
los resultados a fin de establecer la correspondencia, similitudes y diferencias entre los dos métodos
de solucidn. Los primeros resultados presentados corresponden a los desplazamientos (Figura 4.7),
deformaciones normales (Figura 4.8) y esfuerzos normales (Figura 4.9) en direccion z, de estos
graficos es posible observar una clara diferencia en las distribuciones espaciales de los resultados,
sobre todo en la grafica de desplazamientos, en la cual el resultado obtenido por elementos finitos
presenta un cambio progresivo (Figura 4.7b) sobre toda la longitud de la celda unitaria, mientras
gue el resultado obtenido por el potencial multicomplejo presenta una distribucién casi uniforme
de los desplazamientos con una clara concentracidn sobre la singularidad (Figura 4.7a), en cuanto a
las magnitudes por elementos finitos se tiene un desplazamiento maximo de 0.0011 metros,
mientras que para el caso del potencial multicomplejo se tiene un valor maximo en desplazamiento
de 0.0085 m, estas diferencias, especialmente las distribuciones en los resultados se atribuyen a la
forma de la solucién propuesta para el potencial multicomplejo, la cual es de naturaleza logaritmica,
motivo por el cual presenta el crecimiento acelerado en la vecindad de la singularidad. El efecto de
concentracién en la vecindad de la singularidad es en general un comportamiento esperado, sin
embargo, los resultados sobre el resto del cuerpo resultan sin un cambio aparente, la obtencion de
las graficas por secciones permite ver el cambio sobre las regiones del cuerpo libres de
singularidades, pero por otro lado se omite el cambio alrededor de la singularidad el cual es el de
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mayor importancia en este caso, asi se prefiere la representacion grafica donde si se presenta la
singularidad y los resultados en su vecindad.
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Figura 4.8 Comparativo de deformaciones normales en direccion z una grieta a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

Para el caso de deformaciones y esfuerzos normales en direccion z, los resultados obtenidos por
elementos finitos (Figura 4.8bFigura 4.9b) muestran la distribucién caracteristica en forma de
“mariposa” alrededor de la punta de la grieta, por otro lado los resultados obtenidos al aplicar el
potencial multicomplejo muestran un comportamiento similar alrededor de la singularidad (Figura
4.8aFigura 4.9a), para estos resultados la distribucién sobre el resto del cuerpo muestra mayor
coherencia entre las soluciones con los diferentes métodos. En lo que respecta a la magnitud de los
resultados, para deformacidn normal en z, por elementos finitos se presentan magnitudes en el
rango de -0.0039 a 0.085, mientras que con el potencial multicomplejo la magnitud de las
deformaciones va de -0.02 a 0.014, los rangos para los esfuerzos normales van de -7.5e8 a 2.43e9
Pascales, para elementos finitos y de -4e9 a 1e9 Pascales, para el potencial multicomplejo.

b)

0
H -1x10°
~2x10°
-3x10°

-4x10°

0000 0500 1.000(m)
]

Unidades: Pascales

0250 0750

-0.5

Figura 4.9 Comparativo de esfuerzos en direccion z una grieta a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

Otros resultados relevantes para comparar son las deformaciones (Figura 4.10) y esfuerzos (Figura
4.11) cortantes sobre el plano yz, en ambos resultados se tiene una distribucién centrada en la
vecindad de la singularidad. En el aspecto de la distribucion de resultados puede observarse cercania
entre los resultados de uno y otor método, sin embargo, la variacion en magnitud resulta mayor que
la obtenida en los resultados normales. Para la deformacion cortante sobre el plano yz, lo valores
van de -0.034 a 0.032 aplicando el potencial multicomplejo, mientras que aplicando elementos
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finitos el rango va de -0.0074 a 0.008. En el caso del esfuerzo cortante se obtienen magnitudes que
van de los -2.6 €9 Pascales a los 2.4 €9 Pascales, al resolver con el potencial multicomplejo y de los
-5.72 e8 Pascales a los 6.21 e8 Pascales al solucionar con elementos finitos.
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-0.03

Unidades:--- s

Unidades: Pascales

Figura 4.11 Comparativo de esfuerzos en el plano yz una grieta a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

Al momento se han presentado los resultados que involucran la direccidn z cartesiana, dado que al
ser esta direccion sobre la cual se aplican las cargas, son estos resultados los que resultan de mayor
impacto para el global, por lo anterior los resultados para las otras dos direcciones se omiten. Para
finalizar la comparacion de resultados, se presentan tres resultados globales, los cuales son los
desplazamientos totales (Figura 4.132), las deformaciones equivalentes (Figura 4.13) y esfuerzos
equivalentes (Figura 4.14), en los tres resultados vuelve a destacarse la concentracidn de resultados
alrededor de la punta de la grieta.

En el resultado de desplazamientos se mantiene la mayor discrepancia en las distribuciones, ya que
para la solucion en ANSYS® se mantiene un cambio gradual y bien definido de la grieta hacia las
fronteras (Figura 4.12b), mientras que la grafica para los desplazamientos calculados con el
potencial multicomplejo tienen una variacién nula fuera de la vecindad de la singularidad (Figura
4.12a).
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Figura 4.12 Comparativo de desplazamientos totales grieta a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

Las distribuciones para los resultados de deformaciones y esfuerzos equivalentes resultan tener
mayor congruencia entre uno y otro método de solucién, en ambos casos la forma de mariposa a la
derecha de la punta de la grieta se mantiene sin importar el método de solucién empleado.
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Figura 4.13 Comparativo de deformaciones equivalentes una grieta a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

En cuanto a las magnitudes de los resultados, para los desplazamientos se tienen intervalos de 0 a
0.0011 metros al resolver por elementos finitos y de 0 a 0.0018 metros resolviendo con el potencial
multicomplejo, en deformaciones equivalentes resolviendo con elementos finitos se tienen
magnitudes de 0 a 0.01 y de 0 a 0.06 con el potencial, finalmente para esfuerzos equivalentes los
rangos van de 2e5 a 1.25e9 Pascales y 0 a 5.6e9 Pascales, para elementos finitos y el potencial
multicomplejo respectivamente.
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Figura 4.14 Comparativo de esfuerzos equivalentes una grieta a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS
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De los resultados presentados se puede concluir que el método planteado haciendo uso de un
potencial multicomplejo resulta apto para resolver problemas de elasticidad con singularidades, se
obtienen distribuciones de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, seguin lo esperado dadas
las condiciones de los problemas, sin embargo, en cuanto a las magnitudes de los resultados se
tienen diferencias relevantes, lo anterior se puede atribuir a la naturaleza propia de los métodos de
solucién comparados, en elementos fincitos se deben tener en cuenta factores tales como la calidad
de la malla, el orden de los elementos, asi como el promediado de los resultados o el nimero de
puntos de cuadratura considerados, por otro lado con el potencial de desplazamientos
multicomplejo la dependencia completa del resulta estd en la solucion propuesta, en este caso la
funcién logaritmica, cuya aplicacién a las expresiones desarrolladas y su comportamiento propio
son los principales factores a considerar y que en las mayoria de los resultados obtenidos propicia
magnitudes mayores, respecto a los elementos finitos.

4.2.2 Problema con dos singularidades

Para este problema se consideran condiciones andlogas a las planteadas en la seccion 3.6, se analiza
una celda hexaédrica unitaria con dos grietas horizontales pasantes, con solo una punta dentro del
dominio, la celda es sometida a traccion uniaxial en direccion z, provocando un desplazamiento
equivalente de 0.001 metros. Al igual que en la seccidon anterior la solucién se hace usando el
potencial de desplazamientos multicomplejo y el método de elementos finitos usando ANSYS®.
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Figura 4.16 Comparativo de deformaciones normales en direccion z dos gritas a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS
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Como se hizo en la seccidn anterior se presentan las graficas correspondientes a los resultados en
las que esta involucrada la direccidn cartesiana z, recordando que se eligen estos resultados ya que
se consideran los mas relevantes dadas las condiciones de carga.
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Figura 4.17 Comparativo de esfuerzos en direccion z dos grietas a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

En la Figura 4.15 se muestran los resultados para los desplazamientos en direccion z, la grafica de la
izquierda corresponde a la solucidn con el potencial multicomplejo donde se nota un resultado
concentrado en la vecindad de la punta de las grieta, el cual tiende a ser uniforme en las zonas libres
de singularidades, la magnitud de los desplazamientos va de -0.0012 a 0.0018 metros, por otra parte
la grafica al lado derecho presenta el resultado de la solucién con ANSYS® en el cual la distribucién
de desplazamientos tiene un cambio gradual sobre todo el dominio, con magnitudes entre -0.001 y
0.001.

En el caso de las deformaciones normales en z (Figura 4.176), se puede considerar que los resultados
son mas cercanos en cuanto a distribucion, ya que se tienen las concentraciones alrededor de las
puntas de las grietas, en ambos casos con mayor concentracidon en la grieta superior y una
distribucién que tiende a ser uniforme lejos de estas, sin embargo en lo que respecta a magnitudes
para el caso de la solucion con elementos finitos (Figura 4.176b) estas varian de -0.0014 a 0.0045
mientras que para la solucidn con el potencial multicomplejo el rango es de -0.25 a 0.05 (Figura
4.176a). El caso de esfuerzos normales (Figura 4.187) es similar al de deformaciones ya que las
distribuciones son similares, pero las magnitudes son mucho mas elevadas para el caso del potencial
multicomplejo.
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Figura 4.18 Comparativo de deformaciones en el plano yz dos grietas a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS
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Enlas Figura 4.18Figura 4.19, se presentan los resultados de las deformaciones y esfuerzos cortantes
sobre el plano yz, en comparativa las distribuciones tanto de deformaciones como de esfuerzos son
cercanas, pero de nuevo las magnitudes resolviendo con el potencial multicomplejo son mayor en
alrededor de un orden de magnitud.
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Figura 4.19 Comparativo de esfuerzos en el plano yz dos grietas a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

Finalmente se tienen los resultados para desplazamientos totales (Figura 4.20), deformaciones
equivalentes (Figura 4.21) y esfuerzos equivalentes (Figura 4.22). En cuanto a los desplazamientos
los resultados vuelven a presentar diferencias en la distribucién, ya que aplicando el potencial
multicomplejo los resultados lejos de las singulares tiende a no tener variacion. Los resultados de
deformaciones y esfuerzos equivalentes demuestran distribuciones similares y mejor aproximadas
a lo esperado para el caso de la solucién con el potencial multicomplejo, sin embargo, las
magnitudes presentan valores superiores en un grado de magnitud.
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Figura 4.20 Comparativo de desplazamientos totales dos grietas a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

Se destaca que en las graficas de los resultados equivalentes del potencial multicomplejo de la
presente seccién y la anterior, los resultados no se ven ploteados en la totalidad del dominio, esto
se debe a limitaciones debidas a la plataforma en que fueron generadas las gréficas, asi como la
evaluacion de las expresiones resultantes.
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Figura 4.21 Comparativo de deformaciones equivalentes dos grietas a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS
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Figura 4.22 Comparativo de esfuerzos equivalentes dos grietas a) Potencial de desplazamientos b) ANSYS

4.2.3 Calculo de laintegral J

Para los problemas con singularidades ademds de los resultados de desplazamientos,
deformaciones y esfuerzos ya presentados, se hace le calculo de la integral J. El calculo se realiza
como se plantea en las secciones 3.5 y 3.7, haciendo uso de MATHEMATICA®, los resultados
obtenidos son valores numéricos, los cuales se comparan una vez mas con los valores obtenidos en
ANSYS®.

Los resultados obtenidos de ANSYS® se muestran graficamente, dicha grafica es posible obtenerla
ya que al calcular por el método de los elementos finitos se obtienen valores discretos de J sobre
los distintos nodos de la malla que pasan por la grieta, por otra parte, la forma en que se resuelve y
calcula J con el potencial multicomplejo no permite obtener graficas, solo un valor medio de J sobre
toda la extension de la grieta.

| |

Tabla 4.1 Valor de la integral J para el problema de una grieta
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Los resultados de J para el problema de una grieta aplicando elementos finitos se muestran en la
Figura 4.23, y el resultado con el potencial multicomplejo se muestra en la Tabla 4.1. Resalta que el
valor calculado con el potencial multicomplejo resulta un orden de magnitud mayor.
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I ]

0.250 0.750

Figura 4.23 Integral J para problema de una grieta

Los resultados para el problema con dos grietas se presentan en la Tabla 4.2 y la Figura 4.24,
solucionando con el potencial multicomplejo y elementos finitos respectivamente. Se denota conJ1
el resultado para la grieta superior y J2 para la inferior.

1.08e10 | 6.2e6

Tabla 4.2 Valor de la integral J para el problema de dos grietas

a) : b)

Figura 4.24 Integral J para el problema de dos grietas

Para ambos casos; con una y dos grietas, el valor de J estimado con el potencial multicomplejo
resulta mayor en magnitud que el calculado por elementos finitos, lo anterior es una clara
consecuencia de los valores de esfuerzos y deformaciones antes calculados que también resultan
de mayor magnitud para el caso del potencial multicomplejo.
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4.3 Aplicacion integrada

Como parte final se desarrollé una aplicacion software para la solucion de problemas eldsticos con
o sin grietas, aplicando el potencial de desplazamientos multicomplejo desarrollado en el capitulo 3
y aplicado para solucidn numérica en el capitulo 4.

La aplicacidn se desarrollé haciendo uso de MATHEMATICA® e integra las soluciones de problemas
elasticos bajo las condiciones de carga uniaxiales, biaxiales, triaxiales y cortantes, ademas de dar
solucién a problemas con 1 o 2 grietas (Figura 4.25).

samventos mulbcomplezo 3 00 - o x

Gretas Calodo y rafieacin da remstaden
" - «vin ¥ weln B wln Gratax: 0 | Ubicacsn de greta & o Ubeactn de grnes 2 mm o Colode u Gratear
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Figura 4.25 Vista general de la aplicacion software

Para todos los casos se asume como dominio de solucidén una celda unitaria hexaédrica con volumen
total de 1m?3, solo se permite aplicar una sola condicién de frontera sobre cada cara de la celday las
grietas se limitan a un maximo de dos, siendo estas siempre pasantes y con una sola punta dentro
del dominio de solucién, con apertura al lado izquierdo del dominio.

% Potencial de desplazamientos multicomplejo

Condiciones de frontera
x*:| u v N y+: u v N ~ 2+ u u v N ~ b oH u v N v oyl u v N v z-: u v N

Figura 4.26 Vista del panel de aplicacion de condiciones de frontera

La aplicacion de las condiciones de frontera se hace a través del panel “Condiciones de frontera”
(Figura 4.26), en donde es posible aplicar una y solo una condicién de frontera por cada cara de la
celda hexaédrica, las caras son identificadas segun su ubicacidn en la celda, respecto a un marco
cartesiano dextrégiro donde la direccidn x es la que “sale” de la pantalla. La entrada de la magnitud
se hace directamente después del identificador de cada cara; es posible ingresar valores negativos
o con decimales, después de ingresar la magnitud hay un menu que permite seleccionar la direccién
de aplicacién de la carga u, v o w y posteriormente seleccionar las unidades, el menu de unidades
estd limitado a N o mm vy se usa para discernir si la condicidon aplicada es una fuerza. o un
desplazamiento, finalmente si una cara esta libre de condiciones el espacio se deja en blanco.

Grietas
Grietas: 0 v  Ubicacion de grieta 1: mm  Ubicacién de grieta 2: mm

Figura 4.27 Vista del panel de definicion de grietas
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A la derecha del panel de condiciones de frontera se encuentra el panel de “Grietas” en donde se
puede definir si en el problema se asume existencia de grietas, este menu da tres opciones 0, 1 o 2.
En caso de seleccionar 1 se debe entonces dar un valor en la celda ubicacion de grieta 1, dicho valor
define el corrimiento de la punta de la grieta sobre el eje z, cuando el valor de “Grietas” se define
como 2, resulta necesario definir valores para las dos celdas de ubicacion de grieta (Figura 4.27).

Calculo y graficacion de resultados
Calcular u v Graficar

Figura 4.28 Vista del panel de cdlculo y graficacion

En un panel contiguo al de definicion de grietas se presentan los botones que permiten el calculo y
graficacion de resultados, este panel se denomina “Cdlculo y graficacion de resultados” (Figura 4.28)
y contiene dos botones y un menu desplegable. El primer botdn “Calcular” da inicio al célculo de los
resultados y para que tenga resultados exitosos es necesario que las condiciones de frontera estén
correctamente definidas, el botén “Graficar” permitird desplegar el resultado grafico
correspondiente a la seleccidn que se haga en el menu desplegable. Los resultados graficables son
los desplazamientos direccionales, las deformaciones y esfuerzos tanto normales como cortantes,
asi como los desplazamientos totales y la deformacién y esfuerzos equivalentes, las graficas se
despliegan una a la vez y se muestran en el panel grafica ubicado debajo de los paneles “Grietas” y
“Cdlculo y graficacion de resultados” (Figura 4.25).

Coordenadas Desplazamientos Deformaciones normales Deformaciones cortantes Esfuerzos Normales Esfuerzos cortantes
Integral J
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R
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Figura 4.29 Vista del panel de resultados

La aplicacidn tiene un ultimo panel llamado “Resultados” (Figura 4.29) en este se despliegan de
manera numérica los resultados para desplazamientos direccionales, deformaciones y esfuerzos,
tanto normales como cortantes, asi como los valores de J.

Los resultados numéricos desplegados corresponden al punto en el dominio determinado por las
coordenadas x, y, z que se ingresan en la primera columna del panel (Figura 4.29), cabe aclarar que
de no existir grietas definidas los valores de J permanecen sin cambio.

La Figura 4.30 muestra un ejemplo de uso de la aplicacidn software, para el problema del cortante
puro. Se puede apreciar el valor de las condiciones de frontera aplicadas, asi como los resultados
sobre el punto definido en el panel “Coordenadas”, la grafica mostrada corresponde al resultado
desplazamientos totales.

Finalmente se muestra en la Figura 4.31 otro ejemplo ahora de un problema con una grieta, donde
el resultado mostrado es el esfuerzo normal en direccidn z cartesiana.
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18 Potencial de desplazamientos multicomplejo
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Figura 4.30 Solucion del problema del cortante puro con la aplicacion software

1® Potencial de desplazamientos multicomplejo

® 00 = o X
‘Conticones de fronters - T o Céledoy groficacdn de restados
o wvW Y] Wl v i Wl Y] x VW oy e weln v Grotas:[1 <) o - ] se—
Resutados Gt
a1’
Coordenadss 2
tegral 3
x 100 mm w0 mm oo ma/men s O |mmjmm  oc -5796.52 P ™y 0 m 1010
e & n:| 201223
Y100 mm v 708e7  mm op-371e22  |mavmm yz:-140e6  |mavmm oy: 579652 oo e 2007
/100 mm w: 49887 mm e 50288 maymm v 0 |mavme  az: 135252 P 0 L 3er0”
4n0”

Figura 4.31 Solucion del problema de una grieta con la aplicacion software
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5 Conclusiones

Durante el desarrollo del presente trabajo se demostrd que es factible utilizar un potencial de
desplazamientos en funcion de tres variables complejas para dar solucién a problemas elasticos
simple o multiplemente conexos, ademads fue posible la aplicacion del método sin necesidad de
discretizar el dominio de estudio, obteniendo resultados certeros para el caso de problemas
eldsticos en medios continuos.

La aplicacion del método no resulta inmediata para problemas con singularidades en el dominio,
debido al comportamiento propio de las soluciones propuestas, sin embargo, el comportamiento
de los campos de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos al resolver con el potencial de
desplazamientos propuesto se aproxima al comportamiento obtenido al resolver con otras
herramientas y en general al comportamiento esperado segun la teoria cldsica. Las principales
diferencias se pueden observar en las magnitudes de las deformaciones y esfuerzos en la vecindad
de las singularidades especialmente cuando se tiene mas de una singularidad en el dominio, lo
anterior se atribuye al comportamiento propio de la funcién logaritmica propuesta para la solucién
de estos problemas.

Es de destacar la ya mencionada fidelidad con que se pueden reproducir los resultados obtenidos al
solucionar con el potencial propuesto, respecto a la solucidn por elementos finitos, para el caso de
un dominio continuo. En diversos ejemplos de aplicacidn se tienen resultados exactamente iguales
a los resultados de referencia, dejando de manifiesto la valides del método, la desventaja que se
puede encontrar al aplicar el método propuesto de solucién radica en la definicidn de las funciones
x las cuales se desarrollaron de forma particular para cada caso de carga resuelto, lo cual contrasta
con la simplicidad de las funciones ¢ propuestas que para medio continuo son polinomios grado
dos.

Por otro lado, en lo que respecta a la solucién de problemas sobre medios no continuos el método
muestra ser Util para dar solucién haciendo uso de funciones solucidn simples, dando resultados
aproximados en distribucion a los resultados de referencia, sin embargo, presentando diferencias
significativas con las magnitudes. Lo anterior lleva a plantear la necesidad de revisar la forma de las
soluciones propuestas para este tipo de problemas, a fin de mejorar los resultados obtenidos,
ademas de estudiar detalladamente las razones que producen magnitudes de resultados cada vez
mas alejadas a medida que se agregan singularidades al dominio.

Se reportaron ademads los calculos de la integral J, estos de nuevo presentaron magnitudes
diferentes a los resultados de referencia, sin embargo, se puede observar que las magnitudes de los
resultados obtenidos aplicando el potencial de desplazamientos propuesto siempre resulta mayor
a la magnitud de los obtenidos por elementos finitos, lo anterior conduce a la conclusién que la
diferencia en los valores de la integral J viene inducido de las mayores magnitudes en los campos
de deformaciones y esfuerzos, las cuales a su vez dependen del comportamiento de la funcién
logaritmica propuesta para la solucidn, reafirmando la posibilidad de explorar funciones solucién
diferentes a fin de mejorar los resultados.

En cuanto al desarrollo de la implementacién en software, esté resulta factible, sin requerir un
recurso computacional excesivo, es decir el recurso fisico tal como memoria RAM requerido para
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dar solucién a los problemas con la aplicacion desarrollada es bajo, respecto a las capacidades
medias de un equipo de cémputo personal. El proceso de graficacion de resultados es el que toma
mayor tiempo en ejecutarse, representando aproximadamente entre el 50 y 60 por ciento del
tiempo total de ejecucion.

Si bien el método propuesto resulta factible en cuanto aplicacion e implementacién computacional
dando resultados aceptables, al intentar aplicarse en dominios con mayor complejidad en geometria
o condiciones de frontera, es posible encontrar problemas al desarrollar funciones solucidn que se
adecuen al problema, por otro lado, al requerir una definicidn especifica de las funciones y segun
el problema la implementacion computacional es mas complicada.

De lo ultimo mencionado es posible identificar dreas de oportunidad para le mejora del método
desarrollado que permitan ampliar el rango de problemas susceptibles a ser resueltos con el método
y mejoren los resultados en el caso de dominio no continuos.
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6 TRABAJO FUTURO

El trabajo a futuro se propone en tres diferentes vertientes:

e Software. Se propone desarrollar la aplicacion software del potencial multicomplejo en un
codigo o plataforma de desarrollo que permita generar un ejecutable y no dependa de la
instalacion previa de otro programa para poder ser utilizada. Existe ademas un amplio
espacio de mejora en la interfaz grafica usada.

e Dominios de analisis. Se propone extender la aplicacidon del método desarrollado a dominios
mas complejos en cuanto a geometria. Ademas se puede realizar la solucién de problemas
en los que el dominio de andlisis contenga ambas puntas de la grieta, asi como, grietas con
orientaciones diferentes.

e Funciones de prueba. Se puede explorar el uso de diferentes funciones para la solucién de
problemas con dominios agrietados, a fin de buscar mayor precisién en los resultados.
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7 ANEXOS

7.1 Comprobacién de ecuaciones de equilibrio
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7.2 Derivadas de las componentes del potencial P
1
Pre = 5 Q1+ 201 + 2191 + 2107 + 21’ + 1)
1 2 ! —1 > 124 —II n =
Py, = =5 bi(=201 =201 + Zo] + 207 + 11+ AY)
1 2 ! —1 — I —1I1 " =1
Py, = —oa (=291 — 201 + Z101 + 2101 + x4’ + X1

1 . = n —I! ! =
P,y = —Elb1(_Z1‘P1 + 207 —x1 +x1)

1 - = n —I! n =l
Py, = —5101(_21‘/’1 +z107 — xi' + 1)

1 ! —I — n —I! n =’

P = _Ea%(_Z‘Pz =203 + Z93 + 2,05 + x3 + Xx2)
1 ! — — n —I! n =
Py, = E(Z‘Pz + 205 + 2207 + 2,07 + x2 + X2)

1 ! —/ — n —I! n =’

P, = _Eczz(_Z‘Pz — 203 + 2305 + 2,07 + X3 + X2)

1 - = n —I! n =’
Py = Elaz(zzfpz — 2,07 + X3 — X2)

1 . = n —I! n =
Py, = Elcz(zzq’z — 2,07 + X2 — X2)

1 —1/ =5 n —I! n —=I!
Ps . = _Eag(—zﬁl’é —2@3 + Z303 + 2393 + x3' + x3)
1 2 ! —/ — I — I " =
P, = _§b3 (=293 — 203 + Z303 + 23035 + x5 + ¥3)
1 ! —/ — n —I! r =’
P3,, = 5(2% + 25 + 23035 + 2303 + x3 + Xx3)

1 _ B . ~
Ps., = Ela3(23§0§' — 2303 + x5 — X3)

1 _ _ .
Psy, =5 bs(Z393 — 2305 + 5"~ X3)

nr —III)

1 ! — — ! —/
Plxxx = E (3(P£ + 3§01’ + Zl(plu + Zl(Pl” + X1 + X1

nr —III)

1 . n —II — nr —II!
Pryyy = _Elbf(_3§01 +3¢1 + 21017 — 72101 + X1 — X1

nr —III)

1 - n — I — 124 —II!
Py, = —51613(—3% +3p1 + 21017 — 2101 t X1 — X1

== nr —III)

1 n — I - nr
Plxyy = _Eblz(_(pl Q1 Y Z191 +Z1907 t X1t

140



1
S H 9= + B0l + 1@y 2+ T

1xzz —

nr —III)

1 —II = 1244 —II
Plxxy=zlb1(<l’1—<ﬂ1 +z2191 —z1017 t X1 — X1

nr —H/)

1 —_— — —_—
Pio, = 510101 =07 + 2101 = 207" + 11" — 1

nr

1 —I! — nr I =
Py, = _Elblcf(_&Pl +301 + 21907 — 2107 + xi" — xi'")

1. e _ _
Piyya = —3ibie(~301+357 + Zigt" - 294" + 41" — 70"
1 n —I! el 1244 —II 1244 =
Piyy, = —§b1c1(_<P1 —@1 + 71907 + 2107 + X"+ 1)
1
Pryr = =5 103(=307 + 307 + 207" — 287" + 33" — 12"
1 n —I! - nr —/II nr =
Pyyyy = 5(34’2 +307 + 207" + 2207 + 32" + k2"

1 . n — I/ — nr —Ir! nr =
_51523(—?“!’2 + 303 + 2,905 — 203" + x3" — x3")

272z —

nr —III)

1 . n —1I! e nr —1II!
szyy =Ela2(§02 —Q2 T 2290 —Z202 t X2 — X2

2xzz —

1 . n —I — nr —Ir! nr =
_Elazczz(_:?’(l’z +307 + 2207 — z,07 + X3 — X2

nr —IH)

1, _ _ _
Prxy = —Ela%(—fpé’_‘l’g + 203" + 2,07 + X3 + 13

1
= 5 iade (=305 +375 + 70}’ — 275+ 5"~ 75

2xxz 2

—II nr —III)

1 n —II — nr
Payrz = —5022(—<P2 —@2 t 22907 t 2,907 + X2 t X2

—II nr —III)

1 —II —_— nr
=§lcz(<ﬂz—(l’2 T Z0; —Z20; X2 — X2

1
Prry, = =5 @26 (—03 =05 + 505" + 205" + 15" + 75

1 - _ _
Payn = =5 103(=303 + 305 + Z303" — 2303" + x5" — x3")

1. o
Payyy = _Elbg(_B%l +303 + Z303" — 2303" + 3" — 13")

=1 nr —III)

1 n —II — nr
Py = 5(3q)3 + 303 + 7305 + 7305 + x5 + x3

141



8 Referencias

[1] E. Gdoutos, Fracture mechanics an introduction, Doedrecht: Springer, 2005.

[2] E. Gdoutos, Problems of mixed mode crack propagation, The Hague: Martinus Nijhoff
Publishers, 1984.

[3] A.Balankin, «Mecdnica de la fractura: pasado, presente y futuro,» de Congreso Nacional de
Ingenieria Electromecdnica y de Sistemas, Ciudad de México, 2000.

[4] L. Cerioloy A. Di Tomaso, «Fracture mechanics of brittle materials: a historical point of
view,» de PhD symposium in civil engineering, Budapest, 1998.

[5] R.Razvan, «Some remarks on the history of fracture mechanics,» de International
conference on applied mathematics, simulation, modelling, circuits, systems and signals,
Atenas, 2009.

[6] J.Eischen, «Fatigue and fracture mechanics short course notes,» NC State University,
Raleigh, 2007.

[7] O. Masateru, Fracture and society, Tokyo: Ohmsha, 1992.

[8] Bergman, Bo; de Maré, Jaques; Lorén, Sara; Svensson, Thomas, Robust design methodology
for reliability, Chichester: John Wile & Sons, 2009.

[9] C.Inglis, «Stresses in a plate due to the presecnce of cracks and sharp corners,» Proceedings
of the Institution of Naval Architecs, vol. 55, pp. 219-241, 1913.

[10] A. Griffith, «The phenomena of ruptutre and flow in solids,» Philosophical transactions of the
royal society of London, vol. 221, pp. 163-197, 1920.

[11] N. Muskhelishcilli, Some basic problems of the mathematical theory of elasticity, Dordrecht:
Springer-Science+Business media, 1977.

[12] N. Muskhelishvili, Singular integral equations, Groningen: Woltesr-Noordhoff publishing,
1958.

[13] H. Westergaard, «Bearing pressures and cracks,» Journal of applied mechanics, pp. 49-53,
1939.

[14] KFHP, «Kaiser Permanente,» Multimedia Communications Southern California, 28 Enero
2016. [En linea]. Available: http://kaiserpermanentehistory.org/tag/ship-fracture/. [Ultimo
acceso: 6 Septiembre 2017].

[15] S. Yerema, «On the contribution of G.R. Irwin to fracture mechanics,» Materials science, vol.
31,n25, pp. 617-623, 1996.

142



[16] H. Rossmanith, Frcature research in retrospect, Rotterdam: CRC Press, 1997.
[17] K. Bertram Broberg, Cracks and fracture, Cambridge: Academic Press, 1999.

[18] L. Malikova y V. Vesely, «Williams expansion terms and their import5ance for accurate stress
field description in specimens with a crack,» Transactions of the VSB, vol. 59, n? 2, pp. 109-
114, 2013.

[19] B. Cotterell, Fracture and Life, London: Imperial college press, 2010.

[20] D. Dugdale, «Yielding of steel sheets containing slits,» Journal of the mechanics and physics
of solids, vol. 8, n2 2, pp. 100-104, 1960.

[21] R. Clough, «The finite element method in plane stress analysis,» de A.S.C.E. Conference on
electronics computation, Pittsburgh, 1960.

[22] A. Wells, «Crack opening displacements from elastic-plastic analyses of externally notched
tension bars,» Enegineering fracture mechanics, vol. 1, pp. 399-410, 1969.

[23] J. Rice, «A path independent integral and the approximate analysis of strain concentration by
notches and cracks,» Journal of applied mechanics, vol. 35, pp. 379-386, 1968.

[24] B. Budiansky y J. Rice, «Conservation laws and energy-release rate,» Journal of applied
mechanics, vol. 40, pp. 201-203, 1973.

[25] J. Knowles y E. Sternberg, «On a class of conservation laws in linearized and finite
elastostatics,» Archive for rotational mechanics and analysis, vol. 44, n? 3, pp. 187-211, 1972.

[26] Y. Chen, Advances in conservation laws and energy release rates, Dordrecht: Springer
science+business media, 2002.

[27] W. Brocks y K. Schwalbe, «Experimental and numerical fracture mechanics-an individually
dyed history,» de Recent trends in fracture and damage mechanics, Springer international
publishing AG Switzerland, 2016, pp. 23-57.

[28] M. Kassi y G. Sih, «Three-dimensional stress distribution around an elliptical crack under
arbitrary loading,» Journal of applied mechanics, vol. 33, pp. 601-611, 1966.

[29] G. Sih y B. Cha, «A fracture criterion for three-dimensional crack problems,» Engineering
fracture mechanics, vol. 6, pp. 699-723, 1974.

[30] J. Rice, «<Some remarks on elastic crack-tip stress fields,» International journal of solids and
structures, vol. 8, n2 6, pp. 751-758, 1972.

[31] J. Rice, «Weight function theory for three-dimensional elastic crack analysis,» de Fracture
Mechanics: perspectives and directions, Philadelphia, 1989.

143



[32] H. Bui, Fracture mechanics inverse problems and solutions, Dordrecht: Springer, 2006.

[33] F. Erdogan, «On the stress distribution in plates with collinear cuts under arbitrary loads,» de
4th U.S. national congress of applied mechanics, 1962.

[34] F. Lange, «Interaction between overlapping parallel cracks,» International journal of fracture
mechanics, vol. 4, pp. 287-294, 1968.

[35] T. Anderson, Fracture mechanics: fundamentals and applications, Boca Raton: CRC Press,
2005.

[36] S. Timoshenko, History of strength of materials, New York: Dover publications, 1983.

[37] J. Lu, Complex variable methods in plane elasticity, Singapur: World Scientific Publishing,
1995.

[38] R. Range, Holomorphic fucntions and Integral representations in Several Complex Variables,
New York: Springer-Verlag, 1998.

[39] G. Henkin y J. Leiterer, Theory of Functions on Complex Manifolds, Boston: Birkhduser, 1984.

[40] H. Boas, «Lecture notes on several complex variables,» Texas A&M University, College
Station, 2011.

[41] L. Aizenberg y A. Yuzhakov, «Integral Representations and Residues in Multidimensional
Complex Analysis,» American Mathematical Society, Providence, 1983.

[42] F. Pham, Singularities of integrals, Londres: Springer-Verlag, 2011.

[43] S. Timoshenko y J. Goodier, Theory of Elasticity, New York: McGraw-Hill, 1951.

[44] M. H. Sadd, Elasticity: Theory, applications and numerics, Oxford: Elsevier, 2005.

[45] J. Barber, Elasticity, New York: Springer Science, 2010.

[46] T. Myint-U, Partial differential eauqtions of mathematical Physics, New York: Elsevier, 1973.

[47] E. Whittaker y G. Watson, A course of modern analysis, Cambridge: Cambridge University
Press, 1996.

[48] A. Selvadurai, Partial differential equations in Mechanics, New York: Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 2000.

[49] E. Whittaker, «On the Partial Differential Equations of Mathematical Physics,»
Mathematische Annalen, vol. 57, pp. 333-355, 1903.

[50] R. Piltner, «The use of complex valued functions for the solution of three-dimensional
elasticity problems,» Journal of Elasticity, vol. 18, pp. 191-225, 1987.

144



[51] R. Piltner, «The application of a complex 3-dimensional elasticity solutiion representation for
the analysis of a thick rectangular plate,» Acta Mechanica, vol. 75, pp. 77-91, 1988.

[52] R. Piltner, «On the representation of three-dimensional elasticity solutions with the aid of
complex valued funcitons,» Journal of Elasticity, vol. 22, pp. 45-55, 1989.

[53] R. Bahagarva, «Methods of solution of the biharmonic equation,» Proceedings of the
national institue of science of India, vol. 31, n2 6, pp. 571-583, 1965.

[54] S. Tameroglu, «General solution of the biharmonic equation and generalizaed Levy's method
for plates,» Journal of Structural Mechanics, vol. 14, pp. 33-51, 2007.

[55] A. Karageorghis y G. Fairweather, «The method of fundamental solutions for the numerical
solution of the biharmonic equation,» Journal of Computational Physics, vol. 69, pp. 434-459,
1987.

[56] A. Atangana y A. Kihcman, «Analytical solutions of boundary values problem of 2d and 3d
Poisson and biharmonic equations by homotopy decomposition method,» Abstract and
applied analysis, vol. 2013, 2013.

[57] D. Weisz-Patrault, S. Bock y K. Gurlebeck, «Three-dimensional elasticity based on quaternion-
valued potential,» International Journals of Solids and Structures, vol. 51, pp. 3422-3430,
2014.

[58] R. Fosdick, «On the complete representation of biharmonic functions,» SIAM Journal on
Applied Mathematics, vol. 19, n2 1, pp. 243-250, 1970.

[59] B. Yun, «An alternative complex variable method in plane elasticity,» Journal of the Korean
society for industrial and applied mathematics, vol. 1, n2 1, pp. 65-73, 1997.

[60] M. Doschoris, «Towards a generalization of the separation of variables technique,» Methods
and applications of analysis, vol. 19, n2 4, pp. 381-402, 2012.

145



	TESIS_DOCTORAL_9-1
	SIP 14 Mares Carreño Jesus (1)
	carta cesión de derechos MARES CARREÑO
	TESIS_DOCTORAL_9-4
	TESIS_DOCTORAL_9-5-160

