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Resumen 
 

El trabajo está dedicado al análisis de la estructura de los modos de propagación de ondas de 

radio de alta frecuencia desde fuentes moduladas estacionarias y móviles en la atmósfera 

estratificada teniendo en cuenta la reflexión y absorción de las capas ionosféricas. Para el 

cálculo de los campos electromagnéticos, se utilizan métodos clásicos para estudiar campos 

en estructuras en capas. Se considera la ecuación de dispersión correspondiente al modelo de 

propagación en la atmósfera por la capa de aire y el semiespacio de plasma reflectante (io-

nosfera no homogénea estratificada sin aplicación de fuerzas a las cargas). Se propone el uso 

del método de Series de Potencias del Parámetro Espectral (SPPS por sus siglas en inglés) 

para encontrar valores y funciones propios de los problemas de Sturm-Liouville. Se obtienen 

resultados numéricos como los números de onda de los modos de propagación para las dife-

rentes capas ionosféricas reflectantes con la posibilidad de analizar la variación del número 

de onda en función de la altura de la ionosfera de una forma prácticamente arbitraria a una 

frecuencia dada. Fueron obtenidas las fórmulas asintóticas para todos los componentes del 

campo electromagnético en las que el parámetro grande es una distancia entre la fuente en 

movimiento y el receptor a una velocidad constante como también se toman en cuenta los 

efectos de Doppler y los tiempos de desplazamiento. 

 

Abstract 
 

The work is devoted to the analysis of mode radio wave propagation of high frequency from 

stationary and mobile modulated sources in the stratified atmosphere considering the reflec-

tion and the absorption of the ionospheric layers. For the calculation of electromagnetic 

fields, classical methods for studying in layered structures are used. The dispersion equation 

corresponding to the propagation model in the atmosphere through the air layer and the re-

flective plasma half-space (stratified inhomogeneous ionosphere without application of 

forces to the charges) is considered. The use of the Spectral Parameter Power Series (SPPS) 

method is proposed to find eigenvalues and eigenfunctions of the Sturm-Liouville problems. 

Numerical results such as the wave numbers of the propagation modes for the different re-

flective ionospheric layers are obtained with the possibility of analysing the variation of the 

wave number as a function of height of the ionosphere in a practically arbitrary manner at a 

given frequency. Asymptotic formulas were obtained for all components of the electromag-

netic field in which the large parameter is a distance between the moving source and the 

receiver at a constant speed as well as Doppler effects and displacement time are considered. 
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Introducción 
 

La ionosfera existe entre aproximadamente 90 y 1000 km sobre la superficie de la tierra. La 

radiación del sol ioniza átomos y moléculas ahí, liberando electrones de las moléculas y iones 

creando un espacio de electrones y iones libres. Sometidos a un campo eléctrico externo de 

una señal de radio, estos iones libres experimentarán una fuerza y se pondrán en movimiento. 

Sin embargo, dado que la masa de los iones es mucho mayor que la masa de los electrones, 

los movimientos iónicos son relativamente pequeños y se ignorarán aquí (ver, por ejemplo, 

[1]). 

 

Las densidades de electrones libres son del orden de 1010 a 1012 electrones por metro cúbico 

y se producen por ionización de los rayos del sol. Las capas de alta densidad de electrones 

reciben nombres especiales. Son llamadas capas D, E y F y se muestran en la Fig. 1. Durante 

el día, la capa F se divide en dos capas llamadas capas F1 y F2, mientras que la capa D desa-

parece completamente en la noche. 

 

 
Figura 1. Capas D, E y F durante el día [2]. 

 

Las ondas de radio por debajo de 40 MHz se ven significativamente afectadas por la ionos-

fera, principalmente porque las ondas de radio en este rango de frecuencia son reflejadas 

efectivamente por ella. Las capas E y F son las más importantes para este proceso. Para fre-

cuencias superiores a 40 MHz la onda tiende a penetrar a través de la atmósfera en lugar de 

ser reflejada (ver [1]). 

 

Es necesario señalar que el análisis que se realiza a lo largo de todo este trabajo es conside-

rando que la frecuencia angular siempre será mayor a la frecuencia de plasma 𝜔 > 𝜔𝑝. Así 

Noche 

Día 

Capa F di-

vidida 
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se toman en cuenta los efectos de propagación de dicha frecuencia en la ionosfera, condicio-

nada a atravesarla, pero con una refracción significativa. En este caso se usa una frecuencia 

de operación 𝑓0 = 7.1619 [MHz], 𝜔0 = 45 [× 10
6 rad

s
]. Los parámetros usados en este tra-

bajo son tomados directamente de una situación real respecto a la ionosfera, su estratificación 

y sus frecuencias críticas (ver [2]). Se considera a la ionosfera iniciando en una altura de 83 

km y terminando a 255 km aproximadamente y constituida (por simplicidad) por cuatro capas 

planas. Se fija una altura de referencia a 300 km sobre la superficie plana de la tierra, sobre 

la ionosfera y hasta donde termina el análisis como se muestra en la Fig. 2. Los valores de 

los parámetros utilizados en cada capa surgen de la literatura (ver [2]) y permiten analizar la 

propagación a través de las capas ionosféricas. Se buscaron en la bibliografía disponible re-

sultados numéricos del cálculo de los números de onda presentes en esta guía ionosférica de 

plasma para poder realizar una comparativa con los resultados obtenidos y éstos solo se han 

obtenido analizando la propagación entre capas homogéneas recorriéndolas una a una. 

 

 
Figura 2. Esquema de la posición de la antena radio-base y el satélite. 
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Antecedentes 
 

La existencia de la capa ionosférica la predijeron en 1902, en forma independiente y casi 

simultánea, el ingeniero electricista Arthur Edwin Kennelly (1861-1939) y el físico británico 

Oliver Heaviside (1850-1925). Sin embargo, no fue hasta 1924 que su existencia fue detec-

tada por Edward Victor Appleton. 

 

Fue notorio desde los primeros días de la aparición tanto de la radio como de las comunica-

ciones entre esos dispositivos que un fenómeno pobremente entendido estaba ocurriendo en 

la atmósfera superior, el cual estaba afectando la propagación de las ondas de radio en una 

manera no trivial. Para 1932, cuando Appleton publicó lo que después se conocería como “la 

relación de dispersión Appleton-Hartree” (ver [3]), había un monto significativo de datos 

indicando la localización y naturaleza del plasma ionosférico y muchos de los efectos obser-

vados en la propagación de ondas de radio fueron entendidos. 

 

La principal utilidad de la ionosfera es que las reflexiones en dicha capa permiten la propa-

gación de ondas a una distancia mucho mayor de la que sería posible con línea de vista o 

incluso con efectos de refracción atmosférica. Esto se muestra gráficamente en la Fig. 3. La 

distancia de salto puede ser muy grande, lo que permite distancias de comunicación muy 

grandes. Esto se ve reforzado por múltiples reflexiones entre la ionosfera y el suelo, lo que 

lleva a múltiples saltos. Esta forma de propagación permite que las señales de radioaficionado 

y de onda corta se propaguen por todo el mundo. Dado que la capa D desaparece por la noche, 

el mejor momento para las comunicaciones de largo alcance es por la noche, esto porque las 

distancias de salto son mayores ya que las regiones E y F se encuentran a mayores altitudes. 

 

D  

Figura 3. Imagen ilustrativa de la propagación de radio ondas a través de la ionosfera en comparación con un 

enlace por la línea de vista. 
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Estado del arte 
 

Cabe mencionar que, a diferencia de otros métodos para el análisis de propagación de ondas 

electromagnéticas, como el método RT (por sus siglas en inglés Ray Tracing) y el método 

FDTD (por sus siglas en inglés Finite-Difference Time-Domain), el método SPPS ofrece una 

nueva alternativa para el análisis, procesamiento y obtención de los modos de propagación de 

una onda electromagnética en un medio estratificado como la ionosfera no homogénea y sin 

aplicación de fuerzas a las cargas. Además, de una búsqueda extensiva se encontró sin éxito 

algún dato sobre el análisis modal en un medio estratificado no homogéneo con fuentes en 

movimiento para poder realizar una comparativa con el método SPPS (por el significado de 

sus siglas en inglés Spectral Parameter Power Series), sin embargo, los datos planteados en 

todo este proceso son mediciones prácticas reales. A continuación, se muestra en la Tabla 1 

la definición y comparativa de pros y contras del método RT y FDTD. 

 

Tabla 1. Ventajas y desventajas al usar el método RT o FDTD. 

Métodos Definición Pros Contras 

Ray Tracing 

Calcula el camino de una 

onda electromagnética 

en la ionosfera mode-

lando la onda como un 

rayo. El proceso avanza 

repetidamente sobre dis-

tancias pequeñas hasta 

completar la ruta 

deseada. (Ver [4]). 

Es útil al trabajar con 

distancias pequeñas. 

(Ver [4]-[5]). 

 

Al trabajar con distan-

cias pequeñas se puede 

asumir que las propieda-

des del medio no cam-

bian y que la localmente 

la raya es recta. (Ver [4]-

[5]). 

 

Mientras el solucionador 

avanza en distancias dis-

cretas, encuentra a su vez 

las nuevas direcciones de 

propagación evaluando 

las longitudes de onda 

locales como función de 

tiempo y localización. 

(Ver [4]). 

Si la distribución de densi-

dad de la ionosfera difiere 

significativamente, el mé-

todo producirá resultados 

falsos. (Ver [5]). 

 

Los estudios encontrados 

sobre este método solo 

contemplan la banda de 

frecuencia HF. (Ver [4]-

[8]) 

 

No se menciona en ningún 

trabajo los tiempos que 

toma al solucionador. (Ver 

[4]-[8]) 

 

Las simulaciones que se 

realizan suelen mostrar 

discrepancias cercanas al 

30%. (Ver [4]-[8]) 
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FDTD 

Es una técnica de análi-

sis numérico basado en 

las ecuaciones diferen-

ciales de Maxwell de-

pendientes del tiempo. 

(ver [9]) 

Tiene excelentes aplica-

ciones para estudios de 

propagación de ondas de 

radio ELF (Extremely 

Low Frequency) y VLF 

(Very Low Frequency) 

en la guía de onda Tie-

rra-ionosfera. (ver [9]) 

 

Puede ser utilizado para 

análisis similares hasta 

en marte y otros plane-

tas. (ver [9]) 

 

 

Es efectivo solamente para 

el análisis en frecuencias 

ELF y VLF de propaga-

ción electromagnéticas. 

(ver [9]) 

 

Sí se trabaja con el sistema 

de ecuaciones de Maxwell 

en 3D, tomará demasiado 

tiempo en llevar a cabo las 

simulaciones computacio-

nales y una exigencia en 

potencia de cómputo. (ver 

[9]) 

 

Si el estudio en el que se 

aplique el método requiere 

considerar el parámetro de 

dependencia azimutal es 

necesario usar trabajar con 

las ecuaciones en 3D. (ver 

[9]) 

 

Justificación 
 

El problema de la propagación de ondas electromagnéticas de fuentes en movimiento en la 

atmósfera tiene importantes intereses teóricos y aplicados, por ejemplo, en comunicaciones 

por radio, comunicaciones por satélite, radioastronomía, etc. Varios efectos (como la refle-

xión, la refracción, la difracción, etc.), se combinan realmente cuando las señales de radio se 

propagan a través de la atmósfera. Las señales son influenciadas por muchos factores que 

permiten que las señales se detecten cerca y lejos, dependiendo de muchos factores. 

 

La forma en que las señales de radio se propagan o viajan desde un transmisor de radio a un 

receptor de radio es de gran importancia al planificar una red o sistema de radio. 

 

De hecho, la influencia de la atmósfera en las comunicaciones por radio es de gran impor-

tancia, ya sea que se trate de radio bidireccional, radio móvil, radiodifusión, radio punto a 

punto o cualquier otra radio. Existe una extensa literatura dedicada a la propagación de ondas 

de radio en la atmósfera (ver, por ejemplo, [10-14]). 
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Objetivo general  
 

Modelar matemáticamente de un método analítico y numérico la estructura modal de la pro-

pagación de ondas de radio de alta frecuencia en la atmósfera generadas por fuentes en mo-

vimiento teniendo en cuenta la reflexión y absorción por la ionosfera. 

 

Objetivos específicos 
 

• Analizar y comparar los modelos matemáticos de la propagación de 

ondas en la atmósfera. 

 

• Estudiar los espectros de los modos que se propagan en la atmósfera 

aplicando el método de SPPS (Series de Potencias del Parámetro Espectral, 

por sus siglas en inglés). 

 

• Estudiar la propagación de ondas monocromáticas y moduladas 

desde transmisores mediante el método SPPS. 
 

• Analizar numéricamente los efectos Doppler para frecuencia y des-

plazamiento de tiempo para transmisores móviles. 

 

Metas 
 

Meta 1. Estudio de los espectros de los modos que se propagan en la atmósfera, teniendo en 

cuenta la estructura multicapa de la ionosfera y la dispersión estratificada en la ionosfera 

aplicando el método de SPPS. 

 

Meta 2. Estudio de la propagación de ondas monocromáticas y moduladas desde transmiso-

res mediante el método SPPS. 

 

Meta 3. Transmisores móviles. Análisis numérico de los efectos Doppler para frecuencia y 

desplazamiento de tiempo. 

 

Metodología 
 

Aplicación de los métodos desarrollados por los directores de tesis en la teoría de propaga-

ción de ondas electromagnéticas en medios de dispersión y el método numérico de SPPS (ver 

[22-26], [28], [30], [33-34]). Los pasos seguidos para resolver el problema fueron los siguien-

tes: 
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Planteamiento del problema 

 

El trabajo está dedicado al estudio de la propagación de señales electromagnéticas en la at-

mósfera. Se considera la influencia de la ionosfera multicapa en la propagación de ondas de 

radio de alta frecuencia desde fuentes moduladas estacionarias y móviles. Para el cálculo de 

campos electromagnéticos, se utilizan métodos clásicos para estudiar campos en estructuras 

en capas y un método bastante nuevo, el método de Series de Potencia del Parámetro Espec-

tral (por sus siglas en inglés SPPS), para encontrar valores y funciones propios de los proble-

mas de Sturm-Liouville.  

 

 

 

 

 

 

 

Conocimiento del 

tema de investiga-

ción y la literatura. 

Estudio de los es-

pectros de los mo-

dos que se propagan 

en la atmósfera 

Estudio de la disper-

sión estratificada en 

la ionosfera apli-

cando el método 

SPPS. 

Estudio de la propagación de 

ondas monocromáticas y modu-

ladas desde transmisores me-

diante el método SPPS 

Análisis numérico 

de los efectos de 

Doppler para fre-

cuencia y desplaza-

miento de tiempo. 
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CAPÍTULO 1 REPRESENTA-

CIÓN MODAL DEL CAMPO ELEC-

TROMAGNÉTICO EN LA ATMÓS-

FERA ESTRATIFICADA 
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La frecuencia de plasma angular (𝜔𝑝) se puede definir como (ver [1], [3]) 

 

𝜔𝑝 = √
𝑁𝑒(𝑧)𝑒2

휀0𝑚𝑒
≈ √3183𝑁𝑒  [

rad

s
], (1) 

 

donde 𝑁𝑒(𝑧) [
𝑒

m3
] es la densidad de electrones, 𝑒 [C] es la carga del electrón, 𝑚𝑒 [kg] es la 

masa del electrón y 휀0  [
C2

m2N
] es la permitividad eléctrica del espacio libre. Note que la den-

sidad de electrones 𝑁𝑒(𝑧) depende de la altura con respecto a la superficie de la tierra y 

crece con la altura 𝑧 [km] (ver, por ejemplo, (ver [1], [3]). 

 

Note que esta densidad depende de la altura con respecto a la superficie de la tierra. En una 

primera región muestra un comportamiento donde aproximadamente y en términos genera-

les, crece con la altura (ver [1], [3]). Se llega a una altura donde 𝑁𝑒(𝑧) se estabiliza, alcanza 

su valor máximo y después hay una región donde decrece. Por encima de esta región, para 

una altura constante que se denotará como 𝐻 [km], se puede considerar como una constante 

a 𝑁𝑒(𝑧) para 𝑧 ≥ 𝐻. Cada altura de las distintas regiones puede identificarse como la altura 

de las capas que conforman a la ionosfera para este trabajo. 

 

La dificultad de modelar los distintos valores de 𝑁𝑒(𝑧) con respecto a la altura obliga a usar 

métodos numéricos para la obtención de los modos propagados. 

 

La velocidad de fase (𝑐𝑝) en el plasma se calcula como 

 

𝑐𝑝(𝜔) =
𝑐0

√1 −
𝜔𝑝2

𝜔2

[
m

s
] > 𝑐0,     si 𝜔 > 𝜔𝑝,  

 

donde 𝑐0 es la velocidad de la luz en el vacío, y el número de onda (𝑘𝑝) es dado como 

 

𝑘𝑝(𝜔) =
𝜔

𝑐𝑝(𝜔)
=
1

𝑐0
√𝜔2 −𝜔𝑝2 [

1

m
] <

𝜔

𝑐0
.  

 

La velocidad de grupo (𝑣𝑔) en el plasma está dada como 

 

𝑣𝑔(𝜔) =
1

𝑘𝑝′ (𝜔)
=

1

𝑑𝑘𝑝(𝜔)

𝑑𝜔

= 𝑐0√1 −
𝜔𝑝2

𝜔2
[
m

s
] < 𝑐0, 𝜔 > 𝜔𝑝.  
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Donde la velocidad de fase (de una onda viajera a una frecuencia determinada y para un 

modo dado) es la velocidad de una superficie equifásica en la dirección de propagación. La 

velocidad de grupo es (bajo las mismas condiciones) la velocidad a la que la energía es 

transportada en la dirección de propagación. El número de onda igualmente puede ser cal-

culado como 2𝜋/𝜆, donde 𝜆 es la longitud de onda en el medio (ver [13]).  

 

Cabe señalar que el problema de la propagación de ondas electromagnéticas desde una par-

tícula en movimiento en un espacio homogéneo es un problema clásico de electrodinámica 

(ver, por ejemplo, [16-19]). El campo electromagnético producido por una fuente uniforme-

mente en movimiento en una guía de ondas homogénea fue considerado en [20] y existen 

también artículos dedicados al conocido efecto Vavilov-Cherenkov (que surge cuando elec-

trones de alta energía que viajan a través del agua, se crea un efecto óptico, esta luz se ex-

tiende a través del medio en forma de cono a lo largo de la trayectoria de la partícula cargada 

generando un resplandor azul (ver [21])), de guías de ondas no homogéneas generadas por 

fuentes que se mueven uniformemente (ver, por ejemplo, [19], [21] y las referencias citadas 

ahí). 

 

Se aplicarán en este trabajo los métodos que se desarrollaron anteriormente bajo la investi-

gación del problema de la propagación de ondas submarinas desde fuentes en movimiento 

(ver [22-24]) y de la propagación de ondas electromagnéticas en un medio dispersivo (ver 

[25], [26]). 

 

Ecuaciones de Maxwell 
 

En notación vectorial, las ecuaciones de Maxwell en su representación diferencial son (ver, 

por ejemplo, [27]) 

 

∇ × 𝑬(𝒓, 𝑡) = −
𝜕

𝜕𝑡
𝑩(𝒓, 𝑡), 

∇ × 𝑯(𝒓, 𝑡) = −
𝜕

𝜕𝑡
𝑫(𝒓, 𝑡) + 𝑱(𝒓, 𝑡), 

∇ ∙ 𝑩(𝒓, 𝑡) = 0, 

∇ ∙ 𝑫(𝒓, 𝑡) = 𝜌(𝒓, 𝑡),  

(2) 

 

donde 

 

𝒓 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) [m]  ∈ ℝ
3 𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛, 

 𝑡 [s] ∈ ℝ 𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜, 

𝑬 = (𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) [
V

m
]  𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑒𝑙é𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜, 

𝑯 = (𝐻1, 𝐻2, 𝐻3) [
A

m
] 𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑚𝑎𝑔𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑜, 
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𝑫 = (𝐷1, 𝐷2, 𝐷3) [
C

m2
]  𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑑𝑒𝑠𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑙é𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜, 

𝑩 = (𝐵1, 𝐵2, 𝐵3) [
Wb

m2
]  𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑖𝑛𝑑𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑚𝑎𝑔𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑎, 

𝑱(𝒓, 𝑡) [
A

m2
]  𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒, 

𝜌(𝒓, 𝑡) [
C

m3
]   𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎. 

 

La densidad de corriente 𝑱(𝒓, 𝑡) y la densidad de carga 𝜌(𝒓, 𝑡) están conectadas por la ecua-

ción de continuidad  

 

∇ ∙ 𝑱(𝒓, 𝑡) +
𝜕

𝜕𝑡
𝜌(𝒓, 𝑡) = 0. (3) 

 

Se consideran ondas harmónicas producidas por la corriente harmónica y la densidad de carga 

 

𝑱(𝒓, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑱(𝒓), 𝜌(𝒓, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝜌(𝒓). 

 

Sea 

 

𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑬(𝒓), 𝑯(𝒓, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑯(𝒓), 𝑫(𝒓, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑫(𝒓),

𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑩(𝒓). 
 

Entonces se obtiene el sistema 

 

∇ × 𝑬(𝒓) = 𝑖𝜔𝑩(𝒓), 
∇ × 𝑯(𝒓) = −𝑖𝜔𝑫(𝒓) + 𝑱(𝒓), 

∇ ∙ 𝑩(𝒓) = 0, 

∇ ∙ 𝑫(𝒓) = 𝜌(𝒓). 

(4) 

 

Para un medio isotrópico dispersivo estratificado 

 

𝑫 = 휀(𝜔, 𝑥3)𝑬, 𝑩 = 𝜇(𝜔, 𝑥3)𝑯 (5) 

 

donde  

 

휀(𝜔, 𝑥3) 𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑒𝑙é𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎, 

𝜇(𝜔, 𝑥3) 𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑒𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑚𝑎𝑔𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑎. 
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Derivación de las ecuaciones de onda escalares 
 

Del sistema de ecuaciones de Maxwell se puede obtener la ecuación de onda vectorial para 

el campo eléctrico y el campo magnético [ver, por ejemplo, [27], p. 12]  

 

∇2𝑬(𝒓) + 𝑘2𝑬(𝒓) = 𝟎, 
 

∇2𝑯(𝒓) + 𝑘2𝑯(𝒓) = 𝟎, 

 

 

donde 𝑘 =
𝜔

𝑐
 es el número de onda. En coordenadas cartesianas, 𝑬(𝒓) = 𝒙�̂�𝐸𝑥1 + 𝒙�̂�𝐸𝑥2 +

𝒙�̂�𝐸𝑥3  y 𝑯(𝒓) = 𝒙�̂�𝐻𝑥1 + 𝒙�̂�𝐻𝑥2 + 𝒙�̂�𝐻𝑥3 donde 𝒙�̂�, 𝒙�̂� 𝑦 𝒙�̂� son vectores unitarios indepen-

dientes de la posición.  

 

Por lo tanto, la ecuación de onda electromagnética vectorial consiste en seis ecuaciones de 

onda escalares 

 

(∇2 + 𝑘2)Φ(𝐫) = 0,  

 

donde Φ(𝐫) puede ser 𝐸𝑥1, 𝐸𝑥2, 𝐸𝑥3, 𝐻𝑥1, 𝐻𝑥2 o 𝐻𝑥3 (ver, por ejemplo, [27], p. 12). 

 

Para las ondas Transversales Eléctricas (TE) el campo eléctrico es transversal a la dirección 

𝑥3, es decir, es direccionado en el plano 𝑥1, 𝑥2. Se caracterizan las ondas TE para usar la 

componente 𝐻𝑥3 (𝐻𝑥3 ≠ 0 mientras 𝐸𝑥3 = 0) del campo magnético. 

 

Sea 𝑥3 = 𝑧. Entonces la siguiente ecuación describe las ondas TE (𝐸𝑧 = 0) (ver, [27], pp. 45-

46) para un medio no homogéneo con fuente 

 

휀∇ × 휀−1∇ × 𝑯 − 𝑘2𝑯 = ∇ × 𝑱, (6) 

 

considerando un medio de capas planas caracterizado por 𝜇 y 휀 siendo funciones de 𝑧 sola-

mente,  

 

휀(𝑧)∇ × 휀(𝑧)−1∇ × 𝑯 − 𝑘2𝑯 = ∇ × 𝑱, 
 

∇ × ∇ ×𝑯 − 𝑘2𝑯 = ∇ × 𝑱, 

 

 

entonces al desarrollar (6) se obtiene (ver, por ejemplo, [27], p. 46) usando la identidad vec-

torial ∇ × ∇ × 𝑯 = ∇(∇ ∙ 𝑯) − ∇2𝑯 y que ∇ ∙ 𝑯 = 𝟎 como lo indica (4) y (5) 

 

∇(∇ ∙ 𝑯) − ∇2𝑯− 𝑘2𝑯 = ∇ × 𝑱, 
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−∇2𝑯− 𝑘2𝑯 = ∇ × 𝑱 
 

∇2𝑯+ 𝑘2𝑯 = −∇ × 𝑱, 

 

considerando que se puede extraer la componente 𝑧 de (6), es decir que 𝑯 = (0, 0, 𝐻𝑧) donde 

el laplaciano (∇2) para las ondas TE es 

 

∇2=
𝜕2

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2

𝜕𝑧2
, 

 

entonces 

 

(
𝜕2

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝑘2(𝜔, 𝑧))𝐻𝑧 = −(

𝜕𝐽𝑥2
𝜕𝑥1

−
𝜕𝐽𝑥1  

𝜕𝑥2
), 

 

las ondas TE en este medio generadas por una fuente son descritas por la ecuación de onda 

escalar 

 

(∇𝒙
2 +

𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝑘2(𝜔, 𝑧))𝐻𝑧(𝜔, 𝑥1, 𝑥2, 𝑧) = (

𝜕𝐽𝑥1(𝜔, 𝑥1, 𝑥2, 𝑧)

𝜕𝑥2
−
𝜕𝐽𝑥2(𝜔, 𝑥1, 𝑥2, 𝑧)

𝜕𝑥1
), 

 

entonces,  

 

∇𝒙
2𝐻𝑧(𝜔, 𝒙, 𝑧)+

𝜕2

𝜕𝑧2
𝐻𝑧(𝜔, 𝒙, 𝑧)+ 𝑘

2(𝜔, 𝑧)𝐻𝑧(𝜔, 𝒙, 𝑧)

= (
𝜕𝐽𝑥1(𝜔, 𝒙, 𝑧) 

𝜕𝑥2
−
𝜕𝐽𝑥2(𝜔, 𝒙, 𝑧)

𝜕𝑥1
) = 𝐹(𝜔, 𝒙, 𝑧),   

 

𝒙 = (𝑥1, 𝑥2) [m], 0 < 𝑧 < ∞ [km], 

(7) 

 

donde 𝐹(𝜔, 𝒙, 𝑧) es una fuente oscilatoria con una frecuencia 𝜔 y 

 

𝑘2(𝜔, 𝑧) =
𝜔2

𝑐2(𝜔, 𝑧)
 [
1

m
] , 𝑐2(𝑧) =

1

휀(𝜔, 𝑧)𝜇0
[
m

s
], 

𝑘2(𝜔, 𝑧) = {
𝑘𝑎
2(𝜔) [

1

m
] , 0 < 𝑧 < 𝐻,

𝑘𝑖
2(𝜔, 𝑧) [

1

m
] ,𝐻 < 𝑧 < +∞,

 

(8) 
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también, 

 

𝑘𝑎(𝜔) =
𝜔

𝑐
[
1

m
] , 𝑘𝑖(𝜔,𝑧) =

√ 𝜔2−𝜔𝑝2(𝑧)

𝑐0
 [
1

m
] , 𝜔 > 𝜔𝑝(𝑧). 

(9) 

 

Considere el modelo más simple de las ondas electromagnéticas en la atmósfera: 

 

𝑄𝑔 = {(𝒙, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑧 = 0 [km]} 𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑡𝑖𝑒𝑟𝑟𝑎, 

𝑄𝑎 = {(𝒙, 𝑧) ∈ ℝ3: 0 < 𝑧 < 𝐻 [km]} 𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑐𝑎𝑝𝑎 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎 𝑙𝑎 𝑎𝑡𝑚ó𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎, 

𝑄𝑖 = {(𝒙, 𝑧) ∈ ℝ
3: 𝑧 ≥ 𝐻 [km]} 𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑖𝑜𝑛ó𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎. 

 

La siguiente ecuación describe la propagación de las ondas eléctricas en una atmósfera no 

magnetizada 

 

∇𝑥
2Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) +

𝜕2

𝜕𝑧2
Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) + 𝑘2(𝜔, 𝑧)Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) = F(𝜔, 𝒙, 𝑧),   

 

𝒙 ∈ ℝ𝟐, z ∈ ℝ+. 

(10) 

 

donde Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) es el campo escalar de 𝐻𝑧(𝜔, 𝒙, 𝑧) (ver, por ejemplo, Figura 4 que denota 

el esquema cartesiano de la ecuación (10)).  

 

Como el medio tendrá parámetros de discontinuidad constitutivos, es necesario considerar 

las condiciones de continuidad en la superficie de la tierra [ver, por ejemplo, [28], p. 435]  

 

Φ(𝒙, 0) = 0, 𝑧 = 0, 
 

 y en la interfaz 𝑧 = 𝐻  entre la parte baja de la atmósfera y la capa reflectante de la ionósfera 

 

Φ(𝜔, 𝒙,𝐻 − 0) = Φ(𝜔, 𝒙,𝐻 + 0), 
𝜕Φ(𝜔, 𝒙,𝐻 − 0)

𝜕𝑧
=
𝜕Φ(𝜔, 𝒙,𝐻 + 0)

𝜕𝑧
, 

(11) 

 

donde Φ(𝐻 − 0) = Φ(𝐻 + 0) representa la condición de continuidad durante el desarrollo 

de este trabajo. 
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Figura 4. Representación cartesiana del modelo a analizar. 

 

Función de Green para el operador diferencial 𝓗𝝎 
 

La función de Green de una ecuación de onda es la solución de la ecuación de onda para una 

fuente puntual. La función de Green 𝑔 = 𝑔(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0) es una solución de la ecuación 

 

ℋ𝜔𝑔(𝒙, 𝑧) = ∇𝑥
2𝑔(𝒙, 𝑧) +

𝜕2

𝜕𝑧2
𝑔(𝒙, 𝑧) + 𝑘2(𝜔, 𝑧)𝑔(𝒙, 𝑧) = −𝛿(𝒙)𝛿(𝑧 − 𝑧0), 

(𝒙, 𝑧)  ∈  ℝ+
3 , 

(12) 

 

donde 𝛿(𝒙) y 𝛿(𝑧 − 𝑧0) son las funciones delta bidimensional y unidimensional respectiva-

mente (ver, por ejemplo, [29], Capítulos 2-3) que representan una fuente puntual unitaria y 

𝑧0 es la posición vertical de la fuente, bajo las condiciones de continuidad 

 

𝜕𝑔(𝜔, 𝒙, 0, 𝑧0)

𝜕𝑧
= 0, (13) 

 

𝑔(𝜔, 𝒙,𝐻 − 0, 𝑧0) = 𝑔(𝜔, 𝒙,𝐻 + 0, 𝑧0), 
𝜕𝑔(𝜔, 𝒙, 𝐻 − 0, 𝑧0)

𝜕𝑧
=
𝜕𝑔(𝜔, 𝒙, 𝐻 + 0, 𝑧0)

𝜕𝑧
. 

(14) 
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De tal manera se puede atender la solución de la ecuación (12) de la propagación de ondas 

eléctricas en una atmósfera no magnetizada, así a su vez se explica en el siguiente tema la 

necesidad de dar esta solución. 

 

Problema de Sturm-Liouville asociado con la función de Green 
 

Introducimos el problema espectral unidimensional de Sturm-Liouville relacionado con el 

problema (12 - 14), de tal manera relacionando el método analítico con el método SPPS que 

en su esencia depende de dicho problema. 

 

ℒ𝜔𝜑(𝜔, 𝛼, 𝑧) =

{
 
 

 
 
𝜕2𝜑(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝜕𝑧2
+ 𝑘2(𝜔, 𝑧)𝜑(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝛼2𝜑, 𝑧 ∈ (0,∞)

𝜑′(𝜔, 𝛼, 0) = 0,

𝜑(𝜔, 𝛼,𝐻 − 0) − 𝜑(𝜔, 𝛼, 𝐻 + 0) = 0,

𝜑′(𝜔, 𝛼, 𝐻 − 0) − 𝜑′(𝜔, 𝛼,𝐻 + 0) = 0,

 (15) 

 

donde 

 

𝑘2(𝜔, 𝑧) = {
𝑘𝑎
2(𝜔), 0 < 𝑧 < 𝐻, [

1

m
]

𝑘𝑖
2(𝜔, 𝑧), 𝐻 < 𝑧 < +∞, [

1

m
]

 (16) 

 

donde 𝜆 = 𝛼2 ∈ ℝ es el parámetro espectral del problema y 𝜑 es una solución para (14). 

Nótese que ℒ𝜔 es un operador auto adjunto en el espacio de Hilbert 𝐿2(ℝ+) con la norma 

(ver, por ejemplo, [30]),  

 

‖𝑢‖𝐿2(ℝ+,𝜀) = (∫|𝑢(𝑧)|2
∞

0

𝑑𝑧)

1
2

, (17) 

 

y con el dominio 

 

𝑑𝑜𝑚ℒ𝜔

= {
𝜑 ∈ 𝐻2([0, 𝐻])⨁𝐻2((𝐻,+∞)) ∶ 𝜑′(𝜔, 0) = 0,

 𝜑(𝜔,𝐻 − 0) − 𝜑(𝜔, 𝐻 + 0) = 0, 𝜑′(𝜔, 𝐻 − 0) − 𝜑′(𝜔,𝐻 + 0) = 0
}, 

(18) 

 

donde 𝐻2(𝛼, 𝛽) es el espacio de Sobolev. Es bien conocido (ver, por ejemplo, [31]) que el 

operador ℒ𝜔 tiene un espectro continuo (−∞, 𝑘𝑖𝑜𝑛
2 (𝜔)] y un conjunto finito de valores pro-

pios 
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𝜆𝑗(𝜔) = 𝛼𝑗
2(𝜔), 𝑗 = 1,… , 𝑛(𝜔), 

 

los cuales son los puntos del espectro discreto de ℒ𝜔 situados en el intervalo 

 

(𝑘𝑖𝑜𝑛
2 (𝜔), min

𝑧∈[0,𝐻]
𝑘2(𝜔, 𝑧)). 

 

El número 𝑛(𝜔) de eigenvalores depende de la frecuencia 𝜔. Se denotará por 𝜑𝑗(𝜔, 𝑧),    𝑗 =

1, … , 𝑛(𝜔) a los eigenvalores normalizados de ℒ𝜔, que son las soluciones de la ecuación  

 

ℒ𝜔𝜑𝑗(𝜔, 𝑧) = 𝛼𝑗
2(𝜔)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧), 

 

tales que 

 

‖𝜑𝑗‖𝐿2(ℝ+,𝜀)
= √∫|𝜑(𝜔, 𝑧)|2

∞

0

𝑑𝑧 = 1. 

 

Además 

 

(𝜑𝑗(𝜔, 𝑧), 𝜑𝑘(𝜔, 𝑧)) = ∫ 𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)�̅�𝑘(𝜔, 𝑧)𝑑𝑧 = {
1, 𝑠𝑖 𝑗 = 𝑘
0, 𝑠𝑖 𝑗 ≠ 𝑘

∞

0

. (19) 

 

Representación modal de la función de Green 
 

Aplicando la transformada de Fourier con respecto a 𝒙 a las ecuaciones (12) - (14), se obtiene 

que 

 

ℋ�̂�(𝜉
′)�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0)

= −|𝜉′|2�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0) +
𝜕2�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0)

𝜕𝑧2

+ 𝑘2(𝜔, 𝑧)�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0) 
= −𝛿(𝑧 − 𝑧0), 

𝝃 ∈ ℝ2, 𝑧, 𝑧0 ∈ ℝ+, 

(20) 

 

bajo las condiciones 

 

�̂�𝑧(𝜔, 𝜉
′, 0, 𝑧0) = 0, 

�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝐻 + 0, 𝑧0) − �̂�(𝜔, 𝜉
′, 𝐻 − 0, 𝑧0) = 0, 

(21) 
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�̂�′(𝜔, 𝜉′, 𝐻 + 0, 𝑧0) − �̂�′(𝜔, 𝜉
′, 𝐻 − 0, 𝑧0) = 0.  

 

Se buscará la solución al problema (20), (21) (ver, por ejemplo, [28]), como 

 

�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0) = ∑ 𝛾𝑗(𝜔, 𝜉
′, 𝑧0)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧).

𝑛(𝜔)

𝑗=1

 (22) 

 

donde 𝛾𝑗 es un coeficiente desconocido. Por lo tanto 

 

ℋ�̂�(𝜉
′)�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0 ) = ∑ 𝛾𝑗(𝜔, 𝜉

′, 𝑧0)(𝛼𝑗
2(𝜔) − |𝜉|2)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)

𝑛(𝜔)

𝑗=1

 

= −𝛿(𝑧 − 𝑧0). 

(23) 

 

Se sigue de la ortonormalidad del sistema {𝜑𝑗}, 

 

𝛾𝑗(𝜔, 𝜉
′, 𝑧0) =

∫ 𝛿(𝑧 − 𝑧0)�̅�(𝜔, 𝑧)𝑑𝑧
∞

0

|𝜉|2 − 𝛼𝑗
2(𝜔)

=
�̅�(𝜔, 𝑧0)

|𝜉|2 − 𝛼𝑗
2(𝜔)

. (24) 

 

Por lo tanto 

 

�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0) = − ∑ 𝛾𝑗(𝜔, 𝜉
′, 𝑧0)(𝛼𝑗

2(𝜔) − |𝜉|2)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)

𝑛(𝜔)

𝑗=1

. (25) 

 

También 

�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0) = ∑
𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)�̅�𝑗(𝜔, 𝑧0)

|𝜉|2 − 𝛼𝑗
2(𝜔)

𝑛(𝜔)

𝑗=1

. 

 

Aplicando la transformada de Fourier inversa, se obtiene que 

 

�̂�(𝜔, 𝜉′, 𝑧, 𝑧0) =
𝑖

4
∑ 𝐻0

(1)(𝛼𝑗(𝜔)|𝑥|)

𝑛(𝜔)

𝑗=1

𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)�̅�𝑗(𝜔, 𝑧0), (26) 

 

donde 𝐻0
(1)

 es una función de Hankel de primera especie y los términos 

 

𝑔𝑗(𝜔, 𝑥, 𝑧, 𝑧0) =
𝑖

4
𝐻0
(1)(𝛼𝑗(𝜔)|𝑥|)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)�̅�𝑗(𝜔, 𝑧0), 𝑗 = 1… , 𝑛(𝜔),  
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son llamados modos de propagación. Aplicando las asíntotas de la función de Hankel 

 

𝐻0
(1)(𝑟)~√

2

𝜋𝑟
𝑒𝑖(𝑟−

𝜋
4
), 𝐼𝑚 𝑟 > 0, 𝑟 → ∞, (27) 

 

se obtiene el término principal de los modos asintóticos  

 

𝑔𝑗(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0)~
𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧0)

√8𝜋𝛼𝑗(𝜔)|𝒙|
𝑒𝑖(𝛼𝑗

(𝜔)|𝒙|+
𝜋
4
), 𝑗 = 1,… , 𝑛(𝜔). 

 

El análisis de la función de Green para la ecuación de onda también permite asociarlo con el 

problema de Sturm-Liouville, de tal manera se puede trabajar con el parámetro espectral del 

problema permitiendo obtener un conjunto finito de eigenvalores que satisface la ecuación, 

esto permite desarrollar y obtener una ecuación de dispersión para el Capítulo 2, así conseguir 

los modos propagados para la frecuencia trabajada. Al trabajar con los modos asintóticos 

desde el análisis modal de la función de Green generados por la fuente en movimiento facilita 

el análisis y obtención del campo generado por esta misma fuente, por lo tanto, esta parte 

teórica es determinante para el Capítulo 3 donde se desarrollará el análisis de la fuente en 

movimiento y la obtención del campo electromagnético generado.  
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CAPÍTULO 2 DEFINICIÓN DE 

LOS MODOS DE PROPAGACIÓN 

EN LA ATMÓSFERA 
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Método analítico 
 

A partir del modelado desarrollado en el capítulo 1  

 

∇𝑥
2Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) +

𝜕2

𝜕𝑧2
Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) + 𝑘2(𝜔, 𝑧)Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) = 0, 𝒙 ∈ ℝ𝟐,

0 < z < ∞, 
(28) 

 

de la forma 

 

Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) = 𝑒𝑖𝒙∙𝜶𝑢(𝜔,𝜶, 𝑧), 𝜶 = (𝛼1, 𝛼2), 

 

donde 𝜶 es conocido como el vector de onda o vector de propagación que señala la dirección 

de propagación de la onda en este caso con dirección de (𝑥1, 𝑥2) cuya magnitud es siempre 

|𝜶| = 𝛼 sin importar la dirección (ver, por ejemplo, [27], p. 13) y 𝑢(𝜔,𝜶, 𝑧) es la amplitud 

de las ondas TE del campo 𝐻𝑧. Después, se obtiene la ecuación para 𝑢(𝜔, 𝜶, 𝑧) 
 

𝑑2𝑢(𝜔, |𝜶|, 𝑧)

𝑑𝑧2
+ (𝑘2 − |𝜶|2)𝑢(𝜔, |𝜶|, 𝑧) = 0, 𝑧 ∈ (0,+∞), (29) 

 

bajo las condiciones de continuidad 

 

𝑢(𝜔, |𝜶|, 0) = 0, (30) 

 

y 

 

𝑢(𝜔, |𝜶|, 𝐻 − 0) = 𝑢(𝜔, |𝜶|, 𝐻 + 0), 
𝜕𝑢(𝜔, |𝜶|, 𝐻 − 0)

𝜕𝑧
=
𝜕𝑢(𝜔, |𝜶|, 𝐻 + 0)

𝜕𝑧
, 

       (31) 

 

donde 𝑢( 𝐻 − 0) = 𝑢( 𝐻 + 0) y 
𝜕𝑢(𝐻−0)

𝜕𝑧
=

𝜕𝑢(𝐻+0)

𝜕𝑧
 denotan que desde la dirección arbitraria 

que se aproxime al punto 𝐻 este será el mismo resultado, estas condiciones son importantes 

y por ello se consideran en la parte teórica del Capítulo 1. Más adelante se podrá identificar 

en el Ejemplo 1 que es necesario considerar tal continuidad entre la capa de aire y la ionosfera 

al interactuar la frecuencia que se está estudiando.  

 

Se asocian la ecuación (29) y las condiciones (30), (31) con el siguiente problema espectral 

para la ecuación diferencial ordinaria   
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𝑑2𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝑘2(𝜔, 𝑧)𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝛼2𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧),     𝑧 ∈ (0,+∞). (32) 

 

 

Primero se considera la solución de la ecuación (32) en el intervalo (0, 𝐻). Sea 𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧) 

la solución a la ecuación (32) en (0, 𝐻)  
 

𝑑2𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝑘𝑎

2(𝜔, 𝑧)𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝛼2𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧),     𝑧 ∈ (0, +∞). 
 

 

 

satisfaciendo las condiciones iniciales 

 

𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 0,
𝜕𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝜕𝑧
= 1, 𝛼 > 0. (33) 

 

 

La solución es única. La ecuación (32) en el intervalo (𝐻, +∞) es de la forma: 

 

𝑑2𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝑘𝑖

2(𝜔, 𝑧)𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝛼
2𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝑧),     𝐻 < 𝑧 < +∞. (34) 

 

Esta es una ecuación con coeficientes constantes, por lo tanto 

 

𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝐻) = 𝐶1(𝜔, 𝛼)𝑒
√𝛼2−𝑘𝑖

2(𝜔)(𝑧−𝐻)
+ 𝐶2(𝜔, 𝛼)𝑒

−√𝛼2−𝑘𝑖
2(𝜔)(𝑧−𝐻)

,
𝐻 < 𝑧 < +∞.   

(35) 

 

Las constantes 𝐶1(𝜔, 𝛼) y 𝐶2(𝜔, 𝛼) pueden ser encontradas a partir de las condiciones (31): 

 

𝐶1(𝜔, 𝛼) + 𝐶2(𝜔, 𝛼) = 𝑢𝑎(𝜔, 𝛼,𝐻), 

𝐶1(𝜔, 𝛼) − 𝐶2(𝜔, 𝛼) =
𝑢𝑎

′(𝜔, 𝛼, 𝐻)

√𝛼2 − 𝑘𝑖
2(𝜔)

. 

 

Se considera que las soluciones de la ecuación (34) satisfacen las condiciones  

 

lim
𝑧→+∞

𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 0, 

 

esto da como resultado 𝐶1(𝜔, 𝛼) = 0. Por lo tanto, 𝛼 debe ser la solución de la ecuación de 

dispersión 
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𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝐻) +
𝑢𝑎

′(𝜔, 𝛼, 𝐻)

√𝛼2 − 𝑘𝑖
2(𝜔)

= 0 
(35) 

 

donde  

 

𝑘𝑖(𝜔) < 𝛼 < 𝑘𝑚𝑎𝑥(𝜔) = max
𝑧∈[0,   𝐻]

𝑘𝑎(𝜔, 𝑧), 

𝑘𝑖(𝜔) < 𝛼1(𝜔) < 𝛼2(𝜔) < ⋯ < 𝛼𝑚(𝜔) < 𝑘𝑎(𝜔), 
 

y donde 𝛼𝑗(𝜔) es llamado Número de Modo de Onda (NMO) y es una solución caracterís-

tica a la ecuación de dispersión para las condiciones de frontera especificadas. Sea 𝜑𝑗(𝜔, 𝑧) 

la solución de la ecuación (32) con 𝛼 = 𝛼𝑗(𝜔). Entonces 

 

Φj(𝒙, 𝑧) = 𝑒𝑖𝛼𝑗(𝜔)𝜽∙𝒙𝑢𝑗(𝜔, 𝑧), 𝑗 = 1, … ,𝑚 

 

donde 𝜽 es el vector unitario con dirección 𝒙 en ℝ2, es la solución a la ecuación de Helmholtz 

(28).  

 

Ejemplo 1. Considerando el modelo más simple de la atmósfera 

 

𝑘(𝜔, 𝑧) =

{
 
 

 
 𝑘𝑎(𝜔) =

𝜔

𝑐0
, 0 < 𝑧 < 𝐻,

𝑘𝑖(𝜔) =
√𝜔2 −𝜔𝑝

2(𝐻)

𝑐0
, 𝐻 < 𝑧 < +∞.

 

 

(36) 
 

 

(37) 

 

donde 𝑘𝑎(𝜔) es el número de onda en la parte inferior de la atmósfera y 𝑘𝑖(𝜔) es el número 

de onda en la ionosfera. 

 

Entonces 

        

𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝐻) =
sen(√𝑘𝑎

2(𝜔)−𝛼2𝐻)

√𝑘𝑎
2(𝜔)−𝛼2

. (38) 

 

Sustituyendo en la ecuación (35) a (38), y tras cierta manipulación algebraica, final-

mente se obtiene la forma completa de la ecuación de dispersión es 

 

tan (√𝑘𝑎2(𝜔) − 𝛼2) ∙ 𝐻 +  
√𝑘𝑎2(𝜔) − 𝛼2

√𝛼2 − 𝑘𝑖
2(𝜔)

 = 0, 
(39) 
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donde 

 

𝑘𝑖(𝜔) < 𝛼𝑘(𝜔) <  𝑘𝑎(𝜔). 

 

Este ejemplo pretende solamente ilustrar resultados que se obtienen para la propagación de 

ondas en la ionosfera para un modelo simple que cuenta con soluciones analíticas. Éstas se 

codificaron para facilitar el proceso del análisis de la propagación (ver Anexo 1). 

 

Se debe de reiterar que hay que considerar el carácter estratificado de la ionósfera, la cual se 

encuentra aproximadamente entre 50 km < 𝐻 < 1000 km. Para hacer una primera aproxi-

mación de esto, por darle algún valor, con 𝑓 = 5 GHz y para una densidad de electrones (sin 

incluir el factor del día) 𝑁(𝑧) = 𝑧 ∙ 108. Entonces de (36) y (37) 

 

𝑘𝑎(𝜔) =
𝜔

𝑐0
=
2𝜋𝑓

𝑐0
=
10𝜋 [

rad

𝑠
]

𝑐0 [
m
s
]
= 104.7197551 [

1

m
]. 

 

A continuación, en la Tabla 2 se registraron las cantidades obtenidas respecto al número de 

onda en la ionósfera, que es un dato también necesario para resolver la ecuación de disper-

sión. 

 

Tabla 2. Número de onda en la ionosfera (𝑘𝑖(𝜔)). 

𝝎𝒑(𝑯) [
𝐫𝐚𝐝
𝐬
] H [km] 

𝒌𝒊(𝝎) =
√𝝎𝟐 −𝝎𝒑

𝟐(𝑯)

𝒄𝟎
 [
𝟏

𝐦
] 

3.99 50 103.8718 

5.64 100 103.0184 

6.91 150 102.1552 

7.98 200 101.2851 

9.77 300 99.5271 

11.28 400 97.7367 

12.61 500 95.9136 

13.82 600 94.0430 

14.92 700 92.1565 

15.95 800 90.2194 

16.92 900 88.2342 

17.84 1000 86.1971 

 

A continuación, se encuentra la Tabla 3, donde se registraron cada uno de los Números de 

Modo de Onda (NMO) calculados 
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Tabla 3. NMO para alturas de 50 a 1000 km. 
𝝎𝒑𝒋 

   [
𝐫𝐚𝐝

𝒔
] 

 

𝜶𝒋 

[
𝟏

𝐦
]   

𝝎𝒑𝟏 𝝎𝒑𝟐 𝝎𝒑𝟑 𝝎𝒑𝟒 𝝎𝒑𝟓 𝝎𝒑𝟔 𝝎𝒑𝟕 𝝎𝒑𝟖 𝝎𝒑𝟗 𝝎𝒑𝟏𝟎 𝝎𝒑𝟏𝟏 𝝎𝒑𝟏𝟐 

H 

[km] 

50 100 150 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 

𝜶𝟏 103.9 103.0 102.3 101.6 99.9 97.7 96.4 95 93.5 91.8 90 88.1 

𝜶𝟐 104.2 103.5 103 102.3 100.8 98.8 97.7 96.4 95 93.5 91.8 90 

𝜶𝟑 104.5 103.9 103.5 103.0 101.6 99.8 98.8 97.6 96.4 95 93.5 91.8 

𝜶𝟒 104.6 104.2 104.2 103.5 102.3 100.8 99.8 98.8 97.6 96.4 95 93.5 

𝜶𝟓 - 104.5 104.2 103.9 103 101.6 100.8 99.8 98.8 97.6 96.4 95 

𝜶𝟔 - 104.6 104.5 104.2 103.5 102.3 101.6 100.8 99.8 98.8 97.6 96.4 

𝜶𝟕 - - 104.6 104.5 103.9 103 102.3 101.6 100.8 99.8 98.8 97.6 

𝜶𝟖 - - - 104.6 104.2 103.5 103 102.3 101.6 100.8 99.8 98.8 

𝜶𝟗 - - - - 104.5 103.9 103.5 103 102.3 101.6 100.8 99.8 

𝜶𝟏𝟎 - - - - 104.6 104.2 103.9 103.5 103 102.3 101.6 100.8 

𝜶𝟏𝟏 - - - - - 104.5 104.2 103.9 103.5 103 102.3 101.6 

𝜶𝟏𝟐 - - - - - 104.6 104.5 104.2 103.9 103.5 103 102.3 

𝜶𝟏𝟑 - - - - - - 104.6 104.5 104.2 103.9 103.5 103 

𝜶𝟏𝟒 - - - - - - - 104.6 104.5 104.2 103.9 103.5 

𝜶𝟏𝟓 - - - - - - - - 104.6 104.5 104.2 103.9 

𝜶𝟏𝟔 - - - - - - - - - 104.6 104.5 104.2 

𝜶𝟏𝟕 - - - - - - - - - - 104.6 104.5 

𝜶𝟏𝟖 - - - - - - - - - - - 104.6 

 

 

Sean 

 

𝛼1(𝜔) < 𝛼2(𝜔) < ⋯ < 𝛼𝑗(𝜔) 
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los NMO de las dos capas de la atmósfera donde 𝛼𝑗(𝜔) tiene una dimensión 
1

𝑚
. Entonces 

puede establecerse de la definición de la propagación de ondas a determinadas frecuencias 

en un medio, una manera formal de calcular la velocidad de grupo 

 

𝑣𝑔𝑟𝑗(𝜔) =
𝑑𝜔

𝑑𝛼
=

1

𝑑𝛼(𝜔)
𝑑𝜔

=
1

𝛼𝑗
′(𝜔)

[
𝑚

𝑠
], (40) 

 

que son llamadas Velocidades de Grupo de los Modos (VGM) con numeral 𝑗. Es conve-

niente implementar un código para agilizar la obtención de datos, por lo que esto se llevó a 

cabo. El código se localiza en el Anexo 2 de este trabajo y en él se plantea evaluar cada NMO 

en diferentes frecuencias (ver, por ejemplo, la Tabla 4) y así poder construir una función 

numérica para 𝛼𝑗(𝜔), misma que al ser derivada ayude a obtener las VGM respectivas. 

 

Tabla 4. NMOs en 50 km evaluados en diferentes frecuencias. 

𝜶𝒋 [
𝟏

𝒎
]  

 

 

𝝎𝒋 [
𝒓𝒂𝒅

𝒔
] 

𝜶𝟏 𝜶𝟐 𝜶𝟑 𝜶𝟒 𝜶𝟓 

𝝎𝟏  
=  𝟐. 𝟐𝝅 

19.3454 21.0313 22.1680 22.8238 23.0383 

𝝎𝟐  
=  𝟑. 𝟐𝝅 

31.0873 32.1635 32.9180 33.3632 33.5103 

𝝎𝟑  
=  𝟒. 𝟐𝝅 

42.1654 42.9650 43.5327 43.8703 43.9823 

𝝎𝟒  
=  𝟓. 𝟐𝝅 

52.9976 53.6360 54.0918 54.3639 54.4543 

𝝎𝟓  
=  𝟔. 𝟐𝝅 

63.7095 64.2415 64.6225 64.8504 64.9262 

𝝎𝟔  
=  𝟕. 𝟐𝝅 

74.3530 74.8094 75.1369 75.3329 75.3982 

𝝎𝟕  
=  𝟖. 𝟐𝝅 

84.9539 85.3536 85.6408 85.8129 85.8702 

𝝎𝟖  
=  𝟗. 𝟐𝝅 

95.5264 95.8820 96.1378 96.2911 96.3422 

𝝎𝟗  
=  𝟏𝟎. 𝟐𝝅 

106.0790 106.3990 106.6300 106.7680 106.8140 

𝝎𝟏𝟎  
=  𝟏𝟏. 𝟐𝝅 

116.6170 116.9090 117.1180 117.2440 117.2860 

𝝎𝟏𝟏  
=  𝟏𝟐. 𝟐𝝅 

127.1440 127.4120 127.6040 127.7200 127.7580 

𝝎𝟏𝟐  
=  𝟏𝟑. 𝟐𝝅 

137.6630 137.9100 138.0880 138.1950 138.2300 

𝝎𝟏𝟑  
=  𝟏𝟒. 𝟐𝝅 

148.1740 148.4940 148.5690 148.6690 148.7020 



P á g i n a  | 40 

 

 

𝝎𝟏𝟒  
=  𝟏𝟓. 𝟐𝝅 

148.1750 148.4040 148.5700 148.6690 148.7020 

𝝎𝟏𝟓  
=  𝟏𝟔. 𝟐𝝅 

158.6820 158.8960 159.0500 159.1430 159.1740 

𝝎𝟏𝟔  
=  𝟏𝟕. 𝟐𝝅 

169.1840 169.3850 169.5300 169.6170 169.6460 

𝝎𝟏𝟕  
=  𝟏𝟖. 𝟐𝝅 

179.6830 179.8720 180.0090 180.0910 180.1180 

𝝎𝟏𝟖  
=  𝟏𝟗. 𝟐𝝅 

190.1790 190.3580 190.4870 190.5640 190.5900 

𝝎𝟏𝟗  
=  𝟐𝟎. 𝟐𝝅 

200.6720 200.8420 200.9640 201.0380 201.0620 

𝝎𝟐𝟎  
=  𝟐𝟏. 𝟐𝝅 

211.1640 211.3250 211.4410 211.5110 211.5340 

 

Con estos valores se pueden obtener las VGMs. En la Figura 4 pueden apreciarse las curvas 

de 𝛼𝑗(𝜔) obtenidas para la altura H = 50 [km] en un intervalo arbitrario, esta gráfica es me-

ramente para ilustrar las funciones propias de cada modo propagado y en la Figura 5 el uso 

de estas funciones construidas para desarrollar la ecuación (40) y obtener las velocidades de 

grupo correspondientes, donde se observa cómo es el comportamiento de la gráfica obtenida 

indicando que existe una dispersión debido a la pendiente que presenta cada 𝑣𝑔𝑟𝑗(𝜔), si no 

existiese una dispersión tales pendientes serían completamente horizontales. Fue necesario 

generar un código (ver el Anexo 3) para poder conocer el comportamiento, a través de sus 

gráficas de estos parámetros.  

 

 
Figura 5. Gráfica de los NMOs evaluados en 20 frecuencias para H = 0 - 50 km, amplificada en un intervalo 

para que se pueda apreciar el comportamiento y existencia de estas. 
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Figura 6. Velocidades de grupo de los NMOs. 

 

Otras gráficas obtenidas, para 100 y 150 km, se encuentran en el Anexo 4. 

 

 

Método SPPS 
 

El método SPPS (Series de Potencias del Parámetro Espectral, SPPS por sus siglas en inglés) 

es una técnica desarrollada en años recientes. Este método sirve para resolver ecuaciones 

diferenciales lineales de segundo orden. Éstas pertenecen a un campo clásico de las matemá-

ticas donde hay ya diversas maneras de resolverlas. No obstante, hay muchas fuertes limita-

ciones a la aplicabilidad de los esquemas numéricos disponibles. Por ejemplo, si el espectro 

discreto de un problema no es necesariamente real, hay muy pocas opciones para tratar dicho 

problema (e.g. diferencias finitas, que también tiene sus limitaciones) (ver [32-34]). 

 

La principal ventaja del método SPPS es que a diferencia de otros métodos (como el de 

Wentzel-Kramers-Brillouin) permite trabajar con una representación analítica de la solución, 

en vez de sólo una tabla de valores entregados por un método numérico. Otra diferencia 

contra otras técnicas es que no se requiere asumir al valor de  (el parámetro espectral) como 

pequeño o grande (el método Wentzel-Kramers-Brillouin sólo funciona cuando  es relati-

vamente grande).  
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En general, se tienen tres características importantes (ver [32-34]): 

 

1. Para resolver problemas de valores iniciales o con valores de frontera, 

el método SPPS se desempeña mejor o al menos igual que otras técnicas pu-

ramente numéricas. 

2. Es altamente ventajoso cuando la solución se requiere para muchos 

distintos valores del parámetro espectral. 

3. El método SPPS permite escribir en forma explícita las ecuaciones ca-

racterísticas de muchos problemas espectrales, a los cuales en la práctica re-

duce a la localización de ceros de las funciones analíticas correspondientes 

dadas por sus series de Taylor.  

 

Este método parte de una ecuación de Sturm-Liouville en una forma generalizada, es decir, 

la ecuación 

 

(𝑝𝑢′)′ + 𝑞𝑢 = 𝜆𝑟𝑢, 
 

 

donde 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑢 son funciones complejo-valuadas y 𝜆 es el parámetro espectral siendo este 

una constante compleja arbitraria. De acuerdo con (31), esta ecuación tiene misma forma que 

la ecuación de Sturm-Liouville generalizada, de tal manera se puede resolver con este método 

numérico tomando los elementos de (31) y sustituyéndolos en esta ecuación. Para ésta puede 

proponerse como una solución general para 𝑢 

 

𝑢 = 𝑐1𝑢1 + 𝑐2𝑢2, 
 

 

siendo establecido por el método SPPS que 

 

𝑢1 = 𝑢0∑𝜆𝑘�̃�(2𝑘)
∞

𝑘=0

, 𝑢2 = 𝑢0∑𝜆𝑘𝑋(2𝑘+1)
∞

𝑘=0

  

 

 

con �̃�(𝑛) y 𝑋(𝑛) definidas por relaciones recursivas 

 

�̃�(𝑛)(𝑥) =

{
 
 

 
 ∫ �̃�(𝑛−1)(𝑠)𝑢0

2(𝑠)𝑟(𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟,
𝑥

𝑥0

∫ �̃�(𝑛−1)(𝑠)
1

𝑢0
2(𝑠)𝑝(𝑠)

𝑑𝑠, 𝑛 𝑝𝑎𝑟,
𝑥

𝑥0
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𝑋(𝑛)(𝑥) =

{
 
 

 
 ∫ 𝑋(𝑛−1)(𝑠)

1

𝑢0
2(𝑠)𝑝(𝑠)

𝑑𝑠, 𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟,
𝑥

𝑥0

∫ 𝑋(𝑛−1)(𝑠)𝑢0
2(𝑠)𝑟(𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 𝑝𝑎𝑟.

𝑥

𝑥0

 

 
 

 

para n = 1, 2, …. Debe además notarse que para el cálculo de cada una de estas llamadas 

potencias formales, se requiere del cálculo de la anterior. Por esta razón suelen definirse las 

primeras de ellas, de orden cero, como �̃�(0)(𝑥) ≡ 1 y 𝑋(0)(𝑥) ≡ 1. En el cual se llegaron a 

considerar 90 potencias para n el cual se considera porque permite construir más definida-

mente las funciones �̃�(𝑛)(𝑥) y 𝑋(𝑛)(𝑥), donde 𝑝 = 𝑞 = 1 y el resto de los valores se van 

asignando conforme el método SPPS vaya indicando en el proceso, por ejemplo, para 𝜆 = 1 

iniciando el procedimiento, cuando se trabaja con la ecuación de dispersión completa 𝜆 =

𝛼2, ya que este proceso consta de comparar y sustituir inicialmente la ecuación de Sturm-

Liouville construida para la propagación de ondas de radio en este trabajo con la ecuación 

de Sturm-Liouville generalizada que exige el método SPPS. 

 

Tomando en cuenta el método SPPS, se puede resolver el problema de la determinación de 

los modos propagados en la ionosfera que ya ha sido planteado y esto se puede realizar pro-

poniendo valores prácticos (ver [2]). Un ejemplo de tales datos propuestos se registra en la 

Tabla 5. 

 

 

 

 

Tabla 5. Valores prácticos de frecuencias de plasma con sus respectivas alturas y densidades 

de electrones. 

Altura má-

xima de capa 

𝒛 [km] 

Densidad de electro-

nes  

𝑵(𝒛) [𝟏𝟎𝟏𝟏
𝒆

𝐦𝟑
] 

Frecuencia Crítica  

𝒇𝒄 [𝐌𝐇𝐳] 

81.03 0.0075 1.545 

105.00 1.2300 3.148 

182.09 2.4324 4.429 

254.99 6.0767 7.000 

 

Puede entonces considerarse el algoritmo de cálculo de los números de modo de onda 𝛼𝑗(𝜔),

𝑗 = 1,… ,𝑚, para la guía de onda de plasma la cual simula la propagación de las ondas de 

radio en la atmósfera. El medio puede ser caracterizado por números de ondas los cuales 

dependen de la frecuencia 𝜔 y de la coordenada vertical 𝑧 ∈ (0,+∞) según se muestra 
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𝑘(𝜔, 𝑧) =

{
 
 
 

 
 
 𝑘1(𝜔) =

𝜔

𝑐0
, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻 (Parte baja de la atmósfera),

𝑘2(𝜔, 𝑧) =
√𝜔2 − 𝜔𝑝2(𝑧)

𝑐0
, 𝐻 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻1 (Ionósfera),

𝑘3(𝜔) =
√𝜔2 −𝜔𝑝1

2

𝑐0
, 𝑧 ≥ 𝐻1 (Sobre la ionósfera),

 (41) 

 

donde 𝜔𝑝(𝑧), 𝑧 ∈ [𝐻,𝐻1] es la frecuencia de plasma en la capa de la ionósfera [𝐻, 𝐻1] y 𝜔𝑝1 

es la frecuencia del plasma de la parte superior de la ionósfera, donde 

 

max
[𝐻,𝐻1]

 𝜔𝑝(𝑧) < 𝜔𝑝1. (42) 

 

Asuma que la componente de campo 𝜑 satisface la condición de frontera en la (z = 0) super-

ficie de la Tierra, es decir, que el campo esta estable en la situación inicial espacial que se 

está analizando  

 

𝜑(𝜔, 0) = 0. (43) 

 

El esquema de cálculo de los modos de onda 𝛼𝑗(𝜔) aplicando el método SPPS es el siguiente. 

Considere para 𝑧 ∈ (0, 𝐻) la ecuación (31) con 𝑘2(𝜔, 𝑧) = 𝑘1
2(𝜔) y llame a su solución 

𝜑1(𝜔, 𝛼, 𝑧), la cual satisface (44) 

 

𝜑1(𝜔, 𝛼, 𝑧) = sen (√𝑘1
2(𝜔) − 𝛼2𝑧) , 𝑧 ∈ (0, 𝐻), 𝛼 < 𝑘1(𝜔). (44) 

 

Se debe encontrar la solución del problema de Cauchy mediante el método SPPS respecto a 

𝛼2 para (31) en el intervalo 𝑧 ∈ (𝐻,𝐻1) con 𝑘2(𝜔, 𝑧) = 𝑘2
2(𝜔, 𝑧), llamando a su solución 

𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧). Se tienen además las condiciones iniciales 

 

φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻) = sen (√𝑘1
2(𝜔) − 𝛼2𝐻), 

 
𝑑φ2(𝜔,𝛼,𝐻)

𝑑𝑧
= √𝑘1

2(𝜔) − 𝛼2 cos (√𝑘1
2(𝜔) − 𝛼2𝐻) , 𝛼 < 𝑘1(𝜔).  

(45) 

 

Finalmente, para la parte por encima de la ionósfera, debe nuevamente considerarse (31), 

ahora para 𝑧 ∈ (𝐻1, +∞), con 𝑘2(𝜔, 𝑧) = 𝑘3
2(𝜔) y llamando en este caso a su solución 

𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝑧), donde 𝛼 > 𝑘3(𝜔) bajo las condiciones iniciales 
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φ3(𝜔, 𝛼, 𝐻1) = φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1), 
𝑑φ3(𝜔, 𝛼, 𝐻1)

𝑑𝑧
=
𝑑φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1)

𝑑𝑧
, 

(46) 

 

donde φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) y 
𝑑φ2(𝜔,𝛼,𝐻1)

𝑑𝑧
 deben ser obtenidas previamente. 

 

Esta ecuación tiene coeficientes constantes, por lo tanto 

 

φ3(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝐶1(𝜔, 𝛼)𝑒
√𝛼2−𝑘3

2(𝜔)(𝑧−𝐻1)

+ 𝐶2(𝜔, 𝛼)𝑒
−√𝛼2−𝑘3

2(𝜔)(𝑧−𝐻1), 𝐻1 < 𝑧 < +∞, 

φ3(𝜔, 𝛼, 𝐻1) = 𝐶1(𝜔, 𝛼)𝑒
√𝛼2−𝑘3

2(𝜔)(𝐻1−𝐻1)

+ 𝐶2(𝜔, 𝛼)𝑒
−√𝛼2−𝑘3

2(𝜔)(𝐻1−𝐻1), 𝐻1 < 𝑧 < +∞, 
  

(47) 

 

donde φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) será encontrada usando el método SPPS, y en ese momento 

φ3(𝜔, 𝛼, 𝐻1) y 
𝑑φ3(𝜔,𝛼,𝐻1)

𝑑𝑧
 serán conocidos. 

 

Por lo tanto, se obtiene el sistema de ecuaciones simplificando (47) y considerando (46): 

 

𝐶1(𝜔, 𝛼) + 𝐶2(𝜔, 𝛼) = φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1), 

𝐶1(𝜔, 𝛼) − 𝐶2(𝜔, 𝛼) =
1

√𝛼2 − 𝑘3
2(𝜔)

𝑑φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1)

𝑑𝑧
, (48) 

 

el cual tiene la solución 

 

𝐶1(𝜔, 𝛼) =
1

2
(φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) +

1

√𝛼2 − 𝑘3
2(𝜔)

𝑑φ2(𝜔, 𝛼,𝐻1)

𝑑𝑧
), 

𝐶2(𝜔, 𝛼) =
1

2
(φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) −

1

√𝛼2 − 𝑘3
2(𝜔)

𝑑φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1)

𝑑𝑧
). 

(49) 

 

La solución (47) es decreciente exponencialmente si y solo si 𝐶1(𝜔, 𝛼) = 0. Por lo tanto, se 

obtiene la ecuación de dispersión 

 

Λ(𝜔, 𝛼):= φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) +
1

√𝛼2 − 𝑘3
2(𝜔)

𝑑φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1)

𝑑𝑧
= 0, (50) 

 

para el cálculo de los números de modo de onda 𝛼𝑗(𝜔), 𝑗 = 1, … ,𝑁(𝜔) en el intervalo 
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(

 
√𝜔2 − 𝜔𝑝1

2

𝑐0
,
𝜔

𝑐0
)

 . 

 

Entonces los números de modo de onda 𝛼𝑗(𝜔) son las soluciones a la ecuación de dispersión 

(50) y las funciones propias del problema de Sturm-Liouville 𝜆𝑗(𝜔) = 𝛼𝑗
2(𝜔) donde 

φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) queda definido por el método SPPS. 

 

Aplicando el modelo de la atmósfera descrito en la Tabla 6, se implementó el método SPPS 

mediante un código de Matlab (ver Anexo 5) para facilitar y agilizar la obtención de resulta-

dos para la ecuación de dispersión para un modelo estratificado (en este caso de cuatro capas). 

Cabe resaltar que determinar los modos de onda es relativamente fácil para un medio homo-

géneo, pero dado que 𝑘(𝜔, 𝑧) en la ionósfera varía con la altura, esto hace difícil resolver la 

ecuación de Sturm-Liouville respectiva, o por lo menos laborioso si se plantea un número 

grande de estratos conformándola.  

 

Tabla 6. Frecuencias críticas de plasma y números de onda en respectivas capas de la atmós-

fera en diversas alturas. 

z (km) 
Frecuencia de plasma        

[× 𝟏𝟎𝟔
𝐫𝐚𝐝

𝐬
] 

Número de onda [
𝟏

𝐦
]  

0 – 81.03 

 𝜔0 = 2𝜋(7.162 ∙ 10
6) ≅

45.00  

   (Frecuencia de operación) 

𝑘1 = 0.1500 

81.03 – 105.00 𝜔𝑝 = 2𝜋(0.246 ∙ 10
6) ≅ 1.55 𝑘2 = 0.1465 

105.00 – 182.09 
𝜔𝑝 = 2𝜋(3.148 ∙ 10

6)

≅ 19.78 
𝑘2 = 0.1347 

182.09 – 254.99 
𝜔𝑝 = 2𝜋(4.429 ∙ 10

6)

≅ 27.83 
𝑘2 = 0.1179 

254.99 - … 𝜔𝑝1 = 2𝜋(7 ∙ 10
6) ≅ 44.00 𝑘3 =  0.0317 

 

Puede asumirse a 𝑘(𝜔, 𝑧) como una suma de funciones de Heaviside con valores dependien-

tes de 𝑧 como se muestra en la Fig. 7. 
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Figura 7. Número de onda como variable, dependiente de z. 

 

Con los datos anteriores y tras implementar el método SPPS, se obtuvieron los NMOs plas-

mados en la Tabla 7 y en la Fig. 8 se observa la respuesta de la ecuación de dispersión, donde 

cada corte por cero es un NMO que satisface la ecuación (50), una vez obteniendo los modos 

de propagación es posible conseguir más adelante las funciones propias que serán requeridas 

tanto para las velocidades de grupo de los modos y para el Capítulo 3. 
 

Tabla 7. Números de modo de onda (NMO)  

𝜶𝒏 𝑵𝑴𝑶 [
𝟏

𝐦
] 

𝜶𝟏 0.0395 

𝜶𝟐 0.0646 

𝜶𝟑 0.0826 

𝜶𝟒 0.0949 

𝜶𝟓 0.1056 

𝜶𝟔 0.1121 

𝜶𝟕 0.1186 
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𝜶𝟖 0.1271 

𝜶𝟗 0.1320 

𝜶𝟏𝟎 0.1397 

𝜶𝟏𝟏 0.1472 

 

 
Figura 8. Oscilaciones de la ecuación de dispersión, donde cada cruce por cero señala un NMO (señalados 

con los círculos) que satisfacen la ecuación de dispersión. 

 
Para poder validar la precisión con la que se calcularon los NMOs, se comparan los obtenidos 

por los métodos analítico y SPPS (𝑁𝑀𝑂𝐴𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑜 y 𝑁𝑀𝑂𝑆𝑃𝑃𝑆, respectivamente) donde el có-

digo implementado para el método analítico se encuentra en el Anexo 6. Se prueba con el 

modelo más simple de la atmósfera, para cada una de las capas de la ionosfera con las con-

diciones mostradas en la Tabla 6. Se calcula el error absoluto 
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𝐸𝐴 = |𝑁𝑀𝑂𝐴𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑜 −𝑁𝑀𝑂𝑆𝑃𝑃𝑆|  

 

y el error relativo 

 

𝐸𝑅 = |
𝑁𝑀𝑂𝐴𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑜−𝑁𝑀𝑂𝑆𝑃𝑃𝑆

𝑁𝑀𝑂𝐴𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑜
|.  

 

En la siguientes Tablas 8, 9 y 10 se encuentran las comparaciones de los resultados obtenidos 

del método analítico y el método SPPS, estos resultados obtenidos del método SPPS permiten 

identificar como también validar que es un método eficaz y efectivo desde los grados de error 

que son de cero, considerando que el método SPPS es una nueva y mejor alternativa para el 

análisis de este tipo de problemas de propagación en un medio dispersivo como lo es la io-

nosfera en comparación del método analítico ya que este presenta en la resolución de la ecua-

ción de dispersión un problema singular que es la aparición de valores espurios, es decir, 

resultados falsos, esto se puede comprobar con la comparación de los valores espurios y la 

gráfica obtenida.  

  

Para la primera capa en 81.03 [km], se tienen los datos registrados en la Tabla 8. 

 

Tabla 8. Comparación del método SPPS y el método analítico para H = 81.03 [km] 
NMO Método SPPS Método analítico EA ER 

𝜶𝟏 0.147593484029530 0.147593484029530 0 0 

 

Para la segunda capa en 105 [km], se tienen los siguientes datos registrados en la Tabla 9. 
 

Tabla 9. Comparación del método SPPS y el método analítico para H = 105 [km] 
NMO Método SPPS Método analítico EA ER 

𝜶𝟏 0.147593484029530 0.147593484029530 0 0 

𝜶𝟐 0.147720443643912 0.147720443643912 0 0 

 

Para la tercera capa en 182.09 [km], se tienen los datos registrados en la Tabla 10. 
 

Tabla 10. Comparación del método SPPS y el método analítico para H = 182.09 [km] 
NMO Método SPPS Método analítico EA ER 

𝜶𝟏 0.126572544947471 0.126572544947471 0 0 

𝜶𝟐 0.135296731653785 0.135296731653785 0 0 

𝜶𝟑 0.141866743597221 0.141866743597221 0 0 

𝜶𝟒 0.146428471756555 0.146428471756555 0 0 
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𝜶𝟓 0.149113498170969 0.149113498170969 0 0 

 

Considerando (solo por dar algún valor) el rango frecuencias de 45 < 𝜔 < 50.9988 

(× 106
rad

s
) se pudieron calcular las funciones 𝛼𝑗(𝜔) respectivas (ver, por ejemplo, Figura 

9, esto solo para ilustrar funciones propias de cada modo propagado). Como se aprecia en la 

Figura 9, en la parte final de cada función existe una especie de ruido el cual es causado por 

no usar más potencias en el método SPPS, esto también repercutirá en las VGMs, ya que por 

cada modo de propagación es requerido demasiado tiempo de programación y es necesario 

el uso de un ordenador superior para computar tantos procesos sin calentarse demasiado.  

 

 
Figura 9. Cada uno de los NMO construidos como funciones. 

 

A partir de las diferentes 𝛼𝑗(𝜔) pueden obtenerse las velocidades de grupo de los modos, de 

(40) se construyen las velocidades de grupo de los modos mismas que se muestran en la 

Figura 10 donde cada pendiente de 𝑣𝑔𝑟𝑗(𝜔) muestra la respuesta esperada de las frecuencias 
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usadas en un medio dispersivo como lo es la ionosfera, tal como se explicaba en el Ejemplo 

1. Agregando que para efectos de este Capítulo 2, se muestra el proceso de cómo se obtienen 

las VGMs con mediciones practicas ya que serán necesarias para el Capítulo 3 al ser un 

parámetro requerido para la obtención del campo en consecuencia de la dinámica de la fuente 

en movimiento.  

 

 
Figura 10. Gráficas de las velocidades de grupo de los modos propagados. 

 

El sistema normalizado de eigenfunciones normalizadas está relacionado con los modos 

guiados en la guía de onda. De acuerdo con la óptica geométrica, el reflejo total interno de 

rayos de luz que se someten dentro del núcleo de la guía de onda da como resultado en modos 

guiados. La energía de un modo guiado es principalmente confinada por el núcleo, pero una 

parte es transmitida al revestimiento donde el campo se vuelve evanescente. El número de 

modos guiados que puede ser establecido dentro de la guía de onda depende directamente de 
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la frecuencia y grosor del núcleo. (ver, [30] y las fuentes citadas ahí, pp. 733-734) Por lo 

tanto, las eigenfunciones normalizadas en 𝐿2(ℝ) del problema de Sturm-Liouville son 

 

𝜑𝑗(𝜔, 𝑧) =
1

𝑀𝑗(𝜔)

{
 
 

 
 sen (√𝑘0

2(𝜔) − 𝛼𝑗
2(𝜔)𝑧) , 𝑧 ∈ (0,𝐻],

𝜑2(𝜔, 𝑧, 𝛼𝑗(𝜔)), 𝑧 ∈ [𝐻,𝐻1],

𝐶2 (𝜔, 𝛼𝑗(𝜔)) 𝑒
−√𝛼𝑗

2(𝜔)−𝑘3
2(𝜔)(𝑧−𝐻1)

, 𝐻1 < 𝑧 < +∞,

 

 

(54) 

 

donde 

 

𝑀𝑗
2(𝜔) =

𝐶2
2 (𝜔, 𝛼𝑗(𝜔))

2√𝛼𝑗
2(𝜔) − 𝑘3

2(𝜔)

+ ∫ sen2 (√𝑘0
2(𝜔) − 𝛼𝑗

2(𝜔)𝑧)𝑑𝑧 + ∫ |𝜑(𝜔, 𝑧, 𝛼𝑗(𝜔))|
2
𝑑𝑧.

𝐻1

𝐻

𝐻

0

 
 

(55) 

 

Los datos implementados para la obtención de los valores concretos de cada una de las ex-

presiones en estas ecuaciones se conservaron como vectores o matrices dentro del propio 

lenguaje de programación en el cual se desarrolló el trabajo (ver Anexo 7). Debe señalarse 

que esto implica un consumo intensivo de recursos de memoria y computo debido al amplio 

contenido de datos por cada función, es decir, por cada capa que se está analizando. 

 

La implementación en una PC estándar tarda alrededor de 23 segundos de procesamiento 

para la resolución de la ecuación de dispersión y la obtención de los NMO respecto a cada 

capa (o altura) a una frecuencia contemplada con un código de Matlab R2022a. Las compo-

nentes de la computadora usada para los procesos requeridos en los Capítulos 2 y 3 en esencia 

son: 

 

• Procesador Intel Core i7 2.6 GHz 10ª. Generación 

• 16 GB de RAM a 2933 MHz 

 

El proceso que más tarda en el trabajo depende de la cantidad de datos que uno requiera o 

guste usar en la construcción de vectores y matrices, en este caso, para la construcción de la 

matriz de los NMO dependientes de 5000 frecuencias usadas en este trabajo para los 11 mo-

dos de propagación y 90 potencias correspondientes al método SPPS que tomó 35 hrs. apro-

ximadamente en realizar el proceso. 
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CAPÍTULO 3 ANÁLISIS DE 

LOS MODOS DE PROPAGACIÓN 

DE LA FUENTE EN MOVIMIENTO 
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Representación de los modos 
 

Una vez obtenidos los modos de propagación, velocidades de grupo y normalización de las 

eigenfunciones de onda, es posible proceder con la obtención del campo electromagnético de 

una fuente en movimiento ya que se tienen los datos esenciales que integran las ecuaciones 

para tal condición. La fuente en movimiento será dada por la densidad de carga de la forma 

 

𝜌(𝒓, 𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑒−𝑖𝜔0𝑡𝛿(𝒙 − 𝒙𝟎(𝑡))𝛿(𝒛 − 𝒛𝟎(𝑡)), (56) 

 

donde 𝜔0 > 0 es la frecuencia de operación radiada por la fuente, 𝐴(𝑡) es la amplitud del 

ancho de banda, 𝒓 = 𝒓0(𝑡) = (𝑥0(𝑡), 𝑧0(𝑡)), 𝑡 ∈ ℝ es el tiempo de observación a la fuente. 

Se asume que la frecuencia de operación 𝜔0 > 𝜔𝑝(𝐻),  recordando que la capa ionosférica 

se ubica en 𝑧 > 𝐻 y que ésta es reflectante para las ondas de frecuencia 𝜔0 > 𝜔𝑝. 

 

La componente escalar Φ(𝑡, 𝒙, 𝑧) = 𝐻𝑧(𝑡, 𝒙, 𝑧) del campo electromagnético generado por el 

emisor en movimiento es descrita por la integral doble oscilatoria (ver, por ejemplo, [24]) 
 

Φ(𝑡, 𝒙, 𝑧) = ∫ 𝑔(𝜔, 𝒙 − 𝒙0(𝜏), 𝑧, 𝑧0(𝜏))𝑎(𝜏)𝑒
−𝑖𝜔(𝑡−𝜏)−𝑖𝜔0𝜏𝑑𝜔𝑑𝜏,

ℝ2
 (57) 

 

donde 𝑔(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0) es la función de Green del operador ℋ�̂�(𝜉′) (definido ya en el capítulo 

1) dado por la formula 

 

𝑔(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0) = ∑𝑔𝑗(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0)

𝑗

,  

 

y 

 

𝑔𝑗(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0) ~ 
𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧0)

(8𝜋𝛼𝑗(𝜔)|𝒙|)1/2
𝑒𝑖(𝛼𝑗

(𝜔)|𝒙|+
𝜋
4
), (58) 

 

donde el receptor está en el punto (𝒙, 𝑧) y la fuente en el punto (𝒙0(𝑡), 𝑧0(𝑡)). 

 

Considere los siguientes datos de la Tabla 11 para los modos de propagación fijando una sola 

frecuencia para este ejemplo, en la Fig. 11 se puede observar un esquema de los datos a 

considerar y de la forma del modelo que se está analizando, las capas planas de la ionosfera, 

la tierra plana desde la referencia que se está tomando, la distancia horizontal y vertical de la 

fuente y el receptor de este mismo: 
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Tabla 11. Parámetros y cantidades por considerar para la función de Green 

Parámetro Descripción Cantidad 

𝒛 

Posición vertical del re-

ceptor (antena radio 

base) 

40 m 

𝒛𝟎 
Posición vertical de la 

fuente (satélite) 
300 km 

|𝒙| 
Posición horizontal de la 

fuente respecto a la posi-

ción de la antena radio 

300 km 

𝝎𝟎 Frecuencia de operación 45 × 106
rad

s
 

 

 
Figura 11. Esquema con elementos considerados para el estudio de los NMO con la fuente en movimiento. 

 

Las funciones 𝜑(𝜔, 𝑧) y 𝜑(𝜔, 𝑧0) son respectivamente obtenidas mediante el método SPPS, 

normalizadas y también evaluadas en los puntos respectivos de la posición del receptor y de 

la fuente, retomando a su vez los valores para cada 𝛼𝑗 definidos en la Tabla 6. De tal modo, 
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se pueden obtener los valores de la función de Green a través de la codificación del método 

SPPS (ver Anexo 8) para esta frecuencia fija y su comportamiento se observa en la Fig. 12 

el cual representa el resultado en el eje vertical la suma de las funciones de Green de acuerdo 

con (58) por cada NMO en relación al desplazamiento horizontal de la fuente (|𝒙|), una vez 

teniendo la suma es necesario convertirlo a decibeles a causa de las magnitudes pequeñas 

que se obtienen (del orden 10−7), esto nos permite tener una noción (ya que falta tomar en 

cuenta tiempos de retardo, efectos de Doppler y modulación) en relación a qué magnitudes 

son las que va tomando el campo electromagnético de la señal que se esté analizando. 

 

 
Figura 12. Función de Green respecto a la posición horizontal de la fuente a una frecuencia. 

 

Ahora, considere el mismo caso para un rango de frecuencias de 45 < 𝜔 < 58.9972 

(× 106
rad

s
) , manteniendo los demás datos (ver Anexo 9), en intervalos de 2.8 KHz, así te-

niendo 5000 frecuencias para construir cada función de Green y sumarlas de acuerdo con 

(58) obteniendo la Figura 13, donde el eje z representa la respuesta de la función de Green, 

el eje horizontal izquierdo representa el intervalo de frecuencias considerada y el eje hori-

zontal derecho la distancia horizontal recorrida por la fuente: 
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Figura 13. Función de Green evaluado en el intervalo de frecuencias 45 < 𝜔 < 58.9972 (× 106
rad

s
) y posicio-

nes horizontales de la fuente 0 < |𝑥| < 300 [km] para su visualización. 

 

Una vez construida la función de Green entonces es posible proceder con los elementos fal-

tantes para la obtención del campo electromagnético, el cual también se obtiene de la adición 

de los campos en relación con cada modo propagado, donde  

 

Φ(𝑡, 𝒙, 𝑧) =∑Φ𝑗(𝑡, 𝒙, 𝑧),

𝑗

 (59) 

 

y 

 

Φj(𝑡, 𝒙, 𝑧) =
1

2𝜋
∫ 𝑔𝑗(𝜔, 𝒙 − 𝒙0(𝜏), 𝑧, 𝑧0(𝜏))𝑎(𝜏)𝑒

−𝑖𝜔(𝑡−𝜏)−𝑖𝜔0𝜏𝑑𝜔𝑑𝜏,
ℝ2

 

~
𝑒𝑖
𝜋
4

2𝜋
∫

𝐴(𝜏)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧0(𝜏))𝑒
𝑖𝑆𝑗(𝒙,𝑧,𝑡,𝜔,𝜏)

(8𝜋𝛼𝑗(𝜔)|𝒙 − 𝒙𝟎(𝜏)|)1/2
𝑑𝜔𝑑𝜏,

ℝ2
 

(60) 

 



P á g i n a  | 58 

 

 

donde 

 

𝑆𝑗(𝒙, 𝑧, 𝑡, 𝜔, 𝜏) = 𝛼𝑗(𝜔)|𝒙 − 𝒙𝟎(𝜏)| − 𝜔(𝑡 − 𝜏) − 𝜔0𝜏. (61) 

 

Donde se aplicó el análisis asintótico de Φ(𝑡, 𝒙, 𝑧) para una gran distancia horizontal entre el 

punto del receptor (𝒙, 𝑧) y en el punto de la fuente (𝒙0(𝑡), 𝑧0(𝑡)). 
 

Análisis asintótico de los modos 

 

Introduzcamos el parámetro grande adimensional 𝜆 ≫ 0 el cual caracteriza simultáneamente 

un gran tiempo y una gran distancia entre el receptor y la fuente, y la lentitud de la variación 

de la amplitud 𝐴(𝑡) de la fuente. 

 

Asuma que la fuente contiene un parámetro grande 𝜆 ≫ 0 tal que 

 

𝐴(𝑡) = 𝑎 (
𝑡

𝜆
) , 𝒙0(𝑡) = 𝜆𝑿0 (

𝑡

𝜆
) , 𝑧0(𝑡) = 𝑍0 (

𝑡

𝜆
),  (62) 

 

donde  𝑎(𝑡), 𝑿0(𝑡), 𝑍0(𝑡) son funciones acotadas con derivadas acotadas. Siguiendo las con-

diciones de (61) 

 

𝐴′(𝑡) =
1

𝜆
𝑎′ (

𝑡

𝜆
) , 𝒗(𝑡) = 𝑿0

′ (
𝑡

𝜆
) , 𝒗′(𝑡) =

1

𝜆
𝑿0
′′ (
𝑡

𝜆
) ,

𝑧0
′ (𝑡) =

1

𝜆
𝑍0 (

𝑡

𝜆
). 

(63) 

 

Entonces, la amplitud 𝐴(𝑡) va variando lentamente, la velocidad horizontal de la fuente está 

acotada, la aceleración horizontal y la velocidad vertical son pequeñas para 𝜆 > 0 grande.  

 

La solución del problema con fuente en movimiento es dada por la expresión (ver [24]) 

 

Φ(𝑡, 𝒙, 𝑧) = ∫ �̂�(𝜔, 𝒙 − 𝒙0(𝜏), 𝑧, 𝑧0(𝜏))𝑎(𝜏)𝑒
−𝑖𝜔(𝑡−𝜏)−𝑖𝜔0𝜏𝑑𝜔𝑑𝜏

ℝ2
 (64) 

 

donde �̂�(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0) es la función de Green dada por  

 

�̂�(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0) = ∑�̂�𝑗(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0)

𝑗

, 

 

y 
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�̂�𝑗(𝜔, 𝒙, 𝑧, 𝑧0)~
𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧0)

(8𝜋𝛼𝑗(𝜔)|𝒙|)1/2
𝑒𝑖(𝛼𝑗

(𝜔)|𝒙|+
𝜋
4
). 

 

Sustituyendo �̂� en (63) se obtiene (58) donde 

 

Φj(𝑡, 𝒙, 𝑧) =
1

2𝜋
∫ �̂�𝑗(𝜔, 𝒙 − 𝒙0(𝜏), 𝑧, 𝑧0(𝜏))𝑎(𝜏)𝑒

−𝑖𝜔(𝑡−𝜏)−𝑖𝜔0𝜏𝑑𝜔𝑑𝜏
ℝ2

 

~
𝑒𝑖
𝜋
4

2𝜋
∫

𝐴(𝜏)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧0(𝜏))𝑒
𝑖𝑆𝑗(𝒙,𝑧,𝑡,𝜔,𝜏)

(8𝜋𝛼𝑗(𝜔)|𝒙 − 𝒙𝟎(𝜏)|)1/2
𝑑𝜔𝑑𝜏,

ℝ2
 

(65) 

 

𝑆𝑗(𝒙, 𝑧, 𝑡, 𝜔, 𝜏) = 𝛼𝑗(𝜔)|𝒙 − 𝒙𝟎(𝜏)| − 𝜔(𝑡 − 𝜏) − 𝜔0𝜏. (66) 

 

Ahora, cambiando las variables en la integral (59) 

 

𝜏 = 𝜆𝜏′, 𝒙 = 𝜆𝑿, 𝑡 = 𝜆𝑡′, 

 

se obtiene 

 

Φ𝑗
𝜆(𝑡′, 𝑿, 𝑍) =

𝜆𝑒𝑖
𝜋
4

2𝜋
∫

𝑎(𝜏′)𝜑𝑗(𝜔, 𝑧)𝜑𝑗(𝜔, 𝑍0(𝜏′))𝑒
𝑖𝜆�̃�𝑗(𝑿,𝑍,𝑡′,𝜔,𝜏′)

(8𝜋𝛼𝑗(𝜔)|𝑿 − 𝑿𝟎(𝜏′)|)1/2
𝑑𝜔𝑑𝜏′,

ℝ2
 

 

donde 

 

𝑆𝑗(𝑿,𝑍, 𝑡′, 𝜔, 𝜏′) = 𝑆𝑗(𝜔, 𝜏′) = 𝛼𝑗(𝜔)|𝑿 − 𝑿𝟎(𝜏
′)| − 𝜔(𝑡′ − 𝜏′) − 𝜔0𝜏′. 

 

Considere ahora la asíntota de Φ𝑗
𝜆(𝑡′, 𝑿, 𝑍0) para 𝜆 → ∞ aplicando el método de fase esta-

cionario bidimensional. 

 

Los puntos estacionarios de la fase 𝑆𝑗(𝜔, 𝜏′) satisfacen el sistema de ecuaciones (ver [24]) 

 

𝜕𝑆𝑗(𝜔, 𝜏′)

𝜕𝜔
= 𝛼′𝑗(𝜔)|𝑿

′ − 𝑿′𝟎(𝜏
′)| − (𝑡′ − 𝜏𝑗

′) = 0, 

𝜕𝑆𝑗(𝜔, 𝜏′)

𝜕𝜏′
= −𝛼𝑗(𝜔)

(𝑿 − 𝑿𝟎(𝜏
′)) ∙ 𝑿′𝟎(𝜏

′)

|𝑿 − 𝑿𝟎(𝜏′)|
+ 𝜔𝑗 −𝜔0 = 0, 

  

(67) 

bajo la condición  

 

máx |𝑣𝑜(𝑡)| = máx |𝑥0
′ (𝑡)| < 𝑐0 (68) 
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donde 𝑐0 es la velocidad de la luz en el vacío. El sistema (66) tiene una única solución 

 

  

𝜔𝑗 = 𝜔𝑗(𝑡
′, 𝒙′), 𝜏𝑗

′ = 𝜏𝑗
′(𝑡′, 𝒙′). (69) 

 

Aplicando el método de fase estacionario se obtiene que  

 

Φ𝑗
𝜆(𝑡′, 𝑿, 𝑍) 

~ 
𝑒𝑖
𝜋
4

√𝜆

𝑎(𝜏𝑗
′)𝜑𝑗(𝜔𝑗, 𝑍)𝜑𝑗(𝜔𝑗, 𝑍0(𝜏𝑗′))𝑒

𝑖𝜆�̃�𝑗(𝑿,𝑍,𝑡
′,𝜔𝑗,𝜏𝑗

′)+
𝑖𝜋
4
sgn�̃�𝑗(𝑿,𝑍,𝑡

′,𝜔𝑗,𝜏𝑗
′)

(8𝜋𝛼𝑗(𝜔𝑗)|𝑿 − 𝑿𝟎(𝜏𝑗′)|)
1/2| det 𝑆′′𝑗(𝑿, 𝑡′, 𝜔𝑗, 𝜏𝑗′) |

. 
(70) 

 

Regresando a la antigua notación 

 

𝜏 = 𝜆𝜏′, 𝒙 = 𝜆𝑿, 𝑡 = 𝜆𝑡′, 𝑧 = 𝜆𝑍 

 

se obtiene que 

 

Φj(𝑡, 𝒙, 𝑧) 

~ 𝑒𝑖
𝜋
4
𝐴(𝜏𝑗)𝜑𝑗(𝜔𝑗 , 𝑧)𝜑𝑗(𝜔𝑗, 𝑧0(𝜏𝑗))𝑒

𝑖𝑆𝑗(𝒙,𝑡,𝜔𝑗,𝜏𝑗)+
𝑖𝜋
4
sgn𝑆𝑗(𝒙,𝑡,𝜔𝑗,𝜏𝑗)

(8𝜋𝛼𝑗(𝜔𝑗)|𝒙 − 𝒙𝟎(𝜏𝑗)|)1/2| det 𝑆′′𝑗(𝒙, 𝑡, 𝜔𝑗 , 𝜏𝑗) |
, 

(71) 

 

donde 

 

𝑆𝑗(𝒙, 𝑡, 𝜔𝑗 , 𝜏𝑗) = 𝛼𝑗(𝜔𝑗)|𝒙 − 𝒙𝟎(𝜏𝑗)| − 𝜔𝑗(𝑡 − 𝜏𝑗) − 𝜔0𝜏𝑗, 

 

y (𝜔𝑗, 𝜏𝑗) son soluciones del sistema de ecuaciones 

 
𝜕𝑆𝑗(𝜔, 𝜏)

𝜕𝜔
= 𝛼𝑗

′(𝜔)|𝒙 − 𝒙0(𝜏)| − 𝑡 + 𝜏𝑗 = 0, 

𝜕𝑆𝑗(𝜔, 𝜏)

𝜕𝜏
= −𝛼𝑗(𝜔)

(𝒙 − 𝒙0(𝜏)) ∙ 𝒙0
′ (𝜏)

|𝒙 − 𝒙0(𝜏)|
− 𝜔0 +𝜔𝑗 = 0. 

 

(72) 

 

donde 

 

𝒙0(𝜏) = 𝑣𝜏, 
𝒙0′(𝜏) = 𝑣, 

 

el cual (72) es el sistema donde las incógnitas (𝜔𝑗 , 𝜏𝑗) son la frecuencia de Doppler y el tiempo 

de retardo respectivamente. Es necesario tener en cuenta el efecto de Doppler ya que tiene 
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por cada modo de propagación una dependencia. Llevando las soluciones del sistema a la 

programación (ver Anexo 10), los resultados obtenidos se registraron en la Tabla 12, donde: 

 

𝑡 = 60 s, tiempo de observación, 

𝑣 = √
𝐺𝑀

𝑟
 
m

s
= √

𝐺𝑀

(6.371 𝑘𝑚+300𝑘𝑚)
 
m

s
= 7.7298

km

s
, velocidad de la fuente: Satélite OTB (Ór-

bita Terrestre Baja), 

𝐺 = 6.67428𝑥10−11  
N∙m2

kg2
, constante de gravitación universal, 

𝑀 = 5.972𝑥1024 kg, masa de la tierra, 

𝑟 es el radio de la tierra más la altura del objeto sobre la superficie de la tierra, 

𝜔0 = 45 × 106
rad

s
, frecuencia de operación. 

 

Tabla 12. Soluciones de 𝜏𝑗 del sistema de ecuaciones (71). 

𝝉𝒋 𝑻𝒊𝒆𝒎𝒑𝒐 𝒅𝒆 𝒓𝒆𝒕𝒂𝒓𝒅𝒐 [𝐦𝐬] 𝝎𝒋 𝑭𝒓𝒆𝒄𝒖𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂 𝒅𝒆 𝑫𝒐𝒑𝒑𝒍𝒆𝒓 [× 𝟏𝟎𝟔
𝐫𝐚𝐝

𝐬
] 

𝝉𝟏 2.2390 𝝎𝟏 45.00071710699733 

𝝉𝟐 1.8176 𝝎𝟐 45.00082532322454 

𝝉𝟑 1.5884 𝝎𝟑 45.00091928752771 

𝝉𝟒 1.4565 𝝎𝟒 45.00098955549995 

𝝉𝟓 1.3563 𝝎𝟓 45.00105357114633 

𝝉𝟔 1.3022 𝝎𝟔 45.00109307790949 

𝝉𝟕 1.2511 𝝎𝟕 45.00113405387582 

𝝉𝟖 1.1884 𝝎𝟖 45.00118826530635 

𝝉𝟗 1.1550 𝝎𝟗 45.00122018299744 

𝝉𝟏𝟎 1.1067 𝝎𝟏𝟎 45.00127071276857 

𝝉𝟏𝟏 1.0627 𝝎𝟏𝟏 45.00132068753864 

 

Para la solución 𝒙, donde 𝛼𝑗
′(𝜔) =

1

𝑉𝑔𝑗(𝜔)
, 𝑉𝑔𝑗(𝜔) es la velocidad de grupo de los modos de 

número 𝑗. Sea 

 

(𝒙 − 𝒙0(𝜏))

|𝒙 − 𝒙0(𝜏)|
= 𝓮(𝜏), 

 

es el vector unitario correspondiente al vector dirigido del punto 𝒙0(𝜏) a 𝒙. Entonces 

 

(𝒙 − 𝒙0(𝜏)) ∙ 𝒙0
′ (𝜏)

|𝒙 − 𝒙0(𝜏)|
= 𝓮(𝜏) ∙ 𝒗(𝜏), |𝓮(𝜏)| = 1, 

 

es la proyección del vector de la velocidad 𝒗(𝜏) en el vector (𝒙 − 𝒙0(𝜏)). 

 

Se asume que el número de Mach es 
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𝑀 =
máx𝑡 |𝒗(𝑡)|

𝑐0
≪ 1. 

 

El cual es una medida de velocidad relativa que se define como la proporción entre la velo-

cidad de un objeto y la velocidad de sonido, este permite comparar el comportamiento de los 

fluidos alrededor de un objeto en distintas condiciones (ver [35]). Entonces se puede probar 

que aproximadamente 

 

|det 𝑆′′𝑗(𝒙, 𝑡, 𝜔𝑗, 𝜏𝑗)| ≈ |
|
1 −

𝓮(𝜏𝑗) ∙ 𝒗(𝜏𝑗)

𝑉𝑔𝑗(𝜔)
0

0 1 −
𝓮(𝜏𝑗) ∙ 𝒗(𝜏𝑗)

𝑉𝑔𝑗(𝜔)

|
|
≈ (1 −

𝓮(𝜏𝑗) ∙ 𝒗(𝜏𝑗)

𝑉𝑔𝑗(𝜔)
)

2

, 

 

y sgn𝑆′′𝑗(𝒙, 𝑡, 𝜔𝑗, 𝜏𝑗) = 0. Por lo tanto 

 

Φ𝑗(𝑡, 𝒙, 𝑧)~
𝑒𝑖
𝜋
4𝐴(𝜏𝑗)𝜑𝑗(𝜔𝑗, 𝑧)𝜑𝑗 (𝜔𝑗, 𝑧0(𝜏𝑗)) 𝑒

𝑖𝑆𝑗(𝒙,𝑡,𝜔𝑗,𝜏𝑗)

(8𝜋𝛼𝑗(𝜔𝑗)|𝒙 − 𝒙𝟎(𝜏𝑗)|)
1/2
(1 −

𝓮(𝜏𝑗) ∙ 𝒗(𝜏𝑗)

𝑉𝑗(𝜔𝑗)
)

2, (73) 

 

donde (𝜔𝑗, 𝜏𝑗) son las soluciones del sistema de ecuaciones (71) y  

 

𝑆𝑗(𝒙, 𝑡, 𝜔𝑗, 𝜏𝑗) = 𝛼𝑗(𝜔𝑗)|𝒙 − 𝒙0(𝜏𝑗)| − 𝜔𝑗(𝑡 − 𝜏𝑗) − 𝜔0𝜏𝑗. (74) 

  

Por lo tanto, el campo Φ𝑗(𝑡, 𝒙, 𝑧) en el punto 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2 y 𝑧 ∈ ℝ en el momento 𝑡 >

0 es (58), donde Φ𝑗(𝑡, 𝒙, 𝑧) es dado por (72).  

 

Programando el cálculo de (73) para obtener cada campo de cada modo (ver Anexo 11) y 

sumándolos como se indica en la ecuación (58) se obtienen los siguientes gráficos, pero con-

siderando dos casos diferentes, para la amplitud moduladora de la señal 𝐴(𝜏𝑗) 

 

𝐴(𝜏𝑗) = 1 𝑦 𝐴(𝜏𝑗) = sen(𝜔𝑚𝜏𝑗), 

donde 𝜔𝑚 es la frecuencia moduladora de la señal, que es considerando la siguiente condi-

ción 

 

𝜔𝑚 =
𝜔0
1000

= 45 [× 103
rad

s
] , 𝜔0 > 𝜔𝑚. 

 



P á g i n a  | 63 

 

 

De tal manera que para 𝐴(𝜏𝑗) = 1 (caso sin modular), se obtiene la siguiente gráfica mos-

trada en la Figura 14 para un tiempo de observación 𝑡 = 60 s siendo esta la representación 

gráfica del campo electromagnético en decibeles. 

 

 
Figura 14. Gráfico del campo en un intervalo de 60 segundos sin modular. 

 

Para 𝐴(𝜏𝑗) = sen(𝜔𝑚𝜏𝑗) (caso modulado), se obtiene la respuesta del campo modulado en 

decibeles en la siguiente gráfica mostrada (ver Figura 15) para un tiempo de observación 𝑡 =

60 s notando ahora oscilaciones. 
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Figura 15. Gráfico del campo modulado en un intervalo de 60 segundos. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



P á g i n a  | 65 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CONCLUSIONES 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



P á g i n a  | 66 

 

 

• A partir de analizar diversos modelos de propagación de ondas electromagnéticas y 

compararlos con el método SPPS entre los cuales son el método tradicional, el método 

Ray Tracing y el método FDTD siendo estos los más usados actualmente, pero se 

encontró sin éxito alguna otra comparativa sobre el análisis modal de propagación de 

ondas electromagnéticas en la ionosfera no homogénea sin aplicación de fuerzas a las 

cargas respecto a este último par de métodos. Tomando en cuenta lo que se mencio-

naba en el apartado de Estado del Arte y los resultados obtenidos, es que este método 

ofrece una nueva alternativa para el análisis de propagación modal de ondas electro-

magnéticas en un medio dispersivo como la ionosfera, siendo eficaz y efectivo dados 

los tiempos que toma en resolver los modelos matemáticos planteados con tiempos 

de 23 segundos garantizando resultados esperados con un error de 0% entre la com-

parativa del método tradicional y el método SPPS. 

 

• Una vez tomando el modelo de propagación de ondas electromagnéticas en una at-

mósfera no magnetizada, relacionarla con la función de Green para su solución y aso-

ciándola con el problema de Sturm-Liouville es posible poder programar el modelo 

matemático al método SPPS, de tal forma se obtuvieron gráficamente los espectros 

de los modos propagados a partir de la ecuación de dispersión resuelta, los cuales 

fueron 11 NMO de la frecuencia de operación propuesta de 45 × 106
rad

s
 . 

 

• Teniendo cada modo de propagación es posible obtener tanto las funciones de onda 

para cada uno de estos como el campo electromagnético también, que en el proceso 

de la obtención del campo se consideraron dos casos diferentes, con y sin amplitud 

moduladora para la señal, de esta manera, se obtuvieron resultados favorables pu-

diendo notar la modulación en cada tiempo de observación de forma gráfica.   
 

• En el mismo proceso de obtención del campo electromagnético para cada modo de 

propagación, dado que se está analizando un transmisor móvil es importante consi-

derar los efectos de Doppler y los tiempos de retardo para la señal propagada los 

cuales se obtuvieron considerando cada uno de los NMO, los tiempos de observación 

considerados y las bandas de frecuencias propuesta.  
 

• Cabe recalcar, como se mencionaba anteriormente, que al ser un método reciente es 

importante destacar su importancia por la facilidad que da para resolver problemas 

de propagación de ondas electromagnéticas en un medio estratificado con fuentes en 

movimiento, los cuales en su versión analítica implicarían (por citar un ejemplo) rea-

lizar el cálculo de cada capa individualmente e ir considerando sus soluciones como 

entradas de la siguiente y así una serie de procesos para después reunir los resultados, 

así encontrando los modos de propagación correspondientes a la solución de la ecua-

ción de dispersión. Esto conlleva cierto tiempo en su resolución, que puede crecer si 

se requiere de una precisión cada vez mayor.  
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• La consideración de cada capa para el análisis matemático puede ser más compleja 

de acuerdo con el modelo por el cual se encuentre representado el problema, compli-

cando aún más el análisis correspondiente. Contemplando las soluciones y el proceso 

correspondiente con el método SPPS, y validando los datos teóricos y experimentales 

en este trabajo, éste muestra resultados adecuados en su aplicación para una capa 

estratificada. Cabe señalar que este método igual puede ser aplicado a n-capas que se 

quisiesen contemplar en un análisis dado, solo siendo necesario identificar las condi-

ciones de frontera del medio estratificado que garanticen la continuidad de los campos 

y de sus tasas de variación.  
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ANEXO 1 
 

Programación del método analítico de la ecuación de dispersión para una frecuencia de 5 

GHz y las alturas 50 < z < 1000 km.  

 
% ----------------------------------------------------------- 

%                           Ricardo Vega 

%                       SEPI - ESIME Zacatenco 

%               M. en C. en Ingeniería de Telecomunicaciones 

%                             B201156 

%------------------------------------------------------------ 

  

clc; 

clear all; 

  

%% Raíces de la ecuación de dispersión 

% Para 5 [GHz] 

  

H = [50 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 150]; % Alturas 

f = 5E9; % Frecuencia con la que se operará 

w = 2*pi*f; 

c = 3E8; 

wp = [3988082246 5.64E9 7976164492 9768766555 1.128E10 1.261142339E10 ... 

      1.381512215E10 1.492203739E10 1.595232898E10 1.692E10 

1.7835246E10... 

      6907561075]; %Frecuencias del plasma en respectivas H 

ka = w/c; % Numero de onda en la atmósfera 

  

syms a 

for n = 1: 12 

    ki(n) = sqrt(w^2-(wp(n)^2))/c; % Numero de onda en la ionósfera 

    eqn(n) = tan(sqrt(ka^2 - a^2))*H(n) + (sqrt(ka^2 - a^2))/(sqrt(a^2 ... 

        - ki(n)^2)); % Ecuación de dispersión 

end 

  

% Para H = 50 [km] 

S1 = zeros(4, 1); 

S1(1) = vpasolve(eqn(1) == 0, a, 103.97); 

S1(2) = vpasolve(eqn(1) == 0, a, 104.29); 

S1(3) = vpasolve(eqn(1) == 0, a, 104.53); 

S1(4) = vpasolve(eqn(1) == 0, a, 104.67); 

fplot(eqn(1), [ki(1), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 50 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión');   

  

%% Para H = 100 [km] 

  

S2= zeros(6, 1); 

S2(1) = vpasolve(eqn(2) == 0, a, 103.02); 

S2(2) = vpasolve(eqn(2) == 0, a, 103.5); 

S2(3) = vpasolve(eqn(2) == 0, a, 104); 
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S2(4) = vpasolve(eqn(2) == 0, a, 104.29); 

S2(5) = vpasolve(eqn(2) == 0, a, 104.52); 

S2(6) = vpasolve(eqn(2) == 0, a, 104.67); 

fplot(eqn(2), [ki(2), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 100 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 200 [km] 

S3 = zeros(8, 1); 

S3(1) = vpasolve(eqn(3) == 0, a, 101.6); 

S3(2) = vpasolve(eqn(3) == 0, a, 102.38); 

S3(3) = vpasolve(eqn(3) == 0, a, 103); 

S3(4) = vpasolve(eqn(3) == 0, a, 103.5); 

S3(5) = vpasolve(eqn(3) == 0, a, 104); 

S3(6) = vpasolve(eqn(3) == 0, a, 104.29); 

S3(7) = vpasolve(eqn(3) == 0, a, 104.52); 

S3(8) = vpasolve(eqn(3) == 0, a, 104.67); 

fplot(eqn(3), [ki(3), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 200 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 300 

S4 = zeros(10, 1); 

S4(1) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 99.88); 

S4(2) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 100.83); 

S4(3) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 101.65); 

S4(4) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 102.4); 

S4(5) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 103); 

S4(6) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 103.5); 

S4(7) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 104); 

S4(8) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 104.29); 

S4(9) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 104.52); 

S4(10) = vpasolve(eqn(4) == 0, a, 104.67); 

fplot(eqn(4), [ki(4), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 300 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 400 

S5 = zeros(12, 1); 

S5(1) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 97.74); 

S5(2) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 98.86); 

S5(3) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 99.9); 

S5(4) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 100.83); 

S5(5) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 101.65); 

S5(6) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 102.4); 

S5(7) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 103); 

S5(8) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 103.5); 

S5(9) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 104); 

S5(10) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 104.29); 
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S5(11) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 104.52); 

S5(12) = vpasolve(eqn(5) == 0, a, 104.67); 

fplot(eqn(5), [ki(5), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 400 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 500 

S6 = zeros(13, 1); 

S6(1) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 96.41); 

S6(2) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 97.7); 

S6(3) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 98.86); 

S6(4) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 99.9); 

S6(5) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 100.83); 

S6(6) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 101.65); 

S6(7) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 102.4); 

S6(8) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 103); 

S6(9) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 103.5); 

S6(10) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 104); 

S6(11) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 104.29); 

S6(12) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 104.52); 

S6(13) = vpasolve(eqn(6) == 0, a, 104.67); 

fplot(eqn(6), [ki(6), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 500 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 600 

S7 = zeros(14, 1); 

S7(1) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 95.02); 

S7(2) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 96.41); 

S7(3) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 97.7); 

S7(4) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 98.86); 

S7(5) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 99.9); 

S7(6) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 100.83); 

S7(7) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 101.65); 

S7(8) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 102.4); 

S7(9) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 103); 

S7(10) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 103.5); 

S7(11) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 104); 

S7(12) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 104.29); 

S7(13) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 104.52); 

S7(14) = vpasolve(eqn(7) == 0, a, 104.67); 

figure 

fplot(eqn(7), [ki(7), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 600 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 700 

S8 = zeros(15, 1); 

S8(1) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 93.5); 
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S8(2) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 95.02); 

S8(3) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 96.41); 

S8(4) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 97.7); 

S8(5) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 98.86); 

S8(6) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 99.9); 

S8(7) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 100.83); 

S8(8) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 101.65); 

S8(9) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 102.4); 

S8(10) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 103); 

S8(11) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 103.5); 

S8(12) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 104); 

S8(13) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 104.29); 

S8(14) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 104.52); 

S8(15) = vpasolve(eqn(8) == 0, a, 104.67); 

figure 

fplot(eqn(8), [ki(8), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 700 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 800 

S9 = zeros(16, 1); 

S9(1) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 91.85); 

S9(2) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 93.5); 

S9(3) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 95.02); 

S9(4) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 96.41); 

S9(5) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 97.7); 

S9(6) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 98.86); 

S9(7) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 99.9); 

S9(8) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 100.83); 

S9(9) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 101.65); 

S9(10) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 102.4); 

S9(11) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 103); 

S9(12) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 103.5); 

S9(13) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 104); 

S9(14) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 104.29); 

S9(15) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 104.52); 

S9(16) = vpasolve(eqn(9) == 0, a, 104.67); 

figure 

fplot(eqn(9), [ki(9), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 800 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 900 

S10 = zeros(17, 1); 

S10(1) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 90.09); 

S10(2) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 91.85); 

S10(3) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 93.5); 

S10(4) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 95.02); 

S10(5) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 96.41); 

S10(6) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 97.7); 

S10(7) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 98.86); 
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S10(8) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 99.9); 

S10(9) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 100.83); 

S10(10) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 101.65); 

S10(11) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 102.4); 

S10(12) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 103); 

S10(13) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 103.5); 

S10(14) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 104); 

S10(15) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 104.29); 

S10(16) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 104.52); 

S10(17) = vpasolve(eqn(10) == 0, a, 104.67); 

figure 

fplot(eqn(10), [ki(10), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 900 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

     

%% Para H = 1000 

S11 = zeros(18, 1); 

S11(1) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 88.1); 

S11(2) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 90.09); 

S11(3) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 91.85); 

S11(4) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 93.5); 

S11(5) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 95.02); 

S11(6) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 96.41); 

S11(7) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 97.7); 

S11(8) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 98.86); 

S11(9) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 99.9); 

S11(10) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 100.83); 

S11(11) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 101.65); 

S11(12) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 102.4); 

S11(13) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 103); 

S11(14) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 103.5); 

S11(15) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 104); 

S11(16) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 104.29); 

S11(17) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 104.52); 

S11(18) = vpasolve(eqn(11) == 0, a, 104.67); 

figure 

fplot(eqn(11), [ki(11), ka]); 

grid on; 

title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 1000 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

  

%% Para H = 150 [km] 

S12 = zeros(7, 1); 

S12(1) = vpasolve(eqn(12) == 0, a, 102.38); 

S12(2) = vpasolve(eqn(12) == 0, a, 103.2); 

S12(3) = vpasolve(eqn(12) == 0, a, 103.5); 

S12(4) = vpasolve(eqn(12) == 0, a, 104.29); 

S12(5) = vpasolve(eqn(12) == 0, a, 104.28); 

S12(6) = vpasolve(eqn(12) == 0, a, 104.53); 

S12(7) = vpasolve(eqn(12) == 0, a, 104.66); 

fplot(eqn(12), [ki(12), ka]); 

grid on; 
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title('Raíces de la ecuación de dispersión H = 150 [km]'); 

xlabel('Número de modo de onda'); 

ylabel('Ecuación de dispersión'); 

 

ANEXO 2 
 

Programación del método analítico de la ecuación de dispersión para 20 frecuencias de 2.2π 

< ω < 21.2π GHz y las alturas 50 < z < 150 km. 
 

clc; 

clear all; 

  

%% Raíces de la ecuación de dispersión 

  

wp = [3988082246 5.64E9 6907561075]; 

w = 2.2E9*pi:1E9*pi:21.2E9*pi; 

c = 3E8; 

  

%% Para 50 [km] 

  

syms a 

for n = 1: 20 

    ki(n) = sqrt(w(n)^2-(wp(1)^2))/c; 

    ka(n) = w(n)/c; 

    eqn(n) = tan(sqrt(ka(n)^2 - a^2))*50 + (sqrt(ka(n)^2 - a^2))/(sqrt(a^2 

- ki(n)^2)); 

end 

  

S1 = zeros(5, 1); 

S1(1) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.65); 

S1(2) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.8); 

S1(3) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.91); 

S1(4) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.98); 

S1(5) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 222); 

fplot(eqn(20), [ki(20), ka(20)]); 

grid on 

title('Gráfica de la ecuación de dispersión para wp_{1} [50 km]'); 

xlabel('w'); 

ylabel('a'); 

  

%% Para 100 [km] 

  

syms a 

  

for n = 1: 20 

    ki(n) = sqrt(w(n)^2-(wp(2)^2))/c; 

    ka(n) = w(n)/c; 

    eqn(n) = tan(sqrt(ka(n)^2 - a^2))*100 + (sqrt(ka(n)^2 - a^2))/(sqrt(a^2 

- ki(n)^2)); 

end 

  

S2 = zeros(5, 1); 

S2(1) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.21); 
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S2(2) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.45); 

S2(3) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.65); 

S2(4) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.8); 

S2(5) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.91); 

fplot(eqn(20), [ki(20), ka(20)]); 

grid on; 

title('Gráfica de la ecuación de dispersión para wp_{2} [100 km]]'); 

xlabel('w'); 

ylabel('a'); 

  

%% Para 150 [km] 

  

syms a 

for n = 1: 20 

    ki(n) = sqrt(w(n)^2-(wp(3)^2))/c; 

    ka(n) = w(n)/c; 

    eqn(n) = tan(sqrt(ka(n)^2 - a^2))*150 + (sqrt(ka(n)^2 - a^2))/(sqrt(a^2 

- ki(n)^2)); 

end 

  

S3 = zeros(5, 1); 

S3(1) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 220.91); 

S3(2) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.2); 

S3(3) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.45); 

S3(4) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.65); 

S3(5) = vpasolve(eqn(20) == 0, a, 221.81); 

  

for i = 5: 20 

    figure 

    fplot(eqn(i), [ki(i), ka(i)]); 

    grid on; 

    title('Gráfica de la ecuación de dispersión para wp_{3} [150 km]]'); 

    xlabel('w'); 

    ylabel('a'); 

end 

 

ANEXO 3 
 

Programación de la construcción de cada NMO como función de la frecuencia (2.2π < ω < 

21.2π GHz) para las alturas 50 < z < 150 km, derivación de cada NMO y obtención de sus 

velocidades de grupo. 
 

clc; 

clear all; 

close all; 

  

w = 2.2E9*pi:1E9*pi:21.2E9*pi; 

  

%% Para 50 [km] 

  

a1 = [19.3454   31.0873 42.1654 52.9976 63.7095 74.353  84.9539 95.5264 ... 

     106.079    116.617 127.1441    137.6628    148.1748    158.6816 ...     

     169.1841   179.683 190.1789    200.6723    211.1636    221.6531]; 



P á g i n a  | 76 

 

 

a2 = [21.0313   32.1635 42.965  53.636  64.2415 74.8094 85.3536 95.882  ... 

      106.3993  116.9085    127.4115    137.9098    148.4043    158.8959 

...     

      169.3851  179.8723    190.3578    200.8419    211.3247    221.8066]; 

a3 = [22.168    32.918  43.5327 54.0918 64.6225 75.1369 85.6408 96.1378 ... 

      106.6298  117.1183    127.604 138.0877    148.5697    159.0504 ...     

      169.53    180.0087    190.4867    200.9641    211.4409    221.9173]; 

a4 = [22.8238   33.3632 43.8703 54.3639 64.8504 75.3329 85.8129 96.2911 ... 

      106.7681  117.2442    127.7196    138.1945    148.669 159.1431 ...     

      169.617   180.0907    190.5641    201.0375    211.5106    221.9837]; 

a5 = [23.0383   33.5103 43.9823 54.4543 64.9262 75.3982 85.8702 96.3422 ... 

      106.8142  117.2861    127.7581    138.2301    148.7021    159.174 ... 

      169.646   180.118 190.59  201.0619    211.5339    221.9837]; 

  

a1fn = spline(w, a1); 

a2fn = spline(w, a2); 

a3fn = spline(w, a3); 

a4fn = spline(w, a4); 

a5fn = spline(w, a5); 

  

d1 = fnder(a1fn); 

d1 = fnval(d1, w); 

vg1 = 1./d1; 

d2 = fnder(a2fn); 

d2 = fnval(d2, w); 

vg2 = 1./d2; 

d3 = fnder(a3fn); 

d3 = fnval(d3, w); 

vg3 = 1./d3; 

d4 = fnder(a4fn); 

d4 = fnval(d4, w); 

vg4 = 1./d4; 

d5 = fnder(a5fn); 

d5 = fnval(d5, w); 

vg5 = 1./d5; 

  

figure 

plot(w, fnval(a1fn, w), 'r'); 

hold on; 

plot(w, fnval(a2fn, w), 'g'); 

plot(w, fnval(a3fn, w), 'b'); 

plot(w, fnval(a4fn, w), 'm'); 

plot(w, fnval(a5fn, w), 'k'); 

title("Raices para \omega_{p}(50 [km])"); 

xlabel("\omega [rad/s]"); 

ylabel("\alpha_{j}(\omega) [1/m]"); 

grid on; 

hold off; 

  

figure 

plot(w, vg1, 'r'); 

hold on; 

plot(w, vg2, 'g'); 

plot(w, vg3, 'b'); 

plot(w, vg4, 'm'); 
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plot(w, vg5, 'k'); 

title("Velocidad de grupo para \omega_{p}(50 [km])"); 

xlabel("\omega [rad/s]"); 

ylabel("v_{g}^{j}(\omega) [m/s]"); 

grid on; 

hold off; 

  

%% Para 100 [km] 

  

a1 = [13.4112   27.7856 39.7937 51.1308 62.1652 73.03415    83.8021 ... 

      94.5035   105.1587    115.7805    126.3773    136.9549    147.5174 

... 

      158.0679  168.6086    179.1412    189.6671    200.1874    210.7028 

... 

      221.2142]; 

a2 = [16.8672   29.6087 41.0874 52.1441 63.0012 73.747  84.4241 95.0555 ... 

      105.6551  116.2315    126.7906    137.3364    147.8717 158.3986 ... 

      168.9186  179.4331    189.9428    200.4486    210.951 221.4506]; 

a3 = [19.3152   31.0685 42.1516 52.9866 63.7003 74.3451 84.9471 95.5203 ... 

      106.0734  116.612 127.1395    137.6585    148.1709    158.6779 ... 

      169.1806  179.6797    190.1758    200.6694    211.1609    221.6505]; 

a4 = [21.0249   32.1594 42.9619 53.6335 64.2394 74.8075 85.3521 95.8806 ... 

      106.3981  116.9073    127.4104    137.9088    148.4034    158.8951 

... 

      169.3843  179.8715    190.3571    200.8412    211.3241    221.806]; 

a5 = [22.166    32.9167 43.5317 54.091  64.6219 75.1362 85.6403 96.1373 ... 

      106.6294  117.1179    127.6037    138.0874    148.5694 159.0501 ... 

      169.5297  180.0085    190.4865    200.9638    211.4407    221.9171]; 

  

a1fn = spline(w, a1); 

a2fn = spline(w, a2); 

a3fn = spline(w, a3); 

a4fn = spline(w, a4); 

a5fn = spline(w, a5); 

  

d1 = fnder(a1fn); 

d1 = fnval(d1, w); 

vg1 = 1./d1; 

d2 = fnder(a2fn); 

d2 = fnval(d2, w); 

vg2 = 1./d2; 

d3 = fnder(a3fn); 

d3 = fnval(d3, w); 

vg3 = 1./d3; 

d4 = fnder(a4fn); 

d4 = fnval(d4, w); 

vg4 = 1./d4; 

d5 = fnder(a5fn); 

  

figure 

plot(w, fnval(a1fn, w), 'r'); 

hold on; 

plot(w, fnval(a2fn, w), 'g'); 

plot(w, fnval(a3fn, w), 'b'); 

plot(w, fnval(a4fn, w), 'm'); 
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plot(w, fnval(a5fn, w), 'k'); 

title("Raices para \omega_{p}(100 [km])"); 

xlabel("\omega [rad/s]"); 

ylabel("\alpha_{j}(\omega) [1/m]"); 

grid on; 

  

figure 

plot(w, vg1, 'r'); 

hold on; 

plot(w, vg2, 'g'); 

plot(w, vg3, 'b'); 

plot(w, vg4, 'm'); 

plot(w, vg5, 'k'); 

title("Velocidad de grupo para \omega_{p}(100 [km])"); 

xlabel("\omega [rad/s]"); 

ylabel("v_{g}^{j}(\omega) [m/s]"); 

grid on; 

hold off; 

  

%% Para 150 [km] 

  

a1 = [6.9346    25.3035 38.102  49.8256 61.0962 72.1264 83.0121 93.8037 ... 

      104.5303  115.2101 125.8549 136.473 147.0701 157.6505 168.2174 ... 

      178.7731  189.3195    199.858 210.3899    220.9161]; 

a2 = [13.2596   27.7127 39.7429 51.0913 62.1327 73.0065 83.7779 94.4821 ... 

      105.1395  115.7631    126.3613    136.9402    147.5037    158.0551 

... 

      168.5966  179.1299    189.6565    200.1773    210.6932    221.205]; 

a3 = [16.8588   29.604  41.084  52.1414 62.999  73.7452 84.4224 95.054  ... 

      105.6538  116.2303    126.7895    137.3354    147.8707    158.3977 

... 

      168.9178  179.4323    189.9421    200.4479    210.9503    221.4499]; 

a4 = [19.3122   31.0667 42.1502 52.9855 63.6994 74.3444 84.9464 95.8804 ... 

      106.0729  116.6115    127.139 137.6581    148.1705    158.6776 ... 

      169.1803  179.6794    190.1755    200.6691    211.1606    221.6502]; 

a5 = [21.0237   32.1585 42.9613 53.633  64.239  74.8072 85.3517 96.1372 ... 

      106.3978  116.9071    127.4102    137.9086    148.4033    158.8949 

... 

      169.3842  179.8714    190.3569    200.8411    211.324 221.8059]; 

  

a1fn = spline(w, a1); 

a2fn = spline(w, a2); 

a3fn = spline(w, a3); 

a4fn = spline(w, a4); 

a5fn = spline(w, a5); 

  

d1 = fnder(a1fn); 

d1 = fnval(d1, w); 

vg1 = 1./d1; 

d2 = fnder(a2fn); 

d2 = fnval(d2, w); 

vg2 = 1./d2; 

d3 = fnder(a3fn); 

d3 = fnval(d3, w); 

vg3 = 1./d3; 
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d4 = fnder(a4fn); 

d4 = fnval(d4, w); 

vg4 = 1./d4; 

d5 = fnder(a5fn); 

d5 = fnval(d5, w); 

vg5 = 1./d5; 

  

figure 

plot(w, fnval(a1fn, w), 'r'); 

hold on; 

plot(w, fnval(a2fn, w), 'g'); 

plot(w, fnval(a3fn, w), 'b'); 

plot(w, fnval(a4fn, w), 'm'); 

plot(w, fnval(a5fn, w), 'k'); 

title("Raices para \omega_{p}(150 [km])"); 

xlabel("\omega [rad/s]"); 

ylabel("\alpha_{j}(\omega) [1/m]"); 

grid on; 

  

figure 

plot(w, vg1, 'r'); 

hold on; 

plot(w, vg2, 'g'); 

plot(w, vg3, 'b'); 

plot(w, vg4, 'm'); 

plot(w, vg5, 'k'); 

title("Velocidad de grupo para \omega_{p}(150 [km])"); 

xlabel("\omega [rad/s]"); 

ylabel("v_{g}^{j}(\omega) [m/s]"); 

grid on; 

hold off; 

 

ANEXO 4 
 

Gráficos de los NMO con dependencia de la frecuencia y sus respectivas velocidades 

de grupo para determinadas frecuencias. 

 

Para 100 km: 
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Debido a la escala, parece ser solo una recta, pero debido a que los NMO, a esa altura, son cantidades similares. 

 

 
Ésta siendo la gráfica anterior, pero amplificando la gráfica de forma aleatoria para validar que se encuentran ahí los 5 

NMO.  
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Gráfica resultante de las VGM para 100 km.  

Para 150 km: 

 
Debido a la escala, parece ser solo una recta, pero debido a que los NMO, a esa altura, son cantidades similares. 
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Ésta siendo la gráfica anterior, pero amplificando la gráfica de forma aleatoria para validar que se encuentran ahí los 5 

NMO.  
 

 
Gráfica resultante de las VGM para 150 km.  
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ANEXO 5 
 

Programación del método SPPS con las mediciones de [2] para una frecuencia de 45 MHz. 
 

clear all; 

clc; 

% close all; 

  

%% Variables a considerar para obtener las soluciones 

w = 45E6; %Frecuencia de operación 

c0 = 3E8; %Velocidad de la luz en el espacio libre. 

H = 81.03; %Alturas 

H1a = 105; 

H1b = 182.09; 

H1c = 255; 

H2 = 300; % Distancia del satélite 

H1_H = H1c - H;%Intervalo de integración 

wpa = 2*pi*3.148E6; %Frecuencia de plasma (ionósfera) 

wpb = 2*pi*4.429E6; 

wpc = 2*pi*6.500E6; 

wp1 = 2*pi*7E6; %Frecuencia de plasma (sobre la ionósfera) 

k1 = w/c0; %Número de modo onda en atmósfera  

k2a = sqrt(w^2-wpa^2)/c0; %Número de modo onda en la ionósfera 

k2b = sqrt(w^2-wpb^2)/c0; 

k2c = sqrt(w^2-wpc^2)/c0; 

k3 = sqrt(w^2-wp1^2)/c0; %Número de modo onda sobre la ionósfera 

dim = 5000; %Dimensión vectorial 

N = 90; %Número de potencias a considerar 

x0 = linspace(0,H,2500); 

x = linspace(H, H1c, dim); 

x3 = linspace(H1c,H2,2000); 

alfa = linspace(k3, k1, dim+2); 

alfa = alfa(2:end-1); 

  

%------------------Para el caso 0 <= z <= H -evaluada en H---------------

-- 

fi1 = sin(sqrt(k1^2-alfa.^2)'*x0); 

fi1Der = cos(sqrt(k1^2-alfa.^2)'*x0).*sqrt(k1^2-alfa.^2)'; 

  

%% Para el caso H <= z <= H1 

  

% Solución de la ecuación homogenea 

p = ones(1, dim); 

q = zeros(1, dim); 

xDensity = dim/H1_H; 

r = -1*k2a^2.*ones(1, xDensity*(H1a-H)); 

r = [r -1*k2b^2.*ones(1, xDensity*(H1b-H1a))]; 

r = [r -1*k2c^2.*ones(1, xDensity*(H1c-H1b))]; 

lambda = 1; 

W = 1; 

WDer = 0; 

  

%-------Gráfica del perfil de k---------------- 

valoresX = [x0 x x3]; 
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valoresK = [k1*ones(1,2500) sqrt(-r) k3*ones(1,2000)]; 

figure 

plot(valoresX,valoresK) 

grid on 

title('k(\omega,z)') 

xlabel('z [km]') 

ylabel('k(z)') 

  

% Construcción de potencias formales 

Xvirg = ones(1, dim); 

X = ones(1, dim); 

  

% Para "v" 

for k = 1: N 

    if rem(k, 2) == 1 

        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)*W^2.*r, H1_H); 

        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)./(W^2.*p), H1_H); 

    else 

        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)*W^2.*r, H1_H); 

        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)./(W^2.*p), H1_H); 

    end 

end 

  

% ----------Construcción de soluciones------------------- 

v1 = zeros(1, dim); 

v2 = zeros(1, dim); 

v1Der = zeros(1, dim); 

v2Der = zeros(1, dim); 

  

for k = 0: N/2 

    v1 = v1 + W*lambda.*Xvirg(2*k+1, :); 

    if k > 0 

        v1Der = v1Der + lambda*Xvirg(2*k, :)./(W*p); 

    end 

end                                        

  

for k = 0: N/2-1 

    v2 = v2 + lambda*W.*X(2*k+2, :); 

    v2Der = v2Der + lambda*X(2*k+1, :)./(W*p); 

end 

  

% Para "u" 

v = v1 + 1i*v2; 

vDer = v1Der + 1i*v2Der; 

  

p = ones(1, dim); 

q = -r; 

%q = k2^2.*ones(1, dim); 

r = ones(1, dim); 

  

for k = 1: N  

    if rem(k, 2) == 1 

        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :).*v.^2.*r, H1_H); 

        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)./(v.^2.*p), H1_H); 

    else 
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        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :).*v.^2.*r, H1_H); 

        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)./(v.^2.*p), H1_H); 

    end 

end 

  

%Construcción de la solución en 50 km < = z <= 250 km 

u1 = zeros(N/2+1,dim); 

u2 = zeros(N/2+1,dim); 

u1Der = zeros(N/2+1,dim); 

u2Der = zeros(N/2+1,dim); 

for cont = 0:N/2 

    u1(cont+1,:) = v.*Xvirg(1+2*cont,:); 

    if cont > 0 

        u1Der(cont+1,:) = Xvirg(2*cont,:)./(v.*p); 

    end 

end 

  

u1Der = u1.*vDer./v + u1Der; 

u1 = flip(u1); 

u1Der = flip(u1Der); 

  

for cont = 0:N/2-1 

    u2(cont+1,:) = v.*X(2+2*cont,:); 

    u2Der(cont+1,:) = X(1+2*cont,:)./(v.*p); 

end 

  

u2Der = u2.*vDer./v + u2Der; 

u2 = flip(u2); 

u2Der = flip(u2Der); 

  

%---------------Prueba para x, con alfa constante-------------------- 

NoAlfa = 2500; 

for cont = 1:dim 

    u1x(cont) = polyval(u1(:,cont),alfa(NoAlfa).^2); 

    u2x(cont) = polyval(u2(:,cont),alfa(NoAlfa).^2); 

    u1Derx(cont) = polyval(u1Der(:,cont),alfa(NoAlfa).^2); 

    u2Derx(cont) = polyval(u2Der(:,cont),alfa(NoAlfa).^2); 

end 

  

C1 = fi1(NoAlfa,end)/u1x(1); 

C2 = fi1Der(NoAlfa,end)/u2Derx(1); 

fi2AC = C1*real(u1x) + C2*real(u2x); 

fi2DerAC = C1*real(u1Derx) + C2*real(u2Derx); 

  

%----------------Construcción de fi2 y fi2Der--------------------------- 

u1Val = zeros(dim,dim); 

u2Val = zeros(dim,dim); 

u1DerVal = zeros(dim,dim); 

u2DerVal = zeros(dim,dim); 

for cont = 1:dim        %Evaluación para cada punto en x (columnas) 

    u1Val(:,cont) = polyval(u1(:,cont),alfa.^2); %renglones con valores 

para alfa 

    u2Val(:,cont) = polyval(u2(:,cont),alfa.^2); 

    u1DerVal(:,cont) = polyval(u1Der(:,cont),alfa.^2); 

    u2DerVal(:,cont) = polyval(u2Der(:,cont),alfa.^2); 
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end 

C1 = fi1(:,end)./u1Val(:,1); 

C2 = fi1Der(:,end)./u2DerVal(:,1); 

  

fi2 = real(u1Val).*C1 + real(u2Val).*C2; 

fi2Der = real(u1DerVal).*C1 + real(u2DerVal).*C2; 

  

%--Figura para verificar unión de soluciones(alfa) para altura H-- 

  

%------------------------------ Para el caso z > H1----------------------

- 

C4 = (fi2(:,end) - 1./sqrt(alfa.^2-k3^2)'.*fi2Der(:,end)); 

fi3 = C4.*exp(sqrt(alfa.^2-k3^2)'*x3); 

  

%-------------------Ecuación de Dispersión----------------------------- 

EcDisp = fi2(:,end) + fi2Der(:,end)./sqrt(alfa.^2-k3^2)'; 

EcDispSpline = spline(alfa.^2,EcDisp); 

Eigenvalores = fnzeros(EcDispSpline); 

NMO = sqrt(Eigenvalores(1,:)) 

figure 

plot(alfa, EcDisp) 

hold on 

% plot(alfa.^2, ppval(EcDispSpline,alfa.^2),'c--') 

grid on 

title('\Lambda(\omega,\alpha)') 

xlabel('\alpha') 

legend('\Lambda') 

  

figure 

semilogy(alfa, EcDisp) 

grid on 

title('\Lambda(\omega,\alpha)') 

xlabel('\alpha') 

legend('\Lambda') 

 

ANEXO 6 
 

Programación del método analítico para la comprobación de resultados vs método SPPS para 

procesar una capa a la vez. 

 
%+-----------------------------------------------------------------------

-+ 

%    Ricardo Vega, Vladimir Rabinovitch Likhtman, Raúl Castillo Pérez 

%                     Método SPPS para Ecuación de Dispersión 

%+-----------------------------------------------------------------------

-+ 

 

% clc; 

clear all; 

close all; 

 

%% Raíces de la ecuación de dispersión 
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H = 182.09; % Alturas (Las cuales se puden modificar para constatar los 

NMO obtenidos entre 

               % el método SPPS y el  analítico) 

w = 45E6; % Frecuencia con la que se operará 

c0 = 3E8; 

wp = 2*pi*4.429E6; %Frecuencias del plasma en respectivas H 

ka = w/c0; % Numero de onda en la atmósfera 

 

ki = sqrt(w^2-wp^2)/c0; % Numero de onda en la ionósfera 

alfa = linspace(ki,ka,20000); 

alfa = alfa(2:end-1); 

eqn = tan(sqrt(ka^2 - alfa.^2)*H) + sqrt(ka^2 - alfa.^2)./sqrt(alfa.^2 - 

ki^2); 

 

 

%% Graficación del método analítico 

Eqn = spline(alfa, eqn); % Construye una función continua aproximada con 

valores discretos dados 

NMO = fnzeros(Eqn); %localiza los ceros del spline 

NMO = NMO(1,:) 

figure 

plot(alfa, eqn) 

grid on 

title('\Lambda(\omega,\alpha)') 

xlabel('\alpha') 

legend('\Lambda') 

 

 

ANEXO 7 
 

Programación de la construcción de cada función de onda normalizada para cada modo de 

propagación. 
 

clear all; 

clc; 

close all; 

format long 

load NMO 

 

%% Variables a considerar para obtener las soluciones 

j = 1; % # de alfa usada del vector de NMO's 

w0 = 45E6; % Frecuencia de operación 

c0 = 3E8; % Velocidad de la luz en el espacio libre 

H = 81.03; % Alturas en [km] 

H1a = 105; 

H1b = 182.09; 

H1c = 255; 

H2 = 300; % Distancia del satélite 

H1_H = H1c - H; % Intervalo de integración - Capa estratificada 

wpa = 2*pi*1.5457E6; %Frecuencia de plasma (ionósfera) 

wpb = 2*pi*3.148E6; 

wpc = 2*pi*4.429E6; 

wp1 = 2*pi*7E6; % Frecuencia de plasma (sobre la ionósfera) 

k1 = w0/c0; % Número de modo onda en atmósfera  
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k2a = sqrt(w0^2-wpa^2)/c0; % Número de modo onda en la ionósfera 

k2b = sqrt(w0^2-wpb^2)/c0; 

k2c = sqrt(w0^2-wpc^2)/c0; 

k3 = sqrt(w0^2-wp1^2)/c0; % Número de modo onda sobre la ionósfera 

dim = 5000; % Dimensión vectorial 

N = 90; % Número de potencias a considerar 

x0 = linspace(0,H,dim); 

x = linspace(H, H1c, dim); 

x3 = linspace(H1c,H2,dim); 

 

%% ---------------Para el caso 0 <= z <= H -evaluada en H----------------

-- 

fi1 = sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2)*x0); 

fi1Der = cos(sqrt(k1^2-NMO(j)^2)*x0).*sqrt(k1^2-NMO(j)^2); 

 

%% Para el caso H <= z <= H1 (SPPS Method) 

 

% Solución de la ecuación homogenea 

p = ones(1, dim); 

q = zeros(1, dim); 

xDensity = dim/H1_H; 

r = -1*k2a^2.*ones(1, round(xDensity*(H1a-H))); 

r = [r -1*k2b^2.*ones(1, round(xDensity*(H1b-H1a)))]; 

r = [r -1*k2c^2.*ones(1, round(xDensity*(H1c-H1b)))]; 

lambda = 1; 

W = 1; 

WDer = 0; 

 

% ----------------Construcción de potencias formales---------------------

-- 

Xvirg = ones(1, dim); 

X = ones(1, dim); 

 

% Para "v" 

for k = 1: N 

    if rem(k, 2) == 1 

        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)*W^2.*r, H1_H); 

        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)./(W^2.*p), H1_H); 

    else 

        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)*W^2.*r, H1_H); 

        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)./(W^2.*p), H1_H); 

    end 

end 

 

% Construcción de soluciones 

v1 = zeros(1, dim); 

v2 = zeros(1, dim); 

v1Der = zeros(1, dim); 

v2Der = zeros(1, dim); 

 

for k = 0: N/2 

    v1 = v1 + W*lambda.*Xvirg(2*k+1, :); 

    if k > 0 

        v1Der = v1Der + lambda*Xvirg(2*k, :)./(W*p); 

    end 
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end                                        

 

for k = 0: N/2-1 

    v2 = v2 + lambda*W.*X(2*k+2, :); 

    v2Der = v2Der + lambda*X(2*k+1, :)./(W*p); 

end 

 

% Para "u" 

v = v1 + 1i*v2; 

vDer = v1Der + 1i*v2Der; 

 

p = ones(1, dim); 

q = -r; 

%q = k2^2.*ones(1, dim); 

r = ones(1, dim); 

 

for k = 1: N  

    if rem(k, 2) == 1 

        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :).*v.^2.*r, H1_H); 

        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)./(v.^2.*p), H1_H); 

    else 

        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :).*v.^2.*r, H1_H); 

        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)./(v.^2.*p), H1_H); 

    end 

end 

 

%------------------------------------------------------------------------

-- 

%Construcción de la solución en 50 km < = z <= 250 km 

u1 = zeros(N/2+1,dim); 

u2 = zeros(N/2+1,dim); 

u1Der = zeros(N/2+1,dim); 

u2Der = zeros(N/2+1,dim); 

 

for cont = 0:N/2 

    u1(cont+1,:) = v.*Xvirg(1+2*cont,:); 

    if cont > 0 

        u1Der(cont+1,:) = Xvirg(2*cont,:)./(v.*p); 

    end 

end 

 

u1Der = u1.*vDer./v + u1Der; 

u1 = flip(u1); 

u1Der = flip(u1Der); 

 

for cont = 0:N/2-1 

    u2(cont+1,:) = v.*X(2+2*cont,:); 

    u2Der(cont+1,:) = X(1+2*cont,:)./(v.*p); 

end 

 

u2Der = u2.*vDer./v + u2Der; 

u2 = flip(u2); 

u2Der = flip(u2Der); 

 

%----------------Construcción de fi2 y fi2Der--------------------------- 
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u1Val = zeros(1,dim); 

u2Val = zeros(1,dim); 

u1DerVal = zeros(1,dim); 

u2DerVal = zeros(1,dim); 

 

for cont = 1:dim        %Evaluación para cada punto en x (columnas) 

    u1Val(1,cont) = polyval(u1(:,cont),NMO(j)^2); %renglones con valores 

para alfa 

    u2Val(1,cont) = polyval(u2(:,cont),NMO(j)^2); 

    u1DerVal(1,cont) = polyval(u1Der(:,cont),NMO(j)^2); 

    u2DerVal(1,cont) = polyval(u2Der(:,cont),NMO(j)^2); 

end 

 

C1 = fi1(1,end)./u1Val(1,1); 

C2 = fi1Der(1,end)./u2DerVal(1,1); 

 

fi2 = real(u1Val)*C1 + real(u2Val)*C2; 

fi2Der = real(u1DerVal)*C1 + real(u2DerVal)*C2; 

 

%------------------------------ Para el caso z > H1----------------------

-- 

C3 = (1/2)*(fi2(1,end) - fi2Der(1,end)/sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

fi3 = C3*exp(-sqrt(NMO(j)^2-k3^2)*(x3-H1c)); 

 

%% Norm wave-functions 

 

Para alfa_1 

fun1 = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

I1 = integral(fun1,0,H); 

I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

M1 = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

phi1 = [fi1 fi2 fi3]./M1; 

 

Para alfa_2 

fun2 = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

I1 = integral(fun2,0,H); 

I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

M2 = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

phi2 = [fi1./M2 fi2./M2 fi3./M2]; 

 

Para alfa_3 

fun3 = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

I1 = integral(fun3,0,H); 

I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

M3 = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

phi3 = [fi1./M3 fi2./M3 fi3./M3]; 

 

Para alfa_4 

fun4 = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

I1 = integral(fun4,0,H); 

I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 
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M4 = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

phi4 = [fi1./M4 fi2./M4 fi3./M4]; 

 

Para alfa_5 

fun5 = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

I1 = integral(fun5,0,H); 

I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

M5 = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

phi5 = [fi1./M5 fi2./M5 fi3./M5]; 

 

Para alfa_6 

fun6 = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

I1 = integral(fun6,0,H); 

I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

M6 = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

phi6 = [fi1./M6 fi2./M6 fi3./M6]; 

 

Para alfa_7 

fun7 = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

I1 = integral(fun7,0,H); 

I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

M7 = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

phi7 = [fi1./M7 fi2./M7 fi3./M7]; 

 

Para alfa_8 

fun8 = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

I1 = integral(fun8,0,H); 

I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

M8 = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

phi8 = [fi1./M8 fi2./M8 fi3./M8]; 

 

ANEXO 8 
 

Programación de la función de Green para las condiciones mencionadas en su apartado. 

 
%% Función de Green para la ecuación del campo 

 

s = linspace(1, 300E3, dim); % Posición horizontal del receptor a la fuente 

 

g1 = (phi1(3)*phi1(end).*exp(1i*(NMO(1)*s + pi/4)))./sqrt(8*pi*NMO(1)*s); 

g2 = (phi2(3)*phi2(end).*exp(1i*(NMO(2)*s + pi/4)))./sqrt(8*pi*NMO(2)*s); 

g3 = (phi3(3)*phi3(end).*exp(1i*(NMO(3)*s + pi/4)))./sqrt(8*pi*NMO(3)*s); 

g4 = (phi4(3)*phi4(end).*exp(1i*(NMO(4)*s + pi/4)))./sqrt(8*pi*NMO(4)*s); 

g5 = (phi5(3)*phi5(end).*exp(1i*(NMO(5)*s + pi/4)))./sqrt(8*pi*NMO(5)*s); 

g6 = (phi6(3)*phi6(end).*exp(1i*(NMO(6)*s + pi/4)))./sqrt(8*pi*NMO(6)*s); 

g7 = (phi7(3)*phi7(end).*exp(1i*(NMO(7)*s + pi/4)))./sqrt(8*pi*NMO(7)*s); 

g8 = (phi8(3)*phi8(end).*exp(1i*(NMO(8)*s + pi/4)))./sqrt(8*pi*NMO(8)*s); 

  

gc = g1+g2+g3+g4+g5+g6+g7+g8; 
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gr = real(gc); 

g = 10*log10(abs(gr)); 

 

figure 

plot(s, g); 

grid on; 

title("Función de Green para la ecuación del campo (Escala logaritmica)"); 

xlabel("\bf\midx\mid\rm \bf(metros)\rm"); 

ylabel("g(\omega, \bfx\rm, z, z_{0}) \bf(dB)\rm"); 

 

ANEXO 9 
 

Programación de la construcción para cada NMO con matrices multidimensionales consti-

tuidas por cada modo propagación considerando el método SPPS para 1000 frecuencias (45 

< z < 58.9972 [× 106
rad

s
]) y las alturas manejadas agregando la programación de los modos 

normalizados y la función de Green con sus respectivas graficas. 
 

%+-----------------------------------------------------------------------

-+ 

%                              Ricardo Vega 

%                          SEPI - ESIME Zacatenco 

%                  M. en C. en Ingeniería de Telecomunicaciones 

%                          Seminario Departamental 

%                    Construcción de la función del campo 

%+-----------------------------------------------------------------------

-+ 

 

clear all; 

clc; 

close all; 

format long 

load nmo; 

load phiM; 

 

%% Variables a considerar para obtener las soluciones 

 

dim = 5000; % Dimensión vectorial 

dima = length(NMO); %Número de NMOs contempladas 

w0 = 45E6; % Frecuencia de operación 

gc = zeros(dim); 

phiM = zeros(dim*3 ,dima); 

N = 90; % Número de potencias a considerar 

 

for j = 1: dima 

    c0 = 3E8; % Velocidad de la luz en el espacio libre 

    H = 81.03; % Alturas en [km] 

    H1a = 105; 

    H1b = 182.09; 

    H1c = 255; 

    H2 = 300; % Distancia del satélite 

    H1_H = H1c - H; % Intervalo de integración - Capa estratificada 

    wpa = 2*pi*1.5457E6; %Frecuencia de plasma (ionósfera) 
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    wpb = 2*pi*3.148E6; 

    wpc = 2*pi*4.429E6; 

    wp1 = 2*pi*7E6; % Frecuencia de plasma (sobre la ionósfera) 

    k1 = w0/c0; % Número de modo onda en atmósfera  

    k2a = sqrt(w0^2-wpa^2)/c0; % Número de modo onda en la ionósfera 

    k2b = sqrt(w0^2-wpb^2)/c0; 

    k2c = sqrt(w0^2-wpc^2)/c0; 

    k3 = sqrt(w0^2-wp1^2)/c0; % Número de modo onda sobre la ionósfera 

    x0 = linspace(0,H,dim); 

    x = linspace(H, H1c, dim); 

    x3 = linspace(H1c,H2,dim); 

 

% ---------------Para el caso 0 <= z <= H -evaluada en H-----------------

- 

    fi1 = sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2)*x0); 

    fi1Der = cos(sqrt(k1^2-NMO(j)^2)*x0).*sqrt(k1^2-NMO(j)^2); 

 

% Para el caso H <= z <= H1 (SPPS Method) 

 

% Solución de la ecuación homogenea 

    p = ones(1, dim); 

    q = zeros(1, dim); 

    xDensity = dim/H1_H; 

    r = -1*k2a^2.*ones(1, round(xDensity*(H1a-H))); 

    r = [r -1*k2b^2.*ones(1, round(xDensity*(H1b-H1a)))]; 

    r = [r -1*k2c^2.*ones(1, round(xDensity*(H1c-H1b)))]; 

    lambda = 1; 

    W = 1; 

    WDer = 0; 

  

% ----------------Construcción de potencias formales---------------------

-- 

    Xvirg = ones(1, dim); 

    X = ones(1, dim); 

 

% Para "v" 

    for k = 1: N 

        if rem(k, 2) == 1 

            Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)*W^2.*r, H1_H); 

            X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)./(W^2.*p), H1_H); 

        else 

            X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)*W^2.*r, H1_H); 

            Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)./(W^2.*p), H1_H); 

        end 

    end 

 

% Construcción de soluciones 

    v1 = zeros(1, dim); 

    v2 = zeros(1, dim); 

    v1Der = zeros(1, dim); 

    v2Der = zeros(1, dim); 

     

    for k = 0: N/2 

        v1 = v1 + W*lambda.*Xvirg(2*k+1, :); 

        if k > 0 
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            v1Der = v1Der + lambda*Xvirg(2*k, :)./(W*p); 

        end 

    end                                        

     

    for k = 0: N/2-1 

        v2 = v2 + lambda*W.*X(2*k+2, :); 

        v2Der = v2Der + lambda*X(2*k+1, :)./(W*p); 

    end 

 

% Para "u" 

    v = v1 + 1i*v2; 

    vDer = v1Der + 1i*v2Der; 

     

    p = ones(1, dim); 

    q = -r; 

%     q = k2^2.*ones(1, dim); 

    r = ones(1, dim); 

 

    for k = 1: N  

        if rem(k, 2) == 1 

            Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :).*v.^2.*r, H1_H); 

            X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)./(v.^2.*p), H1_H); 

        else 

            X(k+1, :) = ninteg(X(k, :).*v.^2.*r, H1_H); 

            Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)./(v.^2.*p), H1_H); 

        end 

    end 

 

% -----------------------------------------------------------------------

--- 

% Construcción de la solución en 50 km < = z <= 250 km 

    u1 = zeros(N/2+1,dim); 

    u2 = zeros(N/2+1,dim); 

    u1Der = zeros(N/2+1,dim); 

    u2Der = zeros(N/2+1,dim); 

     

    for cont = 0:N/2 

        u1(cont+1,:) = v.*Xvirg(1+2*cont,:); 

        if cont > 0 

            u1Der(cont+1,:) = Xvirg(2*cont,:)./(v.*p); 

        end 

    end 

     

    u1Der = u1.*vDer./v + u1Der; 

    u1 = flip(u1); 

    u1Der = flip(u1Der); 

     

    for cont = 0:N/2-1 

        u2(cont+1,:) = v.*X(2+2*cont,:); 

        u2Der(cont+1,:) = X(1+2*cont,:)./(v.*p); 

    end 

     

    u2Der = u2.*vDer./v + u2Der; 

    u2 = flip(u2); 

    u2Der = flip(u2Der); 
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% ----------------Construcción de fi2 y fi2Der--------------------------- 

    u1Val = zeros(1,dim); 

    u2Val = zeros(1,dim); 

    u1DerVal = zeros(1,dim); 

    u2DerVal = zeros(1,dim); 

     

    for cont = 1:dim        %Evaluación para cada punto en x (columnas) 

        u1Val(1,cont) = polyval(u1(:,cont), NMO(j)^2); %renglones con va-

lores para alfa 

        u2Val(1,cont) = polyval(u2(:,cont), NMO(j)^2); 

        u1DerVal(1,cont) = polyval(u1Der(:,cont), NMO(j)^2); 

        u2DerVal(1,cont) = polyval(u2Der(:,cont), NMO(j)^2); 

    end 

     

    C1 = fi1(1,end)./u1Val(1,1); 

    C2 = fi1Der(1,end)./u2DerVal(1,1); 

     

    fi2 = real(u1Val)*C1 + real(u2Val)*C2; 

    fi2Der = real(u1DerVal)*C1 + real(u2DerVal)*C2; 

 

% ------------------------------ Para el caso z > H1---------------------

--- 

    C3 = (1/2)*(fi2(1,end) - fi2Der(1,end)/sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

    fi3 = C3*exp(-sqrt(NMO(j)^2-k3^2)*(x3-H1c)); 

 

% Norm wave-functions 

 

    fun = @(z) (sin(sqrt(k1^2-NMO(j)^2).*z)).^2; 

    I1 = integral(fun,0,H); 

    I2 = ninteg(abs(fi2).^2, H1c-H); 

    I3 = (C3^2)/(2*sqrt(NMO(j)^2-k3^2)); 

    M = sqrt(I1 + I2(1, end) + I3); 

    phiM(:, j) = [fi1 fi2 fi3]./M; 

end 

 

%% Función de Green para la ecuación del campo 

 

absx = linspace(1, 300e3, dim); % Posición horizontal del receptor a la 

fuente 

 

for i = 1: dima 

    gS(:, i) = (phiM(3, i)*phiM(end, i).*exp(1i*(NMO(i)*absx + 

pi/4)))./(sqrt(8*pi*NMO(i)*absx)); 

    gc = gc + gS(:, i); 

end 

 

gr = real(gc); 

g = 10*log10(abs(gr)); 

 

figure 

plot(absx, g); 

grid on; 

title("Función de Green para la ecuación del campo (Escala logarit-

mica)"); 
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xlabel("\bf\midx\mid\rm \bf[m]\rm"); 

ylabel("g(\omega, \bfx\rm, z, z_{0}) \bf(dB)\rm"); 

 

ANEXO 10 
 

Programación para la resolución del sistema de ecuaciones para obtener los tiempos de re-

tardo y los efectos de Doppler. 
 

%------------------------------------------------------------------------

-+ 

%                              Ricardo Vega 

%                          SEPI - ESIME Zacatenco 

%                  M. en C. en Ingeniería de Telecomunicaciones 

%                          Seminario Departamental 

%             Soluciones al sistema de ecuaciones para Tao y Omega 

%+-----------------------------------------------------------------------

-+ 

 

% clear all; 

clc; 

close all; 

format long 

load awj 

load phiMW 

 

%% Variables a considerar para obtener las soluciones 

 

dim = 5000; 

t = linspace(0,60,dim); % Tiempo de observación 

w0 = 45e6:   2.8e3: 58.9972e6; % Frecuencias de operación 

x = linspace(0, 300e3, dim); % Posición horizontal del receptor a la 

fuente; 

v = 7.7298e3; % Velocidad orbital circular del satélite %sqrt(6.67428e-

11*5.972e24/6671e3) 

wj = zeros(1, length(awj(1,:))); 

Tj = zeros(1, length(awj(1,:))); 

wm = (45e6)/1000; % Frecuencia de modulación 

An = 1; 

 

aw_1 = polyfit(w0, awj(:, 1),11); 

aw_2 = polyfit(w0, awj(:, 2),11); 

aw_3 = polyfit(w0, awj(:, 3),11); 

aw_4 = polyfit(w0, awj(:, 4),11); 

aw_5 = polyfit(w0, awj(:, 5),11); 

aw_6 = polyfit(w0, awj(:, 6),11); 

aw_7 = polyfit(w0, awj(:, 7),11); 

aw_8 = polyfit(w0, awj(:, 8),11); 

aw_9 = polyfit(w0, awj(:, 9),11); 

aw_10 = polyfit(w0, awj(:, 10),11); 

aw_11 = polyfit(w0, awj(:, 11),11); 

 

apL1 = polyder(aw_1); 

apL2 = polyder(aw_2); 
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apL3 = polyder(aw_3); 

apL4 = polyder(aw_4); 

apL5 = polyder(aw_5); 

apL6 = polyder(aw_6); 

apL7 = polyder(aw_7); 

apL8 = polyder(aw_8); 

apL9 = polyder(aw_9); 

apL10 = polyder(aw_10); 

apL11 = polyder(aw_11); 

 

ap1 = polyval(apL1, w0); 

ap2 = polyval(apL2, w0); 

ap3 = polyval(apL3, w0); 

ap4 = polyval(apL4, w0); 

ap5 = polyval(apL5, w0); 

ap6 = polyval(apL6, w0); 

ap7 = polyval(apL7, w0); 

ap8 = polyval(apL8, w0); 

ap9 = polyval(apL9, w0); 

ap10 = polyval(apL10, w0); 

ap11 = polyval(apL11, w0); 

 

% Para tau_1 y w_1 

a = 1; 

F1 = @(T) ap1.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_2 y w_2 

a = 2; 

F1 = @(T) ap2.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_3 y w_3 

a = 3; 

F1 = @(T) ap3.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_4 y w_4 

a = 4; 

F1 = @(T) ap4.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_5 y w_5 
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a = 5; 

F1 = @(T) ap5.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_6 y w_6 

a = 6; 

F1 = @(T) ap6.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_7 y w_7 

a = 7; 

F1 = @(T) ap7.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_8 y w_8 

a = 8; 

F1 = @(T) ap8.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_9 y w_9 

a = 9; 

F1 = @(T) ap9.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_10 y w_10 

a = 10; 

F1 = @(T) ap10.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 

 

% Para tau_11 y w_11 

a = 11; 

F1 = @(T) ap11.*abs(x-v*T) - t(end) + T;  

x0 = 0; 

Tj(a) = t(end) - fsolve(F1, x0); 

F2 = @(w) -awj(:,a)'.*((x-v*Tj(a))*v./abs(x-v*Tj(a))) + w - w0(1);  

wj(a) = fsolve(F2, x0); 
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%% Obtención del campo 

 

eT = zeros(dim, length(Tj)); 

 

for j = 1: length(Tj) 

    eT(:,j) = ((x-v*Tj(j))./abs(x-v*Tj(j)))'; 

end 

 

awp1 = polyval(polyder(aw_1),wj(1)); 

awp2 = polyval(polyder(aw_2),wj(2)); 

awp3 = polyval(polyder(aw_3),wj(3)); 

awp4 = polyval(polyder(aw_4),wj(4)); 

awp5 = polyval(polyder(aw_5),wj(5)); 

awp6 = polyval(polyder(aw_6),wj(6)); 

awp7 = polyval(polyder(aw_7),wj(7)); 

awp8 = polyval(polyder(aw_8),wj(8)); 

awp9 = polyval(polyder(aw_9),wj(9)); 

awp10 = polyval(polyder(aw_10),wj(10)); 

awp11 = polyval(polyder(aw_11),wj(11)); 

 

 

 

detS1 = (1-((eT(:,1)'*v)./(1/awp1))).^2; 

detS2 = (1-((eT(:,2)'*v)./(1/awp2))).^2; 

detS3 = (1-((eT(:,3)'*v)./(1/awp3))).^2; 

detS4 = (1-((eT(:,4)'*v)./(1/awp4))).^2; 

detS5 = (1-((eT(:,5)'*v)./(1/awp5))).^2; 

detS6 = (1-((eT(:,6)'*v)./(1/awp6))).^2; 

detS7 = (1-((eT(:,7)'*v)./(1/awp7))).^2; 

detS8 = (1-((eT(:,8)'*v)./(1/awp2))).^2; 

detS9 = (1-((eT(:,9)'*v)./(1/awp9))).^2; 

detS10 = (1-((eT(:,10)'*v)./(1/awp10))).^2; 

detS11 = (1-((eT(:,11)'*v)./(1/awp11))).^2; 

 

den1 = sqrt(8*pi*polyval(aw_1, wj(1)).*abs(x-v*Tj(1))).*detS1; 

den2 = sqrt(8*pi*polyval(aw_2, wj(2)).*abs(x-v*Tj(2))).*detS2; 

den3 = sqrt(8*pi*polyval(aw_3, wj(3)).*abs(x-v*Tj(3))).*detS3; 

den4 = sqrt(8*pi*polyval(aw_4, wj(4)).*abs(x-v*Tj(4))).*detS4; 

den5 = sqrt(8*pi*polyval(aw_5, wj(5)).*abs(x-v*Tj(5))).*detS5; 

den6 = sqrt(8*pi*polyval(aw_6, wj(6)).*abs(x-v*Tj(6))).*detS6; 

den7 = sqrt(8*pi*polyval(aw_7, wj(7)).*abs(x-v*Tj(7))).*detS7; 

den8 = sqrt(8*pi*polyval(aw_8, wj(8)).*abs(x-v*Tj(8))).*detS8; 

den9  = sqrt(8*pi*polyval(aw_9, wj(9)).*abs(x-v*Tj(9))).*detS9; 

den10 = sqrt(8*pi*polyval(aw_10, wj(10)).*abs(x-v*Tj(10))).*detS10; 

den11 = sqrt(8*pi*polyval(aw_11, wj(11)).*abs(x-v*Tj(11))).*detS11; 

 

S1 = polyval(aw_1,wj(1))*abs(x-v*Tj(1))-wj(1)*(t-Tj(1))-w0*Tj(1); 

S2 = polyval(aw_2,wj(2))*abs(x-v*Tj(2))-wj(2)*(t-Tj(2))-w0*Tj(2); 

S3 = polyval(aw_3,wj(3))*abs(x-v*Tj(3))-wj(3)*(t-Tj(3))-w0*Tj(3); 

S4 = polyval(aw_4,wj(4))*abs(x-v*Tj(4))-wj(4)*(t-Tj(4))-w0*Tj(4); 

S5 = polyval(aw_5,wj(5))*abs(x-v*Tj(5))-wj(5)*(t-Tj(5))-w0*Tj(5); 

S6 = polyval(aw_6,wj(6))*abs(x-v*Tj(6))-wj(6)*(t-Tj(6))-w0*Tj(6); 

S7 = polyval(aw_7,wj(7))*abs(x-v*Tj(7))-wj(7)*(t-Tj(7))-w0*Tj(7); 

S8 = polyval(aw_8,wj(8))*abs(x-v*Tj(8))-wj(8)*(t-Tj(8))-w0*Tj(8); 

S9 = polyval(aw_9,wj(9))*abs(x-v*Tj(9))-wj(9)*(t-Tj(9))-w0*Tj(9); 
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S10 = polyval(aw_10,wj(10))*abs(x-v*Tj(10))-wj(10)*(t-Tj(10))-w0*Tj(10); 

S11 = polyval(aw_11,wj(11))*abs(x-v*Tj(11))-wj(11)*(t-Tj(11))-w0*Tj(11); 

 

 

for i = 1: length(awj(1, :)) 

    A(i,:) = sin(wm*linspace(0,2*pi,dim)); 

end 

 

phiz1 = polyfit(w0, phi(3,:,1)', 11); 

phiz2 = polyfit(w0, phi(3,:,2)', 11); 

phiz3 = polyfit(w0, phi(3,:,3)', 11); 

phiz4 = polyfit(w0, phi(3,:,4)', 11); 

phiz5 = polyfit(w0, phi(3,:,5)', 11); 

phiz6 = polyfit(w0, phi(3,:,6)', 11); 

phiz7 = polyfit(w0, phi(3,:,7)', 11); 

phiz8 = polyfit(w0, phi(3,:,8)', 11); 

phiz9 = polyfit(w0, phi(3,:,9)', 11); 

phiz10 = polyfit(w0, phi(3,:,10)', 11); 

phiz11 = polyfit(w0, phi(3,:,11)', 11); 

 

phizw1 = polyval(phiz1, wj(1)); 

phizw2 = polyval(phiz2, wj(2)); 

phizw3 = polyval(phiz3, wj(3)); 

phizw4 = polyval(phiz4, wj(4)); 

phizw5 = polyval(phiz5, wj(5)); 

phizw6 = polyval(phiz6, wj(6)); 

phizw7 = polyval(phiz7, wj(7)); 

phizw8 = polyval(phiz8, wj(8)); 

phizw9 = polyval(phiz9, wj(9)); 

phizw10 = polyval(phiz10, wj(10)); 

phizw11 = polyval(phiz11, wj(11)); 

 

phiz01 = polyfit(w0, phi(end,:,1)', 11); 

phiz02 = polyfit(w0, phi(end,:,2)', 11); 

phiz03 = polyfit(w0, phi(end,:,3)', 11); 

phiz04 = polyfit(w0, phi(end,:,4)', 11); 

phiz05 = polyfit(w0, phi(end,:,5)', 11); 

phiz06 = polyfit(w0, phi(end,:,6)', 11); 

phiz07 = polyfit(w0, phi(end,:,7)', 11); 

phiz08 = polyfit(w0, phi(end,:,8)', 11); 

phiz09 = polyfit(w0, phi(end,:,9)', 11); 

phiz010 = polyfit(w0, phi(end,:,10)', 11); 

phiz011 = polyfit(w0, phi(end,:,11)', 11); 

 

phiz0w1 = polyval(phiz01, wj(1)); 

phiz0w2 = polyval(phiz02, wj(2)); 

phiz0w3 = polyval(phiz03, wj(3)); 

phiz0w4 = polyval(phiz04, wj(4)); 

phiz0w5 = polyval(phiz05, wj(5)); 

phiz0w6 = polyval(phiz06, wj(6)); 

phiz0w7 = polyval(phiz07, wj(7)); 

phiz0w8 = polyval(phiz08, wj(8)); 

phiz0w9 = polyval(phiz09, wj(9)); 

phiz0w10 = polyval(phiz010, wj(10)); 

phiz0w11 = polyval(phiz011, wj(11)); 
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% Fi1s = (exp(1i*(pi/4 + S1))*An*phiz0w1*phizw1)./(den1); 

% Fi2s = (exp(1i*(pi/4 + S2))*An*phiz0w2*phizw2)./(den2); 

% Fi3s = (exp(1i*(pi/4 + S3))*An*phiz0w3*phizw3)./(den3); 

% Fi4s = (exp(1i*(pi/4 + S4))*An*phiz0w4*phizw4)./(den4); 

% Fi5s = (exp(1i*(pi/4 + S5))*An*phiz0w5*phizw5)./(den5); 

% Fi6s = (exp(1i*(pi/4 + S6))*An*phiz0w6*phizw6)./(den6); 

% Fi7s = (exp(1i*(pi/4 + S7))*An*phiz0w7*phizw7)./(den7); 

% Fi8s = (exp(1i*(pi/4 + S8))*An*phiz0w8*phizw8)./(den8); 

% Fi9s = (exp(1i*(pi/4 + S9))*An*phiz0w9*phizw9)./(den9); 

% Fi10s = (exp(1i*(pi/4 + S10))*An*phiz0w10*phizw10)./(den10); 

% Fi11s = (exp(1i*(pi/4 + S11))*An*phiz0w11*phizw11)./(den11); 

%  

% Fis = Fi1s + Fi2s + Fi3s + Fi4s + Fi5s + Fi6s + Fi7s + Fi8s + Fi9s + 

Fi10s + Fi11s; 

% Fis = real(Fis); 

% Fis = 10*log10(abs(Fis)); 

%  

% figure 

% nexttile 

% plot(t,Fis) 

% grid on; 

% title("Campo de la suma de modos \slsin modular\rm"); 

% xlabel("t \bf(segundos)\rm"); 

% ylabel("\Phi(t, \bfx\rm, z) \bf(dB)\rm"); 

 

Fi1m = (exp(1i*(pi/4 + S1)).*A(1,:)*phiz0w1*phizw1)./(den1); 

Fi2m = (exp(1i*(pi/4 + S2)).*A(2,:)*phiz0w2*phizw2)./(den2); 

Fi3m = (exp(1i*(pi/4 + S3)).*A(3,:)*phiz0w3*phizw3)./(den3); 

Fi4m = (exp(1i*(pi/4 + S4)).*A(4,:)*phiz0w4*phizw4)./(den4); 

Fi5m = (exp(1i*(pi/4 + S5)).*A(5,:)*phiz0w5*phizw5)./(den5); 

Fi6m = (exp(1i*(pi/4 + S6)).*A(6,:)*phiz0w6*phizw6)./(den6); 

Fi7m = (exp(1i*(pi/4 + S7)).*A(7,:)*phiz0w7*phizw7)./(den7); 

Fi8m = (exp(1i*(pi/4 + S8)).*A(8,:)*phiz0w8*phizw8)./(den8); 

Fi9m = (exp(1i*(pi/4 + S9)).*A(9,:)*phiz0w9*phizw9)./(den9); 

Fi10m = (exp(1i*(pi/4 + S10)).*A(10,:)*phiz0w10*phizw10)./(den10); 

Fi11m = (exp(1i*(pi/4 + S11)).*A(11,:)*phiz0w11*phizw11)./(den11); 

  

Fim = Fi1m + Fi2m + Fi3m + Fi4m + Fi5m + Fi6m + Fi7m + Fi8m + Fi9m + 

Fi10m + Fi11m; 

Fim = real(Fim); 

Fim = 10*log10(abs(Fim)); 

 

nexttile 

plot(t,Fim) 

grid on; 

title("Campo de la suma de modos \slmodulado\rm"); 

xlabel("t \bf(segundos)\rm"); 

ylabel("\Phi(t, \bfx\rm, z) \bf(dB)\rm"); 
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ANEXO 11 
 

Este programa se implementó para poder construir la variable “awj” mencionada en el anexo 

9, es una matriz que puede contener los NMO obtenidos de la ecuación de dispersión cons-

truida con 5000 frecuencias, de tal manera consecuentemente construir cada modo como una 

función de la frecuencia mediante el método SPPS. 

 
clc; 
close all; 
clear all; 
format long 
 
 
%% Variables a considerar para obtener las soluciones 
w = 45E6:2.8E3:58.9972E6; %Frecuencia de operación 
awj = []; 
 
for l=1:length(w) 
c0 = 3E8; %Velocidad de la luz en el espacio libre. 
H = 81.03; %Alturas 
H1a = 105; 
H1b = 182.09; 
H1c = 255; 
H2 = 300; 
H1_H = H1c - H;%Intervalo de integración 
wpa = 2*pi*1.5457E6; %Frecuencia de plasma (ionósfera) 
wpb = 2*pi*3.148E6; 
wpc = 2*pi*4.429E6; 
wp1 = 2*pi*7E6; %Frecuencia de plasma (sobre la ionósfera) 
k1 = w(l)/c0; %Número de modo onda en atmósfera  
k2a = sqrt(w(l)^2-wpa^2)/c0; %Número de modo onda en la ionósfera 
k2b = sqrt(w(l)^2-wpb^2)/c0; 
k2c = sqrt(w(l)^2-wpc^2)/c0; 
k3 = sqrt(w(l)^2-wp1^2)/c0; %Número de modo onda sobre la ionósfera 
dim = 5000; %Dimensión vectorial 
N = 90; %Número de potencias a considerar 
x0 = linspace(0,H,dim/2); 
x = linspace(H, H1c, dim); 
x3 = linspace(H1c,H2,dim); 
alfa = linspace(k3, k1, dim+2); 
alfa = alfa(2:end-1); 
 
%------------------Para el caso 0 <= z <= H -evaluada en H----------------- 
fi1 = sin(sqrt(k1^2-alfa.^2)'*x0); 
fi1Der = cos(sqrt(k1^2-alfa.^2)'*x0).*sqrt(k1^2-alfa.^2)'; 
 
%% Para el caso H <= z <= H1 
 
% Solución de la ecuación homogenea 
p = ones(1, dim); 
q = zeros(1, dim); 
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xDensity = dim/H1_H; 
r = -1*k2a^2.*ones(1, round(xDensity*(H1a-H))); 
r = [r -1*k2b^2.*ones(1, round(xDensity*(H1b-H1a)))]; 
r = [r -1*k2c^2.*ones(1, round(xDensity*(H1c-H1b)))]; 
lambda = 1; 
W = 1; 
WDer = 0; 
 
% Construcción de potencias formales 
Xvirg = ones(1, dim); 
X = ones(1, dim); 
 
% Para "v" 
for k = 1: N 
    if rem(k, 2) == 1 
        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)*W^2.*r, H1_H); 
        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)./(W^2.*p), H1_H); 
    else 
        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)*W^2.*r, H1_H); 
        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)./(W^2.*p), H1_H); 
    end 
end 
 
% ----------Construcción de soluciones------------------- 
v1 = zeros(1, dim); 
v2 = zeros(1, dim); 
v1Der = zeros(1, dim); 
v2Der = zeros(1, dim); 
 
for k = 0: N/2 
    v1 = v1 + W*lambda.*Xvirg(2*k+1, :); 
    if k > 0 
        v1Der = v1Der + lambda*Xvirg(2*k, :)./(W*p); 
    end 
end                                        
 
for k = 0: N/2-1 
    v2 = v2 + lambda*W.*X(2*k+2, :); 
    v2Der = v2Der + lambda*X(2*k+1, :)./(W*p); 
end 
 
% Para "u" 
v = v1 + 1i*v2; 
vDer = v1Der + 1i*v2Der; 
 
p = ones(1, dim); 
q = -r; 
%q = k2^2.*ones(1, dim); 
r = ones(1, dim); 
 
for k = 1: N  
    if rem(k, 2) == 1 
        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :).*v.^2.*r, H1_H); 
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        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :)./(v.^2.*p), H1_H); 
    else 
        X(k+1, :) = ninteg(X(k, :).*v.^2.*r, H1_H); 
        Xvirg(k+1, :) = ninteg(Xvirg(k, :)./(v.^2.*p), H1_H); 
    end 
end 
 
%-------------------------------------------------------------------------- 
%Construcción de la solución en 50 km < = z <= 250 km 
u1 = zeros(N/2+1,dim); 
u2 = zeros(N/2+1,dim); 
u1Der = zeros(N/2+1,dim); 
u2Der = zeros(N/2+1,dim); 
 
for cont = 0:N/2 
    u1(cont+1,:) = v.*Xvirg(1+2*cont,:); 
    if cont > 0 
        u1Der(cont+1,:) = Xvirg(2*cont,:)./(v.*p); 
    end 
end 
 
u1Der = u1.*vDer./v + u1Der; 
u1 = flip(u1); 
u1Der = flip(u1Der); 
 
for cont = 0:N/2-1 
    u2(cont+1,:) = v.*X(2+2*cont,:); 
    u2Der(cont+1,:) = X(1+2*cont,:)./(v.*p); 
end 
 
u2Der = u2.*vDer./v + u2Der; 
u2 = flip(u2); 
u2Der = flip(u2Der); 
 
%----------------Construcción de fi2 y fi2Der--------------------------- 
u1Val = zeros(dim,dim); 
u2Val = zeros(dim,dim); 
u1DerVal = zeros(dim,dim); 
u2DerVal = zeros(dim,dim); 
 
for cont = 1:dim        %Evaluación para cada punto en x (columnas) 
    u1Val(:,cont) = polyval(u1(:,cont),alfa.^2); %renglones con valores para alfa 
    u2Val(:,cont) = polyval(u2(:,cont),alfa.^2); 
    u1DerVal(:,cont) = polyval(u1Der(:,cont),alfa.^2); 
    u2DerVal(:,cont) = polyval(u2Der(:,cont),alfa.^2); 
end 
 
C1 = fi1(:,end)./u1Val(:,1); 
C2 = fi1Der(:,end)./u2DerVal(:,1); 
 
fi2 = real(u1Val).*C1 + real(u2Val).*C2; 
fi2Der = real(u1DerVal).*C1 + real(u2DerVal).*C2; 
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%% -------------------Ecuación de Dispersión----------------------------- 
EcDisp = fi2(:,end) + fi2Der(:,end)./sqrt(alfa.^2-k3^2)'; 
% EcDispSpline = spline(alfa.^2,EcDisp); 
EcDispSpline = spapi(2,alfa.^2,EcDisp); 
Eigenvalores = fnzeros(EcDispSpline); 
NMO = sqrt(Eigenvalores(1,:)); 
awj(l,:) = NMO; 
end 
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