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0.1 Resumen

En el presente trabajo se consideran modelos de la teorfa de campos electromagnéticos
y espinoriales en medios no homogéneos. Para las ecuaciones de Maxwell se obtienen
las representaciones integrales de las soluciones para el caso estdatico y cuando los
pardametros del medio dependen exponencialmente de las coordenadas espaciales.

Se establece, ademds, una relacién simple entre la ecuacién de Dirac con potenciales
electromagnético y escalar en un caso bidimensional y un par de ecuaciones de Vekua.
En general, estas ecuaciones de Vekua son bicomplejas.

Un resultado sorprendente es que cuando consideramos la ecuacién de Dirac con
un potencial escalar, el cual depende de una sola variable con energia y masa fijas, es
posible obtener en forma explicita un sistema de soluciones de la ecuacién de Dirac
tomando como base la teoria de funciones pseudoanaliticas desarrollada en [10] y [55].
En general, esta ecuacion no puede ser resuelta en forma explicita. Sin embargo, para
tal ecuacién de Dirac, se obtuvo un procedimiento relativamente simple para construir
en forma explicita un sistema completo de soluciones exactas (dependiendo de dos
variables). Estas soluciones generalizan el sistema de potencias 1, z, 22 ,... del anélisis
complejo y son llamadas potencias formales. Con su ayuda cualquier solucién regular
de la ecuaciéon de Dirac puede ser representada por su serie de Taylor en potencias

formales.



0.2 Abstract

In this work we consider some models from electromagnetic theory in inhomogeneous
media. New integral representations for solutions of the Maxwell’s equations were
obtained in the static case and when the media parameters depends on the spatial
coordinates in an exponential way.

We establish a simple relation between the Dirac equation with a scalar and an
electromagnetic potential in a two-dimensional case and a pair of decoupled Vekua
equations. In general, these Vekua equations are bicomplex.

One of the surprising consequences of the established relation with pseudoanalytic
functions consists in the following result. Consider the Dirac equation with a scalar
potential depending on one variable with fixed energy and mass. In general, this
equation cannot be solved explicitly even if one looks for wavefunctions of one variable.
Neverthless, for such Dirac equation, we obtain an algorithmically simple procedure
for constructing in explicit form a complete system of exact solutions (depending on
two variables). These solutions generalize the sistem of powers 1, z,2?,...in complex
analysis and are called formal powers. With their aid any regular solution of the Dirac

equation can be represented by its Taylor series in formal powers.



0.3 Objetivos

1. Presentar la reformulacién del sistema de Maxwell en forma cuaternidénica en el

caso de los medios no homogéneos

2. Obtencion de las representaciones integrales de las soluciones del sistema de
Maxwell en el caso estdtico en ausencia de fuentes y cuando los pardmetros

materiales se representan en forma exponencial.

3. Establecer una relacién entre la ecuacién de Dirac con potenciales electromag-

nético y escalar en un caso bidimensional y un par de ecuaciones de Vekua.

4. Aplicacion de la teoria de funciones pseudoanaliticas en la construccién de un
sistema completo localmente de soluciones en forma explicita para la ecuacién

de Schrodinger.

0.4 Justificacion

Como es bien sabido el estudio del sistema de Maxwell es fundamental en el drea
de Ingenieria de Telecomunicaciones. El estudio de los conceptos de propagacién de
ondas electromagnéticas se ha visto incrementado exponencidlmente debido a la apari-
cién de nuevas tecnologias y aplicaciones tales como las redes inaldmbricas de dreas
local y metropolitana asi como la diversificacién de los servicios de telefonia celular.
Adiciondlmente podemos citar la gran preocupacién que ha generado la seguridad de
la informacién que fluye en medios aldémbricos donde el movimiento de la misma en
forma de senales eléctricas provoca la emisiéon de ondas electromagnéticas mismas que
pueden ser captadas e intepretadas por equipos y personas para los cuales no estd

destinada dicha informacion.



La gran mayorfa de los trabajos y estudios de los aspectos de propagacion se llevan
a cabo utilizando herramientas clasicas como el andlisis vectorial y el andlisis complejo.
Cuando se utilizan dichas herramientas aplicadas a modelos matematicos en los cuales
se consideran medios anisotrépicos y no homogéneos la complejidad de los métodos
para la obtencion de soluciones se incrementa grandemente.

La aplicacion del andlisis cuaterniénico a modelos complejos del sistema de Maxwell
ha demostrado tener miiltiples ventajas sobre los métodos tradicionales tanto en la
obtencion analitica de soluciones como en la solucién numeérica, entre ellas podemos
citar la obtencién de resultados nuevos en forma relativamente sencilla comparando
con las dificultades encontradas utilizando los métodos clasicos. Es por eso que en esta
tesis se utiliza el andlisis cuaterniénico para el estudio de los aspectos de propagacion
del campo electromagnético en condiciones muy particulares descritas en el extenso
del trabajo. Un ejemplo de esto es la reformulacién del sistema de Maxwell presentada
el cual se reduce a una ecuacién de Dirac para la cual se obtienen las representaciones
integrales de las soluciones en forma explicita.

Una herramienta muy importante en la aplicacién del andlisis cuaternionico es el
operador de Moisil-Theodoresco el cual ha sido utilizado en gran cantidad de trabajos
y nos permite establecer relaciones directas entre distintas ecuaciones tan importantes
como la ecuacién de Dirac, la ecuacion de Schrodinger y el sistema de Maxwell. Cabe
mencionar que la ecuacién de Schrodinger aparece muy frecuentemente en problemas

de propagacion de ondas electromagnéticas y acisticas en medios estratificados.



Capitulo 1

Introduccion

Uno de los campos més dindmicos de la tecnologia actual es el de las comunicaciones
y perteneciendo a éste, el de las comunicaciones méviles. Entre los aspectos méds
importantes en el desarrollo de los sistemas de comunicaciéon modernos se encuentran
los correspondientes a la propagacién de las ondas electromagnéticas en los distintos
tipos de medios. Tales aspectos de propagaciéon son completamente representados por

las ecuaciones de Maxwell.

El édlgebra de cuaterniones fue aplicada al estudio de las ecuaciones de Maxwell ya
desde los trabajos del mismo Maxwell. Por lo tanto no resulta extrano que una gran
parte de los trabajos cientificos modernos utilicen éste tipo de técnicas en la resolu-
cién del sistema de Maxwell obteniéndose resultados sorprendentes en algunos casos.
Se hace necesario mencionar, ademds, que las soluciones exactas para el sistema de

Maxwell en medios no homogéneos se conocen solamente en algunos casos particulares.

En [29] fue observado que las ecuaciones de Maxwell en medios no homogéneos
escritas en forma de una ecuacién cuaterniénica tienen una gran similitud con la
ecuacién de Vekua del andlisis complejo la cual describe las asi llamadas funciones

pseudoanaliticas.

En la primera parte del trabajo se consideran las ecuaciones de Maxwell para el
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campo eléctrico en el caso estético en la forma

div(eE) = p,

(1.1)
rotE = 0.

donde
¢ es la permitividad del medio
E es un vector real representando al campo eléctrico
p es la densidad volumétrica de carga
Mediante una transformacién introducida en [32] es posible escribir el sistema (1.1)

en forma cuaternidénica como

—

(D+M7)E =— (1.2)

P
NG
donde
—,  grad \/e
£ = —F,
NG
El sistema (1.1) y la ecuacién (1.2) son equivalentes, cualquier solucién de (1.2)
ﬁ
con la ayuda de la transformacion £ = /eE puede ser convertida en una solucién de
(1.1) y viceversa. En el caso en que la permitividad del medio se comporta como una
funcién exponencial se obtienen en forma explicita las representaciones integrales.

No menos interesante es la relaciéon establecida entre la ecuacién de Dirac con
potenciales escalar y electromagnético en el caso bidimensional y un par de ecuaciones
de Vekua desacopladas. En general, estas ecuaciones de Vekua son bicomplejas.

Un resultado sorprendente es que cuando consideramos la ecuacién de Dirac con

un potencial escalar el cual depende de una sola variable con energia y masa fijas es

posible obtener en forma explicita un sistema de soluciones de la ecuacién de Dirac



tomando como base la teorfa de funciones pseudoanaliticas desarrollada en [10] y [55].
En general, esta ecuacién no puede ser resuelta en forma explicita. Sin embargo, para
tal ecuacién de Dirac, se obtuvo un procedimiento relativamente simple para construir
en forma explicita un sistema completo de soluciones exactas (dependiendo de dos
variables). Estas soluciones generalizan el sistema de potencias 1, z, 22 ,... del anélisis
complejo y son llamadas potencias formales. Con su ayuda cualquier solucién regular
de la ecuaciéon de Dirac puede ser representada por su serie de Taylor en potencias

formales.

En el capitulo 2 se introducen las notaciones del dlgebra cuaterniénica que seran
utilizadas en todo el trabajo. En el capitulo 3 se introducen las funciones analiticas
generalizadas o simplemente funciones pseudoanaliticas. Adicionalmente se muestran
algunos hechos importantes relacionados con éste tipo de funciones en el caso com-
plejo tales como el principio de similitud para la llamada ecuacién de Vekua, los pares
generadores de Bers y las secuencias generadoras que nos permiten obtener la serie
de Taylor en potencias formales. En el capitulo 4 se introducen las ecuaciones de
Maxwell y se obtiene la representacion cuaterniénica de ellas tanto para medios ho-
mogéneos como para medios no homogéneos. Para este tiltimo tipo de medios se hace
la observacién de que el sistema de Maxwell obtenido es una generalizacion de la ya
mencionada ecuacién de Vekua. Por tltimo, en este capitulo, se introduce el operador
D, . En el capitulo 5 se analiza el caso estdtico del sistema de Maxwell y se obtienen
las representaciones integrales de las soluciones. Utilizando este mismo operador se
obtiene una factorizacién del operador de Schrédinger y se presentan en el capitulo 6
las representaciones integrales para el caso cuando la permitividad del medio se com-
porta como una funcién exponencial. En el capitulo 7 se obtiene la representacién
cuaternionica del operador de Dirac y se consideran sus soluciones para el caso cuando

se tiene una energia w dada y los potenciales son independientes del tiempo. Se intro-



ducen, ademds, una relacién entre las ecuaciones de Vekua bicomplejas y la ecuacion
de Dirac bidimensional asi como la generalizacién de varios resultados de la teoria
de funciones pseudoanaliticas presentados en el capitulo 3 pero ahora considerando
el caso bidimensional. Como resultado se obtiene un sistema completo de soluciones

para la ecuacién de Dirac con potencial escalar unidimensional.
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Capitulo 2

Algebra de cuaterniones

Denotemos por H(C) el élgebra de cuaterniones complejos (= bicuaterniones). Los

elementos de H(C) son representados en la forma

3
q= Z qkChs
k=0

donde {gr} C C, ey esla unidad y {ex|k =1,2,3} son las unidades cuaterniénicas

estdandar, las cuales tienen las propiedades siguientes:

er = —1, k=1,2,3

et =ey=—ei, k=1,2,3
€0er = €Ly = €, k=1,2,3
€162 = —€2€1 = €3,
€2€3 = —€3€2 = €1,
€31 — —e€1€3 = €3.

Denotemos la unidad imaginaria en C por ¢ como es usual. Por definicién ¢

conmuta con e, k=0,3.

11



Utilizaremos, ademds, la representacion vectorial de ¢ € H(C) :
q = Sc(q) + Vec(q),

donde Sc(q) :=qo y Vec(q) = ¢ = 22:1 qrer-

Un cuaternién complejo de la forma ¢ = ¢ es llamado puramente vectorial. Los
cuaterniones complejos puramente vectoriales son identificados con los vectores en C3.
Si reemplazamos H(C) por H(R) estamos referenciando al conjunto de cuaterniones
reales.

En el conjunto H(C) se definen dos tipos de conjugacién. Para ¢ € H(C), la

conjugacion compleja usual se define por

3 3
¢"=Req—ilmg =) Re(g)ex — i) Im(qes,
k=0 k=0

y la conjugacion cuaterniénica es definida como

—

q=q — ¢-
Nota 1 A lo largo del texto se utilizan tanto la conjugacion compleja como la con-
Jugacion cuaternionica y se representan utilizando la misma notacion, ya que si los
nimeros bicomplejos se consideran parte de H(C) prdacticamente estamos hablando

de la misma operacion. En algunas secciones, con la finalidad de evitar cualquier

confusion, se utiliza el simbolo * para denotar la conjugacion compleja.
Por MP denotamos al operador de multiplicacién por p desde la derecha, esto es
MPq =q-p.

Denotemos por G al conjunto de divisores de cero de H(C). Si se desea consultar
algunas descripciones de G ver [27]. En este trabajo utilizaremos la siguiente. Sea
0 # q € H(C), entonces

(EGEqg =7 (2.1)

12



Consideraremos las funciones diferenciables f dependientes de = = (z1,x9,x3)
valuadas en los cuaterniones complejos en un dominio 2 C R?*. En el conjunto
C! (2, H(C)), el bien conocido, operador de Moisil-Theodoresco D es definido por la

expresion
3
Df =Y exdif,
k=1

donde 0, = % , ex son las unidades cuaterniénicas imaginarias.

Este operador se conoce también como operador de Dirac aunque fue introducido
por W.R. Hamilton mismo y ha sido estudiado en un gran nimero de trabajos (ver
[45], [46], [17], [21], [22], y [29]).

La ecuacién Df =0 es equivalente al sistema

H
divf = 0,

ﬁ
grad fo+rot f = 0,

donde la primera ecuacién es la parte escalar del bicuaterniéon Df y la segunda

ecuacion representa su parte vectorial.

13



Capitulo 3

Funciones analiticas generalizadas

(Pseudoanaliticas)

Las funciones pseudoanaliticas son, en principio, soluciones de las ecuaciones general-
izadas de Cauchy-Riemann. Tales funciones fueron consideradas por Picard [49], [50]
y por Beltrami [2], [3], pero los primeros resultados significativos fueron obtenidos por
Carleman [13] en 1933.
Este capitulo estd basado, principalmente, en las ideas introducidas en [55] y [10].
Consideremos, primeramente, el siguiente sistema de ecuaciones escrito en forma

candnica

ou Ov

—_— - — = 1
oy + au + bv 1, (3.1)
ou Ov

—+ — dv = g. 2
o + 5 +cu+dv g (3.2)

donde a,b,c,d, f,g son funciones analiticas de las variables z, .

Lema 2 Introduciendo la funcion compleja

w(z) = u(z,y) + w(x,y),

14



podemos escribir el sistema de ecuaciones (3.1)-(3.2) como una ecuacion diferencial

de la forma

O-w + Aw + Bw = F, (3.3)

donde

5
I

(0p +1i0,) ,

1
= §(a—|—d+ic—z’b),

1
§(a—d+ic+ib),

= (f+ig).

T ™
|

Prueba. Sustituyendo w(z) por sus componentes u(x,y), v(z,y) y los valores

correspondientes de A, B, y F' en la ecuacién (3.3) obtenemos

1
g(uﬂ—iv)4—2’£(u—l—iv)—|—5(a+al—1—ic—z'b)(u~|—iv)—|—

ox dy
1
+§(a—d+ic+ib)(u—iv)=(f—l—ig),
ou Ov  (Ov Ou 4 ,
%—a—y—kz(%—l—a—y) +au+bv+1i(cu+dv) = (f +1ig),

separando la ecuacion para las partes real e imaginaria obtenemos el sistema (3.1)-(3.2)
y con ello, la comprobacién de (2). =

En el sentido clédsico por una solucién del sistema de ecuaciones (3.1)-(3.2) enten-
demos funciones reales continuamente diferenciables u(z,y),v(z,y) de variables reales
x e y las cuales satisfacen este sistema en cualquier parte de un dominio 2. Tales
soluciones, sin embargo, no siempre existen.

Si w satisface la ecuacién (3.3) en la vecindad de cada punto del dominio €2 en

R? excepto, quizds, en puntos de un conjunto €, discreto en €2, se dice que w es

15



una solucién generalizada de la ecuacién (3.3) en el dominio Q. El conjunto 2, el
cual tiene Uinicamente puntos aislados, en general depende de la eleccién de w. Este
conjunto es llamado el conjunto de singularidades de la solucién generalizada w(z)
con respecto al dominio 2. Si €2, es un conjunto vacio se dice que w es una solucién
regular de la ecuacién (3.3) en el dominio .

Si F =0 tenemos la ecuacién homogénea
Ozw + Aw + Bw = 0, (3.4)

equivalente al sistema homogeneo de ecuaciones reales de la forma

ou Ov
—— bv = 0
o7 ay—l—au—l—v ,
ou Ov
a—y—l—%#-cu—i—dv = 0.

Las soluciones generalizadas de una ecuacién de la forma (3.4) son llamadas fun-
ciones analiticas generalizadas [55, p. 133] y las soluciones regulares de dicha ecuacién
son conocidas como funciones pseudoanaliticas [10, p. 6]. Una ecuacién de la forma
(3.4) es llamada ecuacién de Cauchy-Riemann generalizada [55] o también ecuacién

de Vekua.

3.1 Principio de similitud para la ecuacién de Vekua

Los resultados presentados en esta seccién implican la existencia de relaciones profun-
das entre las clases de soluciones de la ecuacién de Vekua y las clases de funciones
analiticas en z.

Sea ®(z) una funcién analitica univaluada en z en un dominio 2. Dentro del
dominio bajo consideracién la funcién podria tener un conjunto discreto de puntos

singulares aislados. El conjunto de tales funciones serd denotado como U} (€2). Si f

16



y g € U}, entonces

fxg,  fg ,  fle(z) €eU;,.g#0

@ |~

Teorema 3 [55] Sea w(z) una solucion generalizada de la ecuacion Osw+Aw+Bw =

0 en un dominio €2 y sea

AZ)+B(2)22 i w(z2) 40, z€Q,

A(z) + B(z), si w(z)=0, ze€Q,
entonces la funcion

B(2) = w(z)e "), (3.5)

]ttt

pertenece a la clase U (Y) . En partzcular st w es una solucion reqular de la

donde

ecuacion de Vekua en el dominio §2, entonces ® es analitica en §2, esto es, satisface

la ecuacion

y h(z) es uniformemente continua para todos los valores de z .

h

Prueba. Sea ® = we™ una soluciéon de 9P = 0, esto implica que

entonces

17



La ecuacién (3.5) muestra que el conjunto de puntos para los que w(z) = 0 coincide
con el conjunto de ceros de la funcién analitica ®(z). De igual manera, el conjunto de
puntos singulares de w(z) coincide con el conjunto de puntos singulares de ®(z). Se
sigue que, si w no se vuelve cero en todo el dominio considerado sus ceros y polos se
encuentran aislados. Si w(z) no se desvanece idénticamente la ecuacién (3.5) puede

ser escrita en la forma w(z) = ®(z)eh)

Teorema 4 [55] (Principio de similitud) Sea @ un dominio acotado. Cada funcion
pseudoanalitica w(z) definida en Q posee una funcion analitica similar ®(z) .Cada
funcion analitica ®(z) posee una funcion pseudoanalitica similar w(z). Si una de las

funciones estd dada, la otra puede ser elegida en la forma
w(z) = &(z)eh® (3.6)
donde, w(z) es una solucion de d;w + Aw + Bw = 0.

Prueba. Este hecho es fécilmente comprobado multiplicando (3.6) por e /(%)

desde el lado derecho. =

3.2 Pares generadores, derivada y antiderivada

Definicién 5 [10] Dos funciones complejas F(z) y G(z) con primeras derivadas
reales y continuas en el sentido de Holder que satisfacen, en cada subconjunto compacto

de un dominio €1, la condicion
Im{F(2)G(2)} >0

18



son llamadas un par generador.

Entonces cada funcién compleja w(z), z € ) admite la representacién dnica
w(z) = M) F(2) + pl(2)G(2), (3.7)

con A\ y p reales.

Resulta conveniente asociar con la funciéon w la funcién

w(z) = A2) +iu(z).

La correspondencia entre w y w es uno a uno.
Esta definicién nos permite asignar el papel de 1 e ¢ a dos funciones complejas
arbitrarias F'(z) y G(z) e introducir el concepto de una (F, G)— derivada en la forma

siguiente.

Definicién 6 [10] Decimos que una funcion compleja w(z) posee, en el punto z = z

€ Q, (F,G)— derivada w(zy) si el limite

i(z0) = Tim w(z) = Mz0)F(2) = m(z20)G (=)

existe y es finito.

La funcién w(z) es llamada pseudoanalitica del primer tipo en 2 (simplemente
pseudoanalitica si no hay riesgo de confusién) con respecto al par generador (F,G) si

w(z) existe en todos los puntos del dominio 2. La funcién

w(z) = A2) +iu(z).
es entonces llamada pseudoanalitica del segundo tipo.
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Los generadores, los cuales juegan el papel de constantes tienen (F, G)— derivadas.
Se deduce que la existencia de w(zy) en todos los puntos del dominio bajo consid-
eracién implica no solo la existencia si no también la continuidad de las derivadas w, ,
wy , y las relaciones
MF 4+ G = 0, (3.8)
N4+ p,G = w,
donde
0, = (0, —10y),
0: = (0,+10,).
Inversamente, si w, y w, existen y son continuas, la ecuacién (3.8) garantiza la

pseudoanaliticidad de la funcién (3.7).

Las siguientes expresiones son llamadas coeficientes caracteristicos del par gener-

ador (F,G) [10, p. 5]

FG: — F.G

WO TG PG
FG; — F.G
o) = TE Ea

Junto con el par generador (F, &) consideremos su par generador adjunto (F,G)* =
(F'*,G*) definido por las férmulas
oF 2G
FG - FG FG - FG
Definicién 7 [10] Sea W(z) wuna funcidn continua definida en una curva I'. La

(F,G) integral de W en T' es, por definicion

/Wd(F,G)Z = % (F(zl) Re/G*Wdz + G(zl)Re/F*Wdz) . (3.10)
r r r

donde T' es una curva rectificable corriendo desde zy a 21 .
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Si W = AF + puG es una funcién (F,G)— pseudoanalitica donde A y p son

funciones reales entonces,
/ Wdrayz = W(z) = Mzo)F(z) — u(2)G(2),
20

y como F=@G= 0, esta integral es independiente de la trayectoria y representa la

(F,G)— antiderivada de W .

3.3 Secuencias generadoras y series de Taylor en
potencias formales

Teorema 8 [10] Sea (F,G) un par generador en un dominio . Existen en Q dos

pares generadores (F1,Gh) y (F_1,G_1), llamados sucesor y predecesor de (F,G),
respectivamente, tales que

(i) Las (F,G) derivadas de funciones (F,G) pseudoanaliticas son funciones (Fy,G1)
pseudoanaliticas,

(i) Funciones (F,G) pseudoanaliticas son (F_i,G_1) derivadas de funciones

(F_1,G_1) pseudoanaliticas.

El teorema anterior implica que cada par generador dado (F,G) puede estar in-

corporado dentro de una secuencia de pares generadores
ceey (F—17 G—l); <F07 G0)7 (F17 Gl)?
tales que (Fo,Go) = (F,G) v (Fe1, Gme1) es un sucesor de (F,,,G,,) para toda v.

Definicién 9 [10] Se dice que una secuencia generadora {(F,.,G,)} tiene periodo
>0 si (Fpiy,Gmyy) es equivalente a (F,,, G,,) esto es, sus coeficientes caracteris-

ticos coinciden.
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Sea W una funcién (F,G)-pseudoanalitica. Utilizando una secuencia generadora
en la cual (F,G) estd incluido podemos definir las derivadas de orden superior de W
mediante la férmula de recursién

d(Fm,Gm)W[m]

wlol — - Wim+1 —
? dZ Y

m=1,2,..

Definicién 10 [10] Si asumimos ahora que el dominio 2 es simplemente conectado
y que una secuencia generadora {(F,,,Gn)} estd definida en dicho dominio, podemos
definir la potencia formal local Z9 (a,z0;z) con centro en zy € S), coeficiente a
y exponente 0, como la combinacion lineal de los generadores F,,(z), Gn(z) con

coeficientes constantes reales A, elegidos de forma que
AF(20) + pGr(20) = a.

Las potencias formales locales con exponentes n = 1,2, ... estdn definidas por la for-

mula de recursion

Zf,;‘“)(a, 20;2) = (n+ 1)/ Zf:ll(a, 205 Q)d(F,,, )€ - (3.11)

20

Esta definicién implica las propiedades siguientes
1.z (a, zo; 2) es una funcién (F,,, G,,)-pseudoanalitica de z .
2. Si a/ y a/l son constantes reales, entonces
ZW (ar +ian, zg; 2) = arZ (1, 203 2) + anZ (i, zg; 2).

3. Las potencias formales satisfacen

d(Fm,Gm)ZT(rTLL) (a, 203 2)
dz

= nZ,(:J:ll)(a, 205 2).
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4. Las férmulas asintdticas
Z,Sff)(a, 20;2) ~a(z—2)", 22— 2
se cumplen.

Supongamos ahora que

Wi(z) = i Z™(a, 29; 2) (3.12)

donde la ausencia del subindice m significa que todas las potencias formales correspon-
den al mismo par generador (F,G), y la serie converge uniformemente en algin vecin-
dario de zp. Puede ser mostrado que el limite uniforme de funciones pseudoanaliticas
es pseudoanalitico, y que una serie convergente uniformemente de funciones (F,G)-
pseudoanaliticas puede ser (F,G)-diferenciada término a término.

A partir de este punto la funcién W en (3.12) es (F,G)-pseudoanalitica y su

r-ésima derivada admite la expansién

Wl (z) = in (n—1)--(n—r+1) 2" (a,, 2; 2)

n=r
De aqui se obtienen las férmulas de Taylor para los coeficientes

W[”](zo)

Ay = |
n.

(3.13)

Definicién 11 [10] Sea W (z) una funcion (F,G) -pseudoanalitica definida para pe-
quenios valores de |z — 2| . La serie

[e.9]

Z Z™ (a, 29; ) (3.14)

n=0
con coeficientes dados por (3.13) es llamada la serie de Taylor de W en zy, constituida

por potencias formales.
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La serie de Taylor siempre representa la funcién pseudoanalitica asintéticamente:
N
W ()= 27, 2:2) = 0 (]2 = 20/") 2=z,
n=0

para toda N. Esto implica (dado que una funcién pseudoanalitica no puede tener un
cero de orden arbitrariamente alto sin desvanecerse idénticamente) que la secuencia
de derivadas {W[”] (zo)} determina la funcién W en forma tunica.

Si la serie (3.14) converge uniformemente en una vecindad de z,, converge también

en la funciéon W .
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Capitulo 4

Ecuaciones de Maxwell

La gran diversidad de fenémenos electromagnéticos esta regida por las cuatro ecua-

ciones de Maxwell las cuales son los axiomas de la teoria electromagnética:

oD

H=—1j 4.1
rot 5 +3j, (4.1)

0B
E=—— 4.2
rot TR (4.2)
divD = p, (4.3)
divB = 0. (4.4)

t es la variable temporal y los operadores div y rot actiian con respecto a las variables
espaciales x1,x2, 3. La notacién utilizada en estas ecuaciones es explicada en la tabla

siguiente.
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Notacién Cantidad fisica Unidades en el sistema MKS
p Densidad volumétrica de carga coulomb/m?
j Densidad de corriente amper /m?
E Intensidad del campo eléctrico volt/m
H Intensidad del campo magnético amper,/m
D Vector de induccién eléctrica coulomb/m?
B Vector de induccién magnética vol*seg/m?

La relacién entre los vectores de induccién y los vectores del campo electromag-

nético estd dada por las llamadas ecuaciones constitutivas

— D(E,H),
B = B(E H).

La interpretacién méds simple de estas relaciones es que, por ejemplo, la induccién
eléctrica D(7',t) estd completamente determinada por la intensidad del campo eléc-
trico E(7',t) en el mismo punto 7 y en el mismo instante de tiempo ¢ (las mismas
consideraciones son hechas para B y H). En otras palabras, los fenémenos electro-
magnéticos en el medio son considerados como locales y no inerciales: en cada punto
el estado no depende del medio que lo rodea y en cada instante de tiempo el estado
no depende de estados anteriores. Aunque esta interpretacion es un tanto idealizada,
resulta aplicable en muchos casos précticos.

Entonces

D = ¢pc, E, (4.5)

B = pop, H, (4.6)
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donde ¢ es la permitividad del espacio libre medida en farad/m y p, es la permeabil-
idad del espacio libre medida en henry/m; las cantidades adimensionales ¢, y p, son
llamadas permitividad relativa y permeabilidad relativa respectivamente. Podemos

definir la permitividad absoluta y la permeabilidad absoluta como

€ = &or,

H= Holly-

Las ecuaciones constitutivas (4.5) y (4.6) describen la gran variedad de fenémenos
fisicos los cuales representan la respuesta del medio a la aplicacién de campos electro-
magnéticos.

Si asumimos que las caracteristicas electromagnéticas del medio € y p no cambian
con el tiempo y ademas tienen los mismos valores en cada punto de algiin volumen
) € R? entonces el medio contenido en el volumen es llamado homogéneo. Si, por
otro lado, € = (7)) y = () el medio es llamado no homogéneo. Si los pares de

vectores D, E, y B, H son colineales el medio es llamado isotrépico, de otro modo el

medio es llamado anisotrépico.

4.1 Ecuaciones de Maxwell en forma cuaterniénica
para medios homogéneos

Las ecuaciones de Maxwell se han estudiado empleando métodos cuaterniénicos practi-
camente desde su planteamiénto original. fue el mismo Maxwell quien por vez primera
propuso reescribirlas en forma cuaterniénica para su andlisis. La reformulacién cu-
aternionica del sistema de Maxwell para el vacio se puede encontrar, por ejemplo, en

[4] y [51]. Para un medio material utilizamos los resultados de [29].
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Algunas de las ventajas que obtenemos al analizar las ecuaciones de Maxwell en
términos de cuaterniones son la simplificacién en los cdlculos numéricos y los resultados
nuevos que se obtienen, en forma relativamente sencilla.

Supongamos que tenemos un medio isotrépico y homogéneo. Consideremos la
funcién puramente vectorial

V := ¢E +i/uH (4.7)
la cual satisface las ecuaciones de Maxwell (4.1)-(4.4) reescritas como una ecuacién

cuaternionica en la forma siguiente

(o+ip)v=-(vii+ ), (1)

donde ¢ es la velocidad de propagacion de las ondas electromagnéticas en el medio:

%&—H’D es conocido como el operador cuaterniénico de Maxwell y posee una propiedad

importante, esto es, factoriza al operador de onda:
1 1 1
-0 — A= (—& + iD) (—at - iD) :
c c c

4.2 Ecuaciones de Maxwell en forma cuaternidénica
para medios no homogéneos

Los resultados mostrados en esta seccién fueron publicados en [29].
Asumiendo que ¢ = g(z) y p = p(x) esto es, estén en funcién de las variables
espaciales x1, z9, 23 y utilizando las relaciones constitutivas (4.5) y (4.6), reescribimos

el sistema de Maxwell en la forma siguiente

rotH = 0,E + j, (4.9)
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rotE = —uoH,

(4.10)
div (eE) = p, (4.11)
div (uH) = 0. (4.12)

Tomando en cuenta la relacién bien conocida

div(eE) = edivE+ < grade, E >,

las ecuaciones (4.11) y (4.12) pueden ser reescritas como se muestra a continuacién

de
divk = — < " E g P
19 9

y en forma andloga para el vector de campo magnético

dz’vH:—<gmd“,H>.
i

Combinando estas ecuaciones con (4.9) y (4.10) se llega al sistema de Maxwell en
la forma

DE —< grad €

JE > —,u@tH—g

d
DH =< I M,H > +ed,E+j.
7

Donde D es el operador de Moisil-Theodoresco.

Notemos algunas propiedades sencillas del operador D . Sea ¢ una funcién escalar

y f una funcién valuada en el dlgebra bicuaterniénica. Entonces

D(p-f) =Dy f+¢-DFf,

(D — grad ¢

)f =eD(e ). (4.13)
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Si tomamos en cuenta que el producto escalar de dos vectores Py ¢ puede ser

representado como

1 - .
>= —§(pM+Mp)E>

H
p

al

<

?

podemos reescribir nuestras ecuaciones como sigue

1gTCLd€ 1 grad e p
D+ = E=—-—M"=<E—uwH-— -
( +2 € ) 2 HO €
y
]_ d 1 grad p
(D+§gm “)H:—§M +“H + cO,E +j.
L

Nétese que
lLgrade  grad /e

2 ¢ Ve o

entonces, utilizando (4.13) obtenemos

1
%D(\/E'E)%—E-?:—Matﬂ—g,

y
1
— D(/i-H)+H- 7 =0E +]j,
N Vi -H) ¢
donde
?_‘gmd\/g
=
y

—  grad \/p
T T

Introduciendo las notaciones siguientes

(4.14)

(4.15)
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llegamos, finalmente, al sistema siguiente

gty P
(D+M7)E =~ aH -7, (4.16)
y
(D + MFYH = 20, + i (4.17)

donde, al igual que antes, ¢ = 1/,/eq es la velocidad de propagacién de las ondas
electromagnéticas en el medio.

Las ecuaciones (4.16) y (4.17) pueden ser reescritas en una forma atin més elegante.
Consideremos la funcién

— —
Vi=¢&+iH
escrita en total acuerdo con (4.7). Aplicando el operador de Maxwell obtenido anteri-
ormente
1
-0 +1D
c
obtenemos
1 ) 1 — — (1 = —
<—8t+ZD> V = —8,55 — DH +1 <—8{H +D8> .
c c c
Aplicando las ecuaciones (4.16) y (4.17) a las partes real e imaginaria de la tltima

ecuacion obtenemos

1 ) ) —— o . ip
-0, +1iD|V=—i(M*E +iM"H)—\/uj— —=. (4.18)
c Ve
Noétese que
E==(V+V"
y
— 1
=—(V-V~*
por lo tanto
METE +iMPH = % (v 4wy
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Notemos que

= _>__g7“adW
M W

donde W es la impedancia de onda intrinseca del medio (ver .[29]). denotemos

= . grad \/c
= —\/E ,
y
—  grad vW
W= ——e0x—.
vW
Entonces

—— — — —
MEE +iMPH = — (MCVJrMWV*).

A partir de (4.18) obtenemos las ecuaciones de Maxwell en medios inhomogéneos en

la forma

1 - TN AW . ip
(68t+zD)V MV — MYWV* = (\/ﬁj \/g) (4.19)

(Comparar con (4.8)). Esta ecuacién es completamente equivalente al sistema de

Maxwell (4.9)-(4.12) y representa la ecuaciéon de Maxwell para medios inhomogéneos

en forma cuaternidnica.

Nota 12 La ecuacion (4.19) puede ser considerada como una generalizacion de la
ecuacion de Vekua [55] del andlisis complejo, la cual describe, como se ha mencionado

en el capitulo anterior, a las funciones analiticas generalizadas.
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4.3 El operador (D + M)

En 1974 apareci6 un articulo de E. Obolashvili [47] en el cual fue estudiado el operador

D+ actuando sobre funciones cuaterniénicas en la forma
ﬁ
Dgf:=Df+ fa

donde @ es un cuaternién real puramente vectorial. El desarrollo de teorfas para los
casos cuando a = Sc(a) y a = Vec(a) nos lleva a una serie de resultados similares
aunque separados unos de otros. El deseo natural de construir una teoria combinando
ambos casos e incluyendo el caso cuando los componentes de « son niimeros complejos
han llevado a una serie de trabajos en los cuales el operador (D + M) ha sido
estudiado.

Una razon fisica importante para el estudio de dicho operador es que estd es-
trechamente relacionado con el operador cldsico de Dirac de la mecédnica cudntica. La
teorfa del operador (D + M®*) fue expuesta en detalle en el libro [27].

En [43] fue demostrado que una amplia clase de sistemas diferenciales parciales de

primer orden son equivalentes a una sencilla ecuacién cuaterniénica
H
Df+fa=0

la cual a su vez se reduce, en general, a una ecuacién de Schriodinger con potencial

cuaternionico. Los casos considerados en dicho trabajo son:
1. La ecuacién de Dirac con potencial escalar
2. La ecuacién de Dirac con potencial eléctrico
3. La ecuacién de Dirac con potencial pseudo-escalar

4. El sistema describiendo campos magnéticos libres de fuerza no lineales (Campos

de Beltrami con factor de proporcionalidad no constante)
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5. Las ecuaciones de Maxwell para medios cambiantes lentamente

6. El caso estético del sistema de Maxwell
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Capitulo 5

Caso estatico del sistema de
Maxwell y representaciones

integrales

Cuando los vectores del campo electromagnético no dependen del tiempo las ecuaciones

(4.16) y (4.17) toman la forma

— — p
D+M®)E = —— 5.1
(D+M*) NG (5.1)
y
(D + MPYH = \/hj. (5.2)
Si consideramos una situaciéon sin fuentes ambas ecuaciones se reducen al sistema
siguiente
(D+MF)E =0,
y
(D + MFYH = 0.
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De esta forma estamos interesados en las soluciones del operador D4 := D+ M <,

A N T — — .
donde el cuaternién complejo o representa a ¢ o p y tiene la forma

— _grady
a = .
p

La funcién ¢ es diferente de cero.

5.1 Factorizacion del operador de Schrédinger

Counsideremos la ecuacion

(D+M%)f =0, (5.3)
y denotemos
_ Ay
v=—.
¥

En otras palabras, ¢ es solucién de la ecuacién de Schrodinger
—Ap +vp = 0. (5.4)
Proposicién 13 [32] Sea ¢ otra solucion de (5.4). Entonces la funcion
- @
f=D-M") (5.5)
es una solucion de (5.3). Esto es
(D+ MT)D - M%) =0.

La prueba consiste de un cédlculo simple. Consideremos

Df = —Ap—Dy-=22 4. D<lz;0)
~ —w-Dy-Z -y, D(ff) g
— _(Dw__w)%:_?.a{

¥ 0
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Esta proposicién nos brinda la posibilidad de reducir la solucién de (5.3) a la
solucién de la ecuacién de Schrodinger dada por (5.4).

Un detalle importante aqui es el hecho de que consideramos la ecuacién de Schrédinger
junto con una solucién particular. Mds atin, si ¢ es una solucién fundamental del op-

erador de Schrodinger:

(A +v) =4,

_)
entonces la funcién f definida por (5.5) es una solucién fundamental del operador
D+ M7,
En algunos casos, por ejemplo cuando @ = a(z;)e;, es posible construir las

representaciones integrales para las soluciones del operador D .

5.2 Representaciones Integrales

Asumimos que @ = a(z;)e;, por lo tanto es posible escribir
Dy = D+ Mo,

Utilizando la factorizacion del operador de Schrédinger propuesta en la seccién anterior

obtenemos lo siguiente.

Proposicién 14 [40] Sea p =o' +a? y v = —a' + o®. Entonces, para una funcion

escalar ¢ tenemos que

DgD_gzp = (D + M) (D — M) o = (A + p)p (5.6)

D_sDzo=(—A+v)p. (5.7)

Prueba. La prueba de este hecho puede encontrarse en [/0]. ®
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Corolario 15 [40] Sea ¢ una solucion fundamental del operador —A + pu y sea

una solucion fundamental del operador —A + v . Entonces
kz =D_g¢

es una solucion fundamental del operador D+ , esto es

es una solucion fundamental del operador D_—
D_k_5 =9.

Usualmente la solucién fundamental de un operador diferencial puede ser usada
para construir el operador inverso a la derecha correspondiente. Por ejemplo, si ¢ es

una solucién fundamental del operador —A + i entonces la convolucién

/Q oz — ) f(y)dy

define un operador inverso a la derecha para el operador (—A + ), al menos, en un
dominio acotado €2 y en un espacio funcional apropiado.

Con las soluciones fundamentales de los operadores D5 y D_+ la situacién es
mds complicada. El operador D es aplicado por la izquierda y la multiplicacién por
a(z1)e; es por la derecha. Por lo tanto, la convolucién con una solucién fundamental
no nos proporciona un operador inverso a la derecha.

La solucién consiste en un paso adicional. Teniendo las soluciones fundamentales

para D5 y D_5 v utilizando los operadores

Pi _ EM(liiel)
2
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introducidos en [33] podemos construir soluciones fundamentales para los operadores
D_i, = D —ia(xy) y Din = D +ia(zy). El punto aqui, es que los términos mul-
tiplicativos son escalares y consecuentemente las convoluciones por el lado izquierdo
con las soluciones fundamentales de estos operadores nos dan los operadores inver-
sos a la derecha correspondientes. Entonces, utilizando P* y P~ una vez mds los
transformamos en los operadores inversos a la derecha para Dy y D_5 .

Las igualdades siguientes pueden ser ficilmente verificadas

D —ia = PY(D + M®*) + P~ (D — M*), (5.8)

D +ia = PH(D— M)+ P~ (D + M*). (5.9)

Sea k- una solucién fundamental para el operador D + M®'y sea k_4 una

solucién fundamental para el operador D — M®“'. Entonces, de (5.8) obtenemos que
k_io=Pky +P k_5 (5.10)

es una solucién fundamental del operador D_;, y a partir de (5.9) obtenemos que
kion = PYk_o + P ks (5.11)

es una solucién fundamental del operador D, .
Sea 2 un dominio acotado en R?® con una frontera de Liapunov cerrada I'. Defin-
imos los operadores T;, v K4, actuando sobre las funciones valuadas en los cuater-

niones complejos mediante las reglas siguientes:

Tying(z) = / hiw(e —)g(y)dy, @€ R

Kiing(z) = — /F kio(x — )7 (y)g(y)dly, =€ R\T,

N . P 3
donde 7 es el vector normal unitario n =), _, niey.
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Teorema 16 [40] (Foérmula de Borel-Pompeiu) Sea g una funcién valuada en los

cuaterniones complejos con sus componentes perteneciendo a C*(Q2)NC(Q). Entonces
K:tiag<x) + T:I:iaD:I:iag(x) - g(x)a HS Q.

Del teorema 16 se derivan inmediatamente los teoremas siguientes (Comparar con

[27, p. 70-71])

Teorema 17 [40] (Férmula Integral de Cauchy) Bajo las condiciones del teorema
16, sea g wuna solucion de la ecuacion D;ng = 0 o D_;,g = 0 en Q. Entonces

9(z) = Kiag(z) 0 g(x) = K_jng(x), = € Q respectivamente.

Teorema 18 [40] (Operador Inverso a la Derecha) Bajo las condiciones del teorema

16 la siguiente 1gualdad es vélida
DyioTving(x) = g(x), x € Q.
Retornemos, ahora, al operador D. De (5.8) y (5.9) tenemos
D+ = P"D_;o + P~ Dj,.
Introduzcamos las notaciones siguientes

TE = P+T—ia + P_Eaa

K = P'K_jo + P" K,

de inmediato obtenemos hechos similares a aquellos formulados en los teoremas 16-18.
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Teorema 19 [/0] Sea Q@ un dominio acotado en R con una frontera de Liapunov

I, g€ CY{Q)NC(Q). Entonces
Kzg(x) + TgDzg(r) = g(x),  ze (5.12)
D3Tzg(x) =g(x),  ze,
y si adicionalmente D+g =0 en ) entonces
g(x) = Kzg(x), x € Q. (5.13)

Demos una forma més explicita de la igualdad (5.13)

1

ole) =~ [{(Dela=1) = aler = wte = ylen)(1 +ie)

+(DY(x — y) + a(zy — y1)v(z — y)e) (1 — ier)) W (y)g(y) (1 + iey)
+((DY(z —y) + a(zr — p)v(z — y)er) (1 + der)

+(Dp(x — y) — alxy —y1)p(@ —y)er) (1 —ie)) W (y)g(y) (1 —iey) }dl,

donde ¢ es una solucién fundamental del operador —A + p y 1 es una solucién

fundamental del operador —A + v.

— ° °* »
5.3 o como gradiente de una funcién escalar

Consideremos la expresién siguiente

(D+ M) (D - M%) Uy, (5.14)
k=0
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donde ) ;_,Uker es una funcién cuaterniénica arbitraria.

Introduzcamos la notacién siguiente
— —
(0% (k) = €Cp e
donde la conjugacién es cuaternidnica.
Veamos cual es el efecto de dicha operacién
—(1) — —
(0% = €e1ae; = —e1uep
= (—eiie; — ejazey — 6104363)61
= e€0q + ejees + ejageies

= ((1€1 — Og€g9g — (X3€3.

Podemos reescribir (5.14) como
3
Z (D + M%)(D — M¥)M*U,
—0

(D — M®YM*U, = M™(D — M%)Uy,

por lo tanto
3

3 {Mek(D +MY(D - MW)Uk} .

Observemos la estructura del producto obtenido.

3
> MH(=AU, = @°Uy — (DT W)y).
k=0

. . —_
En este punto se requiere que el operador anterior sea escalar pero Da’®) solo es

— . .
escalar cuando o ®) es el gradiente para cada k, esto es, cuando tiene la forma

—
«

= a1(r1)e; + ag(x2)es + az(ws)es. (5.15)
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Proposicion 20 Sean cuatro funciones ¢, , k=0,1,2,3 tales que son soluciones de

la ecuacion de Schrodinger

(_A + v/f)(pk: = Oa

donde

3
f= (D_MQ)ZWkek
k=0
(D+M%)f=0.
Proposicién 21 Supongdmos que la funcion cuaternionica
f=(D—-M)g

es solucion de

(D+M7)f =0,

esto implica que

gr € Ker(—A + vy).
Proposicién 22 Sea f solucion de (D + M%) f =0, entonces
fr € Ker(—A + wy),
donde wy = DA™ — (@ ®)2,
Sea Q € R ysean F(Q) y G(2) dos espacios funcionales cualesquiera.
Proposicion 23 Supongdimos que

(—A 4+ wy)u(x) = p(x) VeeQk=0,3 (5.16)
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tiene solucion para cualquier p € F(Q) y u € G(2). Bajo esta suposicion
(D—MT)g = f (5.17)

feF(Q)

geim(D+ M),

Proposicién 24 Sean las condiciones de la proposicion (23) vilidas, entonces, cualquier

solucion f € F(Q) de la ecuacion (D + M%)f =0 tiene la forma
f=(D—=M%)g
donde gy, satisface gr € Ker(—A + vi)(9).

Suponemos que

(—A + Uk)Uk = 5

Si tenemos la solucién fundamental es posible construir el inverso a la derecha
correspondiente y, dado que estamos tratando con un operador escalar, la convolucion

nos permite encontrar el inverso a la derecha buscado, esto es
(—A + Uk)Tk =1.
Si tenemos el operador inverso a la derecha es posible encontrar la solucién de

(D+M%)f =g
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Capitulo 6

Operador (D + M%) en el caso
a € H(C)

6.1 Operador de Helmholtz con niimero de onda
complejo y cuaterniénico

Consideremos las funciones dadas en un dominio 2 C R? valuadas en H(C). En el

espacio C?(2;H(C)) se define el siguiente operador:

Ay = A+ M, (6.1)
donde A := 3 82, 0 := 7%=, M*[f] :== fA, A € H(C). El operador (6.1) es
llamado operador de Helmholtz con ntimero de onda cuaterniénico. Cuando A\ = \g €
C tenemos el operador de Helmholtz en su forma tipica.

Basandonos en el libro [27, p. 46] construiremos una teoria de funciones asociada
con el operador de Helmholtz con niimero de onda cuaterniénico. Para esto se requiere

una solucién fundamental para el operador de Helmholtz con A € H(C). Para el caso

particular en que A € C tal solucién fundamental es bien conocida: si A = v? € C, la
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solucién fundamental 6, del operador de Helmholtz
Ay = A+ 0%
esta dada por la férmula
0,(x) == —(4m|z)) 7L - el 2 e R3\ {0}; (6.2)

En particular, para v = 0 obtenemos una solucién fundamental del operador de

Laplace:
1

CArz|

O(x) :=0p(z) =

denotemos por o un cuaternién complejo raiz cuadrada de A. Esto es, a € H(C)
y a? = \. Consideremos, ahora, que A = o?> ¢ G, @2 # 0 y asumimos que v :=

+V a2 eC; &, := ay % 7. Introduzcamos los operadores

pt o Loposa)
2y ’

los cuales son proyectores mutuamente complementarios. Entonces
o’ =A=P"[E]+P [€].

Por lo tanto

A+ M =PHA+ &)+ P (A+ ). (6.3)

La férmula (6.3) nos brinda una forma simple de construir una solucién fundamen-
tal del operador A + M* en el caso bajo consideracién. Por lo tanto, si para nimeros

complejos £, 0, denota las funciones de (6.2) entonces
0, = P* [ng + P~ [6_]
es una solucién fundamental del operador A + M®*. En efecto,
(A+ M) [0,]) =P (A+E0) [0, ] + P (A+E2D) [0 ] =4,
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donde 4 es la funciéon delta.

Consideremos el operador siguiente
D,:=D+ M*,
el cual junto con su conjugado nos proporcionan la factorizacién siguiente:
Ay=-D,D_o,=-D_, D,.

Ahora construiremos una funcién «-holomérfica la cual juega un papel muy im-
portante en la teoria de funciones cuaternidnicas, esto es, representa el andlogo del
kernel de Cauchy para el andlisis complejo unidimensional. Denotemos por K, a
la solucién fundamental para el operador D, para cualquier o« € H(C). Una vez
establecido lo anterior, podemos expresar lo siguiente, sea « € H(C), entonces una

solucién fundamental para el operador D, estd dada por las férmulas:

1. Si o =a, € C, entonces

Kooy (2) = —grad On, (z) £ agfag () = O, (2) (iag + ot iaoé—|) (6.4)

||
donde x := 30 ap, x € RN\ {0} y 64 (x) es la solucién fundamental del

operador de Helmholtz.
2. Si a¢ G, a?+#0, entonces
Kuo(z) = P* [ICgJ () + P~ [Ke ] (2), (6.5)
donde z € R*\ {0}, K¢, son las soluciones fundamentales para los operadores
D¢, con pardmetros complejos & .
3.8 a¢ G, @?=0, entonces

0
Ka(z) = Koo + %[Kao]a>§
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4. Si a € G, ag # 0, entonces

Ka(z) = PT [Kaao] () + P~ [Ko] (2);

5. Si a € G, ag =0, entonces

Ko(z) = Ko(x) 4+ 0 - a.

6.2 Formulas integrales

Se construirdn, ahora, los operadores integrales cuaterniénicos, los cuales representan
una generalizacion de los siguientes operadores: Operador de tipo de Cauchy, operador
T, y el operador de integracién singular, definidos para el andlisis complejo [27].

Comenzaremos con el caso cuando a = ag € C. Introducimos los operadores

Teoo[f)(2) = / Kioo(e —9)f(y)dy, xR, (6.6)
Kioolf](x) = — / Kioo@ — )W) f@)dT,, 2 €RAT,  (6.7)
Seac[f](t) == —2 /F Koot — )7 () f(r)dT,, €T, (6.8)

donde el kernel de Cauchy IC,, esta definido por la ecuacién (6.4); la integral en (6.8)

existe en el sentido del valor principal de Cauchy.

Teorema 25 [27] (Férmula cuaterniénica de Borel-Pompeiu para un pardmetro com-
plejo o) Sea 0 un dominio en R con frontera de Liapunov T := 9. Sea «y € C

y f € CHQLH(C))NC(QH(C)) . Entonces
Koy [f] (@) + Too D, [f](x) = f(z),  Vee (6.9)
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El teorema anterior fue enunciado asumiendo que o = a9 € C, pero es posible
extender la definicién de los operadores integrales introducidos anteriormente para

a € H(C) como se presenta a continuacién [27]:

( )
Pt T, +P -T¢_, a¢ G, d2#0,
T .— Tao—i_Ma)a%ao[Tao]? Oégéga 6)2:()) {
P+'T2a0+P_'T0, a€qg, 0407&0,
| To+ M* Wy, acg, a=0,
donde
W, [f] (2) ::/Qem—y)f(y)dy, WET, zcPR
P+-K§++P_'K§7, a%g, 327&0,
. Koy + M2 K],  a¢g, @2=0,
" Pt Koy + P~ - Ko, a€G, ag#0,
L KO_MOC"/Oa Oéeg, a(]:()?
donde
V /] (@) = / 0u(x—7)- 7 (1) f(r)dTs,  peC,  zcRAL
Pt Se +P -5, ad G, ar+40,
g Sop + MT 32 (S, a¢ g, a?=0,
P+'SQQO+P_'S(), Oéég, CY()?QO,
\SO_MO["//\ZL 04697040:0,)
donde

ﬁ[f](ar):=2A9u(w—7>-7(7)f(7)dF7, WeC, zel.

Teorema 26 [27] (Férmula cuaternionica de Borel-Pompeiu para un pardmetro cuaternionico-

complejo a ) Sea 2 un dominio en R® con frontera de Liapunov T' := 09Q. Sea o un
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cuaternion complejo arbitrario y f € CH(Q;H(C)) N C(Q;H(C)). Entonces

K, [f] (x) + T,D, [f] () = f(x), Vo € Q. (6.10)

Obtengamos la representacién explicita de los operadores involucrados en la ltima

ecuacion considerando una funcién vectorial para el operador integral de Cauchy y una

funcién escalar para el operador T'.

Ke fle) = - / (—grad Oe(x — y) + E0e(z — ) 7 () T (y)dT,

= — /F (—grad O¢(z — y) + 0 (x — y)) (W(y) x FW))- <7, f©) >>

= | ey < Ty ), T (y) > — < —grad be(z — y), [T (y) x [ ()] >
+€0e(x —y)[T (W) x T W)+ < T W), f () > grad be(z —y)

+ [—grad Oc(z —y) x [1(y) x 7(9)]

Oe(w—y) < TW), F(y) >+ < —grad bc(z —y), [T (y) x f ()] >

—&0e(x — ) [T () x FW)]— < T ), f (y) > grad Oc(x —y)

- [—grad Oc(z —y) x [ (y) x 7(9)]
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Ke 7o) = = [ (cemad belo =) = el =) W) F ()T,
—— [ (mrad 0o =) = 8o =) (7 ) x F )= < 7). T ) >) T,

= | el —y) < T(y), [ (y) > — < —grad Oc(x — y), [T (y) x [ (y) >

—&0e(z — y)[T(y) x [ W)+ < T(), T (y) > grad bc(z —y)

X [—grad Oc(z —y) x [ (y) x 7(@]]

- / ez —y) < T(y), T () > + < —grad Be(x — ), [F(y) x ()] >

+&0e(x — y)[M (y) x

- [—grad Oe(x —y) x

—

FW)— < (), f (y) > grad b (z — y)
7 (y) % £ W)]]-

Para multiplicar por P* consideremos el hecho siguiente:
1

PH(F+G)+ P (F-G)=F+ -Ga.
Y

Introduzcamos, también, las siguientes notaciones

F = <—grad 0c(z —y), [T () x [ @) >—<T ), f(y) > grad b¢(z — y)
- [—gmd Oc(x — y) x [ (y) ¥ T(y)]] :

G = (v —y) < T ), f(y) > —Ebe(x — y)[T(y) x [ )],

por lo tanto el operador K, puede ser reescrito como
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Kof(w) = [ < =grad 0tz = ). [70) T )] >
— < W), T W) > grad belw —y) — | ~grad b(x — y) x [W(y) x T ()]
4= (o =) < T). T () > €0ea = )70 x F )] oy

Para el operador T, tenemos lo siguiente:

T, f(z) = / (—grad 8(x — ) + E0e(x — ) F(y)dy
- / —grad 0z — y) [ (y) + E0e(z — v) [ (v)dy,

Ts,f(x) = /Q(—gmd 05(1; — ) — 595(x —y) fy)dy
- /Q —grad Og(x — y) f(y) — E0e(z — y) f(y)dy.

Si redefinimos F' y G en la forma

F = —grad 0z —y)f(y),
G = &he(z—y)f(y),

el operador T, puede ser representado como

T, = / —grad Oc(a =) (5) + =€z = ) (ady.

Utilizando las representaciones de los operadores K, y T, obtenidas podemos
regresar al campo electromagnético utilizando las relaciones dadas por (4.14) y (4.15),

esto es,
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donde

SeK= € + SCT?[—%] — 0,

— —
ScKypH + ScTz[\/inj]=0.

Sustituyendo los operadores obtenidos en la ecuacién del campo eléctrico tenemos

B=vE" [ < —gradd(o—y). (7 x € )] >
— < T(y), E(y) > gradd,(z — y)
— |~grad 0,(z = y) x [W () x € W)]

4= (30 =) < ). E ) > =30, @~ ) [7 ) x E ) F,

NG /Q —grad 0, (z — y) (—%) + %797(93 —y) (—%) Edy.

Realizando los productos indicados la ecuacién queda como

—

B=vE" [ < —gradd(o—y).[7 ) x € )] >
— < W(y), E(y) > gradoy(z —y) - |~grad 0,(z — y) x [W(y) x € (y)]]
290, =) < T, E ) > T+~ [t 0 [T () x E )] x 7]

<y la =T x E ) T > T,

Ve (/Q —grad 0,(x —y) <—\%) + %797(56 —y) <—%) ?dy) :
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donde

ScE = 2! /F < —gradd.(z —y),[7(y) x € (v)] >
—% < =0, (@ —y)[7(y) x € (), T >dT, =0

En forma andloga para el campo magnético se tiene

—

H= i [ < —grads, (o= ), [7 () x ) >
— < T (y), Hly) > gradd, (z —y)
— [—gmd 0. (x —y) x [W(y) x H(y)]
4= (900l =) < 7). H) > =30, @ = )[7 () x H(w)) 7,

_ - 1 —
+VI 1/—gmd s @ = Y)WV T + 70w = y) Vi T dy
Q

finalmente
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H= i [ < —grads, (o= ). [7 () x ) >
— < R), H(y) > gradf,(z —y) — [—gmd 0.(z —y) x [7(y) x H
= (103 =) < T) ) > 20,0 = [T () x Hw)]) 7,
Vi /Q [—grad 0, (x —y) x \//77] — < —grad 0,(z —y),\ i ] >

1 — 1 —
+ [;7(%(1’ — YV X ﬂ - < ;797(93 — Y)W, 1> dy.
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Capitulo 7

Modelos bidimensionales del
movimiento de particulas en

campos externos

7.1 Operador de Dirac en forma cuaterniénica

Considérense las siguientes matrices de Dirac:

10 0 O 00 0 -1

01 0 0 00 -1 0
Yo - = 7= )

00 -1 0 01 0 O

00 0 -1 10 0 O

0 0 0 = 0 0 —-10

0 0 —2 0 0 0 0 1
Y2 o= ) V3 =

0 —2 0 O 1 0 0 O

t 0 0 0 0 -1 0 O
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Introduzcamos el operador de Dirac con potenciales electromagnético y escalar [42]

3 3
D =5,0 + Y 0k +im +ipayy — > Avg + i
k=1 k=1

donde ~v;, j = 0,1,2,3 son las matrices de Dirac clasicas definidas anteriormente,
mER, pg, Ar,y ps son funciones valuadas en los reales.

Las matrices de Dirac tienen las siguientes propiedades:

73 = F,, la matriz identidad;
’}/z = —E4, k € Ng,
Vv +vy; = 0 para j, k€N

Introduzcamos las notaciones siguientes

Go =15 i1 :=1y3Ye;  l2:i= Y173 3= 71725 1= VoY1V s

AN AN N N A

Calculos simples muestran que el conjunto {ig, i1, 19, 73,7} de las matrices complejas

4 x 4 tiene las mismas leyes de mutiplicacién que el conjunto {eg,eq, ez, 3,7} .

A~ N AN AN~

Denotemos por ® el dlgebra compleja generada por {ig, i1, 42,43,7}, y definamos

el mapeo
k:H(C) - D,
esto es,
k(eg) = : e,
k(i) = 14,

lo cual nos da un isomorfismo del dlgebra de H(C) en una subalgebra del algebra de
Dirac.

Entonces, si

3
a= Zakek € H(C),

k=0

57



donde
ar = ay +5k'i, {'dk,?ik} CR,
se tiene que

~ o~

/{(CL) = aoio + Eilz'l + 52@2 + 531'3 +1 <50’L.0 + Zilil + agig + 632.3> s

o en forma explicita

Zio — Z'Zig; 251 + Zig; Z&o + 53; —51 + 252
iﬁl — ag, 50 + 253, —61 — 2527 250 — 63
H(a) - = = = = ~ o~ o~ ~ ’ (7'1)
a9 + as;  —ayp +1a; ag — tas; a1 + as
—51 — 7252; 7,50 — 53; 261 — 62; 60 + 263

Esto significa que una matriz arbitraria A € © tiene la forma siguiente

o —¢ c2 ¢}
A=

cg —C €1 ¢

donde c¢g, 1, c9,c3 son nimeros complejos arbitrarios y "*" denota la conjugacién

compleja.

Ahora, para cualquier A € ®, definamos una matriz-columna denotada como

o o O
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Asi, tenemos definido el siguiente mapeo

ag — ias
ia; — as
X=A€D— [:=x(4) = I
iag + as
—Gy — iay

el cual toma la primer columna de cualquier matriz A € ® .

El mapeo x es invertible dado que por una columna de nimeros complejos es
posible reconstruir una matriz de la forma (7.1).

Para cualquier dominio G C R* denotemos por G su imagen bajo la reflexién
xr3 — —x3, y para cualquier f definida en G la funcién f actua en (G mediante la
regla:

f(t, @1, 20, 23) = f(t, 21,22, —23).

Ahora nos es posible introducir un mapeo A definido por la regla
A[®] = x ' D)

esto es, una funcién ® : G C R* — C* es transformada en una funcién F : G C R* —
H(C).

En forma explicita

F—A[®) :—%(_ (B ®a) o+ (B0 — By ) e1 — (Bo+ Bs) 2+ (B4 +8) ).

La transformacién inversa A~! es definida como
- SO — - \T
o =A[F) = (—z’Fl By, —Fy— iy, Fy — iFy, iF, — F2) .

Presentemos, ahora, las transformaciones introducidas anteriormente en una forma

matricial m&s explicita la cual relaciona los componentes de una funciéon ® valuada
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en C* con los componentes de una funcién F valuada en H(C):

F=A[®] == _ 1,
~1 0 0 —1|]a,
0 (4 (4 0 &53
y
0 —i -1 0\ (kK
B -1 0 0 —i|]|F
O =A"[F]:=

La transformacién A posee las siguientes propiedades.

Lema 27 [/2] (Propiedades algebraicas de la transformacion A )

A7y ATHE] = = Ay ATHF] = elF
Av1727372A7 [F] = Ay AT [F] = eoF;
AV727373A T [F] = = Ay A7 [F] = —esF;
Ay 727370 AT F] = —Ayg1i7273A T [F] = ey
AV V573 A [F] = —iFey;

Prueba. Notemos, primeramente, que A es una transformacién lineal en C.

Probemos la primera propiedad:

A%%-Afl [F] = —eF),
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tenemos que

0 — 0 O

- 0 0 O
Y23 =

0 0 0 —

0 0 — O

Por definicién de A™! es posible escribir

Asi

entonces

A3 A~ [F]

—iF — F
—Fy — i F:
AL[F] = o
Fy—iF;
1By — Fy
—Fy — i F}
_ | i - e
72’73"4 ' [F] = 1 )
1y — Fy
Fo—iF;3
i , i : ,
5 (—ZFl — F2 — ZFl + Fz) €y — 5 (_F[) — ZF3 — FO + 2F3) €1
1 . . ? . .
+§ (_FQ - ZF3 + FO — ZFg) €y — 5 (—ZFl — F2 + ZFl — Fg) €3

—1 [iFleo — iF()@l + iF3€2 - iF2€3]

F160 — F0€1 + F3€2 — F2€3 = —€1F.

Por analogia es posible probar las propiedades restantes. m

Introduzcamos el siguiente operador cuaterniénico

R=D — 8tMe1 +a+ M*’i(ﬁezelfi(ﬁsarm)eg)

donde a = —glel - ggeg + ggeg .
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Utilizando las propiedades algebrdicas de A y A~! obtenemos la siguiente igual-
dad
R = A%%%DA_I-

Asi, el operador R es el operador de Dirac para una particula libre con spin 1/2
en forma cuaterniénica. Esto es, una funcién ® valuada en C* es una solucién de la
ecuacion

D=0 end

si la funcién cuaterniénica compleja F' = AP es una solucion de la ecuacion cuater-
nidénica

RF =0 en G.

7.2 Soluciones con energia dada

De ahora en adelante consideraremos soluciones arménicas de la ecuacién de Dirac
o en otras palabras, soluciones con energia fija w y potenciales independientes del
tiempo, esto es
it
® (t,r) =D, (x)e“",
donde w € R y ®, es una funcién valuada en C* la cual depende tnicamente de

x = (11,22, T3) .

La ecuacién para @, tiene la forma

~

D,®,=0 enG (7.2)

donde G es un dominio en R?,y

3 3
D, = iwy, + Z YOk +9m + ipeyo — Z AV + 1Pse-
k=1 k=1
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Tenemos que

R, = Av17973 ]D)wAfl )

donde
R,=D+a+ M, (7.3)
con b = —i((Pe +w)er —i(Pse +m)es). Asi, la ecuacién (7.2) se convierte en la
ecuacién cuaternionica compleja
qu =0,

donde ¢ es una funcién valuada en los cuaterniones complejos.

7.3 Relacion entre la ecuacion cuaternionica de Dirac
y la ecuacién de Vekua

Introduzcamos la notacién siguiente. Un cuaternién complejo ¢ es representable en

la forma siguiente

q = Q1+ Qzea, (7.4)

donde Q1= qo+qses y Q2 = g2 — qu€3.
La ecuacién de Dirac con potenciales electromagnético y escalar (7.3) en forma

cuaterniénica tiene la forma [28, p. 158],

)f =0, (7.5)

é
donde b estd relacionada con el pétencial magnético y es una funcién cuaterniénica
. —
puramente vectorial (usualmente real) con forma bie; + boas —bsez y '@ se encuentra

definida por

2l

= ay(z)er + as(x)es, (7.6)
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a(z) = —i(p(z) +w) v as(z) =ig(x) —m,

donde ¢ estd relacionado con el potencial eléctrico y g con el potencial escalar; w es

la energfa de la particula y m es la masa.

Proposiciéon 28 Sea D = Dy + Dyes donde Dy = e107 y Dy = 05 — O1e3, entonces

(7.5) es equivalente al sistema
DiFy — DoFy + BiFy — ByFy — F,A =0, (7.7)
DyFy + D1 Fy + BoF, + B Fy + F{ A = 0. (7.8)
Las otras notaciones estan en pleno acuerdo con la representacion bicompleja (7.4).

Supongdmos que F, = 0 y por simplicidad b3 = 0 lo cual equivale a B; = 0.
Entonces, a partir del sistema (7.7-7.8) llegamos de inmediato a la ecuacién siguiente

para [}
EQFl —f- EgFl + ﬁl = O, (79)

y para la primera ecuacién obtenemos
D{F; =0.

En la misma forma, para F; =0 y b3 = 0, obtenemos la ecuacién siguiente para
Fy
DyFy + BoFy + AFy = 0, (7.10)

y para la segunda ecuacién tenemos
DiFy, = 0.
Asi, llegamos a una ecuacién general de la forma
Ow + aw + bw = 0 (7.11)
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donde 0 = 05+ 01e3 y cada una de las funciones a, b y w es una funcién bicompleja
de la forma w = u 4 vez con componentes complejos u y v. (7.11) es conocida
como ecuacién de Vekua y sus soluciones como funciones analiticas generalizadas [55]

o funciones pseudo-analiticas [10].

7.4 Divisores de cero y principio de similitud para
la ecuacién cuaterniénica de Vekua

Teorema 29 [16] Sea w(z) una solucion regular de la ecuacion Ow + aw + bw = 0

en un dominio G, sea b(z) ¢ G — {0},Vz ¢ G, y sea

a(z) + b(z)wgzg, si w(z)#0, zed,
o) = e

a(z) + b(z), si w(z)=0, zed,

entonces la funcion

B(2) = w(z)e ",

donde

2T T—2z

1 T)dr
he) = 5 [ B = o),
G
es holomdrfica en G, esto es

0P = 0.

h

Prueba. Sea ® = we ™" una solucién de 9® = 0, esto implica lo siguiente

Owe™" — dhwe™ = 0,

(—aw — bw)e™ — dhwe™" = 0,
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entonces

oh = —a— b2,

w

y
h=-T (a + bg> .

w
n
Teorema 30 Sea ®(z) una solucion de la ecuacion 0P = 0 en un dominio G,
entonces

w(z) = ®(z)e (7.12)

es una solucion de Ow + aw + bw = 0.

Prueba. Este hecho es facilmente probado multiplicando (7.12) por e %) desde

el lado derecho. m

El hecho (7.12) es conocido como principio de similitud y fue obtenido para el caso

complejo por Vekua (ver [55]).

7.5 Pares generadores en forma cuaterniénica
Definicién 31 Sean F, G € C*(Q) dos funciones pseudoanaliticas de la forma
F = Fy+ Fzes, G := G+ Gses.
Si F' y G satisfacen la condicion
vec{FG} # 0, (7.13)

son llamadas par generador.
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La desigualdad (7.13) implica que cada funcién w admite una representacién tinica
en la forma

w = \F + uG, (7.14)

con constantes complejas A\ y p.
Supongamos que A y u € C'. Dado que F,G son soluciones de la ecuacién de
Vekua
Fr=aF +bF,

G5 = aG + G,
tenemos que
wz = aw + bw + F)z + G
Entonces, w(z) es pseudo-analitica si y solo si
F)lz + Gus = 0. (7.15)
Esto es, si suponemos que F' =1 y G = ez, (7.15) puede ser escrito como el
sistema siguiente
O A = O1 14,
Oppt = —O1 A,

el cual es un andlogo del sistema de Cauchy en el andlisis complejo.

En ([10, p.5]) fueron obtenidos los coeficientes siguientes para el par generador

(F,G)

_ FG:-FG
- FG-FG’
~ FG:-FG
- FG-FG’
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De (7.11), si consideramos un potencial magnético nulo, obtenemos
Ow + bw = 0. (7.16)

La derivada- (F,G) de una funcién (7.14) es definida por la relacién

in(z) = CZ(F%ZW) —W(2). (7.17)

Los generadores, los cuales se comportan como constantes, tienen derivadas- (F, G)
idénticamente decrecientes.
Junto con el par generador (F,G) consideremos su par generador adjunto (F,G)* =

(F*,G*) definido por las férmulas
2F 2G
FG - FG FG - FG
Sea, W (z) una funcién continua definida en una curva rectificable I". La integral-

(F,G) de W en I' es por definicién

/Wd(Eg)Z: F(zl)Re/G*Wdz—G(zl)Re/F*Wdz. (7.19)
r r r

donde I' es una curva rectificable desde z; hasta z; .

7.6 Factorizacién del operador de Schrodinger
Consideremos la ecuacién
(A +v)f = 0. (7.20)

p .. 2 2 .
en algin dominio 2 C R?, donde A = % + aa—yz, v y f son funciones valuadas
en los reales. Supongamos que [ es una funcién doblemente diferenciable y continua.

Por C' denotamos el operador de conjugacién cuaterniénica.
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Teorema 32 [39] Sea fy una solucion particular no decreciente, en €, de (7.20).
Entonces, para cualquier funcion continua doblemente diferenciable valuada en los
reales ¢ la siguiente igualdad es vilida

(A —v)p = (85 + a}fo C’) <82 - a}fo) ©. (7.21)

Prueba. Consideremos

2
<&Z+ 8zf0C> (az . 8zf0) o = AQO— |azf0| (P_&z (azfo) 0

Jo Jo 13 fo
A

= Aso—f—ﬁ)soz(A—v)@
0

Como ¢ en (7.21) en una funcién valuada en los reales, podemos agregar el oper-
ador de conjugacién en el segundo operador de primer orden en el lado derecho, y la
ecuacién (7.21) toma la forma

(A—U)goz (8;4—82](‘00) <8Z_azf00> 0.
Jo fo
8zf0

El operador 0, — % I, donde I es el operador identidad, puede ser representado

en la forma

. asz
Jo

Introduzcamos la notacién siguiente P = f30.f; 1. Debido a (32), si f; es una

9. I= fod.fo'I.

solucién no decreciente de (7.20), el operador P transforma soluciones de (7.20) en

soluciones de la ecuacion

(6%+ 8}f° C) w = 0. (7.22)

Notese que el operador 0, aplicado a una funcién ¢ valuada en los reales puede

ser interpretado como un tipo de gradiente, y si sabemos que 0, = ® en un plano
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complejo completo o en un dominio convexo, donde ® = &, +iP, es una funcién dada
valuada en los complejos tal que su parte real ®; y su parte imaginaria ®, satisfacen
la ecuacién

0y®1 + 0,2 =0, (7.23)

entonces es posible reconstruir ¢ hasta una constante real arbitrara ¢ en la forma

siguiente

¢ (z,9) =/z<1>1 (777y)d77—/y<1>2 (z0,€) d€ + ¢ (7.24)

o Yo
donde (xg,10) es un punto fijo arbitrario en el dominio de interés.
Denotemos por A el operador integral en (7.24)
x y
A[P] (z,y) = / ®1 (n,) dn —/ Dy (20, &) d€ + c.
Zo Yo
Notese que la férmula (7.24) puede ser facilmente extendida a cualquier dominio

simplemente conectado considerando la integral a lo largo de una curva rectificable

arbitraria I' desde (zo,yo) hasta (z,y)

o (x,y) = / Odr — Dody + c.
r

Asi, si @ satisface (7.23), entonces existe una familia de funciones ¢ valuadas en
los reales tales que 0, = ®, dadas por la ecuacién ¢ = A[P].
En una forma similar definimos el operador A correspondiente a 0Os :
o Yy

A[fb](x,y)—/g:@l(n,y)dnJr/ Py (20,£) d€ + c.

zo Yo

Consideremos el operador S = fyAf; 1. Es claro que PS = 1.

Proposicién 33 [39] Sea fo una solucion particular no desvanescente de (7.20) y w

una solucion de (7.22). Entonces la funcion f = Sw es una solucion de (7.20).
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Proposicién 34 [39] Sea f una solucion de (7.20). Entonces
SPf=f+cfo
donde ¢ es una constante real arbitraria.

El teorema 32 en conjunto con la proposiciéon 33 nos muestran que la ecuacién
(7.20) es equivalente a la ecuacién de Vekua (7.22) en el sentido siguiente. Cada
solucién de una de estas ecuaciones puede ser transformada en una solucién de la otra

ecuacion y viceversa

7.7 Clases especiales de ecuaciones de Vekua

Sea fy una funcién no desvanecente valuada en los complejos (con respecto a i) con
segunda derivada definida en €. Y consideremos la ecuacién
_ Ofo—
oW = iI/V en . (7.25)
Jo
La ecuacién (7.25) esta estrechamente relacionada con (7.22) y fue considerada en

[31]. Denotemos

_ 5
fo

Teorema 35 [31] Si W = Wi+ Wsk es una solucion de (7.25) entonces Wy = ScW

U1

es una solucion de la ecuacion de Schrodinger estacionaria

— AW+ Wy =0 enQ, (7.26)
y Wy =VecW es una solucion de la ecuacion de Schrédinger asociada

— AWy +v.Wo =0 en$, (7.27)
donde vy =2 (dfo-0fo) /13 — v1.
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7.8 Ecuacion de Dirac con potencial escalar

Mostremos que la ecuacién de Dirac con potencial escalar dependiendo de una variable
real se reduce a una ecuacién de Vekua bicompleja de la forma (7.25).

Sea p(z) el potencial escalar y consideremos py = 0, A, = 0, k£ = 1,2,3.
Entonces, de acuerdo a la seccion 6.3 la ecuacion de Dirac es equivalente a un par de
ecuaciones de Vekua bicomplejas

ow = bw (7.28)

oW =W (7.29)

con b=p(x)+m—ivk.

Sea fy = eP’@+mativy donde P es la antiderivada de p. Entonces tenemos que

5 h

fo
Notemos que debido al teorema 35 si la funcién bicompleja W es una solucién
de (7.29) entonces la funcién compleja Wi = ScWW es una solucién de la ecuacién

estacionaria de Schrodinger (7.26) donde
vi (z) = p' () + (p (x) + m)* — w?, (7.30)
y la funcién Wy = VecWW es una solucién de la ecuacién (7.27) donde
vy (2) = —p' (2) + (p (z) + m)® — w?. (7.31)

Notemos que ambas ecuaciones de Schrodinger (7.26) y (7.27) en este caso admiten
separacién de variables. No obstante lo anterior, esto no implica que puedan ser
resueltas explicitamente. En general este no es el caso. Sin embargo mostraremos
como utilizando nuestra propuesta y la teorfa de Bers para cada una de las ecuaciones

es posible construir en forma explicita un sistema completo local de soluciones exactas.
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Consideremos la ecuacién (7.29). Es fécil ver que el par de funciones

_k
o

representa un par generador para (7.29). Noétese que F' = e’ y G = ek, donde

F=f, v G (7.32)

o=a(x)+6(y) y a(z)=P(x)+mzx, [(y) =iwy. Para un par generador de tal
tipo es facil construir un sucesor. Sea 7 = —a (z) + [ (y). Entonces el par F; = €’
y G1 = e "k es un sucesor de (F,G). Més ain, (F,G) es un sucesor de (Fj,Gy).
Asi, para el par (F,G) obtenemos una secuencia generadora periédica completa con
periodo 2 en forma explicita.

El hecho de que tengamos una secuencia generadora en forma explicita implica, de
inmediato, que es posible construir las potencias formales correspondientes de cualquier
orden en forma explicita y en consecuencia obtener un sistema completo local de
soluciones exdctas de la ecuacién de Dirac con potencial escalar dependiendo de una
variable asi como de las ecuaciones de Schrodinger (7.26) y (7.27) con potenciales
(7.30) y (7.31) respectivamente.

Como primer paso construiremos el par generador adjunto

_ 1
o

Escribamos ahora la ecuacién para la (F,G)-integral:

/FWd(F,G)z - % <f0(z1)Sc/F I;O/((j;dz— foél)Sc/Ffo(z)W(z)dz).

Por definicién, la potencia formal Z(©)(a, zy;z) para la ecuacién (7.29) tiene la

forma

Z%(a, 20; 2) = AF (2) + pG (2),

donde las constantes complejas A y p son elegidas de tal forma que AF (zp) +

uG (zp) = a.
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Esto es,

Z(O) ((Z, 20 Z) _ )\eP(:c)+m:Jc+iwy + Iulef(P(m)+mx+iwy)k.

Para poder obtener Z™)(a, 2y; 2) debemos tomar la (F, G)-integral de Z;O)(a, 205 2)
donde
2@, 20:2) = ML () + G (),

con /\1F1 (Z()) + HlGl (Z()> =a. Asi

ZM(a, 2; 2) = / (M F1 () + G (Q)) direyS

20

_ %{GP(I)—me-&-iwySC/ e~ Pa')—ma' —iwy’ (Ale_P(I/)_mwl_iwy, + M1€P(x1)+m$/_iwylk> d¢

20

_e_P(w)_nw_iwykSC/ ep(w/)+m$/+iwy/k (Ale_P(z’)—ma:/—‘riwy’ + Mlep(x’)-l—mz'_iwy/k) dC}

20

]. N Z ! ! s !
_ 5{eP(m)—i—mx—',—zwySC/ (/\16—2(P(m )+ma’) + Mle—szy k> dC (733)

20

_e—P(x)—mx—iwykSC/ <)\162iwy’k o NlBQ(P(x’)+mx/)> dC}

20
donde ¢ =2’ + v/'k.
Para Z®(a, z; z) tenemos que
Z(2)(a,zo;z) = 2/ Zfl)(a, 205 Q)d(r,c)C, (7.34)
20
donde Z{l)(a, 20; () a su vez puede ser encontrada utilizando la igualdad

ZM(a, 29, 2) = / Z8(a, 20: O)d(my o). (7.35)

20
Notemos que debido a la periodicidad de la secuencia generadora dentro de la cual

se encuentra el par generador (7.32)
2370, 20; Q) = 2@, 20; ).
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El par adjunto para (Fj,G;) necesario para la (F},Gy)-integral en (7.35) tiene la
forma

Ff=—-€'k y Gi=e".

entonces,

Zfl)(a, 20;2) =

_ %{G—P(x)—mz-‘riwy SC/ ep(x’)_;,_mx'_iwy'(/\ep(;g’)-t,-ma;’-i-iwy' + MG_P(x,)_mII_iwy,k)dC

20

_ 6P(a:)+mx—iwyk Sc / 6—P(x’)—ma}’+iwy’k()\ep(az’)+mx’+iwy’ + Me—P(x’)—mx’—iwy’k)dC}

20

1 . # ! / . /
_ 5{6—P(ac)—mat—|-uuy SC/ ()\62(P(a: )+ma’) + u€_2wy k)dC (736)

20

_ eP(ac)—i—mx—iwyk SC/ ()\e%wy’k - M6—2(P(I’)+mx’))d<-}.

20

La substitucién de esta expresién en (7.34) nos da la potencia formal Z®(a, zy; 2),
y este procedimiento simple puede continuar en forma indefinida. Como resultado
obtenemos un sistema infinito de potencias formales el cual, al menos localmente, nos
da un sistema completo de soluciones de (7.29) en el sentido de que cualquier solucién
regular de (7.29) puede ser aproximada hasta un orden arbitrario por una combinacién
lineal finita de potencias formales.

Un procedimiento similar es aplicable a la ecuacién (7.28). Donde el par de fun-
ciones Fik =¢e¢k y G1k = —e7 es un par generador correspondiente a (7.28).

Como cualquier solucién de la ecuacién de Schrodinger (7.26) con potencial vy
definido por (7.30) es la parte escalar de alguna solucién de (7.29), y cualquier solucién
de (7.27) con potencial (7.31) es la parte vectorial de alguna solucién de (7.29), las
partes escalar y vectorial del sistema de potencias formales construido nos da un

sistema completo localmente de soluciones de (7.26) y (7.27) respectivamente.
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Este tltimo resultado puede también ser interpretado en la forma siguiente. Con-
sideremos la ecuacién

~Af+vf=uwf en 2 (7.37)

donde f esuna funcién compleja continuamente diferenciable hasta la segunda derivada
de dos variables reales © y y y v es una funcién valuada en los complejos de una
variable real x, w es una constante compleja. Supongamos que tenemos una solucién
particular fo = fo(z) de la ecuacién diferencial ordinaria

 fo

_W +vfy=0. (738)

Esto implica que podemos representar v en la forma v = p’ 4+ p* donde p = f3/fo-
Entonces observamos que (7.37) es precisamente la ecuacién (7.26) con m = 0 en
(7.30). Asi, nuestro resultado significa que si somos capaces de resolver la ecuacién
diferencial ordinaria (7.38) entonces podemos construir explicitamente un sistema com-
pleto localmente de soluciones exactas para (7.37) para cualquier w. Para lograrlo
es necesario considerar la ecuacién bicompleja de Vekua (7.29) y seguir el proced-
imiento descrito anteriormente para construir el sistema correspondiente de potencias
formales. Entonces la parte escalar del sistema nos da un sistema completo localmente
de soluciones exactas para (7.37).

Consideremos el caso cuando p(x) es constante, entonces

b=p+m —wk,

fo= elprm)ativy
Los potenciales (7.30) y (7.31) toman la forma

vy = (p4+m)* —w? = vy,
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utilizando los valores anteriormente obtenidos la ecuacién (7.33) toma la forma

1 . z , o,
= §{€(p+m)$+lwysc/ ()\16—2(17+m)$ +M1€—2zwy k) d¢ (7‘39)

20
_e—(p+m)x—iwyksc/ <)\162iwy’k _ M162(p+m):c’> dC}
20

considerando los siguientes cambios de variable

¢ = (-t 0<t<1
¢ = (-dt,

z(Q) = -t

y(€) = y-t

evaluemos una a una las integrales

1 1
Sc/ )\16—2((P+m)$'t) (z+yk)dt = z\ / e~ 2(ptm)a't gy
0 0

— %6—2(%@9&7: (1]
—2(p+m)a
= _$—>\1672(p+m)x’ + x—)\l
2(p+m)a’ 2(p+m)a’
! o 1 .
SC/ ILLle—szy 'k (1‘ + yk) dt = —yy / e~ 2iwy't 1y
0 0
— YHq —2iwy’t|1
= 2wy 0
_ Y o 2wy’ YHq
2iwy’ 2iwy’
! ol 1 o,
SC/ )\1621wy tk (:L‘ + yk) dt = _y)\l / eQZwy tdt
0 0
— y)\l 2iwy't|1
o Ziwy’e o
—Q—Me%wy/ + —‘%
2iwy’ 21wy’
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1 1
Sc/ _u1€2(p+m)m’t (x+yk)dt = —xp, / e2p+m)a't 1y
0 0

— Ty 2(p+m)a’t|1
€ lo

2(p+m)a
= —LGQ(I)'FTN)J?/ _I_ L
2(p+m)a 2(p+m)a’

Una vez obtenidos los valores de las integrales podemos sustituirlas en la ecuacién

(7.39)

— l{e(erm)eriwy _ T e 2(p+m)z’ TA1 4 3{#1 o 2wy’ _ ?{Ml
2 2(p+m)a’ 2(p+m)z’ 2wy 2iwy’
_e—(P-i-m):Jc—z'wyk . y_>\162iwy’ + y/\l . Ty 62(p-|—m)a:’ + Ty }
2wy’ 2iwy 2 (p+m)a! 2(p+m)a
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Capitulo 8

Conclusiones

En la primer parte de este trabajo se consideraron las ecuaciones de Maxwell en medios
no homogéneos, se presenté su reformulacién en términos de cuaterniones y se obtu-
vieron las representaciones integrales de las soluciones en el caso cuando los pardmetros
del medio se representan como funciones exponenciales. Cabe mencionar que la solu-
cion exacta del sistema de Maxwell se conoce solo en algunos casos.

En la segunda parte se presenté una factorizacién del operador de Schrodinger
mediante la cual a partir de una solucién particular de la misma, la solucién general se
reduce a una ecuacién diferencial cuaterniénica de primer orden la cual es equivalente
al sistema de Maxwell en el caso estdtico. El caso de dos variables independientes fué
considerado. Entonces la ecuacién cuaterniénica de primer orden se convierte en la
ecuacion de Vekua que describe a las funciones pseudoanaliticas. Se utilizaron algunos
hechos importantes de la teoria de potencias formales de L. Bers del anlisis complejo
y se obtuvieron algunos resultados de gran importancia.

La relacién obtenida entre la ecuacién de Schrodinger y la ecuacién cuaterniénica
de primer orden o en una situacién bidimensional con la ecuacién de Vekua puede ser
utilizada para el andlisis de problemas con valores de frontera, para obtener repre-

sentaciones integrales de las soluciones y posiblemente para otras aplicaciones de gran
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interés.

Dos resultados palpables de gran relevancia son la publicacién de los articulos [15]
y [16].

No obstante la importancia y lo sorpresivo de algunos de los resultados presentados
resulta claro que ain quedan un gran nimero de aspectos pendientes. Uno de ellos
es la consideracién y andlisis del efecto que tienen los llamados divisores de cero en
hechos como el principio de similitud de la teoria de Bers replanteada en términos

cuaterniénicos.
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