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OBJETIVO GENERAL

Analizar el proceso de reconstruccion de los procesos aleatorios
aplicando la regla de la esperanza matematica condicional y las
propiedades estadisticas del filtro Chebyshev.

OBJETIVOS PARTICULARES:

1) Describir la reconstruccidon de los procesos aleatorios Gaussianos a partir de sus
muestras.

2) Obtener la funcidon de reconstruccién y la funcion de error de reconstruccion cuando
los procesos pasan a través del filtro Chebyshev de n-ésimo orden.

3) Describir cdmo las propiedades estadisticas de los procesos aleatorios influyen en la
formay la calidad de la reconstruccion.

4) Describir el método de la regla de la esperanza matematica condicional.

5) Mencionar las principales diferencias que provee la regla de la esperanza matematica
condidonal en el procedimiento de reconstruccién.
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JUSTIFICACION

En la reconstruccion de los procesos aleatorios se utiliza ampliamente el teorema ddasico
de muestreo o teorema de Shannon. Para utilizar ésta metodologia es necesario que los
procesos cumplan con dertos requisitos como son: tener un nimero infinito de muestras alo
largo del proceso, que el espectro de potenda de la sefial esté limitado en banda, que las
posiciones de la muestras sean periddicas y que el periodo de muestreo cumpla con el criterio
de Nyquist, el cual, indica que éste debe serigual a dos veces lafrecuencia maxima de la seial.

Por otra parte, el teorema de muestreo no especifica cdaramente si esta metodologia debe
ser utilizada para reconstruir procesos deterministicos o aleatorios, y que tipo de funcién de
densidad de probabilidad debe tener el proceso a reconstruir.

En el presente trabajo se utiliza la regla de la esperanza matemadtica condicional para
describir la reconstruccién de los procesos aleatorios cuando estos son caracterizados por la
funcidn de densidad de probabilidad Gaussiana.

La regla de la esperanza matematica condicional es una alternativa prdactica que presenta
ciertas ventajas, ya que es posible considerar: procesos con espectro limitado o no limitado en
banda, periodicidad o no periodicidad en los tiempos de muestreo, un nimero infinito o finito
de muestras. Entre otras ventajas, esta metodologia permite explicar el procedimiento de
reconstrucdén en funciéon de las propiedades estadisticas de los procesos al utilizar,
practicamente, cualquier filtro de reconstruccddn. Ademas, esta metodologia permite analizar
como se lleva a cabo la interpolacion y la extrapolacion del proceso al limitar el nimero de
muestras. Otra gran ventaja es que esta metodologia proporciona de manera directa la funcién
de reconstruccion y la funcién de error de reconstruccién para describir la forma de
reconstrucciéon del proceso y calcular la reconstrucddn del proceso en cualquier instante de
tiempo.



Capitulo 1

INTRODUCCION

A lo largo del estudio de las comunicaciones, se han utilizado diferentes métodos para
aproximar una funcién a la sefial original de informacién. Uno de los métodos mds conocidos
fue propuesto en 1948, por C. E. Shannon, llamado Teorema de Muestreo y posteriormente
tuvo una generalizacion hecha por A. V. Balakrishnan en 1957.

Estos métodos de interpolacidon han evolucionando, para que las funciones se aproximen lo
mas posible a la funcidn original.

En principio el Teorema de Muestro, es un método de interpolacién que parece puede ser
aplicado a cualquier tipo de proceso, ya sea aleatorio o deterministico. Sin embargo, este
método presenta algunos inconvenientes: 1) requiere de un ndmero infinito de muestras, 2)
dichas muestras necesitan estar periédicamente distribuidas a lo largo del tiempo,3) el periodo
de muestreo esta definido por el criterio de Nyquist, 4) este periodo no puede ser alterado
entre muestras, ya que si es alterado se presenta el fendmeno conocido como aliasing.

1.1 EL TEOREMA DE MUESTREO

Este teorema demuestra que una sefial cuyo espectro esta limitando en banda con B Hz
[V(w) = 0] para |w| > 2nB puede ser reconstruida exactamente (con algunos errores) a
partir de sus muestras tomadas de manera uniforme a una tasa R > 2B Hz (muestras por
segundo). En otras palabras, la frecuenda minima de muestreo es f, = 2B Hz [1].

Como se menciondé anteriormente, el teorema de muestreo, considera una seiial cuyo
espectro esta limitado en banda B Hz. Para mayor conveniencia, los espectros se muestran
como fundones de w, asi como de f (Hz). El muestreo de y(t) a una tasa de f_(Hz) (f,
muestras por segundo) puede lograrse multiplicando y(t) por un tren de impulsos 873(1?) que
consiste en la repeticidon de impulsos unitarios periddicamente cada T, segundos, donde

1 _ 5 .
T, = px El resultado se denota como y(t). La sefial muestreada se compone de impulsos
<

espaciados cada T segundos (intervalo de muestreo). Entonces:

y(t) = y(£)é4(8) = Zy(nTs)S(t— nT,).

(1.2)

Como el tren de impulsos STS(t) es una sefal periddica, este puede ser expresado mediante la
serie trigonométrica de Fourier.



Por tanto:

y(t) = y(£)6.(t) = Ti [v(t) + 2y(t) coswyt + 2y(t) cos 2wt + 2y(t) cos3wt+ -
; (1.2)

Para encontrar ¥(w), realizamos la transformada de Fourier de 3(t), término a témino, en
donde la transformada del primer término es Y(w); la trasformada del segundo término
2y(t)cosw,t es V(w — w,)+ Y(w+ w,)y asi sucesivamente. Esto significa que el espectro

= . . 2 . 1
de Y (w) se compone de ¥(w) repetida periddicamente con UJS.=?” radianes, o f; = P Hz. Por
] S

tanto:

Y(w) =Ti Z Y(w—nw,)

n=—oo
(1.3)
También, el intervalo de muestreo T, = ? Entonces:
&
T 1
2B
(1.4)

El nimero de muestras por segundo son llamadas frecuenda de muestreo o tasa de muestreo
y depende de la mas alta componente de frecuencia que se presente en la sefial analdgica. La
relacion de la frecuencia de muestreo y la mas alta componente de frecuencia de la sefial para
ser muestreada es regida por el Teorema de Nyquist [2]:

Sila frecuencia de muestreo, f, es superior a dos veces la frecuencia mds alta de la
componente de la sefial analdgica, w, la sefial analdgica original es completamente descrito
por éstas muestras por sisola instantdnea, es decir, f, > 2 w.

Shannon 1948 [3, 4] utilizé el teorema de muestreo para demostrar que una sefial aleatoria
limitada en banda era equivalente a la serie de sus muestras tomadas a una distancia definida
por el intervalo de Nyquist. El fue consciente del trabajo de Whittaker a quién cito.
Posteriormente, se establecieron algunas pruebas al teorema que es hoy conocido como el
teorema de muestreo de Whittaker-Kotel’nikov-Shannon (o WKS), el cual dice:

Toda funcion de una sefial f(t) definida en R estd limitada en banda dentro de un intervalo

[—w;,, w;3,] (donde w,, > 0 ) puede ser completamente reconstruida con respecto a toda t € R
b1 Wp b
. ki Rk
partiendo de sus valores muestreados f (—) que son tomados en los puntos (—) (donde
wp wh
k € Z) igualmente espaciados sobre el eje real R en términos de:

(6 = i f(k_n)sen (wpt— kn).

Wy, wyt— ki

k=—co

(1.5)



El proceso de reconstruccion de una sefial continua en el tiempo y(t), para ésta sefial, es
conocida como interpolacién. Una sefial y(t) limitada en banda para B (Hz) puede ser
reconstruida (interpolada) exactamente por éstas muestras, esto es, pasando la sefial
muestreada a través de un filtro pasabajas ideal de ancho de banda B (Hz).

1.2 INTERPOLACION

En numerosos fendmenos de la naturaleza observamos una cierta regularidad en la forma en
gue estos se producen, esto nos permite sacar conclusiones de la marcha de un fenédmeno en
situaciones que no hemos medido directamente [5].

Una funcidon de interpolacién es aquella que pasa a través de puntos dados como datos, los
cuales se muestran cominmente por medio de una tabla de valores o se toman directamente

de una funcion dada.

La interpolacidn consiste en hallar un dato dentro de un intervalo en el que conocemos los
valores de los extremos.

Los datos obtenidos mediante una medicién pueden interpolarse, pero en la mayoria de los
casos no es recomendable una interpolacién directa debido a los errores aleatorios implicados
en la medicion.

1.2.1 Planteamiento General

El problema general de la interpolacidn se nos presenta cuando nos dan una funcién de la cual
solo conocemos una serie de puntos de la misma:

(xo,-yt)); (xll y‘_L).' ey (xwyn.)J
(1.6)

y se pide hallar un punto x (intermedio de x4 y x,) de esta funcién.

Se desea, por tanto encontrar una funcion cuya grdfica pase por esos puntos y nos sirva para
estimar |os valores deseados.

La interpolacién de los datos puede hacerse mediante un polinomio, mediante funciones
spline, una funcidon racional o la serie de Fourier entre otras posibles formas [6]. La

interpolacién polinomial (ajustar un polinomio a los puntos dados) es un tema de gran
importancia, ya que un gran nimero de modelos se basan en la interpolacién polinomial.

1.2.2 Interpolacion. Eleccién de la Interpolacion mas adecuada

Consideremos una funcidn de la cual sélo conocemos una serie de puntos de la misma

(xDJyD)J (le yl)J LE] (xwyn)'
(1.7)



Deseamos encontrar la expresién analitica de dicha funcién para poder estudiarla en esos
puntos.

Ahora bien, por n + 1 puntos pasan infinitas funciones, écon cudl de ellas nos quedamos? Lo
mas légico es recurrir a la mas sendilla. La familia de las funciones mas sencillas es la de los
polinomios, por tanto buscaremos el polinomio de menor grado que pase por los 1 + 1 puntos
dados.

La funcién polindmica de menor grado que pasa por los puntos (1.7) es en principio de grado
n:

Y= apx"+-+a,x+ a
(1.8)

Y se obtiene resolviendo el sistema de 1+ 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas (sistema que
tiene soluddén Unica ya que la determinante de la matriz de los coefidentes es de
Vandermonde y por lo tanto distinto de cero).

Se le llama polinomio interpolador correspondiente a estos puntos. Una vez obtenida su
expresion dando valores en él se pueden encontrar nuevos puntos de la funcén. Los
resultados obtenidos son naturalmente estimaciones aproximadas.

La interpolacién serd lineal cuando sdlo se tomen dos puntos y cuadrdtica cuando se tomen
tres.

1.2.3 Interpolacion Lineal

Cuando las variaciones de la funcién son proporcionales (o casi proporcionales) a los de la
variable independiente se puede admitir que dicha funcidn es lineal y usar para la estimacion
de los valores la interpolacién lineal ver Figura 1.1.

'fl 3

Xo Xl X

Figura 1.1. Ejemplo grafico de Interpolacion Lineal.

Sean dos puntos (xg,¥), (x4,1) la interpolacion lineal consiste en hallar una estimacion del
valory, paraunvalorx tal quexy < x < x4.



Teniendo en cuenta que la ecuacién de la recta que pasa por esos dos puntos es:

Y1 — Yo
Y=y ="——(x — xp).

X1 —Xp
(1.9)
Obtenemos laférmula de la interpolacidnlineal:
Y1 — Yo
=y +———(x — x¢).
Y =Yo xl—xo(x Xp)
(1.10)

1.2.4 Interpolacion Polinomial

¢Pueden ajustarse tres o cuatro datos por medio de una curva? Uno de los métodos
fundamentales para encontrar una funcién que pase a través de datos es el de usar un
polinomio Figura 1.2.

Xo X1 Xz X

Figura 1.2. Ejemplo grafico de Interpolacién Polinomial.

La interpolacion polinomial se puede expresar en varias formas alternativas que pueden
transformarse entre si. Entre éstas se encuentran las series de potenda, la interpolaciéon de
Lagrange y la interpolacion de Newton hacia atrds y hacia adelante.

Un polinomio de orden N que pasa a través de N + 1 puntos es Unico. Esto significa que,
independientemente de laforma de interpolacion, todas las interpolaciones polinomiales que
se ajustan a los mismos datos son matematicamente idénticas.

En la Tabla 1.1 se observa que todos los métodos presentados tienen como comun
denominadorel uso de un polinomio que se utiliza para realizar la aproximacion.



Tabla 1.1. Comparacién entre los diferentes métodos de Interpolacion.

Esquema de Interpolacion Férmula de Interpolacién

-1

Pl = i Fi H(x - %))
=0

Interpolacion de Newton

J=0

Spline Cibico se(x)  si x€xga,]
PG) =1 510 st xelx,a]

Sa_ () siox € [x,_px,]
donde
Sl'(x)

es un polinomio cubico

En la Tabla 1.2 se describen las principales ventajas y desventajas de diversos métodos de
interpolacion. La utilizacion de uno u otro depende principalmente del objetivo a alcanzar, de
este modo siempre existira un método que se ajuste a nuestras necesidades.



Tabla 1.2. Ventajas y desventajas de los métodos de Interpolacidn.

Esquema de Interpolacion Ventajas Desventajas
.. Forma conveniente. Dificil de manejar para
Interpolacion de Lagrange . . .
Facil de programar. cdalculos manuales.
El orden del polinomio puede Se debe de preparar una tabla
Interpolacién de Newton cambiarse sin problemas. La evaluacién  de diferencias o de diferencias
de errores es facil. divididas.
Interpolacion de Lagrange  Los errores se distribuyen mas Los puntos de la malla no
mediante puntos de uniformemente que en la malla que estan distribuidos de manera
Chebyshev presenta igual separacion. uniforme.
.. . Alta precisién debidoa que el binomio Necesita valores delas
Interpolacion de Hermite . . ] ]
se ajusta también a las derivadas. derivadas.
. - . . , Se necesitan resolver
Spline cubico Aplicable a cualquier nimero de datos. . . .
ecuaciones simultdneas.
Teorema de Muestreo Alta precisién debido a su funcién No considera las propiedades
basica. estadisticas del proceso.

1.3 GENERALIZACIONES PRESENTADAS POR BALAKRISHNAN

En resumen Balakrishnan en su articulo de 1957 “A note on the sampling principle for
continuous signals” [7], realiza un analisis para procesos continuos de pardmetros estocasticos
utilizando dos métodos de muestreo basados en interpolacién. El método en este caso que
serd comprobado y del cual se presentard una generalizacidon sera el Teorema de Muestreo
desarrollado por Shannon. El punto de partida para el analisis presentado por Balakrishnan se
presentaen el siguiente teorema:

Sea x(t) — oo < t < oo un proceso estocdstico evaluado real o complejo, estacionario en el

“sentido amplio” y que posee una densidad espectral, la cual desaparece fuera del intervalo de
la frecuencia angular [—27f,, 27 f,]. Entonces x(t) tiene la representacion:

N
L n \senn(2f,t—n)
x(t) = }rﬂonZNx(ﬁ) w2 ft—m)

(1.12)
Para cada t, donde /i1 simboliza el limite en el sentido cuadratico medio.
Mas explicitamente, esto significa
N 2
_ n \sen w(2f,t —n)
lim < |x(£) — Z x| — =0.
N-E 2fy/ mQ2fyt—n)
n=-N
(1.12)

Donde se asume que todos los procesos tienen sus varianzas y sus promedios finitos. Es aqui
entonces donde se puede ver la primera diferenda con respecto al Teorema de Shannon ya
que se le da un caracter finito a ciertas caracteristicas del proceso.



Ahora bien el analisis contintia conlo siguiente:

Notamos primeramente que sin tener en cuenta la teoria estadistica de si es Gaussiano o no, la
mejor estimacién cuadrdtica media de x(t) a partir de x,, = x(nT) es lineal.

N

© = 1 Z sen(2f,t —n)
=1 _an n(2f,t —n)
n-—

(1.13)

El limite se considera al realizar el promedio estadistico de segundo orden. Ademas, como se
mostro en [7] el error cuadratico medio es cero.

Ahora bien este teorema ha sido aceptado y retomado en diversos estudios, pero a su vez
contiene algunas inconsistencias que hay que recalcar:

Sabemos que si se toma un numero infinito de muestras el error serd cero pero si en
determinado momento utilizamos solo unas cuantas, entonces la forma que tomara la
reconstrucdoén no sera la éptima.

Por otro lado, este teorema esta sujeto a la condicién de que el espectro de potenda sea
limitado no mencionando que sucede cuando esta condicion no se cumple.

Otro aspecto que hay que hacer notar es que no se menciona cdmo debe ser la funcién de
densidad de probabilidad del proceso por lo que puede entonces pensarse que este método
puede utilizarse arbitrariamente en cualquier proceso que se quiera reconstruir.



Capitulo 2

Descripciéon de parametros

utilizados en la Esperanza
Matematica Condicional

En este capitulo describimos todos los parametros necesarios para la utilizacién del método
conocido como la Regla de la Esperanza Matematica Condicional. Estos pardmetros son: la
funcdién de densidad de probabilidad (fdp), estacionariedad, la funcién de densidad espectral
de potendia, procesos gaussianos y una descripcén detallada acerca del método a utilizar.

2.1 PROBABILIDAD

Ademas de las sefiales deterministicas, otro tipo de sefiales que siempre aparecen en los
sistemas de comunicaciones son las senales aleatorias. La sefial de informacidon, una
interferencia en el canal o el ruido en un receptor son tres ejemplos de sefiales aleatorias. La
sefal de informacién tiene pulsos de voz de duracidn aleatoria y posicidon aleatoria. La sefial
interferente seria debida ala presencia cercana de otros sistemas de comunicaciones. La sefial
de ruido en el receptor seria debida al ruido térmico en resistendas y componentes del
receptor.

Por lo tanto, una sefial recibida va ser una sefial con varias componentes aleatorias. Aungue no
es posible describir este tipo de sefiales con una expresién matematica, se pueden utilizar sus
propiedades estadisticas. La disciplina matematica que trata de las medidas estadisticas se
denomina teoria de la probabilidad.

Una forma de aproximarse a la nocién de probabilidad es a través del fendmeno de
regularidad estadistica. Hay muchas situaciones en la naturaleza en las que podemos prededir
lo que va a ocurrir a partir de la experiencia previa en términos promediados, pero no de
forma exacta. Cuando la situacion se repite muchas veces podemos determinar un patrén de
resultados. Para ello se puede proceder como sigue:

1. Prescripcidn de un experimento basico.
2. Especificar todos los posibles resultados de ese experimento.
3. Repetir el experimento, n veces, bajo condicionesidénticas y observar los resultados.



Si consideramos uno de los posibles resultados de un experimento, como el evento A.
Observamos que en 1 intentos, el evento A ocurre 14 veces. Al evento A se le puede asignar
un numero no negativo denominado probabilidad de ocurrencia dado por la ecuacién (2.1)

[8].

o= s (%)

(2.1)

El evento cierto es aquel en donde 714 = n. La probabilidad del evento cierto esla unidad. Por
otra parte, el evento imposible es aquel en donde n4 = 0. Por lo tanto, la probabilidad del
evento imposible es cero. Por lo tanto la probabilidad de ocurrencia cumple con la ecuacién
(2.2).

0=P(A)=1
(2.2)

Si consideremos un experimento basico con N posibles resultados A4, A,, ..., Ay, ... Ay que son
mutuamente exclusivos. La probabilidad de todos los eventos A;, cumplen con la ecuacién
(2.3).

> 1 (24)

k=1
(2.3)

En la practica nos ocupamos normalmente del resultado de varios experimentos basicos. Porlo
tanto hay que extender la definicidn de probabilidad como la probabilidad conjunta de dos o
mas eventos. Hacemos un experimento y queremos examinar la ocurrencia del par de eventos
Ay Ben ese orden.

Seanyp el numero de veces que aparece el evento conjunto (A, B), de un total de n intentos.
La probabilidad conjunta de A y B viene dada por la ecuacién (2.4) [8].

LERC
(2.4)

Si en n intentos A ocurre ny veces y B ng veces, debido a que el evento conjunto (A, B) es
primero Ay luego B, se sigue que 14 debe induirmn,g. Es decir se cumple la ecuacion (2.5).

0=s—=<1
Ny
(2.5)

., TMAB . . .
La relacién —= representa la frecuencia relativa de ocurrencia del evento B dado que haya
nA

ocurrido A. Asi, para n grande %:3 define la probabilidad de que ocurra B dado que haya

ocurrido A.
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Esto se denomina probabilidad condicional y viene dada por laecuacion (2.6).

Nap
e [ 2 s ”ﬁ)
(s = im - | = tm
n
(2.6)

A partir de la ecuacién (2.6) se pueden deducir las expresiones de la ecuacién (2.7). Por lo
tanto, la probabilidad conjunta de dos eventos se puede expresar como el producto de la
probabilidad condicional de un evento dada la ocurrencia del otro por la probabilidad de que
ocurra este ultimo [8].

P(A,B)

P(Bl|A) = P(A)

P(A,B) = P(B|A)P(A)

P(A,B) = P(A|IB)P(B)
(2.7)

De las expresiones de la ecuacién (2.7) se puede llegar a la ecuacion (2.8) que se denomina
teorema de Bayes y que nos permite calcular P(B|A) sabiendo P(A), P(B) y P(A|B).

P(A,B)P(B)

P(BIA) = PCA)

(2.8)

Si la probabilidad de que ocurra B condicionado a que haya ocurrido A es igual a la
probabilidad de B, es dedir, si se cumple laecuacion (2.9).

P(B|A) = P(B)
(2.9)

Entonces, la probabilidad conjunta de que ocurra (A, B) es igual al producto de probabilidades
de Ay B, cumpliéndose asi laecuacion (2.10).

P(A,B) = P(A)P(B)
(2.10)

En este caso también se cumple que la probabilidad de que ocurra A condicionado a que haya
ocurrido B es igual a la probabilidad de A, segin la ecuacion (2.11).

P(A|B) = P(A)
(2.11)

Por lo tanto, la ocurrencia de un evento no nos dice nada sobre la ocurrencia del otro. Se dice
entonces que los eventos A y B son estadisticamente independientes.

-11-



2.2 VARIABLES ALEATORIAS
2.2.1 Una Variable Aleatoria

Es conveniente asodar a un experimento un espacio y los posibles resultados puntos de ese
espado. A cada resultado bdsico se le puede asociar un punto denominado punto muestra,
denotado por s. La totalidad de los puntos muestra,{s}, que corresponde a la agregacién de
todos los posibles resultados del experimento se denomina espacio muestra y se denota por 5.
Un evento corresponde a un punto del espacio o un conjunto de puntos [9].

Es conveniente utilizar el espacio muestra y pensar en el resultado de un experimento como
una variable aleatoria que puede tomar cualquier valor del espacio muestra que va a ser
determinado por el experimento.

Una funcién cuyo dominio de definicién es un espacio muestra y cuyo rango son los nimeros
reales se denomina variable aleatoria del experimento. Cuando el resultado de un
experimento es s, la variable aleatoria se denota por X(s) o simplemente X.

Se denomina variable aleatoria discreta como aquella variable aleatoria que puede tomar
Unicamente un nimero contable de ndmeros reales. Si la variable aleatoria puede tomar
cualquier valor de unintervalo es una variable aleatoria continua.

Hace falta una descripcién probabilistica de las variables aleatorias que funcione tanto para
variables aleatorias discretas como para continuas. Por ejemplo, sea la variable aleatoria X y
consideramos la probabilidad del evento X < x, es decir, P(X < x). Esto define una funcién
de la variable x segun la ecuacddn (2.12). Esta funcion se denomina funcién de distribucion
acumulativa o funcidn de distribucion de |la variable X [9].

Fe(x)=P(X = x)
(2.12)

La funcién de distribucién es una funcidn de la variable independiente x no de la variable
aleatoria X. Sin embargo, depende de qué variable aleatoria se esté considerando y por ello se
pone X como subindice. Para cada valor de x, Fy(x) expresa una probabilidad. Esta funcién
tiene las siguientes propiedades que se deducen directamente [9]:

1. Lafuncién de distribucdn Fy (x)esta acotada entre Oy 1.
2. Lla funcién de distribudén Fy (x)es mondtona no decreciente en x, es dedir se cumple
la ecuacion (2.13).

Fe(ry) = Fx(xz)  sixy <x,
(2.13)

Una funcidn alternativa que define la variable aleatoria es la derivada de la funcén de
distribuddn que se denomina funcion de densidad de probabilidad y viene dada por la
ecuacion (2.14) [8,9].

dFy (X)
dx

fre(x) =
(2.14)
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Integrando la expresién (2.14) se puede calcular la funcidon de distribucidn a partir de la
funcién de densidad de probabilidad segun la ecuacién (2.15) [8,9].

Fe(x) = f fe(ax
(2.15)

El nombre de densidad de probabilidad viene del hecho de que la probabilidad del evento
x; < X < x,sealadelaecuaddn(2.16) [8,9].

Px, <X =x,)=PX x,)—P(X < xy) = Fe(xy) — Fy (x5)

= [ feoax

L

(2.16)

Ya que resulta que Fy(=2) = 1 corresponde a la probabilidad del evento derto y Fy(—==) = 0
con la del evento imposible, se sigue la ecuacion (2.17).

f :f}f (x)dx=1
' (2.17)

Debido a que Fy(x) es mondtona no decrediente, su derivada es siempre mayor o igual que
cero. Una funcién de densidad de probabilidad es una funcién no negativa cuya drea debajo de
su curva es unitaria.

2.2.2 Varias Variables Aleatorias

A menudo el resultado de un experimento requiere el uso de varias variables aleatorias.
Consideremos el caso de dos variables aleatorias. Después se podria extender a cualquier
numero de variables aleatorias.

Consideremos las variables aleatorias X e Y. Se define la funcién de distribucion conjunta
Fy ++(x,v) como la probabilidad de que la variable aleatoria X sea menor o igual que x y que la
variable aleatoria ¥ sea menor o igual que vy. Las variables aleatorias X e ¥ pueden ser dos
variables aleatorias de una dimensidn separadas o las componentes de una variable aleatoria
de dos dimensiones. En cualquier caso, el dominio de definicién es el plano (x,y). La fundén
de distribuddn Fy s (x,y) es la probabilidad de que el resultado del experimento este en el
cuadrante acotado, que puede verse en la Figura 2.1.
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Figura 2.1. La funcidn de distribuddn conjunta es la probabilidad de que el resultado del
experimento esté en la zona acotada.

La funcién de distribucdn conjunta viene dada por laecuacion (2.18) [8,9].

Fee(x,y) =P(X =x,Y <y)
(2.18)

La funcién de distribucidon conjunta al venir definida a partir de la probabilidad conjunta, da
como resultado un valor que va a estar comprendido entre Oy 1.

Ademas resulta que Fy i-(—e2,—==) = 0, es el evento conjunto imposible y F -(e2,22) = 1, es
el evento conjunto seguro. Ademas es una funcidn definida no negativa en ambas variables, es

decir, se cumple laecuacion (2.19).

Few(xp,y) = Fey(xay)  sixg <ix;

IA

Fes(x,4) Fev(x,y,)  siy <o

(2.19)

Se define la funcion de densidad de probabilidad conjunta de X e ¥ por la ecuacién (2.20)
[8,9].

a 2 E‘f,i" (xl y)

fey(xy) = 2x3y

(2.20)
Integrando la ecuacion (2.20) respecto a ambas variables se tendrd la ecuacién (2.21) que

permite calcular la funddén de distribucidon conjunta a partir de la funcién densidad de
probabilidad conjunta [8,9].

x Ny
Fey(x,y) = f_mf_mf?,.y(x;y)dXdy
(2.21)

Puesto que la funcién de distribucidn conjunta fue definida no negativa en ambas variables se
cumple que fyy(x,¥) = 0Vx yVy.
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Ademas como Fy -(e2,2=) = 1 por la ecuadén (2.21) se cumple la ecuadién (2.22), es decir el
volumen total debajo de la curva de la funcién de densidad de probabilidad conjunta es
unitaria [8,9].

f: f_:f‘tf'(% y)dxdy = 1
(2.22)

A partir de la funcién de densidad de probabilidad conjunta se puede calcular la probabilidad
de que la variable X este comprendida entre x4 y x» y la variable ¥ entre y,e vy, usando la
ecuacion (2.23) [8,9].

Xz Yz
Plx; <X =23y <Y =y,)= f f fry(x,y)dxdy
&g YD

(2.23)

Teniendo en cuenta la ecuacion (2.24) y derivando la primera expresion respecto a x y la
segunda respecto a y se obtiene las expresiones de la ecuacion (2.25) [8,9].

= [ xm | :fsf,yu, y)dxdy

Xy
F)= | [ festnyiaxay
(2.24)

fe(x) = f_mf.ve,.sv'(% y)dy

fe(y) = meg,y(x_.y)dx
(2.25)

Las funciones fx(x) y fi-(v) de la ecuacién (2.25) se denominan densidades marginales. La
fundén densidad de probabilidad conjunta fx (%, ¥) contiene toda la informacién estadistica
sobre las variables X e ¥, sinembargo las marginales no.

Se define la funcién de densidad de probabilidad condicional de la variable ¥ sabiendo que la
variable X ha tomado el valor x por la ecuacion (2.26) [8].

fey(x.y)

fY|.s:(y|X) = fx(x)

(2.26)
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También se puede definir la funcién de densidad de probabilidad de X condicionado a ¥ segun
la ecuacion (2.27) [8].

fey(x.y)

f}ﬂy(ﬂy) = o)

(2.27)

La funcion de densidad de probabilidad condicional fy (y|x) es una funcidn de una variable
independiente que es 7y, sin embargo depende del valor de x que se considera como una
constante.

Las funciones de densidad de probabilidad condicional cumplen las propiedades tipicas de
toda funcion de densidad de probabilidad. Por ejemplo, para fy|_;g(y|x) se cumple la ecuacién
(2.28).

frixlx) = 0

f_ frix(n.x)dn
(2.28)

A partir de las ecuaciones (2.26) y (2.27) despejando la funcion de densidad de probabilidad
conjunta e igualando se llega a la ecuacidn (2.29) que es otra forma del teorema de Bayes, en
este caso para fundones de densidad de probabilidad.

fkw(ﬂﬁfr(y)

fY|.‘f(y|x) = f:!((x)

(2.29)
Si las variables aleatorias X e Y son estadisticamente independientes, el conocer el resultado

de la variable X no afecta al resultado de la variable ¥ ni a su distribucidn estadistica. Como
resultado de esto se cumple la ecuacién (2.30) [9].

fV|X(J/|X) = fr(¥)

fx|v(ﬁf|y) fx(x)

(2.30)

En este caso la funcién densidad de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X e Y se
puede poner como el producto de las densidades marginales, segun laecuacion (2.31).

f.i.’|r(x|y) = fx(x)fr(¥)
(2.31)
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2.2.3 Medias Estadisticas para una Variable Aleatoria

Ahora, se define el operador esperanza matematica para una funcion de variable aleatoria
g(X) porla ecuacion (2.32). Este es un operador lineal [9].

(=)

E[g(X)] = f 200 fe()dx

— o0

(2.32)

Primeramente, se define el momento de orden n de la distribucion de probabilidad de una
variable aleatoria X por la ecuacién (2.33) [9].

(=)

E[x"] = f 1™ fe(x)dx
(2.33)
Los momentos mas importantes son los dos primeros. Cuando n = 1 se tiene el valor medio,
media o valor esperado de una variable aleatoria X que viene dado por la ecuacién (2.34). La

media se puede entender graficamente como el centro de gravedad de la funcién de densidad
de probabilidad.

(=]

mg = E[X] = f xfy(x)dx

(2.34)
En el caso de que 1 = 2 tenemos el valor cuadratico medio de la variable aleatoria X dado por
la ecuacion (2.35).

(=)

E[Xx?] = f_mxzfx(x)dx
(2.35)

Por otra parte, se define el momento centrado de orden n de la distribucidon de probabilidad
de unavariable aleatoria X por la ecuacién (2.36).

E[(X —mg)"] = f (x —mg)" fi(x)dx
(2.36)
Para n = 1 el momento centrado es cero. El momento centrado mas importante es cuando

n = 2 que se denomina varianza de la variable aleatoria y viene dada por la ecuacién (2.37)
[9].

g2 =Var[X] = E[(X —myg)?] = f (x —myg)?fe(x)dx
(2.37)
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La raiz cuadrada de la varianza, oy, se denomina desviacién estandar de la variable aleatoria.

La varianza nos da una medida del ancho efectivo de la fundén de densidad de probabilidad en
torno a la media.

La media yla varianza nos dan una descripcon de la distribucon de la probabilidad.

La varianzay el valor cuadratico medio estdn relacionados segun laecuacién (2.38) [9].
o2 = E[X? —2m,X+mZ]
= E[X?] — 2mgE[X] +m§

= E[X?] —m3
(2.38)

Solo en el caso de que la media sea cero, la varianza y el valor cuadratico medio coinciden,
segun la ecuadon (2.39).

o2 = E[X?],paramg =0
(2.39)
2.2.4 Medias Estadisticas Conjuntas
Ahora, consideremos las variables aleatorias X e Y. Por lo tanto, se define el momento

conjunto de orden j, k, como el valor esperado de X*¥7 para j y k enteros. Esto estd dado por
la ecuacién (2.40).

slxve] = [ } | YR ey (xy)dxdy
(2.40)

El mas importante de los momentos conjuntos es el de orden 1, 1, que se denomina
correlacion y viene dado por la ecuacién (2.41).

Corr[%,7] = E[x7] = f f xyfxr(y)dxdy
= (2.41)

Se define el momento conjunto centrado de orden j, k como el momento conjunto de las
variables centradas (X — my) e (¥ — my). Viene dado por laecuacion (2.42).

B —mi(T=m = [ [ (e meYi = my)efi G )anay
(2.42)
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El momento centrado mas importante, es el de orden 1, 1, que se denomina covarianza y
viene dado porla ecuacidn (2.43).

Cov[X,Y] = E[(X —myg)(Y —my)]

- .’; ,’: (x —mg)(y — my)fey(x,y)dxdy
(2.43)

Desarrollando la ecuacion (2.43) se llega a la ecuacién (2.44) que nos da la relacion entre la
covarianzay correladén.

Cov[X,¥Y] = E[(X — mg)(Y —my)
= E[XY] — E[X]my — mgxE[Y] + mgmy

= Corr[X, Y] —mymy
(2.44)

Si alguna de las medias de X oY, son cero o ambas, la correlacidn y la covarianza son iguales.

Si f{é y 0,5 son las varianzas de X e Y respectivamente, la covarianza normalizada a 630y, se
denomina coeficiente de correlacion y viene dado porla ecuacién (2.45).

_ Cov[X,Y]
OxOy
(2.45)

Dos variables aleatorias no estan correlacionadas siy solo si su covarianza es cero. Tal como se
observd en la ecuacién (2.46).

X eYnocorrelacionadas & Cov[X,¥] =0 - E[X, V] =mymy
(2.46)

Se dice que dos variables aleatorias X" e ¥ son ortogonales, si y solo si su correlacion es cero.
Esto cumple con laecuacidn (2.47).

X eY ortogonales & Corr[X,¥] =0
(2.47)

Se puede ver que si alguna de las medias de X o ¥ son cero o ambas cuando X e ¥ son no
correladonadas, entonces se dice que X e Y son ortogonales.

Si X e Y son estadisticamente independientes entonces son no correlacionadas. Sin embargo,
si X e Y son no correlacionadas no tienen porque ser independientes. Por lo tanto, la no
correladdn es una condicidn necesaria para la independencia, pero no suficiente. De aqui se
tiene la ecuacion (2.48).

X eY son independientes &  Cov[X,Y] =0
(2.48)
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2.3 SENALES ALEATORIAS
2.3.1 Definicion

Realizar un andlisis estadistico de sefiales aleatorias como voz, televisién, sefiales digitales de
datos, ruido eléctrico, entre otras tiene un papel muy importante en el campo de las
comunicaciones [10].

De manera general, todas estas sefales aleatorias tienen dos caracteristicas:

1. Son funciones del tiempo definidas dentro de un intervalo de observacion.
2. Son sefiales aleatorias en el sentido de que antes de realizar el experimento no es
posible describir suforma exacta.

Al describir una sefial aleatoria se puede ver que cada punto muestra del espacio muestra es
una funcién del tiempo.

El espacio muestra o el conjunto total de las funcdones posibles del tiempo se denomina
proceso estocastico o aleatorio.

Si suponemos que tenemos definida una distribuciéon de probabilidad sobre conjuntos del
espacio muestra, se puede hablar de probabilidad de eventos. Segln esto se define un proceso
estocastico o una sefial aleatoria como un conjunto de fundones del tiempo, junto con unas
reglas de probabilidad que asignan una probabilidad a cualquier evento significativo asociado
con la observacion de una de esas funciones.

Un proceso estocastico se denota por X(t)y representa una posible realizacién del conjunto de
funciones muestra {xj(t)} para j = 1,2, ..,n. Consideremos el espacio muestra ejemplo que
puede verse en la Figura 2.2 [10].

‘_XJ(I)
/\ HA A/\.
VA A

IRV
,.x”(t)

"\
/\\ Al [\ f{
\/ \f t .\/{ ta l\\\j/ t

Figura 2.2. Ejemplo grafico de una sefial aleatoria.
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La sefial x,(£) tiene una probabilidad de ocurrencia P(s,) y corresponde al punto muestra s;
del espacio muestra 5. Del mismo modo se puede decir del resto de las funciones
x5(t), .., x,(£). El conjunto de todas las funciones con sus probabilidades asociadas
representa la sefial aleatoria. Si ahora observamos el valor para cada posible resultado del
experimento en el instante £ = t; se tiene {xj(tl)} para j = 1,2, ..,n. Debido a que cada
punto muestra s; del espacio muestra 5 en t; tiene asociado el numero xj(tl) con
probabilidad P(sj), el conjunto de numeros {xj(tl)} para j = 12,..,n, es una variable
aleatoria. Esta variable aleatoria se denota por X(t,). Si ahora fijamos otro instante de tiempo
t = t,, se obtendrd otro conjunto de puntos y por lo tanto otra variable aleatoria X(¢t,). El
conjunto de puntos en este caso {xj(tz)} tiene las mismas probabilidades que antes P(sj), lo

gue cambia es el conjunto de valores que puede tomar la variable aleatoria, que van a ser
distintos [10].

Para cada instante fijado, el proceso estocastico X(t) define una variable aleatoria. Una vez
gue se conoce el proceso estocastico, lo que se tiene es una funcién deterministica del tiempo.
Por ejemplo, si tras la realizacién del proceso estocastico a ocurrido sy, lo que se tiene es la
fundén del tiempo x,(£).

En el caso de unavariable aleatoria el resultado del experimento era un nimero real, mientras
que en el caso de un proceso estocastico el resultado del experimento es una funcién del
tiempo.

Por definicidn un proceso estocastico X(t) implica |a existencia de infinitas variables aleatorias
no contables para cada instante del tiempo fijado t en el intervalo —oo < t < oo,

Es posible hablar de la funcién de distribucion de la variable aleatoria X(t,) obtenida a partir
del proceso estocastico X(t) fijandot = t; segliinla ecuacién (2.49).

Fy(r)(x1) = P(X(t1) < x4)
(2.49)

De manera mas general, para k instantes de tiempo elegidos t,, £, ty, se definen k variables
aleatorias X(t,),X(t,),..,X(t;,) del proceso estocastico X(t). Se puede ahora definir la

funcién de distribucién conjunta de esas k variables aleatorias segln laecuacién (2.50).

Fe(ey) o Fr(eg) (n e x3) = P(X(81) < 2y 0 X(82) = x3)
(2.50)

Como toda funcién de distribucidn, su valor esta comprendido entre 0y 1y es una funcién
mondtona no decreciente en cada una de las k dimensiones.
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Por conveniencia se puede utilizar notacién matricial. Siguiendo el convenio de utilizar negrita
para matrices y vectores, si se define el vector de k variables aleatorias X(t) definido por la
ecuacion (2.51) y el vector de k variables independientes x definido por la ecuacidn (2.52), la
funddén de distribuddn dada por la ecuacion (2.50) se puede poner de forma simplificada
como Fg ()(x).

X(t1)
X(t3)
X(t) =

X(t:)
(2.51)

%
(2.52)
Para cada punto muestra particular s; las componentes del vector X(t) representan los valores

de la funddn x;(t) en los instantes £y, t, ..., t;. La funcion de distribucion conjunta Fi ()(x)
depende del proceso aleatorio X(t) y del conjunto de instantes {sj}para j=12.,k.

También se puede definir la funcién densidad de probabilidad conjunta de X(t) segun la
ecuacion (2.53). Como toda funcién densidad de probabilidad su valores mayor o igual que Oy
tiene volumen k-dimensional unitario.

fe(n(x) =
(2.53)

2.3.2 Estacionariedad

Consideremos el conjunto de instantes &,t,,..,t, y el proceso estocastico X(t). Una
caracterizaciéon completa del proceso estocastico X(t) nos permitiria conocer la funcién de
densidad de probabilidad conjunta fy(;)(x). El proceso estocastico X(t)se dice que es
estacionario en sentido estricto o estrictamente estacionario si la funcdén de densidad de
probabilidad conjunta es invariante bajo desplazamientos del origen de tiempos, es decir, se
cumple la ecuacion (2.54) para cualquier conjunto finito de instantes {tj} conj=12,..,ky
para cualquier desplazamiento temporal T [10,11].

free) (%) = fr(ear)(%)
(2.54)
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El vector aleatorio X(¢t) se obtiene observando el proceso estocastico X(t) en los instantes de
tiempo ty, t,,..., t,. De forma andloga el vector X(t + T) se obtiene observando el proceso
estocastico X(t) en losinstantes de tiempo (¢, + T), (¢, + T) ... (£, + T).

Los procesos estocdsticos estacionarios son de mucha importancdia por dos razones:

1. Se encuentran muy a menudo en la practica de forma exacta o aproximada. En general
no es necesario que el proceso estocdstico sea estacionario en todo el intervalo
—oo < £ < o, sino sélo en el intervalo particular de observacién.

2. Muchas propiedades importantes de los procesos estocasticos se encuentran a partir
de sus momentos de orden 1y 2. Por lo tanto, es muy facil desarrollar una teoria
simple pero muy Util para este tipo de procesos.

Los procesos estocasticos que no cumplen la ecuacidn (2.55) para cualquier conjunto finito de
instantes {tj}con j=12,.., k,ypara cualquier desplazamiento temporal T, se dicen que son
no estacionarios.

2.3.3 Media, Correlacién y Covarianza

En muchos casos no es posible determinar la distribucidon de probabilidad de un proceso
estocastico. Nos debemos conformar con una descripcidon parcial de la distribucién del
proceso. La media, correlaciéon y covarianza nos dan una descripcién a groso modo de nuestro
proceso estocastico.

Sea un proceso estocastico real X(t). Se define la media como la funcién deterministica del
tiempo dada por la ecuacién (2.55), donde E es el operador esperanza matemdtica y X(t;,) es
la variable aleatoria obtenida observando el proceso X(t) en t = t;, [10].

my(t,) = E[X(t)]
(2.55)

Si la fundén de densidad de probabilidad de X(t;.) es fy(s,)(x), la media se puede calcular
segun la ecuacién (2.56).

(==}

myg (&) Zf X fio() (D) x

(2.56)

Se define la autocorrelacién del proceso X(t) como una funcién de dos variables temporales
£ y t; dada por la ecuacién (2.57) [10].

Re(tt) = B EX ] = | | wvfcaseotoyiaray
(2.57)
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En el caso de que t;, = £;, se tiene el valor cuadratico medio del proceso estocdstico que es
una funcién de una variable temporal como puede verse en la ecuacién (2.58).

[==]

Relt 8= ER(6)] = | 2o ()ax

(2.58)

Se define la autocovarianza del proceso X(t) como una funcién de dos variables temporales t;,
y t; dada por la ecuadién (2.59).

Kg(t,t;) = E[(X(£) — mg(6))(X(£) — mg(ty)]
= ]; f_ (x - ”l.‘:‘(tk )) (y - 7”.‘:‘(ti))f:5f(tk),.‘:(r,-) (x, y)dXdy
(2.59)

En el caso de que £, = £; se tiene la varianza del proceso estocdstico, que es una funcién de
una variable temporal como puede verse en laecuacion (2.60).

Var(X(t,)] = 05 (t) = Ke (£ tie)
=F [((X(tk) - mx(tk)))z] = f_ (x - mx(tk))zfg(tk) (x)dx
(2.60)

Se puede dedudir de las ecuaciones (2.57) y (2.59) una relacién util dada porla ecuacién (2.61).

Ky (£, t;) = Rg(ty, t;) — myg(t Img(t;)
(2.61)

En el caso de que la media del proceso estocdstico sea siempre cero, la fundén de
autocorrelacién y la de autocovarianza coincidiran.

Ademas de las ecuaciones (2.58) y (2.60) se puede deducir otra relacion util dada por la
ecuacion (2.62).

o (t) = E[X?(£)] — mi()
(2.62)

En el caso de que la media del proceso estocastico sea siempre cero, la varianza y el valor
cuadratico medio coincidiran.
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Para procesos estocasticos estacionarios en sentido estricto’, las expresiones anteriores
toman formas simplificadas. La media no depende del instante de tiempo considerado, sino
gue es constante, segln laecuacion (2.63).

mg(t,) =myg Vi,
(2.63)

La autocorrelacion depende sélo de la diferencia de tiempos 7 = ¢;, — £; segun la ecuacién
(2.64).

Ry (t.t;) = Ry (t.—t;) = Ry (1)
(2.64)

Igual ocurre con la autocovarianza que solo depende de la diferencia de tiempos 7 = £, — ¢;
segun la ecuacion (2.65).

Ke(ty.,t;) = Ky (6, —t;) = Kg (1)
(2.65)

Las tres condiciones anteriores son necesarias pero no suficientes para que un proceso
estocastico sea estadonario en sentido estricto. Para un proceso que cumple lo anterior y que
no es estacionario en sentido estricto se dice que es estacionario en sentido amplio’. La
estacionariedad en sentido amplio es una condicion mas débil que la estacionariedad en
sentido estricto. Todo proceso estacionario en sentido estricto lo es también en sentido amplio
pero no al revés.

Entonces en el caso estacionario la autocorrelacion se puede calcular utilizando la ecuacién
(2.66), mientras que la autocovarianza se calcula usando la ecuacion (2.67).

Ry(7) = E[X(t + 0)X(¢)] = E[X(£)X(t — )]
(2.66)

Ko () = E[(X(t + 1) — mg)(X(£) — my)]

= E[(X(t) —mg)(X(t— 1) —myg)]
(2.67)

Se puede deducir de las ecuadiones (2.66) y (2.67) una relacién util dada porla ecuacién (2.68).

Ky(7) = Ry(7) — mff
(2.68)

En el caso de que la media del proceso estocastico sea cero, la funcidn de autocorrelacidony la
de autocovarianza coinddiran.

1 : S I
Proceso en el cual se necesitan evaluar, tanto sus momentos iniciales como centrales para describirlo.
Proceso en el cual sélo necesitamos evaluar su funcién media, su varianza y su funcidon de covarianza

para describirlo.
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Considerando la ecuacion (2.68) en el origen se obtiene la ecuacién (2.69).

oi = E[X?] —m3
(2.69)

En el caso de que la media del proceso estocdstico sea cero, la varianza y el valor cuadratico
medio coincidiran.

La funcidon de autocorrelacidon en el caso de estacionariedad en sentido amplio tiene las
siguientes propiedades [10,11]:

1. El valor cuadratico medio del proceso estocastico es una constante que no depende
del instante considerado y se puede obtener a partir del valor de la autocorrelacidon en
el origen segun la ecuacion (2.70).
Es equivalente a la potencia media de la sefial.

R4(0) = E[X?] nodependedel tiempo
(2.70)

2. Laautocorrelacidn es una funcién par de T segunla ecuacion (2.71).

Ry(7) = Ry(—1)
(2.71)

3. Laautocorreladon esta acotada por el valor en el origen, segin la ecuacion (2.72).

R (0) = |R: (D)
(2.72)

La funcién de autocovarianza en el caso de estacionariedad en sentido amplio tiene las
siguientes propiedades:

1. La varianza del proceso estocastico es una constante que no depende del instante
considerado y se puede obtener a partir del valor de la autocovarianza en el origen

segun la ecuadén (2.73). Es equivalente a la potencia media AC de la sefial.

K¢(0) =02 nodependedel tiempo
(2.73)

2. Laautocovarianzaes unafuncén par de 7 segun la ecuacion (2.74).

Ky (1) = Ky (-2
(2.74)

3. Laautocovarianzaesta acotada porel valor en el origen, segun laecuacion (2.75).

K (0) = |Kx(2)]
(2.75)
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4. Existe unafundén de Covarianza Normalizada Ry (7) (2.76).

Kx(7) _ Ky (7) _ Ky (7) _
Kg(0) o2(6) o

Ry (l’)
(2.76)

El significado fisico de la autocovarianza nos da la interdependencia de dos variables aleatorias
obtenidas a partir de un proceso estocastico X(t)en dos instantes de tiempo separados 7. Si el
proceso estocastico X (£) cambia muy rapidamente con el tiempo, mas rapidamente decrece la
fundén de autocovarianza a partir del maximo Ky (0). En el caso de que el proceso cambie
lentamente, la autocorrelacion decrece mas lentamente [10].

El tiempo de descenso se caracteriza por 7, o tiempo de correlacion. Se define para un
proceso estacionario en sentido amplio X(t) como el tiempo que pasa hasta que el valor de la
autocovarianza Ky (7) tiene un valor no mayor del 1% de su valor maximo K (0) (2.77) [10].

.= | IRx(DldT
/
(2.77)

Sean dos procesos estocasticos X(t) e Y(t)cuyas fundones de autocorrelacion son R, (£, t,)y
Ry (t,,t,) respectivamente. Se definen las fundones de correlacién cruzada de X(t) e Y(t)
segun las ecuaciones (2.78) y (2.79) [10].

Rey(tu) = E[X(£)Y ()]
(2.78)

Ryx(t,u) = E[Y(£)X(w)]
(2.79)

En el caso de que £ = u las dos funciones de correlacidon cruzada coinciden y son igual a la
correladén de los procesos X(t) e Y(t)que depende del instante de tiempo considerado segun
la ecuacion (2.80).

Ryo(t,t) = Ryx(t,t) = Corr[X(t), Y(£)]
(2.80)

Todas las propiedades de correlacidn se pueden colocar de forma matricial seglin la ecuacion
(2.81). Dicha matriz se denomina matriz de correlacién de los procesos X(t) e Y(t)y es una
matriz de funciones de dos dimensiones temporales [10].

R.‘f(tJu) R_;;y(t,u)

R(t,u) = ve(t1)  Ry(tu)

(2.81)
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En el caso de que t = « la matriz de correlacidn tiene la expresion de la ecuacion (2.82). En
este caso es una matriz de funciones de una variable temporal y es simétrica.

_ E[X2(t)] Corr[X(t), Y(1)]
REO = comix(e), (] BV ()]

(2.82)

Si la matriz de correlacidn puede ponerse en funcidn de la diferencia de tiempos T =t —u la
ecuacion (2.81) pasa a ser la ecuacion (2.83), la cual es una matriz de funciones de una variable
temporal [10].

Ry (1) Ryy()
R@ =30 Ry(o)

(2.83)

En este caso X(t) e Y(t) son estacionarios en sentido amplio puesto que las funciones de
autocorrelacion dependen de 7. Ademas resulta que las fundones de correlacion cruzada
dependen sélo de la diferencia de tiempos T = £t — 1. En este caso se dice que los procesos
X(t) e Y(t) son estadionarios en sentido amplio de forma conjunta.

La matriz de correladén de la ecuacion (2.83) considerada en el origen, tiene la forma de la
ecuacion (2.84) que es una matriz de constantes y simétrica. Esta matriz es la versidn
estacionaria de laecuacion (2.82).

E[X?] Corr[X, Y]

R(&,6) = Corr[x,Y]  E[V?]

(2.84)

La funcién de correlacidon cruzada en el caso estacionario cumple las siguientes propiedades
[10]:

1. Secumple la ecuacidn(2.85).

RXV(T ) = RXY(_T)
(2.85)

2. El valoren el origen de la correlacién cruzada es igual ala correlacién que para el caso
estacionario es una constante, segun la ecuacion (2.86).

R4 (0) = Ry(0) = Corr[X,¥Y] nodependedel tiempo
(2.86)

Sean dos procesos estocasticos X(t) e ¥(t)cuyas funciones de autocovarianza son K, (t, 1)y
Ky (t,u) respectivamente.
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Se definen las funciones de covarianza cruzada de X(t) e Y(t) segun las ecuaciones (2.87) y
(2.88).

Kop(tu) = E[(X(t) - m_;f(t)) (Y(u) - my(u))]
(2.87)

Koo (tu) = E[(Y(t) - 771y(t)) (X(u) — mx(u))]
(2.88)

En el caso de que £ = u las dos funciones de covarianza cruzada coinciden y son igual a la
covarianza de los procesos X(t) e Y(t)que depende del instante de tiempo considerado segin
la ecuacién (2.89).

Kep(t, t) = Kpg (8,8) = Cov[X(t), Y(£)]

= E[(%(t) — mg(£))(Y(£) — my(2))]
(2.89)

Todas las propiedades de covarianza se pueden colocar de forma matridal segln la ecuacion
(2.90).

Ke(tu) Kep(t)
K(tu) = K;;(t,u) }(}:(t,u)

(2.90)

Dicha matriz se denomina matriz de covarianza de los procesos X(t) e Y(t)y es una matriz de
funciones de dos dimensiones temporales.

En el caso de que t = u la matriz de covarianza tiene la expresidon de la ecuacion (2.91). En
este caso es una matriz de funciones de una variable temporal y es simétrica.

I ek®  covlx(@),7(e)]
Ko e) = [m[xa),mn o2(t) }
(2.91)

Si la matriz de covarianza puede ponerse en funcién de la diferencia de tiempos T =t —u la
ecuacion (2.90) pasa a ser la ecuadén (2.92), que es una matriz de funciones de una variable
temporal.

. Kx(z)  Kgy(2)
}{('L_) = }(:Y (7.') }(?:.(7.')

(2.92)
En este caso X(t) e Y(t) son estacionarios en sentido amplio, probado que la media sea
constante, puesto que las funciones de autocovarianza dependen de 7. Ademas resulta que las

funciones de covarianza cruzada dependen solo de la diferencia de tiempos 7=t —u, es
decir, los procesos X(t) e Y (t) son estacionarios en sentido amplio de forma conjunta.

-29-



La matriz de covarianza de la ecuacion (2.92) particularizada en el origen tiene la expresion de
la ecuacion (2.93) que es una matriz de constantes y simétrica. Esta matriz es la version
estacionaria de laecuacion (2.91).

o7 Cov[X,Y]

x(0) = '
(©) Cov[X,Y] oy

(2.93)
La funcién de covarianza cruzadaen el caso estacionario cumple las siguientes propiedades:

1. Secumple la ecuacién (2.94).

Kyy(7) = Kyp(—17)
(2.94)

2. El valor en el origen de la covarianza cruzada es igual a la covarianza que para el caso
estacionario es una constante, segun la ecuacion (2.95).

Kev(0) = Ky (0) = Cov[X, Y] nodependedel tiempo
(2.95)

La relacidon entre la covarianza cruzaday la correlacidn cruzada para dos procesos estocdsticos
X(t) e Y(£) puede verse enlas ecuaciones (2.96) y (2.97).

Koo (t, 1) = Rep(t, 1) — myg(D)my (1)
(2.96)

Kyy (£ u) = Ry (K1) — my()mg(w)
(2.97)

En el caso de que algunas de las medias o las dos sean siempre cero la covarianza cruzaday la
correladién cruzada coinciden.

Las ecuaciones (2.96) y (2.97) para el caso en que t = 1 dan como resultado la ecuacién (2.98).

Cov[X(t),Y(£)] = Corr[X(t), Y(£)] — my(t)my(t)
(2.98)

En el caso de que alguna de las medias o las dos sean siempre cero la covarianza y la
correlacién coinciden.

En el caso estacionario en sentido amplio la relacddn entre la covarianza cruzada vy la
correlacion cruzada puede verse enlas ecuadiones (2.99) y (2.100).

Kyy(7) = Ryy(7) — mymy
(2.99)

Kyg(7) = Ryx(7) —myimg
(2.100)
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En el caso de que algunas de las medias o las dos sean cero la covarianza cruzada y la
correlacion cruzada coinciden.

Las ecuaciones (2.99) y (2.100) particularizadas en el origen dan como resultado la ecuacién
(2.101).

Cov[X,¥Y] = Corr[X, Y] — mymy
(2.101)

En el caso de que alguna de las medias o las dos sean cero la covarianza y la correlacién
coinciden.

También puede ponerse una expresién que relaciona la matriz de covarianza y la matriz de
correlacion seglinla ecuacion (2.102).

myg(Omg(u) mg(E)my(u)

K(t,u)=R(tu) = [’Hly(t)”l_\’(u) ’Hly(t)'"ly(u)

(2.102)
La ecuacion (2.102) en el caso estacionario, es la ecuaciéon (2.103).
mi  mgm
K@) =R(»)=| * o
MyMyg My
(2.103)

En el caso de que alguna de las medias o las dos sean siempre cero, la matriz de correlacidony
la matriz de covarianza seran iguales.

2.4 DENSIDAD ESPECTRAL DE POTENCIA

2.4.1 Definicion

Por definicidn la respuesta al impulso de un sistema es la transformada de Fourier de la
funcién de transferencia segun la ecuacion (2.104) [10].

W(zy) =f H(f)e(fz’”fﬁ)df
(2.104)
La densidad espectral de potencia es otro parametro muy importante que nos ayuda a
describir la propiedad estadistica de los procesos aleatorios. Este pardametro define como se

lleva a cabo la distribucidon de potencia en cada armdnico del proceso aleatorio en funcion de
la frecuenda.
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La funcidn de autocovarianza y la densidad espectral de potencia estan relacionadas por la
transformada de Fourier. A esta relacién se le conoce como teorema de Wiener-Khintchine
(2.105).

1 .
K@ =5 [ se(Nerde

(==}

So(f) = f Ko (e~ dr

(2.105)

Es importante que la funcién de Densidad espectral de potencia Sy(w), represente la
distribucion de potencia de cada realizacion del proceso aleatorio.

2.4.2 Propiedades

1. La densidad espectral de potenda S5y (f) y la fundén de autocorreladén Ry(7) de un
proceso estacionario en sentido amplio forman un par transformado de Fourier segln
las ecuadones (2.106) y (2.107). Esas ecuaciones reciben en nombre de relaciones de
Wiener-Khintchine y son similares a las definidas para sefiales de potencia periddicas.
Por lo tanto, si se conoce la densidad espectral de potencia se puede calcular la
autocorrelaciéon y viceversa. Es decir la funddén de autocorrelacién y la densidad
espectral de potencia son equivalentes: una nos da la representacién del proceso en el
dominio del tiempo y la otra en el dominio de la frecuendia. En la practica se utiliza
mas la densidad espectral de potendia [10,11].

Sx(f) = f Ry()e(-i2m/ D) gr
(2.106)

(=]

R() = f Se(Felizro gr
(2.107)

2. El valor a frecuenda cero de la densidad espectral de potencia de un proceso es igual
al area bajo la curva de la autocorrelacién segun la ecuaddn (2.108). Se demuestra de
forma inmediata hacdendo f = 0 en la ecuadidn (2.106) [10,11].

5%(0) =f_ Ry(Ddr
(2.108)
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3.

El valor cuadratico medio de un proceso es igual al drea bajo la curva de la densidad
espectral de potencia seglin la ecuacidn (2.109). Se demuestra de forma inmediata

haciendo T =0 en la ecuacién (2.107) y teniendo en cuenta que Ry(0) = E[X?]
[10,11].

Bk = [ sy(las

(==}

(2.109)

La densidad espectral de potencia es una funcidon par de la frecuencia segun la
ecuacion (2.110) [10,11].

Se(=f)=S5x(f)
(2.110)

Para probar esta propiedad se sustituye f por —f en la ecuacion (2.106) dando lugar a
la ecuacién (2.111).

S¢(=f)= f_ R_Y(T)Q(J'Zﬂf‘r) dr

(==

(2.111)

Haciendo el cambio de variable 7 por —7 en la ecuacién (2.111) y teniendo en cuenta
que Ry(z) es una fundén par, se tiene la ecuadén (2.112), con lo que queda
demostrada la propiedad.

Sg(—f) = f Rg(0)e =72 dr = 54(f)
(2.112)

La densidad espectral de potendia es siempre una funddén definida no negativa segin
la ecuacién (2.113) [10,11].

S¢(f)=0paraf
(2.113)

Para probar esta propiedad definimos un sistema cuya respuesta en amplitud viene dada por
la ecuacion (2.114).

1
NS AR
G

1
0 |fxfl< EAf
(2.114)
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También puede verse graficamente en la Figura 2.3, donde Af se supone que es muy pequefio
[10].

1 1H®
== 41 e

Figura 2.3. Respuesta en amplitud del sistema H(f).

Si X(t) es la sefial de entrada a ese sistema e Y(t) la salida, el valor cuadratico medio de la
salida viene dado por la ecuacion (2.115).

E[y?] = f H(OI2S5(f)df
(2.115)

. 1 . :
En los intervalos |f £ f;| <-Af, donde la respuesta en amplitud del sistema es un valor

unitario, puesto que Af se supone que es muy pequefio se puede hacer |la aproximacién dada
porlaecuadon (2.115).

1
Se(f)2s5e(f) Ifxfl< EAf
(2.116)

Teniendo en cuenta ahora las ecuaciones (2.115) y (2.116) el valor cuadrdtico medio de la
salida viene dado por la ecuacién (2.117) [10].

E[Y?] 2 2Af5.(f.) Y1,
(2.117)

Puesto que el valor cuadratico medio representa la potencia media de la salida y la potenda
siempre toma valores positivos, y puesto que Af es positivo de la ecuacion (2.117) se deduce
que 5,(f,) =0, y como eso se cumple para cualquier frecuenda f, queda demostrado que la
densidad espectral de potencia es una funcién no negativa de la frecuencia.
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2.5 TRANSMISION DE UNA SENAL ALEATORIA A TRAVES DE UN
SISTEMA LINEAL INVARIANTE EN EL TIEMPO

Supongamos que un proceso estocastico X (t) se aplica a la entrada de un sistema LTI (Linear
Time-Invariant) de respuesta al impulso k(t), dando lugar a la salida otro proceso estocdstico
Y(t), segun la Figura 2.4 [10].

X(t) Respuesta al Y(t)
impulso
—_— ——

h(t)

Figura 2.4. Transmision de una sefial aleatoria a través de un sistema LTI.

En general es dificil conocer la funcién de distribucién de ¥Y(t), incluso cuando la fundén de
distribuddn de X (t) estd completamente especificada para —ee < t < oo,

Lo que se pretende entonces es determinar la media y la autocorrelacion del proceso de salida
a partir de la media y la autocorrelacidn del proceso de entrada.

La media de la salida se puede calcular segun la ecuacion (2.118), puesto que el proceso de

salida se puede calcular a través de la integral de convolucién en el dominio del tiempo del
proceso de entraday la respuesta al impulso del sistema [10].

my(t) = E[Y(t)] = E U r(D)X(t — r)dr]
(2.118)
Suponiendo que la media de X(t) es finita para todo t y que el sistema es estable, se puede
intercambiar el orden de la esperanza matematica y la integral obteniéndose la expresion de la

ecuacion (2.119).

Es decir la media de la sefal de salida es igual a la convoluddn de la media de la seiial de
entrada conla respuesta al impulso del sistema [10].

g (£) = f OER(E - Dlde

= f h(t)mg(t—)dt = h(t) * mg(t)
(2.119)

En el caso de que X () sea estacionario en sentido amplio, la media del proceso de entrada no
depende del tiempo, sino que es una constante.
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En ese casola ecuaddn (2.119) pasa a ser la ecuacion (2.120) [10].

My =My = f h(t)dt = H(0)my
(2.120)

La media de la seiial de salida también es constante e igual al producto de la media de la sefial
de entrada con el valor de |la funcidn de transferencia del sistema en el origen.

Veamos que ocurre ahora con la autocorrelacién de la sefial de salida Y(£), con la ecuadén
(2.121) [10].

Ry(t,u) = E[¥ ()Y (w)]

(==

=E Umh(n)){(t— -rl)drlf W)X (u — 72)d T,

(=) —Gao

(2.121)

Si el valor cuadratico medio de la sefial de entrada es finito para cada instante de tiempo £ty el
sistema es estable se puede intercambiar el orden de la esperanza matematica y las integrales
conrespectoaty y T, Yy se realizael siguiente desarrollo (2.122) [10].

(=)

Ry (tu) = f drn(zy) f T (e EIR(E = 1)K Gt — 72)]

—ao

= f d‘flh(ﬁ)f dtoh(t2)Re(t— T, u — 75)

= Ry (tu) * h(t) * h(w)
(2.122)

La autocorreladdén de la sefial de salida se puede calcular como la convolucién de la
autocorrelacion de la sefial de entrada con la respuesta al impulso en £y con la respuesta al
impulso en u.

En el caso de que el proceso estocastico de la entrada sea estacionario en sentido amplio su
autocorrelacion va a depender de la diferencia de tiempos T = £ — 1 y por lo tanto la ecuacién
(2.122) pasa a serla ecuacién (2.123). Donde se observa que, la autocorrelacion de la sefial de
salida se puede calcular como la convolucidn de la autocorrelacidn de la sefial de entrada con

la respuesta al impulsoen Ty con la respuesta al impulso en -7 [10].
R(7) = f f h(t )h(t7)Rx(z— 7y + 75)dTidT,

= Ry(z) x h(z) * h(—1)
(2.123)
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.120) y (2.123) resulta que la media de la sefial de salida
es constante y la funcidn de autocorrelacién depende Unicamente de la diferencia de tiempos
T =t —u, se puede dedudr entonces que si un proceso estocdstico estadonario en sentido
amplio es la entrada a un sistema LTl y estable, la salida va a ser otro proceso estacionario en
sentido amplio cuya media viene dada por la ecuaddn (2.120) y cuya funddn de
autocorrelacion por laecuacion (2.123).

Si lo que se desea ahora es calcular la correlacién cruzada entre la sefial de entrada X(t) y la
sefial de salida Y (¢)se tendra la ecuacion (2.124).

Reo(t,u) =EX()Y(W)] =E [X(t)]: h(z )X (u—1)dt,
(2.124)

Si el valor cuadratico medio de la sefial de entrada es finito para cada instante de tiempo ty el
sistema es estable se puede intercambiar el orden de la esperanza matematica y la integral
con respecto a7 dando el desarrollo de la ecuacién (2.125). La correlacién cruzada de la seial
de entrada con la de salida se puede calcular como la convolucién de la autocorrelacion de la
sefial de entrada con la respuesta al impulsoen w.

(=]

Rey(610) = f Rz EX(OX(u — )ldz,

—Gco

= f h(t)Rg(t,u — 7 )dTy = Ry(t,u) * h(u)
” (2.125)

En el caso de que se quiera la correlacion cruzada de la seial de salida con la de la entrada
siguiendo el mismo razonamiento que para las ecuaciones (2.124) y (2.125), se tiene la
ecuacion (2.126). La correladdn cruzada de la sefial de salida con la de entrada se puede
calcular como la convolucién de la autocorrelacion de la sefial de entrada con la respuesta al
impulso en£.

Ri’.‘f(t;u) = R.‘.’(t)u) * h(t)
(2.126)

Comparando la ecuacidon (2.122) con la ecuacidn (2.125) se deduce la ecuacién (2.127). La
autocorrelacion de la sefial de salida de un sistema se puede calcular como la convolucién de
la correlacién cruzada entrada salida con la respuesta al impulso del sistema en t.

Ry (tu) = Ryyp(t,u) + h(t)
(2.127)

Si ahora se compara la ecuacién (2.122) con la ecuacién (2.127) se deduce la ecuacioén (2.128).

La autocorreladon de la seiial de salida de un sistema se puede calcular como la convolucién
de la correladidn cruzada salida entrada con la respuesta al impulso del sistema en .

Ry(t,u) = Ry_;;(t,u) k h(u)
(2.128)
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En el caso de que el proceso de entrada sea estacionario en sentido amplio la ecuacion (2.125)
pasa a ser la ecuaciéon (2.129).

Rey(z) = f R()R(r +7)d7y = Ry(z) % h(=7)
(2.129)
La correlacidn cruzada entrada salida se puede calcular como la convoludén de la
autocorrelacion de la sefial de entrada con la respuesta al impulso en —7. Como puede verse el

proceso de entrada y el de salida son conjuntamente estacionarios en sentido amplio puesto
que su correladén cruzada depende Unicamente de la diferencia de tiempos 7 = £ — w.

Expresiones similares a las ecuaciones (2.126), (2.127) y (2.128) para el caso estacionario en
sentido amplio son la ecuaciones (2.130), (2.131) y (2.132), respectivamente.

Ryy (7) = Ry(1) * R(7)

(2.130)

Ry(7) = Ryy(2) * 1(T)
(2.131)

Ry’(f) = RYX(T) k h(_'r)
(2.132)

A partir de la ecuacidn (2.122) haciendo £ = u se puede llegar a una expresion para el valor
cuadratico medio de la sefial de salida dado por la ecuacién (2.133) que es una funcién del
tiempo.

E[v2(6)] = Ry(t,£) = f f R(e R(e2)Re(E— 7y, € — 72)dr,dTs
(2.133)
En el caso estacionario en sentido amplio laecuacidén (2.133) pasa a ser la ecuacién (2.134).
En este caso el valor cuadratico medio de la sefial de salida es constante.
E[¥?] = Rp(0) = f f R(e,)1(r)Re(T2 — 7, YTy dTs
(2.134)
A partir de la ecuacién (2.125) o de la ecuacién (2.126) haciendo ¢t = u se puede llegar a una

expresion para la correlacién de la sefial de entrada con la de salida. Viene dada por la
ecuacion (2.135):

Corr[X(£),Y(£)] = Ry (t,t) = Ryx(t,t) = j: h(z)R(t, t — 7)dzy.
(2.135)
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En el caso estacionario en sentido amplio la ecuaddn (2.135) pasa a ser la ecuacion (2.136). En
este caso la correlacion entrada salida es constante.

[==]

Corrl%, V] = Rep(0) = Ryg(0) = f 1z )R (5)dr,

— a0

(2.136)

Si lo que se desea es trabajar con autocovarianzas y correlaciones cruzadas, si se definen los
procesos X'(t) = X(t) —my(t) e V' (t) = Y(t) — my(£), la autocorrelacién de X'(t) y de
Y'(t) es la autocovarianza de X(t) e Y(¢£), y la correlacién cruzada de X'(t) e Y'(t) es la
covarianza cruzada de X (t) e ¥(¢t).

La ecuacién equivalente a la (2.122) para la autocovarianza es la ecuacion (2.137). La
autocovarianza de la sefial de salida es igual a la autocovarianza de la sefal de entrada
convolucionada con la respuesta al impulsoen ty la respuesta al impulso en w.

Ko (t,u) = Ke (£, 1) * h(£) * h(w)
(2.137)

Si el proceso de entrada al sistema es estacionario en sentido amplio, la ecuacién (2.137) pasa
aserlaecuacién (2.138). La autocovarianza de la sefial de salida es igual a la autocovarianza de
la sefial de entrada convolucionada con la respuesta al impulso en 7y la respuesta al impulso
en —7. Como era de esperar, puesto que el proceso de salidaes estacionario en sentido amplio
depende de la diferencia de tiempos 7 = £ — w.

Ky (1) = Ky (7) * h() * h(—1)
(2.138)

La covarianza cruzada tiene expresiones similares a las de la correlacidon cruzada, ecuaciones
(2.125) y (2.126), son las ecuaciones (2.139) y (2.140). La covarianza cruzada entrada salida es
igual a la convoluddn de la autocovarianza de la entrada con la respuesta al impulso en w.

La covarianza cruzada salida entrada es igual a la convolucién de la autocovarianza de la
entrada conlarespuesta al impulsoent.

Kep(t,u) = Kg (1) * (u)
(2.139)

Ky.;;(t,u) = K‘f(tJ u) *k h(t)
(2.140)

Comparando las ecuadones (2.137) y (2.139) se puede deducir la ecuaddn (2.141). La
autocovarianza de la salida es igual a la convolucion de la covarianza cruzada entrada salida

con larespuesta al impulsoen &.

Ky(t,u) = Kgy(t,u) * k()
(2.141)
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Si ahora se comparan las ecuaciones (2.137) y (2.140) se puede dedudr la ecuacién (2.142). La
autocovarianza de la salida es igual a la convolucién de la covarianza cruzada salida entrada
con larespuesta al impulsoen w.

Ky (t,u) = Kpg (£12) * R(u)
(2.142)

Las ecuaciones (2.139) y (2.140) para el caso estacionario son las ecuaciones (2.143) y (2.144).
La covarianza cruzada entrada salida es igual a la convolucién de la autocovarianza de la
entrada con la respuesta al impulso en —7. La covarianza cruzada salida entrada es igual a la
convolucién de la autocovarianza de la entrada con la respuesta al impulso en 7. Como era de
esperar, puesto que los procesos de entrada y salida son conjuntamente estacionarios en
sentido amplio, las covarianzas cruzadas dependen de la diferencia de tiempos 7 = £ — u.

Kyy (1) = K¢ (7) * n(—1)
(2.143)

Kyy (1) = Ky (7) * R(7)
(2.144)

Comparando las ecuaciones (2.138) y (2.143) se puede deducir la ecuacién (2.145). La
autocovarianza de la salida es igual a la convolucion de la covarianza cruzada entrada salida
con larespuesta al impulsoen 7.

Ky(f) = K.W(T) * h(7)
(2.145)

Si ahora se comparan las ecuaciones (2.138) y (2.144) se puede dedudir la ecuacién (2.146). La
autocovarianza de la salida es igual a la convolucién de la covarianza cruzada salida entrada
con larespuesta al impulsoen —t.

Ky('l') = }{y‘;g ('L') k h(_'r)
(2.146)

Particularizando la ecuacidn (2.137) para cuando £ = u se tiene una expresion para la varianza
de la sefial de salida que viene dada por la ecuacidn (2.147). Es una funcién del tiempo.

0,3 = Var[Y(t)] = Ky (¢,t)
= f f h(t ) W(77)Ky (E— 7y, t — T5)dT,dT,
(2.147)
Si se particulariza la ecuacién (2.139) o la ecuacién (2.138) para cuando ¢ = u se tiene una

expresion para la covarianza de la sefial de entrada con la sefial de salida que viene dada porla
ecuacion (2.148). Es una funcdén del tiempo.

Cov[X(t), Y(£)] = Kgy(t,t) = Ky (£, £) = [_ h(t))Ke (6t —1)dry
(2.148)
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Si estamos en el caso estacionario en sentido amplio, la expresidn de la varianza es la ecuacién
(2.149) y la de la covarianza es la ecuacidn (2.150). Ambas son constantes.

0'5 = Var [Y] = }{y(o) = f f h('l—l)h('l—z )}(X ('l—z - 'rl)d'fld'rz
(2.149)
Cov[X,Y] = Kgy(0) = Ky (0) =f h(ty )Ky (T, )dTy

(2.150)
Se ha considerado la caracterizacién de procesos estocdsticos estaconarios en sentido amplio
y su transmision a través de sistemas LTI en el dominio del tiempo. Vamos a verlo ahora en el
dominio de la frecuendia.
Suponiendo estacionariedad en sentido amplio, el valor cuadratico medio de la seiial de salida

se podia calcular por la ecuacién (2.134). Juntando esta ecuacion con la ecuacién (2.104) se
tiene el desarrollo de la ecuacion (2.151) [10].

E‘[YZ] = f f h(l_l)h(fz )Rx(‘rz — T )dfld‘rz

= ];:I:[LZH(f)e(jZHle)df

= f dfH(f) f dtsh(Ts) f Re(t, — 1)) g,

h(t2)Ry (T2 — 71)dT1d T,

(2.151)

Si en la ultima integral de la ecuadén (2.151) se hace el cambio de variable T = 7, — 7y, se
tendrdla ecuacioén (2.152) [10].

E[Y?] :f de(f)f d'rgh('rz)e(fz”fﬁ)f Ry(D)el-i2m/7) g

[==]

(2.152)

Teniendo en cuenta la ecuacidn (2.153), la ecuacién (2.152) se puede poner segln la ecuacion
(2.154) [10].

Hx(f) = f h(z,)el 2 gy,
(2.153)

(2.154)
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Si llamamos S(f) a la transformada de Fourier de la funcidn de autocorrelacién dada porla
ecuacion (2.155), la ecuacion (2.154) pasard a ser la ecuacidn (2.156) [10].

Sg(f) =f R.;f('r)e(_ﬁﬂf?)d,r
(2.155)

B] = | HOORSS(er
(2.156)
La funcién Sx(f) se denomina densidad espectral de potencia del proceso estocastico X(t).
Tiene unidades de W/Hz. La ecuacion (2.156) nos dice que el valor cuadratico medio o la
potencia media de la salida de un sistema LTI estable como respuesta a un proceso estocastico
de entrada es igual al drea a lo largo de todas las frecuencias del producto de la densidad

espectral de potencia de la entrada multiplicada por el médulo al cuadrado de la funcién de
transferencia del sistema [10].

2.5.1 Relacion entre Densidades Espectrales a la entrada y salida de un Sistema LTI

Sea S (f,)la densidad espectral de potencia de una sefial ¥(t) salida de un sistema LTI cuya
fundén de transferenciaes H(f) y cuya entrada sea el proceso X(t) con densidad espectral de
potencia 5¢(f,). La densidad espectral de potencia de la sefial de salida se puede calcular
utilizando la ecuacidn (2.106) y la ecuacién (2.124) segln la ecuacién (2.157) [10].

5y(f)=f Ry(1)e(—727/ ) gg

= f f f h(t)h(T,)Re(T — 7y + T2)e 2 g, drydr
(2.157)

Haciendo el cambio de variable 7 = T — 7y + 75 en la ecuacidn (2.157) se obtiene la ecuacion
(2.158) [10].

Se(F) = f f f B2 )R (2)Ry (79)e T2 T ~1287%2) U2 7, 7 dr

(==

—Gao

— f n(ty) e (—i2nfty) dr, [ h(z, )e(J'ZﬂfT:) dr, f R_sg(fo)e(_jZHfTo) dr,

2() N He(f) B Sx(7)
(2.158)

De la Ultima expresion de la ecuaddn (2.158) se deduce que la densidad espectral de potenda

de la salida es igual al producto de la densidad espectral de la entrada por el mdédulo al
cuadrado de la funcién de transferencia del sistema.
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Es decir se tiene la ecuacion (2.159) [10].

Sy(f) = [H(AI*Sx(f)
(2.159)

De la ecuacion (2.159) se podria deducir laecuacién (2.156) segun la ecuacién (2.160).

Bl = Ry (0) = | 5,(ar = [ H(RsKar
(2.160)

2.6 PROCESOS GAUSSIANOS
2.6.1 Definicion

Vamos a observar un proceso X(t) en un intervalo 0 < t < T. Supongamos que ponderamos
el proceso estocastico por una funcién conocida g(t) e integramos el producto en el intervalo
de observacidon. Esto nos define una variable aleatoria ¥ que depende de la realizacion del
proceso estocdstico y de la eleccidn de g(t), tal como se observa con la ecuacién (2.161). Se
dice que ¥ es un funcional lineal de X(¢)[10].

T

y = fo SOX(B)dt
(2.161)

Hay que distinguir los conceptos de funcional lineal y funcién lineal. Una funcién lineal de
variables aleatorias da como resultado otra variable aleatoria, segln la ecuacidn (2.162). Para
cada realizacién de las variables aleatorias X; se tiene un valor concreto de la variable aleatoria
Y [10].

N
Y= Z aiXi
i=1

(2.162)

Sin embargo en el caso del fundonal de la ecuacion (2.161) el valor de la variable aleatoria ¥
depende del valor de g(£) X(£) en el intervalo de observaciéon 0 < t < T.

Un funcional depende del valor de una o mas fundones o procesos estocdsticos en un
intervalo o intervalos dados, en lugar del valor de un conjunto de variables. EI dominio de
definicién de un funcional es un conjunto o espacio de funciones admisibles en lugar de una
regién de un espacio de coordenadas.

Si en la ecuacion (2.161), g(t) es una funcién tal que el valor cuadratico medio de la variable
aleatoria Y es finito y su distribucién estadistica es Gaussiana para cualquier g(t) y cualquier
intervalo de observacién, se dice entonces que el proceso X(t) es Gaussiano. Por lo tanto un
proceso X (t) es Gaussiano, si cualquier funcional de X(£) es una variable aleatoria Gaussiana.
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Se dice que una variable aleatoria Y tiene distribucion Gaussiana si su funcidn densidad de
probabilidad viene dada por la ecuacién (2.163), donde my es la media de la variable aleatoria
y 0,3 la varianza. Esta variable aleatoria queda completamente caracterizada estadisticamente
con su media y varianza. En el caso en el que la media my sea ceroy la varianza aﬁ sea unidad
en la Figura 2.5 puede verse cual es el aspecto de la funcidn densidad de probabilidad de una
variable aleatoria Gaussiana [10].

fr(y) =

(2.163)

Figura 2.5. Aspecto de la funcién densidad de probabilidad de una variable aleatoria
Gaussiana con media cero y varianza unitaria.

El que un proceso sea Gaussiano tiene muchas ventajas. Se puede trabajar analiticamente de
forma sencilla. Muy a menudo en la naturaleza se encuentran procesos fisicos que se pueden
modelar como procesos Gaussianos. El teorema del limite central nos justifica el uso de
procesos Gaussianos para el caso de fendmenos que se pueden descomponer en muchos
elementos independientes con iguales propiedades estadisticas [10].

2.6.2 Propiedades de los Procesos Gaussianos

1. Sise aplica un proceso Gaussiano X(t) a la entrada de un sistema LTI estable, su salida
Y(t) es también Gaussiana. Por ejemplo en el de la Figura 2.6, la relaciéon entre el
proceso de entrada y el de salida viene dada por la integral de convolucién en el
dominio del tiempo segln la ecuacién (2.164) [10].

y(e) = f T h(t - DX(Ddr o << oo

(2.164)

X(t) Y(t)

h(t) I

Figura 2.6. La salida de un sistema LTl estable a una entrada Gaussiana es Gaussiana.

-44 -



Vamos a suponer que h(t) es tal que el valor cuadratico medio de la sefial de salida es
finito en el intervalo —oo < £ < oo, Para demostrar que el proceso estocdstico de
salida Y(t)es Gaussiano habra que demostrar que cualquier funcional de ese proceso
es una variable aleatoria Gaussiana. Para ello sea gy(t) una funcién arbitraria pero
conocida definida en el intervalo —co <t < o y sea un intervalo cualquiera
t, <t < t, Vamos a definir un fundonal para el proceso de salida Y(¢t), para esa
fundén gy(t) y ese intervalo seglin la ecuacién (2.165). Z va a ser una variable
aleatoria que habrd que demostrar que es Gaussiana. Entonces puesto que es un
fundonal cualquiera del proceso de salida, este serd Gaussiano [10].

tp
Z=j1gﬂﬁﬂﬂdt

to

(2.165)

Sustituyendo la ecuacion (2.164) en la ecuaddn (2.165) se tiene la ecuacion (2.166).
ty [~}
58 | ite-Dx@arar

-l
-[ ] | P (O 1t — )

[*

X(o)drt

(2.166)

La integral dentro de los corchetes en la ecuacidn (2.166) es una funcién conocida de
T, puesto que gy (t) es conocida y 1(t) también, por lo tanto si a dicha funcién de 7, la
llamo g(7) segun la ecuadién (2.167), la ecuaddn (2.166) pasa a ser la ecuacion (2.168)
[10].

g('r)=[bgy(t)iz(t—r)dt

o

(2.167)

7 = fmg(r)}((f) dt
” (2.168)

La ecuacién (2.168) es un funcional del proceso X(t) para la fundén g(t) definida por
la ecuacién (2.167) y para el intervalo —oo < t < oo, Puesto que se partia de que X(t)
era un proceso Gaussiano, entonces cualquier funcional de X(t) es una variable
aleatoria Gaussiana.

Por lo tanto como hemos puesto la variable Z como un funcional de X(t), es una
variable aleatoria Gaussiana. Ya que segun la ecuacién (2.165), Z era un funcional
cualquiera del proceso Y (t) y puesto que Z es Gaussiana, queda demostrado que Y (t)
es Gaussiano y que por lo tanto la salida de un sistema LTI estable para una seiial
Gaussiana es también Gaussiana.
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Esta propiedad también se cumple si se supone para el sistemalinealidad y estabilidad,
pudiendo ser variante en el tiempo.

Un conjunto de variables aleatorias muestra X(t,), X(¢,), .., X(¢,) de un proceso
Gaussiano X(t) son Gaussianas. Ademds este conjunto de variables aleatorias

Gaussianas son también Gaussianas de forma conjunta [10,11].

Si X es el vector de variables aleatorias y viene dado por laecuacién (2.169),

X(t1)
X(ts)
P

(£n)
(2.169)

x es un vector de variables independientes y viene dado por la ecuacién (2.170).

(2.170)

Ademas, my es el vector de las medias de las variables aleatorias y viene dado por la
ecuacion (2.171):

mg(ty)
m;;(tq
mg =
m;jt )
(2.171)
y Ky es la matriz de covarianza dada por la ecuacién (2.172).
Ky = E[(X —mg)T(X — my)]
o (t) e Cov[x(ty), X(E,)]
Cov[X(t,), X(¢)] -~ og(tn)
(2.172)
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Asi, la funddén densidad de probabilidad conjunta para esas variables aleatorias
Gaussianas tomadas muestreando el proceso estocdstico viene completamente
determinada porla ecuacién (2.173)

1

(2m)7 /TKx]

JETRE RS-

fe(x) =

)

(2.173)

donde |Ky| es el determinante de la matriz de covarianza y }('X_l es la matriz de
covarianza.

Por ejemplo, las ecuacdiones (2.169), (2.170), (2.171) y (2.172) para el caso particular
n =1 (usamos la notacién X = X(t,) para simplificar) pasan a ser las ecuaciones
(2.174), (2.175), (2.176) y (2.177) respectivamente.

X =[x]
(2.174)
x = [x]
(2.175)
mg = [mgl
(2.176)
Ky = ['-'75%]
(2.177)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.178) y (2.179):
|Kel = 0%
(2.178)
, 1
kK:l=|=
¥ ok
(2.179)

y sustituyendo esas ecuaciones en la ecuacion (2.173) se obtiene la ecuacion (2.180),
gue es la funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria Gaussiana
como ya habiamos visto.

1 [_ 1(x—n:1y)2]
e

V2may

2 of

fre(x) =
(2.180)
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Por otra parte, las ecuaciones (2.169), (2.170) y (2.171) para el caso particular n = 2
(usamos la notacion X = X(t;) e ¥ = X(t,)para simplificar) pasan a ser las
ecuaciones (2.181), (2.182) y (2.183) respectivamente.

X
X =
[Y] (2.181)
<)
(2.182)
My = [Zij] .
2.183

La covarianza se puede poner utilizando el coeficiente de correlacién y las desviaciones
estandar de X e Y segunla ecuacion (2.184).

Cov[X,Y] = pogoy

(2.184)
Entonces la ecuacidon (2.172) ahora esla ecuacidn (2.185).
o2 O Gy
K, = L X p Xq v
Ox0y Oy
(2.185)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.186) y (2.187).
|Ksl = ogoy — pogog = agop(1—p?)
(2.186)
1 —p
e 1 O'_% OxOy
X T1—p —p 1
Ox0y '-’75g
(2.187)

Y sustituyendo esas ecuadones en la ecuacién (2.173) se obtiene la ecuadén (2.188),
gue es la funcién de densidad de probabilidad conjunta de dos variables aleatorias
Gaussianas.

i =
1 r. o%  OXOY |rx—my
2(1-p%) —my y—my]__p 1 [y—my
1 Yoy of

fev(x,y) = e
* 2max oy 1— p*
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= e
2oy 0y/ 1— p°

1 1 [(x—mx):_,,‘_(.x—m_\r)(y—my),(y—my)‘
2(1-59)| &% 7 oxoY Lo

2

(2.188)

En el caso de que X e Y sean no correlacionadas p = 0 y por lo tanto la ecuacién
(2.188) pasa a ser la ecuacion (2.189) y como puede verse queda el producto de las
fundiones marginales y se tiene que x e y son independientes.

(.x—n:t;\r)z _ (y-my)*

S L S A YN e

2Oy Oy

fer(xy) =
(2.189)

3. Un proceso estacionario en sentido amplio Gaussiano es estacionario en sentido
estricto. Se sigue inmediatamente de la segunda propiedad, puesto que la mediay la
covarianza identifica la funddén densidad de probabilidad, los conceptos de
estacionariedad en sentido amplio y en sentido estricto coinciden [10].

4, Si se toman n muestras de un proceso estocdstico Gaussiano
X(t), X(t,), X(t,), .., X(t,) y resulta que son variables aleatorias no correlacionadas
segun la ecuacidon (2.190) entonces son estadisticamente independientes [10,11].

E[(X'(tk) - 1rz_g(tk))(){(t,;) - 771_‘5(15,;))] =0 i#k
(2.190)

En el caso de que las variables aleatorias X(¢,), X(t,), .., X(t,,) sean no correlacionadas, la
matriz de covarianza es diagonal y viene dada por laecuacién (2.191) [10].

0%y O+~ + 0

Q O-.‘g(t:) 0
Ky = '

[ 0 o - 0'.%(51)_

(2.191)

El determinante de esa matriz es el producto de los elementos de la diagonal segun la
ecuacion (2.192):

2 2 2
1Kl = 0%(2,) 5 20)  ++ O
(2.192)

y la inversa es otra matriz diagonal cuyos elementos son los inversos de los elementos de la
diagonal de la matriz de covarianza, segunla ecuacion (2.193).
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— 0 0
Ox(ty)
1
g 2 0
Ky = e
0 0 !
l ‘{é(tn)-

(2.193)

Sustituyendo estas ecuaciones en la funddn densidad de probabilidad conjunta se tendra el
desarrollo de la ecuacién (2.194) y por lo tanto como la funcién densidad de probabilidad
conjunta es igual al producto de las marginales. Por lo tanto, queda demostrado que las
variables aleatorias sonindependientes.

Lo

E
(2m)2 [Ty Ox(ry)

f.!r(x) =

1

_ X (t)
= oy
(2m)2TTizy Ox(e

[_%Z?:l(xi_”:‘.\’gti)) :]

e

_1("‘ MY () ):
P %R

n
[ [

= —e¢
S Wz

= ﬁ Fr(ep(x:)
i=1

(2.194)

2.7 LA REGLA DE LA ESPERANZA MATEMATICA CONDICIONAL

A partir de aqui, se trabaja principalmente con un proceso aleatorio x(t) que se obtiene a la
salida de un sistema lineal. Este proceso estocastico x (t)esta caracterizado por dos fundones
de probabilidad multidimensionales Wi, (x(t,), x(t2), ..., x(t,,)). Una realizacién de este
proceso es discretizado en los instantes de tiempo T = {Ty, T5, .., Ty ). Por lo tanto, existe un
conjunto de muestras X, T = {x(T), x(T,), ..., x(Ty)} donde el nimero de muestras N y sus
tiempos de ocurrenciaT = {Ty, T,, ..., Ty} son arbitrarios.
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Esta informacidon cambia la representacion inicial que concieme al proceso aleatorio, en
particular, las fundones de sus momentos iniciales y centrales y sus densidades de
probabilidad. Estas nuevas funciones y densidades de probabilidad modificadas se dice que
son condicionales y dependeran del valor de cada muestra x(T ), x(T), ..., x (Ty) [12].

wlx(6)|X,T] = wlx(£) |x(T), x(T%), ..., x(Ty)]

(2.195)
() = (x()|X,T) = (x(£)|x(Ty), x(T>), ., x(Ty)) = fJC(tJW[X(t)IX, Tldx
- (2.196)
52(8) = ((x(6) — WD) X, T) = [ (x(8) — 7)) “wlx(e)|X, T)dx
- (2.197)

Por lo tanto, la reconstrucciéon del proceso depende ahora del conjunto de muestras
X, T ={x(T)), x(T,), .., x(Ty)} y de su fdp Wm(x(tl),x(tz),...,x(tm)) donde N < m. El
conjunto de diferentes realizaciones del proceso aleatorio condicional #(t) = x(t)|X,T pasa a
través de todas las muestras X, T = {x(T, ), x(T,), ..., x(Tx)}. Esto se observa en la Figura 2.7
donde cada realizacidn es una entre un ndmero infinito de otras realizaciones del proceso
estocastico condicional #(t). No es posible conocerlas exactamente, pero uno puede estimar
su reconstruccién estadisticamente en un momento de tiempo £. Para hacer esto, es necesario
escoger la regla estadistica apropiada para la funcidn de reconstruccién y después calcular la
funcidn de error de esta reconstruccién. En la mayoria de los casos este error no tiene que ser

}:(Tz) /
X(Tz) \\ \
 X(Tx)
|

T: T: T: .. Ta &

Figura 2.7. Posibles realizaciones de un proceso aleatorio condicional al pasar a través de un
conjunto de muestras X, T.

x(T

Existe un criterio estadistico muy conocido para la estimacién de una variable aleatoria la regla
de la esperanza matemdtica condicional. Esta regla proporciona el minimo error de la
estimacidn para las variables aleatorias con funcién de densidad de probabilidad arbitraria.
Siguiendo esta regla es posible utilizar la funcién de la media condicional 77i(t) = (x(£)|X,T)
como la funcion de reconstruccion.

-51-



Mientras que la calidad de la reconstruccion es evaluada con la funcén de la varianza

"
condidonal &%(¢) = ((x(t) —7’?1(t)) |X,T), como la funcién de error de reconstruccion. Es
posible introdudr algunas otras caracteristicas en el Procedimiento de Muestreo-
Reconstruccion, por ejemplo, la funcdén de covarianza K, (7) del proceso reconstruido.

Consideramos el caso general de un proceso Gaussiano no estacionario x(t) con la esperanza
matemdtica m(t), la varianza &2(t) y la funcién de covarianza K, (7). Esta es la informacidn

completa acerca del proceso dado. De aqui se puede escribir la expresidon exacta de |a funcidn
de densidad de probabilidad multidimensional de orden m arbitraria:

Wy [x(81), x(£2), o, x(£,)] =

(2m) 7% [Det [K, (£t 3 SR SRl 0 elegls () ()]

(2.198)
Donde Det[Kx (ti,t-)] es el determinante de |a matriz de covarianza.
}(x(t‘_LJ t_l_) }(x(t‘_LJtZ) i Kx(t_LJtm)
Ku(t5) = [Ku(euty) = Kot t) Kaltpta) . Koleytn)
'x(th t_l_) }{x (th t2) }(x(tmj tm)
(2.199)
Y a;; representa a cada elemento de la matrizinversa de covarianza A = K'l(t,;,. tj).
. . -1
K, (¢, t) o Ko (t,tp)
A=K*(t,t;) = s 5
,.x(tmltl) Kx(twv tm)
(2.200)
Donde:
m
Z ain(th £) = B
=1
(2.201)

8. es la funcion de Kronecker: (8;, = 1 parai =k, 8;, = O para i # k).

Si fijamos el conjunto de muestras X, T = {x(T} ), x(T%), .., x(Ty)}, entonces la funcién de
densidad de probabilidad condicional, serd también Gaussianay las principales caracteristicas
estadisticas de este proceso condicional estdan dadas por las siguientes expresiones, donde el
proceso Gaussiano condicional #(t)esta completamente descrito [13]:

N N
#i(t) = m(t) + ZZKx(t, T)a;; [x(]}) - m(Tj)]

i=1;7=1
(2.202)
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N N
52(8) = o2(¢) —Zsz(g TayK(T, - £)

i=17=1
(2.203)
N N
K. (t,t2) = K (b, 82) = ZZ K, (£, T)ay K, (T — t5)
i=17=1
(2.204)

Donde m(t) y o%(¢t) son, respectivamente, la media y la varianza no-condicional del proceso
inicial x(t) y a;; representa nuevamente a cada elemento de la matriz inversa de covarianza,
pero ahora esta matriz esta en funcidn de los instantes de muestreo (A = K‘l(Ti,TJ—)). Los

elementos a;; presentan valores solo cuando la matriz de covarianza es de dimension n x ny
su determinante no es iguala cero. En la matriz de covarianza inversa todos los elementos en
cualquier diagonal son iguales y son matrices simétricas.

Kx (T;I.J T_L) }(x(T:LJ T‘Z) e kvx(T‘_LJ T_N)
Kx(TiJ 7_'7) = KX(TZ’T]-) KX(TZ’TZ) Kx(TZJTN)
x(TNJ T_L) K.x:(TNJ TZ) " }(x(TNJ TN)

(2.205)

Se debe enfatizar que todas las férmulas de ésta seccidon son validas para el caso no
estacionario y para el conjunto no arbitrario de muestras X, T.

En el proceso de reconstruccién, la regla de la media condicional puede resolver dos
problemas practicos muy importantes: 1) dado un conjunto de muestras de un proceso
estocastico inicial, es posible encontrar la funcién de reconstruccién y calcular la funcién de
error de reconstruccién; o 2) dado algunos requisitos sobre la calidad del procedimiento de
reconstruccén, es posible calcular intervalos de muestreo y la funddén de reconstruccién
Optima del proceso estocastico inicial.

Si consideramos la reconstruccién del proceso condicional cuando t > Ty, se obtiene en este
caso la descripcion de reconstruccion del proceso en la region de extrapolacion, es dedir, fuera
de la region de muestreo. Esto se puede observar siempre y cuando el nimero de muestras N
sea finito.

Por ejemplo, muy particular es cuando N = 1, en donde podemos darnos cuenta del proceso
de extrapolacion solamente. Si T; < t < Ty, en donde { = 1,2,..,N podemos observar la
reconstruccién del proceso en la region de interpolacion, es dedr, dentro de la regién de
muestreo. Si N = 2, en este caso, los dos procesos, tanto de extrapolacion y de interpolacién
existen. A pesar del niumero limitado de N, esta regla nos permite reconstruir las realizaciones
sobre todo el eje del tiempo £.
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2.8 FUNCIONES BASICAS

Partiendo de la expresion de la funcidon de la media condicional para un proceso que estd
caracterizado por tener una media matematicam(t) = 0y una funcién de covarianza K(7), es
posible encontrar una expresion no deterministica que nos describa la influencia que
proporciona cada muestra en la reconstruccién del proceso. Por lo tanto, en lugar de (2.202)
tenemos:

N N

N
26 =0 = ) Ko~ Taglx(T)] = ) x(7)p(0)
1 j=

i=Lj=: =1
(2.206)

En este caso, se obtuvo una expresidon para la funcién de reconstruccidon del proceso que
solamente depende de la suma total del producto de cada muestra x(TJ) por una funcién
llamada funcion bdsica b;(t), la cual esta determinada por:

N
b.(£) = ;K(t ~ T)ay, .

La funcién basica bj(t) depende principalmente del comportamiento de la funcién de
covarianza K(z)del proceso aleatorio y existe una fundén basica b;(t) para cada muestra,
segun el numero de muestras j = 1,2,..,N que se tomen en consideracion. Cada fundén
basica se multiplica con su correspondiente muestra y al final se suman todas las formas de
onda resultante para obtener la reconstruccién del proceso.

De manera general, la forma de la funcién basica bj(t) depende del nimero actual j de la
muestra. Junto a esto, la funcion basica bj(t) depende de la cantidad de las muestras N, del
conjunto de tiempos de muestreo arbitrarios T;, del momento de covarianza que existe entre
las secciones del proceso en los instantes T; y T;, (esto se ve en los elementos de la fundon de
covarianza inversa a;; que comprenden a los momentos de covarianza Kx(Ti - TJ) del
momento de covarianza Kx(t - TJ) entre la seccion actual del tiempo ¢y las secciones de los
tiempos de muestreo T;). Por lo tanto, en el modo en que todos estos parametros influyen en
la forma de la funcion basica bj(t), asi también, influyen sobre la funcién de reconstruccién
#i(t)y la fundén de error de reconstruccién &2(t).

Podemos expresar la funcién b;(t) en términos del espectro de potencia S(w)del proceso
dado x(t) si aplicamos el teorema de Wiener-Khintchine en la fundén de covarianza

K. (t—T):

1 .
K (t—T) = fo(w)eJ‘”(t‘Ti)dw.

(2.208)
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En lugar de (2.207), tenemos:

N [= =)
1 -
bj(t)zzlaij% fo(w)eJ‘”(t Ti) de.
i= —ao

(2.209)

Con la expresidn anterior, es posible considerar cualquier proceso Gaussiano con su espectro
limitado en —w;, < w < w;,. Quedando la expresion de la funcidn basica bj(t) de la siguiente
manera:

N @b
1 .
}Jj(t) :zaijﬁ f SX(w)eJ‘”(t'mdw.
i=1 —wh

(2.210)

Podemos observar que la funcién basica bj(t) ahora depende de la frecuencia de corte w;, y
del tipo de la funcién espectral S(w). También podemos notar que los momentos de
covarianza Kx(Ti — TJ) (consecuentemente los elementos a;; deben ser calculados basandose
en la funcién de covarianza K, (7)) correspondiente al espectro limitado.

Si alglin parametro en (2.209) cambia, la forma de la funcion basica bj(t) también cambia. Esta
consideracidn muestra que la funcén basica dptima bj(t) determinada por las expresiones
(2.208), (2.209) y (2.210) dependera tanto de las principales caracteristicas estadisticas del
proceso estocastico dado y de los pardmetros de discretizacion. Ademas de la frecuencdia de
corte w;, uno puede ver muchos otros parametros que forman la funcién basica.

Si consideramos la Transformada de Fourier, es posible representar las funciones bdsicas de
cada muestra, no solo en el dominio del tiempo, sino ademas en el dominio de la frecuencia.

Para conocer asi, las amplitudes relativas de las diferentes componentes de frecuencia que
cada muestra aporta en el proceso de reconstruccion. Para lo anterior, se considera
Unicamente el espectro de amplitud |Bj(w)| de la densidad espectral de potencia de cada
fundon basica:

(=]

Bj(w) = fbj(t)e[_j‘”]dtz |By(e)|elre@,

(2.211)

2.9 APLICACIONES PARA ESTA PROPUESTA

La regla de la esperanza matematica condicional se puede aplicar practicamente en la mayoria
de los sistemas de comunicaddn, tales como: telefonia digital, enlaces de radio digital,
sistemas satelitales digitales; y en aquellos sistemas que requieren la reconstruccién o
reproduccién de sefiales discretas, por ejemplo: reproductores de audio y video.
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De manera general se muestra en la Figura 2.8 las etapas de un sistema de comunicacién
digital. El método de reconstruccidén propuesto se puede utilizar induso en sistemas que
realizan el proceso de modulacidon y de demodulacién digital de manera intermedia, es decir
entre la etapa de transmision y la etapa de recepcidn. El método de reconstrucddn planteado
es considerado dentro de laetapa de reconstruccion que se muestra en la Figura 2.8.

Ser”}al_ — Filtro »| Muestreador » Cuantizador » Codificador — ——»
Analagica Pasa-bajas
(@) Transmisor
Repetidor Circuito de . | Etapa de Sefial
Regenerativo|  ~ | Regeneracion Decodificador | Reconstruccion Reconstruida
(b) Receptor

Figura 2.8. Etapas de un sistema de comunicacion digital.

En la etapa de reconstruccion se tiene el siguiente esquema de reconstruccién general. Si
tomamos en cuenta las expresiones (2.206) y (2.207) se observa que cada muestra debe influir
sobre el filtro lineal con su correspondiente respuesta al impulso, la cual esta determinada por
el orden que se le de al filtro Chebyshev. Posteriormente, se generan las funciones basicas
bj(t), para cada muestra y al final todas las salidas son sumadas, tal como se ve en la Figura
2.9. El objetivo principal de este trabajo es presentar las ventajas de la regla de la esperanza
matematica condicional para la reconstruccion de sefiales. Para ello se muestra en el siguiente
capitulo diferentes resultados calculando tanto la funddn de reconstruccién y la funcdn de
error de reconstruccddn que se obtiene con esta metodologia.
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Figura 2.9. Esquema de reconstruccion.

La principal ventaja de la regla de la esperanza matematica condicional es que se pueden
determinary elegir los requerimientos de reconstruccidon en funcién de la calidad que se desea
obtener cambiando el orden del filtro Chebyshev.
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Capitulo 3

Resultados

En este capitulo nos disponemos a mostrar los resultados obtenidos con la metodologia
anteriormente presentada.

Antes que nada debemos hacer énfasis en que lo novedoso de utilizar |a regla de la esperanza
matematica condicional radica en que ésta considera las propiedades estadisticas del proceso
a reconstruir. Pero ademas de las ya mencionadas caracteristicas del proceso, otro factor
importante parala reconstruccion son las caracteristicas del filtro.

Para el andlisis que aqui se presenta se utilizaron dos tipos de filtros: el filtro RC y el filtro
Chebyshev. Cdmo se ha explicado anteriormente una de las caracteristicas principales de un
filtro es su funcién de transferencia, dicha caracteristica nos ayuda a encontrar la densidad
espectral de potencia de un proceso a la salida del filtro que se esté utilizando. A su vez, a
través del teorema de Wiener-Khintchine podemos conocer la funcddn de covarianza de ese
proceso si aplicamos la transformada inversa de Fourier a la densidad espectral de potendia. Es
asi como entonces es posible a partir de estos pardmetros, utilizar la regla de la esperanza
matematica condicional.

3.1 RESULTADOS CON FILTROS RC
Las reconstrucciones presentadas a continuacién tienen los siguientes pardmetros:

¢ 8 muestras (x) para la reconstruccién con valores de [0.3, 0.2, 0.4, 0.05, -0.2, -0.1, -0.1,
0.2] respectivamente.

e Untiempo de muestreo (T) de 0.25 segundos entre muestras.
¢ Las muestras estan distribuidas en el intervalo de tiempo que comprende de los O a los
1.75 segundos.

3.1.1Filtro RC de una etapa

Como se ha mencionado anteriormente para llevar a cabo la reconstruccidn utilizando la regla
de laesperanza matematica condicional es necesario primero conocer la densidad espectral de
potencia a |a salida del filtro. Esta se presenta a continuadén; para el filtro RC de unaetapa, en
la Figura 3.1.
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Figura 3.1. Densidad espectral de potencia de un filtro RC de una etapa.

La densidad espectral de potenda a la salida de este filtro esta definida por la siguiente
expresion:

-

<

a
5 = —J
(@) a? + w?

(3.1)

. . . 1
donde « es lainversa de la constante de tiempo del filtro ¢ = 7

De la Figura 3.1, se observa que el filtro RC de una etapa es un filtro pasabajas con una
densidad espectral de potencia infinita, es dedir, la respuesta en frecuencia de este filtro no
estd limitada en banda. Para conocer la funcién de covarianza de éste filtro aplicamos el
teorema de Wiener-Khintchine, donde tenemos que:

K(7) = i fS(aJ)ef“”dw
- (3.2)

Para garantizar que los resultados de cada filtro mantengan los mismos criterios con cada
parametro del proceso, es importante calcular la funddn de covarianza normalizada y trabajar
con el mismo tiempo de covarianza.

El proceso de normalizacién, es muy importante para comparar los resultados de cada filtro. La
fundén de covarianza normalizada R(z), estd definida por la siguiente férmula:

K(7) K ()

S R0

(3.3)
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donde

1 . 1
K(0) = - f S(w)el“0de = — f S(w)daw,
27 21

(3.4)
Para el filtro RC de una etapa, tenemos que:
K(0) = 1 f @? e a
")t T Y
(3.5)
por lo tanto
1 2a )
=— | 22 gjwr = p—cltl
R(7) 27rfa2+a)2€ dw=e .
(3.6)

La forma de lafuncidn de covarianza del filtro RC de una etapa, se observa enla Figura 3.2.

] I T SRS SRRSO SR S §
] I A AN | S R §

(] S S S T A — .

Funcion de covarianza

tiempo

Figura 3.2. Funcion de covarianza para un filtro RC de una etapa.

Por otra parte, el tiempo de covarianza 7, se calcula a partir de la funcddn de covarianza
normalizada R(7) de la manera siguiente:

1
>

rc=f|R(r)|dr=f|e-alﬂ|dr=
0 1}

(3.7)
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Por simplicidad vamos a considerar que el tiempo de covarianza de cada proceso por analizar,
tiene un valor unitario, es dedir, 7, = 1. Para que el filtro RC de una etapa tenga este tiempo
de covarianza es necesario que « seaigual a 1. Esto se ve en la expresion (3.7).

Para obtener la reconstrucddn y calcular el error de reconstruccién, aplicamos la funcién de la
esperanza matematica condicional como la funcién de reconstrucdén.

N N

#(t) = m(t) + z K(¢ Ti)aij[x(Tj) - m(Tj)]
i=17=1
(3.8)

Y la funcidn de varianza matematica condicional como la funcidon de error de reconstruccion.

N N
52(0) = 0%()= ) ) Kl Tay, (T —¢)

i=1j=1

(3.9)
Donde m(t) es la esperanza matemdtica y ¢2(t) es la varianza no condicional del proceso
inicial.

Si sustituimos los valores de todos los parametros que requieren las ecuaciones (3.8) y (3.9),
obtenemos las curvas que describen la reconstruccion del proceso y el error de reconstruccién
en la Figura 3.3y Figura 3.4, respectivamente, en todo el dominio del tiempo.
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Figura 3.3. Funcidn de reconstruccion para la seiial aleatoria propuesta utilizando un filtro RC
de una etapa.
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\Varianza matematica

Funcion 3.4. Funcion de error de reconstruccion mostrada a detalle para la senal aleatoria
propuesta utilizando un filtro RC de una etapa.

La funcién de la esperanza matematica para el filtro RC de una etapa tiene un comportamiento
lineal, debido a que su funcidn de covarianza es exponencial. En este caso la reconstruccién del
proceso se observa como la unién de las muestras por medio de lineas rectas.

Por otra parte, se observa que el error de reconstruccion es maximo a la mitad de cada
intervalo de muestreo y es cero en los instantes de muestreo, ya que en esos puntos se conoce
con toda certeza el valor del proceso. El valor del error de reconstruccién en cada maximo es
un poco mayor a 0.12 que representaria un error mayor al 12%.

\arianza matematica

tiempo

Figura 3.5. Funcion de error de reconstruccion para la seiial aleatoria propuesta donde se
muestra la zona de extrapolacion utilizando un filtro RC de una etapa.
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Ademads, es muy importante observar que el error de reconstruccion es practicamente el
mismo en cada intervalo de muestreo, debido a que las muestras que estan fuera de los otros
intervalos de muestreo no influyen o no participan en la reconstruccidon de dicho intervalo.

Es dedir, que la reconstruccion de cadaintervalo sélo depende de la influencdia estadistica que
proporcionan las muestras que conforman dicho intervalo. Ademas, en los puntos donde estédn
los tiempos de muestreo el error es cero, por que precisamente la sefial estd completamente
definida por el valor de cada muestra.

Por otra parte, en la regidon sin muestras, el error de reconstruccién tiende completamente a
ser del 100% (region de extrapolacién) debido a que ya no se tiene informacion del proceso en
ésta region.

3.1.2 Filtro RC de dos etapas

Para el filtro RC de dos etapas, |a densidad espectral de potencia se presenta en la Figura 3.6.
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Figura 3.6. Densidad espectral de potencia de un filtro RC de dos etapas.

Y analiticamente la densidad espectral de potencia a la salida de este filtro esta definida por la
siguiente expresion:

a*
S(w) = ———n,
() (@?+ w?)?

(3.10)

Observamos que el filtro RC de dos etapas también es un filtro pasabajas con una densidad
espectral de potencia infinita, es decir, la respuesta en frecuencia de este filtro no esta
limitada en banda.
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Para conocer la funcién de covarianza de éste filtro aplicamos nuevamente el teorema de
Wiener-Khintchine (3.2).

Ademas, es importante calcular la funcién de covarianza normalizada R(z) (3.3) y trabajar con
el mismo tiempo de covarianza.

Para el filtro RC de dos etapas, la funcién de covarianza normalizada es la siguiente:

R(7) = S fa—‘i‘ef“”dw = (1+ a|z])e 4",
2 ) (@? + w?)?
(3.11)

La forma de lafunciédn de covarianza del filtro RC de dos etapas, se observaen la Figura 3.7.
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Figura 3.7. Funcidn de covarianza para un filtro RC de dos etapas.

Por otra parte, el tiempo de covarianza 7, se calcula a partir de la funcién de covarianza
normalizada R(z) de la manera siguiente:

2

T, = f |R(z)|dT = f(l + a|t])e %l dr = ”

D 0
(3.12)

Sabemos que el tiempo de covarianza de cada proceso, tiene un valor unitario, 7, = 1. Para
que el filtro RC de dos etapas tenga este tiempo de covarianza es necesario que « seaigual a 2.
Esto se ve en la expresién (3.12).

La funcién de reconstruccion y la fundon de varianza matematica condicional se muestran en
la Figura 3.8y Figura 3.9, respectivamente.
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Figura 3.8. Funcidn de reconstruccion para la seiial aleatoria propuesta utilizando un filtro RC
de dos etapas.

Varianza matematica

tiempo

Figura 3.9. Funcidn de error de reconstruccion mostrada a detalle para la seiial aleatoria
propuesta utilizando un filtro RC de dos etapas.

La funddn de reconstruccion del filtro RC de dos etapas, tiene un comportamiento mas suave,
en comparacion de la funcién de reconstruccién obtenida por el filtro RC de una etapa, debido
a que el proceso es mas selectivo. Por otra parte, con la funcién de la varianza matematica
condidional, vemos que el error entre las muestras es mas pequefio, del orden de 6x107. Este
error es mucho menor en comparacién con el filtro RC de una etapa.

El error médximo en los intervalos centrales es menor que el error maximo obtenido en los
intervalos de cada extremo.
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Lo anteriores debido a que los intervalos centrales sienten la influencia de las muestras que se
ubican tanto del lado derecho como del lado izquierdo. Mientras que en los intervalos de cada
extremo la reconstruccién sélo depende de la influencia de las muestras ubicadas hada un
sololado.

\Yarianza matematica

tiempo

Figura 3.10. Funcién de error de reconstruccion para la seiial aleatoria propuesta donde se
muestra la zona de extrapolacidn utilizando un filtro RC de dos etapas.

Para éste filtro también existe una zona de extrapolacién, la cual nos dice que el proceso no
contiene mas informacion fuera de esa zona para poder reconstruirlo.

3.1.3 Filtro RC de tres etapas

La densidad espectral de potencia para el filtro RC de tres etapas se muestra en la Figura 3.11.
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Figura 3.11. Densidad espectral de potencia de un filtro RC de tres etapas.
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Analiticamente |la densidad espectral de potendia a la salida de este filtro estd definida por la
siguiente expresion:

a®

S(w) = (a2t aD)?

(3.13)
Tenemos que el filtro RC de tres etapas también es un filtro pasabajas con una densidad
espectral de potencia infinita, es decir, la respuesta en frecuencia de este filtro no estd

limitada en banda.

Para el filtro RC de tres etapas, la funcién de covarianza normalizadaes la siguiente:

1 r @’ ) [ a’t?
RCI):E fmel‘”‘dwz(\1+alrl+ 3 )e alz|,

(3.14)

La forma de lafunddn de covarianza del filtro RC de tres etapas, se observaen la Figura 3.12.
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Figura 3.12. Funcidn de covarianza para un filtro RC de tres etapas.

Como se menciond anteriormente, el tiempo de covarianza z,, se calcula a partir de la funcién
de covarianza normalizada R(z):

(==} (==} / ” ”
Q@T* _ 8
T, = f |R(z)|dt = f ( 1+ alt| + )e‘“"'dr= —.
J N 3 3a

(3.15)

Para que el filtro RC de tres etapas tenga un tiempo de covarianza unitario es necesario que &
. 8 L
seaigual as Esto se ve en laexpresion (3.15).
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Las curvas que describen la reconstruccién del proceso y el error de reconstruccidon se
observan en la Figura 3.13 y Figura 3.14, respectivamente.

08— ! ! ! ! ! ! ! ! !

Esperanza matematica

Figura 3.13. Funcion de reconstruccion para la seial aleatoria propuesta utilizando un filtro
RC de tres etapas.
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Figura 3.14. Funcidn de error de reconstruccion mostrada a detalle para la sefal aleatoria
propuesta utilizando un filtro RC de tres etapas.

Observamos que la funddn de reconstruccién de éste proceso es mucho mas suave que las
fundiones de reconstruccién obtenidas con los dos filtros anteriores. Lo anterior es debido a
gue aumenta la influencia de cada muestra en cada uno de los intervalos. De igual forma, se
observa que, los puntos donde estan los tiempos de muestreo, el error es cero; porque la sefial
es conodda en dichos puntos.
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Figura 3.15. Funcion de error de reconstruccion para la seiial aleatoria propuesta donde se
muestra la zona de extrapolacidn utilizando un filtro RC de tres etapas.

Para el filtro RC de tres etapas, asi como para los filtros RC de una y dos etapas es daro que en
todos existe una zona de extrapolacién, la cual nos dice que el proceso no contiene mas
informacién para poder reconstruirlo.

3.1.4 Comparacion entre Filtros RC de distintas etapas

Hasta ahora hemos obtenido tres reconstrucciones utilizando un filtro RC de diferentes etapas,
estas reconstruccones son contrastadas en la Figura 3.16.
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Figura 3.16. Contraste entre las reconstrucciones del proceso propuesto utilizando filtros RC
de una, dos y tres etapas.
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Aqui podemos observar que, el proceso de reconstruccién para el filtro de una etapa es muy
abrupto, mientras que para los filtros de dos y tres etapas es mds suave.

3.2 RESULTADOS CON FILTROS CHEBYSHEV

Al igual que con el filtro RC, primeramente debemos indicar los pardmetros utilizados para la
obtencién de estos resultados.

Las reconstrucciones presentadas a continuaddn tienen los siguientes parametros:

¢ 8 muestras (x) para la reconstruccion con valores de [0.3, 0.2, 0.4, 0.05, -0.2, -0.1, -0.1,
0.2] respectivamente.

¢ Untiempo de muestreo (T) de 0.25 segundos entre muestras.

e Las muestrasestan distribuidasen el intervalo de tiempo que comprende de los 0 a los
1.75 segundos.

¢ Ademas la frecuencia de corte cambia para diferente orden del filtro, por ejemplo,
para el filtro Chebyshev de primer orden es de w,= 0.63 rad/seg, para el filtro
Chebyshev de segundo orden es de w, = 1.89 rad/seg y para el filtro Chebyshev de
tercer orden es de w, = 2.71 rad/seg. Lo anterior es para mantener el tiempo de
covarianza unitario del proceso.

3.2.1Filtro Chebyshev de primer orden

A partir de la funcién de transferencia para el filtro Chebyshev de orden uno (3.10) y para
filtros de ordenes mayoresla funcién de transferencia esla misma.

1

|H(jw)|? = W,«;(a%)

(3.10)

Donde £ es la amplitud del rizo, Tyy(w) es el polinomio de Chebyshevy o = (i) siendo w, la

We
frecuendia de corte.

La densidad espectral de potencia y la funcidon de covarianza no se pueden determinar
analiticamente, en este caso se determinaron mediante un algoritmo de programacion (ver

Apéndice C).

Utilizando dicho algoritmo, las curvas de la densidad espectral de potencia y de la funcion de
covarianza se observan enla Figura 3.17 y 3.18, respectivamente.
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Figura 3.17. Densidad espectral de potencia para el filtro Chebyshev de primer orden con
una frecuencia de corte w, = 0.63 rad/seg.
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Figura 3.18. Funcidon de covarianza para el filtro Chebyshev de primer orden con una
frecuenda de corte w, = 0.63 rad/seg.

Tenemos que el filtro Chebyshev de primer orden es un filtro digital pasabajas con una
densidad espectral de potencia infinita, es dedr, la respuesta en frecuencia de este filtro no
estd limitada en banda. Para obtener la reconstruccion y calcular el error de reconstruccién,
aplicamos la fundoén de la esperanza matemadtica condicional como la funcidén de
reconstruccoén (3.8), y la funcion de varianza matematica condicional como la funcidn de error
de reconstruccién (3.9).
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Figura 3.19. Funcion de reconstruccion para la seial aleatoria propuesta utilizando un filtro
Chebyshev de primer orden.

\Varianza matematica
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Figura 3.20. Funcidn de error de reconstruccion mostrada a detalle para la sefal aleatoria
propuesta utilizando un filtro Chebyshev de primer orden.

Véase que la funcion de reconstrucdén para el filtro Chebyshev de primer orden presenta un
proceso de reconstruccidn mas suave a comparacion del filtro RC de una etapay la funcién de
error de reconstruccién es casi imperceptible enlos tiempos de muestreo que se encuentran al
centro del proceso pero en los tiempos de muestreo de los extremos el error crece y de igual
manera es muy pequefio.
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Figura 3.21. Funcidn de error de reconstruccion para la seial aleatoria propuesta donde se
muestra la zona de extrapolacidn utilizando un filtro Chebyshev de primer orden.

Como se puede observar, en primera instancia éste error es, mucho menor al propordonado
por un filtro RC de tres etapas. Esto quiere decir que el filtro Chebyshev nos va a proporcionar
siempre una mejor calidad enla reconstruccion.

3.2.2 Filtro Chebyshev de segundo orden

De la expresiéon (3.10), para pasar de un filtro Chebyshev de primer orden a un filtro Chebyshev
de segundo, se necesita cambiar el polinomio pero mas especificamente debemos cambiar
N=2 vy w, que es la frecuencia de corte a w,= 1.89 rad/seg. Para asi obtener un filtro
Chebyshev de segundo orden. Con estos cambios la funcién de densidad espectral de potenda
para éste filtro de segundo orden se ve en la Figura 3.22 y por el teorema Wiener-Khintchine
podemos obtener sufuncién de covarianza, presentadaen la Figura 3.23.
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Figura 3.22. Densidad espectral de potencia para el filtro Chebyshev de segundo orden con
una frecuencia de corte w, = 1.89 rad/seg.
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Figura 3.23. Funcion de covarianza para el filtro Chebyshev de segundo orden con una
frecuenda de corte w, = 1.89 rad/seg.

En la Figura 3.22 se observa cémo cambia totalmente la forma de la funcién de densidad
espectral de potencia. De este modo podemos suponer que la funcidn de covarianza a partir
de aquiy en drdenes posteriores cambiara totalmente.

Esta funcidn de covarianza a diferencia de las anteriores presenta rizos antes de la frecuenda
de corte.

Tenemos que el filtro Chebyshev de segundo orden es un filtro digital pasabajas con una
densidad espectral de potencia infinita, es dedr, la respuesta en frecuencia de este filtro no
estd limitadaen banda.

Para obtener la reconstruccién y calcular el error de reconstruccion, aplicamos la funcién de la
esperanza matematica condicional como la funcidn de reconstruccién (3.8) y la funcién de
varianza matematica condicional como la funcion de error de reconstruccion (3.9).

Al sustituir todos los valores de los parametros que requieren las ecuaciones (3.8) y (3.9),

obtenemos las curvas que describen la reconstruccion del procesoy el error de reconstruccion
enlaFigura 3.24y Figura 3.25, respectivamente.
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Figura 3.24. Funcion de reconstruccion para la seial aleatoria propuesta utilizando un filtro
Chebyshev de segundo orden.

\Varianza matematica
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Figura 3.25. Funcidn de error de reconstruccion mostrada a detalle para la sefal aleatoria
propuesta utilizando un filtro Chebyshev de segundo orden.

La funcién de reconstruccion para el filtro Chebyshev de segundo orden presenta un proceso
de reconstruccién parecido a la reconstruccdn del filtro Chebyshev de primer orden aunque
mas suave y la funcddn de error de reconstruccidn se reduce en gran medida. En la funcién de
error de reconstruccion se ve como el maximo error en los extremos tiene un valor de
1.704x10™* y como el error mas pequefio tiene un valor de 1.002x10~> ubicado en la zona
intermedia del proceso.

En éste y en los casos posteriores se perciben variaciones en los extremos de la funcién de
error de reconstruccion del proceso, debido principalmente alas ondulaciones que presenta la
funcién de covarianza del proceso analizado.
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Figura 3.26. Funcion de error de reconstruccidn para la sefal aleatoria propuesta donde se
muestra la zona de extrapolacion utilizando un filtro Chebyshev de segundo orden.

3.2.3 Filtro Chebyshev de tercer orden

Si bien en la densidad espectral de potencia del filtro Chebyshev de segundo orden se pudo
observar una variacién, lo que viene a continuadén puede darnos una idea de hacia dénde
pueden ir dirigidos resultados posteriores.

De la misma expresién (3.10), para obtener un filtro Chebyshev de tercer orden; cambiamos el
pardmetro del polinomio, N =3 y la frecuenda de corte a w, = 2.71 rad/seg. Con estos
cambios la funcidn de densidad espectral de potencia para éste filtro de tercer orden se ve en
la Figura 3.27 y la funcidn de covarianza, se presenta enla Figura 3.28.
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Figura 3.27. Densidad espectral de potencia para el filtro Chebyshev de tercer orden con una
frecuenda de corte w, = 2.71 rad/seg.
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Funcion de covarianza

tiempo

Figura 3.28. Funcion de covarianza para el filtro Chebyshev de tercer orden con una
frecuenda de corte w, = 2.71 rad/seg.

En la Figura 3.27, observamos el cambio de lafuncidn de densidad espectral de potenda.

Tenemos que el filtro Chebyshev de tercer orden, también es un filtro digital pasabajas con
una densidad espectral de potencia infinita, es dedir, la respuesta en frecuencia de este filtro
no estd limitadaen banda.

Pero conforme se va aumentando el orden, la densidad espectral de potencia del filtro
Chebyshev se va aproximando a la respuesta en frecuencia de un filtro ideal, es dedr a la
respuesta de unfiltro limitado en banda.

Para obtener la reconstruccién y calcular el error de reconstruccion, aplicamos la funcién de la
esperanza matematica condicdonal como la funcion de reconstruccién (3.8), y la funddn de
varianza matematica condicional como la funcidn de error de reconstrucciéon (3.9).

Al sustituir los valores de todos los parametros que requieren las ecuaciones (3.8) y (3.9),

obtenemos las curvas que describen la reconstruccion del proceso y el error de reconstruccién
en la Figura 3.29y Figura 3.30, respectivamente.
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Figura 3.29. Funcidn de reconstruccion para la sefial aleatoria propuesta utilizando un filtro
Chebyshev de tercer orden.

Esta funcidn de reconstruccidon presenta pocos cambios hacia el centro del proceso con
respecto a los otros dos resultados obtenidos con el filtro Chebyshev de segundo y tercer
orden pero, a su vez, existen ciertas variaciones mas que nada en los extremos que, al paso de
reconstruccdones posteriores podrian dar un mejor aproximado de la reconstruccién de la
sefial propuesta.

Mas que en las propias reconstrucciones del proceso, donde claramente se puede apredar la
calidad del mismo, es en su funcién de error de reconstruccién. Donde se observa que el
maximo error presente en la funddn de error de reconstruccién es de 3.26x10™%, mientras
que el minimo error es de 1.449x107%. Estos valores son muy pequefios y por lo tanto
podemos dedr que las aproximaciones de ahora en adelante serdn cada vez mas precisas
hasta un punto donde ese error sea despreciable.

\arianza matematica

tiempo

Figura 3.30. Funcion de error de reconstruccion mostrada a detalle para la seial aleatoria
propuesta utilizando un filtro Chebyshev de tercer orden.
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Figura 3.31. Funcion de error de reconstruccion para la seiial aleatoria propuesta donde se
muestra la zona de extrapolacion utilizando un filtro Chebyshev de tercer orden.

En la Figura 3.31 se muestra a detalle la zona de extrapolacién, que, como en los filtros
Chebyshev de primer y segundo orden nos dice que fuera de esa zona ya no existe mas
informacién que nos ayude a reconstruir el proceso.

3.2.4 Comparacion entre Filtros Chebyshev de distinto orden

Si bien en los resultados obtenidos con el filtro RC se mostrd una grafica comparativa entre las
distintas etapas del mismo, veamos ahora una comparacién del filtro Chebyshev de distinto
orden.

0.7 T T T T T T T T I I
| @ Filtro Chebyshey de primer arden
= oo r-----1 + Filtro Chebyshey de segundo orden |-

; ; ; | % Filtro Chebyshev de tercer orden
0.8 pe-dnmneees ACPTOPe berene- J - ; - : -

Esperanza matematica

0 02 04 0B 08 1 12 14 1B 18
tiempo

Figura 3.32. Contraste entre las reconstrucciones del proceso propuesto utilizando un filtro
Chebyshev de primer, segundo y tercer orden.
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Podemos ver que, para el caso de la utilizacddn de distintos d6rdenes para este filtro, la
reconstruccén del proceso es similar en la parte central del mismo mientras que tiende a
tener variadones a los extremos.

La siguiente tabla muestra la variacién en el error de reconstrucciéon utilizando diferentes
configuraciones de los filtros RC y Chebyshev. De esta forma es posible determinar cual es
obviamente la mejor opcidn para una dptima reconstruccion.

Tabla 3.1. Comparacion del valor de Error de Reconstruccion entre diferentes
configuraciones de Filtros.

Tipo de filtro Error maximo Error minimo
RC de una etapa 125.7x107%  125.7x1073
RC de dos etapas 6.28x1073 5.28x1074
RC de tres etapas 8.11x107* 433x107%

Chebyshev de primerorden  1.02x1073 7.67x107%
Chebyshev de segundo orden  1.704x10™%*  1.002x107%
Chebyshev de tercer orden 3.26x107% 1.449x107%
Chebyshev de cuarto orden  7.134x107%  2.337x1077
Chebyshev de quintoorden  1.615x107¢  3.807x1078
Chebyshev de sexto orden  4.961x107  8.462x107°
Chebyshev de séptimo orden  2.139x1077  3.05x1072
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Capitulo 4

Conclusiones Generales

v Las generalidades presentadas por Balakrishnan, tienen varias deficiendas, al no tomar
en cuenta las propiedades estadisticas de los procesos, al limitar en banda el espectro
de frecuenciay al considerar que el tiempo de muestreo debe ser periddico.

v La regla de esperanza matemaética condicional nos proporciona una mejor informacién
sobre el procedimiento de reconstruccién del proceso a la salida de un sistema, por
gue considera todas las propiedades estadisticas del mismo.

v" la metodologia propuesta lleva mayores ventajas sobre otros métodos por que
podemos variar algunas propiedades de los procesos, por ejemplo: el tiempo de
muestreo puede ser o no periddico, se puede o no tener un nimero finito de muestras
y los procesos pueden ser o no limitados en banda.

v' El presente trabajo considera la reconstruccidn de procesos que estan caracterizados
por la funcién de densidad de densidad de probabilidad gaussiana. Ademas de tener
un comportamiento estacionario.

v' Si se pretende conocer el proceso a la entrada del sistema, es posible hacerlo,
mediante la regla de la esperanza matemadtica condicional, ya que existe una relacién
estrecha entre pardmetros de entrada-salida.

v La reconstruccién del proceso depende del nimero de muestras, asi como de la
dependencia estadistica que presentan unas con otras, de la posicidn de cada muestra
y de la correlacidn del tiempo presente con los instantes de muestreo.

v La calidad de la reconstruccién puede ser medida mediante la funcién de la varianza
matematica condicional.

v" Para filtros RC o Chebyshev, ya sea variando el nimero de etapas del filtro o
aumentando el orden del polinomio de Chebyshev, se puede observar como el error
de reconstruccién disminuye en gran medida.

Por lo tanto el procedimiento de reconstrucddén de procesos de cualquier tipo, va a
depender principalmente de factores como: la funcidn de covarianza, el nimero de
muestras consideradas, el tiempo de muestreo y el tipo de respuesta o las caracteristicas
del filtro con el que deseemos trabajar.
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A.1Funciones Basicas con un Tiempo de Muestreo Peridodico

Las siguientes funciones basicas nos ayudan a ilustrar el proceso de reconstruccién. En este
caso cada muestra es multiplicada por una funcién basica y al final, la suma de todas e stas sera
la reconstruccion de la seiial.

A continuacidn se presentan las formas de las funciones basicas para un filtro Chebyshev de
orden 1 hasta 7. El tiempo de muestreo (T) es uniforme y tiene un valor de 0.5 segundos, éste
estd distribuido en el intervalo que comprende de los 0 alos 1.5 segundos.

3 T T T I I I I

! T Funcion basicaenT=0
; ; ; %  Funcion basicaen T=0.5
P EIRREEERE ERREEE R Fomeees *  Funcion basicaen T=1 |H
Funcion bagicaen T=145

Funcion basica

3 i i i i i i i
-3 2 -1 ] 1 2 3 4
tiempo

Figura A.1. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de primer orden con una frecuenda de
corte w, = 0.63 rad/seg.

3 T T T I I T I
' @ Funcion basicaenT=0
*  Funcion basica en T=0.5
) R ﬂ --------- , --------- r ------ *  Funcion bagicaenT=1 |H
; 1 1 Funcion basicaen T=15

Funcion basica

3 1 1 1 1 1 | 1
-3 2 A 0 1 2 3 4
tiempo

Figura A.2. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de segundo orden con una frecuencia
de corte w, = 1. 89 rad/seg.
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< Funcion basicaenT=10
% Funcion basicaen T=045
*  Funcion basicaen T=1
Funcion basicaen T=14

Funcion basica

tiempo

Figura A.3. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de tercer orden con una frecuencia de
corte w, = 2.71 rad/seg.
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: : ! < Funcion basicaenT=0

: *  Funcion basicaen T=05
o) [ S — *+  Funcion basicaen T=1

Funcion basica
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Funcion basicaen T=14
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-3 -2 1 0 1 2 3 4
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Figura A.4. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de cuarto orden con una frecuencia de
corte w, = 3.25 rad/seg.
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Funcion basica

< Funcion basicaenT=10
% Funcion basicaen T=045
Funcion basicaen T=1
Funcion basicaen T=14

Figura A.5. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de quinto orden con una frecuenda de
corte w, = 3.6 rad/seg.

Funcion basica

3 T T T I I I I
©  Funcion bagicaen T=0
%  Funcion basicaen T=05
B R P LR L PP PEEE PR PP Funcion basicaen T=1

Funcion basicaen T=15

Figura A.6. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de sexto orden con una frecuencia de
corte w, = 3.93 rad/seg.
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: ! ©  Funcion basicaen T=0

: : : % Funcion basicaen T=05
e R Pommoooo- Foeeee- * Funcion basicaenT=1 [
Funcion basica en T=1.5

Funcion basica

tiempo

Figura A.7. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de séptimo orden con una frecuencia
de corte w, = 4. 24 rad/seg.

A.2 Funciones Basicas con un Tiempo de Muestreo no Periddico

A continuacién se presentan algunas figuras donde el tiempo de muestreo es diferente y por
esa razén las funciones bdsicas adoptan formas distintas segin la posicién donde se
encuentren. El tiempo entre muestras en este caso es el siguiente 0.25 segundos entre la
primera y segunda muestra, 0.5 segundos para la segunday tercera muestra y 0.75 segundos
para la terceray cuarta muestra, estando estas cuatro muestras distribuidas en el intervalo de
los0alos 1.5 segundos.

3 ! ! ! I I I I
: : ' < Funcion basicaenT=0

: : : *  Funcioh basica en T=0.25
e EIRRREERE [EERREEEE Foseee *  Funcion basica en T=0.75 |4
: : Funcion basicaen T= 15

Funcion basica

Figura A.8. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de primer orden con una frecuenda de
corte w, = 0.63 rad/seg y diferentes tiempos de muestreo.
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Figura A.9. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de segundo orden con una frecuencia

de corte w, = 1. 89 rad/segy diferentes tiempos de muestreo.

3 T T T I I I I
. O Funcion basicaen T=0
% Funcion basicaen T=025
e A 1 ¢ Funcion hasicaen T=074 |
Funcion basicaen T=15

Funcion basica
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Figura A.10. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de tercer orden con una frecuencia de

corte w, = 2.71 rad/segy diferentes tiempos de muestreo.
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: DA : < Funcion basicaen T=10
: *  Funcion basicaen T=025
Pl EAREEREEE - Funcion basica en T=0.75 [H
' Funcion basicaen T=1.5

Funcion basica
=

Figura A.11. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de cuarto orden con una frecuencia
de corte w, = 3. 25 rad/seg y diferentes tiempos de muestreo.

3 T T T T T T T
: : : & Funcion hasicaen T=0
: *  Funcion basicaen T=0.25
] EETETITRTITS - TN - R +  Funcion basicaen T=0.75 |4
: Funcion basicaen T=1.5

Funcion basica
-
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Figura A.12. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de quinto orden con una frecuencia
de corte w, = 3. 6 rad/seg y diferentes tiempos de muestreo.

-87-



Funcion basica
[

o]
®

-

Funcion basicaen T=0
Funcion basica en T=0.25

Funcion basica en T=0.75

Funcion basicaen T=15

tiempo

Figura A.13. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de sexto orden con una frecuencia de

corte w, = 3.93 rad/seg y diferentes tiempos de muestreo.

Funcion basica

________

Funcion basicaen T=0
Funcion basicaen T=05

Funcion basicaenT=1 |

Funcion basicaen T=15

Figura A.14. Funciones basicas para el filtro Chebyshev de séptimo orden con una frecuencia

de corte w, = 4. 24 rad/seg y diferentes tiempos de muestreo.
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Las siguientes figuras, son algunas reconstrucciones donde se puede apreciar como la densidad
espectral de potencia del filtro Chebyshev influye en la forma de la funcién de covarianzay por
ende en la predsién de reconstruccién del proceso.

Estas reconstrucciones fueros realizadas bajo los mismos parametros que se presentaron en el
capitulo 3. Estos pardmetros son:

e 8 muestras (x) para la reconstruccion con valores de [0.3, 0.2, 0.4, 0.05, -0.2, -0.1, -0.1,
0.2] respectivamente.

¢ Untiempo de muestreo (T) de 0.25 segundos entre muestras.

e Ademas la frecuencia de corte cambia para diferente orden del filtro, por ejemplo,
para el filtro Chebyshev de cuarto orden es de w, = 3.25 rad/seg, para el filtro
Chebyshev de quinto orden es de w, = 3.6 rad/seg, para el filtro Chebyshev de sexto
orden es de w, = 3.93 rad/seg y para el filtro Chebyshev de séptimo orden es de
w, = 424 rad/seg.
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Figura B.1. Densidad espectral de potencia para el filtro Chebyshev de cuarto orden con una
frecuenda de corte w, = 3.25 rad/seg.
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Figura B.2. Funcion de covarianza para el filtro Chebyshev de cuarto orden con una

frecuenda de corte w, = 3.25 rad/seg.
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Figura B.3. Funcion de reconstruccion para la seiial aleatoria propuesta utilizando un filtro

Chebyshev de cuarto orden.
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Figura B.5. Funcidn de error de reconstruccion para la senal aleatoria propuesta donde se
muestra la zona de extrapolacién utilizando un filtro Chebyshev de cuarto orden.



B.2 Filtro Chebyshev de quinto orden
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Figura B.6. Densidad espectral de potencia para el filtro Chebyshev de quinto orden con una

frecuenda de corte w, = 3. 6 rad/seg.
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Figura B.7. Funcidn de covarianza para el filtro Chebyshev de quinto orden con una

frecuenda de corte w, = 3. 6 rad/seg.
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Chebyshev de quinto orden.
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B.4 Filtro Chebyshev de séptimo orden
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Los siguientes programas fueron realizados con el objetivo de calcular los pardmetros
utilizados en la regla de la esperanza matematica condicional.

C.1Varianza matematica para Filtros RC
Los siguientes son codigos realizados en matlab y sirven para calcular la varianza matematica
condidonal que hemos utilizado para calcular el error de reconstruccion para el proceso con

muestras de valor: 0.3, 0.2, 0.4, 0.05, -0.2, -0.1, -0.1y 0.2 respectivamente.

Filtro RC de una etapa

clear all;
clc;

% BLOQUE DE DATOS DE ENTRADA

N=8; %Numero de Muestras

a=1, %Valor de alfa para que el tiempo de covarianza seaigual a1l
T=0:0.25:1.75; %Tiempo de muestreo

t=-0.1:0.05:1.9;

n=1;

lon=length(t);

% BLOQUE DE LLENADO DE LA MATRIZ k
fori=1:1:N
forj=1:1:N
k(i,j) = exp(-a*abs(T(i)-T()));
end
end

% MATRIZ INVERSA DE LA FUNCION DE COVARIANZA
A =inv(k);

%BLOQUE DE LLENADO DE LA FUNCION MATEMATICA DE VARIANZA
for x=1:1:lon
fori=1:1:N
forj=1:1:N
rt(n,x) = exp(-a*abs(t(x)-T(i))) *A(i,j) *exp(-a*abs(T(j)-t(x)));
rsuma=1-sum(rt,1);
n=n+l;
end
end
end
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Filtro RC de dos etapas

clearall;
clc;
clf;

% BLOQUE DE DATOS DE ENTRADA

N=8; %Numero de Muestras

a=2; %Valor de alfa para que el tiempo de covarianza seaigual a1l
T=0:0.25:1.75; %Tiempo de muestreo

t=-0.1:0.05:1.9;

n=1;

lon=length(t);

% BLOQUE DE LLENADO DE LA MATRIZ k
fori=1:1:N
forj=1:1:N
k(ij) = (1+a*abs(T(i)-T(j))) *exp(-a*abs(T(i)-T(j)));
end
end

%MATRIZ INVERSA DE k
A =inv(k);

% BLOQUE DE LLENADO DE LA FUNCION MATEMATICA DE VARIANZA
for x=1:1:lon
fori=1:1:N
forj=1:1:N
rt(n,x) = (1+a*abs(t(x)-T(i))) *exp(-a*abs(t(x)-T(i))) *Ali,j) *(1+a*abs(T(j)-
t(x))) *exp(-a*abs(T(j)-t(x)));
rsuma=1-sum(rt,1);
n=n+l;
end
end
end
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Filtro RC de tres etapas

% BLOQUE DE DATOS DE ENTRADA

N=8§; %Numero de Muestras

a=2; %Valor de alfa para que el tiempo de covarianza seaigual a1
T=0:0.25:1.75; %Tiempo de muestreo

t=-0.1:0.05:1.9;

n=1,

lon=length(t);

% BLOQUE DE LLENADO DE LA MATRIZ k
fori=1:1:N
forj=1:1:N
k(ij) = (1+a*abs(T(i)-T())+((a”2) *((T(i)-T(j)) *2)/3)) *exp(-a*abs(T(i)-T(j)));
end
end

%MATRIZ INVERSA DE k
A =inv(k);

% BLOQUE DE LLENADO DE LA FUNCION MATEMATICA DE VARIANZA
for x=1:1:lon
fori=1:1:N
forj=1:1:N
rt(n,x) = (1+a*abs(t(x)-T(i))+((a”2) *((t(x)-T(i))*2)/3)) *exp(-a*abs(t(x)-
T(i)) *A(i.j) (1+a*abs(T(j)-t(x))+((a*2) *((T(j)-t(x)) *2)/3)) *exp(-a*abs(T(j)-t(x)));
rsuma=1-sum(rt,1);
n=n+1;
end
end
end
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C.2 Varianza matematica para Filtros Chebyshev

El siguiente cédigo al igual que los anteriores funciona para calcular la varianza matematica
condidional. Nétese que en este caso los Unicos pardmetros a cambiar son el orden del filtroy
la frecuenda de corte.

clearall;

clc;

ep=0.5;

orden=1; %0rden del filtro
wc=0.63; %Frecuencia de corte
NM=S§; %Numero de muestras
T=0:0.25:1.75; %Tiempo de muestreo

Mu =[0.3,0.2,0.4,0.05,-0.2,-0.1,-0.1,0.2]; %Valor de las muestras

nt=1501;
Dt=0.01;
nw=1001;
Dw=0.02;
Dw2=0.01;

kyj=0;

forl=1:nw
w(l)=(-1)*Dw2;
kxj=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(w(l)/wc)))"2));

if (I==0| I==nw) %Integral del Espectro
kyj=kyj+kxj;
elseif mod(l,2) ==
kyj=kyj+2*kxj;
else
kyj=kyj+4*kxj;
end
end
sig2=(kyj*Dw?2)/(3*pi)
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% MATRIZ DE COVARIANZA
for m=1:NM
forj=1:NM
kyj=0;
forl=1l:nw
w(l)=(I-1)*Dw2;
kxj=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(w(l)/wc)))*2))*cos(w(l) *(T(m)-T(j)));

if (I==0 | I==nw) %Integral del Espectro
kyj=kyj+kxj;
elseif mod(l,2) ==0
kyj=kyj+(2*kxj);
else
kyj=kyj+(4*kxj);
end
end
Kx(m,j)=(kyj*Dw2)/(3*sig2*pi);
end
end
A=inv(real(Kx));

Tinic=-3;
for n=1:nt
tx(n)=Tinic+(n-1)*Dt;
Var(n)=1;
for m=1:NM
kyi=0;
for I=1:nw
w(l)=(I-1)*Dw2;
kxi=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(w(l)/wc)))"2))*cos(w(l)*(tx(n)-T(m)));

if (I==0 | I==nw) %Integral del Espectro
kyi=kyi+kxi;

elseif mod(l,2) ==0
kyi=kyi+2*kxi;

else
kyi=kyi+4*kxi;

end

end

K2i=(kyi*Dw2)/(3*sig2*pi); %Calculo de la Integral K2i

for j=1:NM,;
kyj=0;
forl=1:nw
w(l)=(I-1)*Dw2;
kxj=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(w(l)/wc)))*2)) *cos(w(l)*(T(j)-tx(n)));
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if (I==0 | I==nw) %Integral del Espectro
kyj=kyj+kxj;

elseif mod(l,2) ==0
kyj=kyj+2*kxj;

else
kyj=kyj+4*kxj;
end
end
K2j=(kyj*Dw2)/(3*sig2*pi); %Calculo de la Integral K2j
Var(n)=Var(n)-(K2i*A(m,j) *K2j); %Varianza condicional
end
end
end
figure
plot(tx,Var) % Se grafica el valor de la funcion evaluada contra el vector tiempo

axis([-3, 4.5, -0.01,1])
xlabel('tiempo')
ylabel('Varianza matematica')
grid on
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C.3 Funciones basicas

La funcién del siguiente cédigo es generar funciones basicas en cada muestra del proceso a
reconstruir, al final la suma de todas y cada una de estas funciones va a proporcionar lo que
conocemos como esperanza matematica condicional.

clearall;
clc;

ep=0.5; %Amplitud del rizo
orden=1; %O0rden del filtro
wc=0.63; %Frecuendia de corte
NM=4; %Numero de muestras
T=[0,0.25,0.75,1.5]; %Tiempo de muestreo

nt=1501;
Dt=0.01;
nw=1001;
Dw=0.02;
Dw2=0.01;

kyj=0;

forl=1:nw
w(l)=(I-1)*Dw2;
kxj=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(w(l)/wc)))*2));

if (I==0 | I==nw) %Integral del Espectro
kyj=kyj+kxj;
elseif mod(l,2) ==0
kyj=kyj+2*kxj;
else
kyj=kyj+4*kxj;
end
end
sig2=(kyj*Dw2)/(3*pi)

% MATRIZ DE COVARIANZA
for m=1:NM
for j=1:NM
kyj=0;
forl=1:nw
w(l)=(I-1)*Dw2;
kxj=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(w(l)/wc)))*2))*cos(w(l)*(T(m)-T(j)));

if (I==0 | I==nw) %Integral del Espectro
kyj=kyj+kxj;

elseif mod(l,2) ==0
kyj=kyj+(2*kxj);

else
kyj=kyj+(4*kxj);

end
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end
Kx(m,j)=real((kyj*Dw2)/(3*sig2*pi));
end
end
Kx
A=inv(Kx)

Tinic=-3;
for n=1:nt
tx(n)=Tinic+(n-1)*Dt;
Fb1(n)=0;
Fb2(n)=0;
Fb3(n)=0;
Fb4(n)=0;
for m=1:NM
kyj=0;
forl=1l:nw
w(l)=(I-1)*Dw2;
kxj=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(w(l)/wc)))*2))*cos(w(l) *(tx(n)-T(m)));

if (I==0 | I==nw) %Integral del Espectro
kyj=kyj+kxj;
elseif mod(l,2) ==0
kyj=kyj+2*kxj;
else
kyj=kyj+4*kxj;
end
end
K2i=(kyj*Dw2)/(3*sig2*pi); %Calculo de la Integral
=L
Fb1(n)=Fb1(n)+(K2i*A(m,j)); %Funcion basica
=2;
Fb2(n)=Fb2(n)+(K2i*A(m,j));
i=3;
Fb3(n)=Fb3(n)+(K2i*A(m,j));
i=4;
Fb4(n)=Fb4(n)+(K2i*A(m,j));
end
end

figure

plot(tx,Fb1,tx,Fb2,tx,Fb3,tx,Fb4)

grid on

xlabel('tiempo’)

ylabel('Funcion basica')

axis([-3, 4.5, -3, 3])

legend('Funcion basica en T=0','Funcion basica en T=0.25','Funcion basicaen T =
0.75','Funcion basicaen T=1.5")
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C.4 Densidad espectral de potenda y funcion de covarianza

A continuacidon se presenta el cédigo de dos parametros fundamentales para calcular la
esperanza matemadtica condicional. La forma que tomen la densidad espectral de potenciay la
funcién de covarianza nos proporciona informacién acerca de cdmo sera la funcién basica y
con ello cdmo sera la reconstruccidn del proceso.

clearall;
clc;

ep=0.5; %Amplitud del rizo
orden=1; %O0rden del filtro
wc=0.63; %Frecuencia de corte

nt=301;
Dt=0.1;
nw=1001,;
Dw=0.02;
Dw2=0.01,;

fundon = @(w) (1./(1+(ep.*cos(orden.*acos(w./wc))).*2)); %Se define la integral
sig = (1/(2*pi))*quad(funcion,-40,40) % Se evalua la varianza
st=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(0/wc)))"2));

%DENSIDAD ESPECTRAL DE POTENCIA
forr=1:401
w1(r)=-10+(r-1)*0.05;
swl(r)=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(wi(r)/wc)))*2));
end
plot(w1,sw1l) % Se grafica el valor de la funcion evaluada contra el vector tiempo
axis([-10, 10, 0,1])
grid on
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%FUNCION DE COVARIANZA TCov

tyj=0;
for m=1:nt
tau(m)=(m-1)*Dt;
kyj=0;
forl=1:nw
w(l)=(I-1)*Dw2;

kxj=(1/(1+(ep*cos(orden*acos(w(l)/wc)))*2)) *cos(w(l) *tau(m));

if (1==0 | I==nw)
kyj=kyj+kxj;
elseif mod(1,2) ==0
kyj=kyj+2*kxj;
else
kyj=kyj+4*kxj;
end
end

cov(m)=(kyj*Dw?2)/(3*sig*pi);

if (m==0| m==nt)
tyj=tyj+abs(cov(m));
elseif mod(m,2) ==0
tyj=tyj+abs(2*cov(m));
else
tyj=tyj+abs(4*cov(m));
end
end
tc=(tyj*Dt/3)

figure

%Integral del Espectro

%Calculo de Fcovarianza

%lIntegral de Fcovarianza

%Calculo de Tiempo de covarianza

plot(tau,cov) % Se grafica el valor de la funcion evaluada contra el vector tiempo

axis([0, 30, -0.25,1])
grid on
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