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RESUMEN

Este trabajo trata de la aplicacion de técnicas basadas en Espectros de Orden Superior
(EOS) a procesamiento digital de sefiales, poniendo énfasis en el Biespectro. Dos
aproximaciones principales se emplean para estimar los Espectros de Orden Superior: el
método convencional (Tipo de “Fourier”) y la aproximacidén paramétrica, ésta se basa en
los modelos autoregresivo (AR), promedio mévil (MA) y ARMA. Se describe la
aplicacion del biespectro para la estimacion de tiempos de atraso, deteccidon de no

linealidades y recuperacion de sefiales.

ABSTRACT

This work is concerned with the application of techniques based on Higher Order
Spectra (HOS) to digital signal processing, emphasizing on the bispectrum. Two main
approaches are used for estimating higher-order spectra; namely, the conventional
(“Fourier” type) and parametric approach, which is based on autoregressive (AR),
moving average (MA) and ARMA modéls. Higher Order Spectra are used for time delay
estimation (TDE), to detect certain types of nonlinearities in a time series using a

Volterra filter and a signal recovery method using the bispectrum.
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INTRODUCCION

La estimacion del espectro de potencia o funcién Densidad Espectral de Potencia
(DEP) de una secuencia discreta, ha sido una herramienta 1til por mas de treinta afios.
Los métodos para obtener la DEP se clasifican en convencionales los cuales emplean la
transformada discreta de Fourier (TDF) y los conocidos en conjunto como métodos
modernos de analisis espectral entre los cuales se utiliza el algoritmo Prony,
descomposicion en valores singulares, modelos autoregresivos etc. La DEP representa la
distribucion de la potencia en funcion de la frecuencia y por lo tanto las relaciones de fase
entre las componentes frecuenciales se pierde.

La informacion contenida en la DEP es la misma que proporciona la autocorrelacion
(estadistico de segundo orden) de la secuencia, de esta forma la DEP es un espectro de
segundo orden.

Los espectros de orden superior (EOS) o espectros cumulantes se definen en funcion
de transformadas discretas de Fourier multidimensionales de estadisticos de orden
superior conocidos como cumulantes. Los EOS mas comunes son el biespectro y el
triespectro.

Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se definen los espectros de orden superior (EOS) como la
transformada discreta de Fourier multidimensional de los cumulantes y su relacion con
sistemas lineales no Gaussianos y sistemas no lineales. El capitulo II menciona los
métodos para estimar los EOS. En el capitulo III, IV y V se exponen algunas aplicaciones
de los EOS a: estimacion de tiempos de atraso, deteccion de no linealidades vy
recuperacion de sefiales. Finalmente, se dan las referencias y los apéndices referidos en el

trabajo.



Capitulo I: Espectros de orden superior

CAPITULO

ESPECTROS DE ORDEN
SUPERIOR

L1 Introduccion

La Densidad Espectral de Potencia (DEP), es suficiente para describir estadisticamente
un proceso Gaussiano (procesos con funciones densidad de probabilidad conjuntas con
distribucion Gaussiana), utiliza la estadistica de segundo orden (autocorrelacion R, (7))
de la sefial. Sin embargo, la DEP es ciega con respecto a la fase, ya que se demuestra que
DEP de una sefial real es real y par. Es decir, la fase se pierde. Utilizando Espectros de
Orden Superior (EOS) es posible extraer informacion de la fase asi como desviaciones

de Gaussianidad.

Motivaciones para el estudio de los EOS

1. Detectar sefiales no Gaussianas
2. Reconstruir la fase y la magnitud de sefiales y sistemas
3. Identificar sistemas no lineales o detectar no linealidades en series temporales

Para sefiales Gaussianas, los EOS de orden mayor a dos son cero. Si algin EOS es
diferente de cero, €sto indicara la existencia de una sefial no Gaussiana (la cual se suma al
ruido blanco Gaussiano). El procesamiento de sefiales no Gaussianas usando EOS, tiene

ciertas ventajas en la deteccion y/o estimacion de parametros.

Aplicaciones de espectros de orden superior 2



Capitulo I: Espectros de orden superior

Los EOS preservan la magnitud y la fase cuando una sefial o sistema es de fase no
minima (singularidades fuera del circulo unitario).

Los EOS son utiles para detectar y caracterizar no linealidades en sefiales y sistemas.
Cada tipo de no linealidad tiene que investigarse en cada caso, ya que no existen
relaciones generales para datos estacionarios arbitrarios aplicados al sistema no lineal.

En 1965, Brillinger [1] introdujo los EOS en el campo de la estadistica. Actualmente,
el estudio de los EOS aplicados al Procesamiento digital de Sefiales (PDS) son lidereados

por Chrysostomos L. Nikias y Jerry M. Mendel.

1.2 Momentos y cumulantes conjuntos
Sean Xi, Xj,..., Xn n variables aleatorias, sus cumulantes conjuntos de orden
r=kitkp+...+k, se definen como [2] [3] [4]:

, 0" Ing(ww,,.w)

c =(—)) o (12.1)
ky ks, ky awlkl aWZkz ”.awnk,, l W =W,..=W,=0
donde:

O(w,,w,,.w, )= E[e™ ] (12.2)

es la funcion caracteristica conjunta. Por ejemplo,

s O Ind(wyw,)
2= 57 |,
awl awz Wy =W,
Los momentos conjuntos de orden r=k; + k; + ... + k, se definen como:
N O DOOWw,,. W)

My g, = B X5 X, 1= () o ey om0 (123)

ow,iow,* . ow
donde se observa que los cumulantes conjuntos se pueden expresar en funcion de los
momentos de las variables aleatorias.

Para una sola variable aleatoria X, la funcion generadora de cumulantes de orden &
es:

i OF In®(w)

A | » donde D(w) = E[e™" ] (1.2.4)

¢, =(=))

Cuando £=1,

Aplicaciones de espectros de orden superior 3



Capitulo I: Espectros de orden superior

. dWnEE™] E[jXe™ ]
¢ = (“])——dw— = (—J)—W o, =EX]=m, (1.2.5)
Para /=2,
2 d*InEle™ d? "
¢, =(=j)’ dw[’ l=~dw2 lnEeJX]:
_ E[e™ 1E[-X?e"" 1- E[jXe™ 1E[ jXe ™ ]
E[e'jWX ]2
¢, =E[X’]-E[XV =m,-m (1.2.6)
utilizando el mismo procedimiento se obtiene:
Cy = my —3m,m, +2m’ 1.2.7)
c, = my —4mym, —3m? +12m,m? — 6m; (12.8)

Para una variable estocastica (variable aleatoria que varia en funcion del tiempo) se tiene:
m, (1,,7,,...,7,) = EX(MX(n+7). X(n+7,,)] (1.2.9)

Obsérvese que para n=2

m; (t) = E[(X(n) X (n+17)] = R,y (r); donde 1 es el defasamiento entre las secuencias.

Similarmente, para los cumulantes de n-ésimo orden de x(n) con (n-1) funciones

dimensionales se puede escribir como:

A
(11,75, T )=cum[ X (n), X(n+1,),... X(n+7,4)] (1.2.10)

L2.1 Relacion entre momentos »2, y cumulantes c; para una variable estocéstica

Algunas relaciones entre los cumulantes y los momentos se dan enseguida [1]:
c; =m; = E[X(n)]=media (12.1.1)
¢; () = m3 (z,) ~ (m}")* = covariancia (12.1.2)
donde se observa que c;(r;) es una funcion simétrica alrededor de 7, =0, es decir,
c;(-1))=c;3 (7)), por lo que c;(7;) es una funcion de fase cero, lo que significa que

toda la informacion de la fase de x(n) se pierde en ¢, (7). Asi mismo,

Aplicaciones de espectros de orden superior 4



Capitulo I: Espectros de orden superior

¢ (7,,7,) =mj (7,,7,) —mi[m; (7)) + m; (7,) + m; (7, — 7,)] + 2(m}’)? (12.1.3)
¢; (11,73,73) = my(7),7,,73) —m; (1, )m; (7, ~13) —m;(ty)m; (3 —77)
—m; (z3)m; (v, —71) —mi [m3 (1, — 71,73 — 1)) + M3 (7,73)
+m;(rz,r4)+m§‘(z‘1,r2)]+(mlx)2[m;(rl)+m§(z'2)+m§(z'3)
+m; (T3 = 7))+ m; (t3 —7,) +m3 (t, — 1)) - 6(m;" )* (12.1.4)

Casos particulares cuando m; =0

Para m =0 se tienen los siguientes casos particulares:

¢ =0 (1.2.1.5)
c; (1,) =m; (7;) (autocorrelacion) (1.2.1.6)
c;(1y,7,) =m3 (1),7,) (12.1.7)

Por lo que, si x(#7) tiene media cero, de las ecuaciones. (1.2.1.6) y (I1.2.1.7) los cumulantes
de segundo y tercer orden son idénticos a los momentos de segundo y tercer orden
respectivamente. Sin embargo, para generar los cumulantes de cuarto orden es necesario

conocer los momentos de segundo y cuarto orden, de la ecuacion. (I1.2.1.4) se tiene:
3 (11,7,73) =my (1), 75,73) —my (1) )my (3 — 75) —my (1,)m; (23 — 7))

—m3 (t3)m; (7, —171) (1.2.1.8)

Por lo tanto, de las ecuaciones. (1.2.1.2) ,(I2.13) y (I2.14) con 7y, =7, =73, =0y

my =0, se obtiene:

y5 = E[X*(n)]=c;(0) ( Variancia) (1.2.1.9)
y5 = E[X*(n)] =c5(0,0) (Sesgo) (1.2.1.10)
vi = E[X*(m)]=3[y;T =¢;(0,0,0) (Kurtosis) (1.2.1.11)

1.2.2 Propiedades de momentos m; y cumulantes ¢, [1] [4] [5] [6].

1. Si el conjunto de wvariables aleatorias X(n), X(n+7)+,..,X(n+7,,) es

conjuntamente Gaussiano, entonces se cumple lo siguiente:

Aplicaciones de espectros de orden superior 5



Capitulo I: Espectros de orden superior

¢, =0para n> 2 (apéndice A). Sin embargo m) =0 paran>2, por ejemplo: Para la
funcion densidad de probabilidad (fdp) Gaussiana con media cero y variancia uno, ver
figura 1.2.1, los valores de los momentos para #=1,2,3,...,10 son los que se muestran en

la tabla 1.2.1. Obsérvese que ¢, =0 para n>2.

fi-

()

0 X
Fig.1.2.1. Fdp Gaussiana 6> =1, 4 =0

x2

1
Tabla1.2.1 Momentos y cumulantes de F(x) (\/zﬂ—)exp( 5 )

n m c

n n
1 0 0
2 1 1
3 0 0
4 3 0
5 0 0
6 15 0
7 0 0
8 105 0
9 0 0
10 945 0

Los momentos m, se obtuvieron empleando el programa Maple.

2. El cumulante de dos procesos aleatorios estadisticamente independientes es igual a la
suma de los cumulantes de cada proceso o sea:

Si, z(n)=x(n)+ y(n) entonces,

Ch (T, Ty ) = Ty Ty ) + €5 (T, T, ) MieNtras que my, =m, +m)  (1.2.2.1)

Aplicaciones de espectros de orden superior 6



Capitulo I: Espectros de orden superior

L3 Espectros de orden superior (EOS), espectros cumulantes o poliespectros

Los espectros de orden superior también conocidos como espectros cumulantes o
poliespectros, no solo revelan la informacion de amplitud del proceso sino también la
informacion de fase. Esto es importante debido a que la DEP o estadistico de segundo
orden (por ejemplo la correlacion) es ciega con respecto a la fase.
1.3.1 Definicion.

Los EOS se definen en funcion de los cumulantes como se muestra en la figura 1.3.1

X
(%) Fi[]

S (w)[DEP o espectro]

x
€3 (%1,%) Faof]

SY (w1, w ;) [Biespectro]
x(n) x
c, (F1,%2,7%3) Fif]

Si (W 1, W, .,W 3)[Triespectro]

. .
o (T Ta, Tay) F
a (T a1 o [1] SE (W, Wy .y W )[n-especiro]

Fig. 1.3.1 Definicion de espectros de orden superior

El espectro de potencia, el biespectro y el triespectro son casos especiales de los

espectros cumulantes de n-€simo orden [6].

Funcidon de densidad espectral de potencia o espectro de potencia

Funcion de densidad espectral de potencia es la transformada de Fourier

unidimensional del cumulante de segundo orden, es decir:

S3w)= D ez (@e™™

Ty ==

w <z I3.1.1)

Puesto que la autocorrelacion es una funcion par, o sea ¢;(r)=c;(-r) es posible
demostrar que para una sefial real S5 (w) =S5 (-w) y que,

S5 (w)=0 (1.3.1.2)
El biespectro

El biespectro es la transformada de Fourier bidimensional del cumulante de tercer

orden, o sea :
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[e¢]

0 .
S;(WI’WZ): 2 zc;(z.“z.z)e{-)(wlrﬁwm)};

TY=—® Ty=—0

w| <, w,|<mylw +w,|<x; (13.13)

De la ecuacién (I1.2.1.3) y las propiedades de los momentos se obtienen las siguientes
condiciones de simetria [7].
x _ X R — X
¢3(1),7,) = €5 (15, 7)) = €5 (75,7 — 1) = ¢35 (7, — 7),-7y)
— X — X
=c3(1 — 1,7 1) =65 (-7, 7, - 1)) (1.3.1.4)
De lo anterior, si se conocen los cumulantes de tercer orden en cualquiera de los

sectores del I al IV de la figura 1.3.2, esto permitira encontrar la secuencia del cumulante

de tercer orden.

T
Il 2

Vi

\
Fig.1.3.2 Simetria de los momentos de tercer orden

Para sefiales reales solo se desea conocer un espectro no redundante, por ejemplo para
el espectro de potencia, solo es necesario conocerlo en el intervalo 0 < w < 7 ya que para
sefiales reales la funcién de DEP es simétrica con respecto al eje w =0 como se muestra

en la figura 1.3.3.

S (W)

0 T W

Fig. 1.3.3. Simetria de la DEP

De la definicion del biespectro en la ecuacion (I1.3.1.3) y las propiedades de los

cumulantes de tercer orden en la ecuacion (I1.3.1.4) se obtiene:

S5 (w,,w,) =S85 (w,,w,)

Aplicaciones de espectros de orden superior 8



Capitulo I: Espectros de orden superior

=S5 *(wy,wy) =S5 (w, -w,,w,y)

=S (w,,-w, -w,)=S;(w,,-w, -w,)

=83 (-w, -w,,w)) (13.1.5)
Por lo que, conociendo el biespectro en la region triangular w, > 0,w, > w,, w, +w, <7

es suficiente para describir al biespectro para sefiales aleatorias reales, como se muestra

en la figura 1.3.4.

Fig.1.3.4 Regiones de simetria del biespectro

Por lo tanto existen 12 regiones de simetria para el biespectro.
Asimismo, el triespectro cuando (n=4) es la transformada de Fourier tridimensional del

cumulante de cuarto orden, es decir:

o0 oo o0 .
Siw,wy,w)= 3 Y Sci(ry,1,,T,) el (13.1.6)

T =—~00T=—00 T3=—00

wi<r,

w,|<7

wil<m y w +w, +w| <7

Donde c¢; es el cumulante de cuarto orden dado en la ecuacion (1.2.1.4). Las
propiedades de simetria del triespectro son:
Sy (W, wy,wy) =87 (W, w,wy) =87 (W, w,, w,)
=85 (wy,wy,w)) =8, (Ws, W, w,) (1.3.1.7)
Se menciona en [8] que el triespectro de un proceso real tiene 96 regiones de simetria.
Asimismo, se definen los cumulantes cruzados, por ejemplo,
¢ (k1) = Elx(n)y(n+k)z(n+1)] (13.1.8)

y el biespectro cruzado sera:

S (w,wy)= S S e (k, e Mkt (13.1.9)

k=—wl=—x

Aplicaciones de espectros de orden superior 9
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1.3.2 Variancia, Sesgo y Kurtosis

Aplicando la transformada inversa de Fourier al poliespectro de orden » definido en la

figura 1.3.1,

T 7
o (7,05 s Tpy) = J- I IS,f(wl,...wn_l)eU( MRt T ghy  dw, (13.2.1)

-r~7 -~
Ahora, tomando n = 23,4 y haciendo 7, =0, i =12,... n—1. se tiene:
1 T
c;(0)=—— | 85 (w)dw ( Variancia ) (13.2.2)
(27) o
X 1 f [ X
c3(0,0)=— I IS3 (w1, w, )adw,dw, (Sesgo ) (1.3.2.3)
@r) =, =

1 T
G (000)=—= [ j Sy (Wi, Wy, w3 )dwdw,dwy  (Kurtosis)  (13.2.4)
(27[ ) - 7
los cuales estan en términos de los espectros cumulantes.

Se debe notar que aunque el Sesgo sea igual a cero, ésto no implica que el cumulante de

tercer orden es cero.

1.3.3 Proceso de Ruido Blanco no Gaussiano

Si {W(n)}es un proceso estacionario no Gaussiano con E{W(n)} =0 y con una

secuencia cumulante de n-ésimo orden .

Cn (71, Tgses Tyy) =cum{W (n),W(n+1),...W(n+r,. )] =1.6(r;,75,...7,)(13.3.1)
Donde 7, es una constante y 8(7y,75,...,7,_) es la funcién delta de Kronecker (1—1)
dimensional, combinando las ecuaciones (1.3.2.4) y (1.3.3.1) se obtiene

Sy (Wpyseiis Wy )=V (13.3.2)

el cual es un espectro plano para todas las frecuencias, de las ecuaciones (1.3.2.4),(1.3.3.1)

y (1.3.3.2) setiene:
Sy w)y=yy (Espectro de Potencia) (1.3.3.3)

Sy (w,wy)=yy (Biespectro) (1.3.3.4)
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Sy (w,w,,wy) =y,  (Triespectro) (1.3.3.5)
Donde y, esla Variancia, 3 esel Sesgoy 7} es la Kurtosis de {¥ (n)}.

Ejemplo 1.1

Encontrar el espectro de potencia y el biespectro. Si,
x(n)=Wn)-Wmn-1),n=0+1+2, .
Donde {#(n)} es un proceso no Gaussiano estacionario independiente e idénticamente
distribuido [9] con E[W (n)]=0 ,E[W?(m)] =1, EW3(n)]=1.
Solucién:
Calculando la covariancia o cumulantes de segundo orden de x(n) se tiene:
c;(7) = E[X(n) X (n—1)]
=E[(Wm)-Wh-)W(n+r)-Wn+rt-1))]
=28(t)-0(r-1)-8(n+71)

Donde 6(7)es la funcion delta de Kronecker. Asi, c; (r) queda definida como:

2, 7=0
o(r)=9-1, r=1,r=-1
0, otro caso

De la misma forma, calculando los cumulantes de tercer orden de x(n), o sea:
3 (71,7) = my (11, 7,)
= E[(X(m)X (n+71))X(n+7,)]
=E[W(n) =W (n-1))(W (n+7,)
W+, -DW(n+7,)-W(n+rz, -1))]
De lo cual se obtiene:
c;(r,,7,)==0(r, =1, 7,)+ 8(r, - 1,7, - 1) - 5(7)
+6(7, +1,7,)+8(z, +1,7, +1) = 6(z, 7, +1)

Entonces el espectro de potencia del proceso aleatorio es:
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+1
S3(w)=> c5(r)e™ =(2-2cosw)

7=1

El biespectro esta dado por,
S3x (W, w,) = (_ e M 4o TNtm) _ pmiwn W g d(mwy) + esz)
b4

=2jsenw; +2jsenw, —2jsen(w; +w,)

=2 j{sen w; +sen w, —sen(w, + w,)}
La figura 1.3.5 muestra los cumulantes, el espectro y el biespectro, se nota que
aunque el Sesgo ¢3(0,00)=y3 =0 es cero, los cumulantes de tercer orden
c;(7),7,), generalmente no son cero.

3 35»\ /
2 () ' \ 4
3 . 4

1 25 |

(0] 2k
T 1.5
-1
1k
-2 | \
05 \\
- ]
-7 -5 3 1 0 1 3 5 7 -2 -2 - o 1 2 3
o Frecuencia angular w
(a) covariancia (b) espectro de potencia
% XeoooN T ';Im{S;(thz)}
4 c3(71,72) LT

-1

(c)eumulantes de tercer orden (d)biespectro imaginario

Fig. 1.3.5 (a) Secuencia de covariancia, (b) Espectro de potencia, (¢) Cumulantes de
tercer orden, (d) Biespectro.
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Se observa que la parte real del biespectro es cero. Este ejemplo ilustra que si el Sesgo
es cero, no necesariamente implica que el biespectro sea cero, ya que el Sesgo de una

sefial solo afecta a la parte real del biespectro.

1.3.4 Sistemas lineales no Gaussianos

Sea el siguiente sistema discreto cuya respuesta a la muestra unitaria es h(n), x(n) es la

entrada (no Gaussiana) y y(n) es la salida, ésto se observa en la figura 1.3.6.

w—s 0L

Fig. 1.3.6.Sistema lineal no Gaussiano

EIEOS de y(n) es (w,,w,,....,w,,)

ST (W, W,,...,w,,) =S e”” | se demuestra que [25]:

S, (W, w,,...,w,)=Hw )Hw,).. Hw, )JH*(w, +...4+w, )S (W,,...,w,,) (13.4.1)
Escribiendo la ecuacion (1.3.4.1) en términos de magnitud y fase se tiene:
[S) w,w,,...w, YHHW)||Hw,)|...|Hw, ) |H*w, +..+w ) ||SiW,,...w,.)|
6,=6+0,+...0,,-0(w,+...+w, )+6, (w,...,w,,)

Si x(n) es una secuencia de ruido blanco no Gaussiana, su espectro cumulante de orden

n-ésimo esta dado por [25]:

x ¢, (0)
S, W, Wwy,..,w, )= 1342
( 1>"2 l) (27[)”_1 ( )
Asimismo se demuestra que:
Y (w)H (0)c3 (0
S¥(w,0) = 5 WHOS ) 16y 40 (13.4.3)

(27)c3 (0)

Ejemplo 1.2

Dado h(n) = 8(n) - ad(n-1) en el sistema lineal mostrado en la figura 1.3.7.
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x(n) no h(n)
Gaussiana H(w)

Fig 1.3.7 Sistema lineal con entrada no Gaussiana

Obtener :
a) El espectro S; (w)
b) El biespectro S3 (w,,w,) y comprobar la ecuacion (1.3.4.3).

Solucion :

a) 83 (w)= HwW)H  (w)S5 (w)
h(n)y=6(n)—ad(n-1)
Hiz)=1-a z™

=l-ae ™

Hw)=H(2)|

cz (0)

Z=el"

s:wy= 2@
Syw)=(1-a e v )(1_aejw)c_f_(92
2

Simplificando se obtiene:

‘72()

Y1 +a? -2acosw)

S2m) ==

b) S5 (wy,wy) = H(w) )H(w,)H * (W) +w,)S35 (W), w,)

S3y (Wl »Wa ) = €3 (02) (1 -a e'jwl )(l_a e-jWZ )(l_a ej(w1+w2))
(27)

obteniendo S;°(w,0) se llega a:

3()

37 (w 0)— 2y T (-ae™™)(1-a)(1-ae™)

_ &%) 0)

——(1- a)1+a* -2cosw)
@)}

la expresion anterior se puede escribir en la forma siguiente:

—» y(n)

Aplicaciones de espectros de orden superior
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y _ ch(O)& .
S3 (w,O)—————czx(O) - Syw) , H()=0,

con lo cual se comprueba la ecuacion (1.3.4.3).
Recuérdese que los EOS se definen en forma general por la siguiente expresion:

0 o
S:(Wl,...,wn_l)= Z ZC::(TI,...,2'3)e‘JW‘ne-Jwrz W :

7 =0 T

el =0

w| <mw, <m.|w|<m,

Wt AW | <7

1.3.5 Sistemas no lineales

Sea el siguiente sistema no lineal (SNL) mostrado en la figura 1.3.8 en el cual la

respuesta al impulso h(n) esta dada por:

h(n) = x(n) + a x*(n) (1351

x(n)—™» SNL |— y(n)

Fig.1.3.8 Sistema no lineal

Si x(n) = A4, cos(fn+06,)+ 4, cos(f,n+6,) (1.3.5.2)
Donde 6, y 6, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,

sustituyendo la ecuacion (I.3.5.2) en la ecuacion (1.3.5.1) y simplificando se obtiene que

h(n) son senoides con los
argumentos (ﬂl b 91 )9 (ﬂZ 9 62 )a (2ﬂ1 a291 )) (2132 ,2‘92 )a (ﬂl + ﬂz » 01 + 92) y
(B, - B,.6, -6,) ,donde los dos ultimos términos se dice que tienen acoplamiento

cuadratico de fase.

Sean las siguientes sefiales aleatorias:

x,(n) = cos(B,n+6,)+cos(B,n+86,)+cos(B,n+86,) (13.5.3)
x,(n) = cos(B,n+6,)+cos(B,n+86,)+cos[(f, + B,)n+ (6, +6,)] (1.3.5.4)

donde p, =p, +p, debido al acoplamiento y 6, ,6, y 6, variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas.
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Obsérvese que E[X,(m)]=E[X,(n)]=0. La autocorrelacion de x,(n)y x,(n) es:
X X. l . .
¢ (1) =¢ (1)) = E[COS Byt +cos B, +cos(B, + B,)r;]  lo  cual implica que

x(n) y x,(n) tienen el mismo espectro de potencia; con impulsos en

BBy (B +8y).

Los cumulantes de tercer orden son:
e ,7)=0 (13.5.5)

¢y’ (z'1 T, )= ?}[cos(,b’zr1 + ,B]rz)+ cos(,H3z'l - pi7, )]+ cos(,Blr1 + ,8212)
+ cos(,83r1 - ﬂ212)+cos(ﬂ171 - ,Bzz'z)+ cos(,Bz'r1 - ,332'2); (1.3.5.6)

Asi, el biespectro de x,(n) sera cero, sin embargo en el biespectro de x,(n)

832 (w,,w,), aparecera un impulso en (f3,,/,)de valor B, =B, +f,, lo cual implica

una relacion cuadratica de fase en la sefial de salida de un sistema, y con esto se

concluye que el sistema es no lineal, ver figura 1.3.9.

w
42

Fig. 1.3.9. Impulso en el biespectro producido por un sistema no lineal.

Impulsos en el biespectro de potencia armonicamente relacionados, es decir,
B3 = B, + B,, pueden indicar no linealidades, sin embargo el S (w)no muestra relacion
de fase de componentes armonicos y por lo tanto no distingue x,(n)de x,(n). El

biespectro si preserva las relaciones cuadraticas de fase y por lo tanto es util para

detectar no linealidades cuadraticas de fase.
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CAPITULO

METODOS PARA
OBTENER LOS
OLIESPECTROS

11.1 Introduccion

Existen diversas formas para estimar los EOS, dos buenas aproximaciones que se
pueden emplear para estimar los EOS son los métodos: convencional (transformada de
Fourier), y paramétricos: Autoregresivo (AR),Promedio Moévil (MA), y la combinacion
de ambos (ARMA).

Estimacion de los Espectros de Orden Superior

yd Indirecto
Clésicos
o Directo
Convencionales
(No paramétricos)
Métodos

Paramétricos AR

N

I1.2 Métodos clasicos o convencionales (no paramétricos)

Se emplean para estimar los estadisticos de orden superior (cumulantes y momentos)
empleando una coleccién de datos finita, generando la estimacion espectral de orden

superior empleando la funcion de ventaneo multidimensional.
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I1.2.1 Método Indirecto

Dadas las N muestras de una serie temporal, o sea:

x(n)={x(1), x(2),..., x(N)} = fe(n)}, (I1.2.1.1)
Procedimiento:[6],[10].
1. Dividir las N muestras en k segmentos de M muestras cada uno, ver figura I1.2.1,
N=kM

1 2 oo 0 k

0 M-1  2M-1
Fig. I1.2.1 Division de las N muestras

Cada segmento estd dado por:
xn); n=0,1,... M-1; =12, .k (11.2.1.2)
2. Obtener la media de cada segmento y restarsela a los datos.

3. Estimar los momentos de orden superior, es decir:

B , .
mf,i)(rl,...,r,,_l)z i Zx(’)(n)x(’)(n +7,) x(’)(n +7,.,) (I1.2.1.3)
k=a
n=23,..,N; o=méx(0,-11, ..., Tn1 ); B=min(M-1,M-1-1y,... M-1-1,,.1)
4. Obtener los momentos promedio, o sea:
A (1) 1 k ,
my (Tl,rz,...,r,,_l):;Zmﬁ,’)(rl,...,rn_l) (I1.2.1.4)

i=1

5. Obtener los cumulantes de orden n.

ci(r)=mi(r) (I1.2.1.5)
c5 (7, 7,)=m3 (z1,7,) (11.2.1.6)
ci (e, 75,73)=mi(z), 7, 73)-m; (Tl)mf(fs —1,)- méc(fz )m; (7 -7)  (M2.17)

—mf(z'3)m;(12 - 71)

6. Estimar los EOS o espectros cumulantes, es decir:
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L L
SHw,,0,,..,0, )= Z e ety T ) 0T Ty )(e'f(""r"'""'“’"-”"*l)) (I1.2.1.8)

==L 1, ,=—L

donde L<M-1 y o(ty,...,Ta1)=d(t1) d(12)... d(Tn1) d(Ti+T2t...+101)
®( 7;) es una ventana multidimensional formada por ventanas d(z, ) unidimensionales,

las cuales deben cumplir ciertas propiedades de simetria y ser cero fuera de la region de

validez de los cumulantes, ademas Flo( z,)]>0.

Dos ventanas di(t) y dz (1) empleadas son:

sen —| + 1~m cosﬂ'r<Li
dy(t) =4, 7|8 s (11.2.1.9)
0
2 3
1-6 H + 6 H T <£
L L] 2
AW
d, ()= Z(I_ZJ ;ES\TISL (11.2.1.10)
0; 7|> L

11.2.2 Método directo

Este método utiliza la transformada rapida de Fourier, es mas facil de implementar y da
los mismos resultados que el método indirecto [11].
Procedimiento:
1. Igual a los pasos 1 y 2 del método indirecto, sélo que M debe ser potencia entera de 2,
(puede ser necesario agregar ceros a cada segmento).

2. Obtener k£ TDF de M muestras cada una, o sea:
, M1 _ 2
Y9 (k)= 1 YxOmye ™ =12, k k= 0,1,...,%' (I1.2.3.1)
k=0

3. Obtener los espectros de orden superior. Para el biespectro y el triespectro se tiene:
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S3(i)(k1 ,kz): ;}{Y(i)(kl )Y(i)(k2 )YO')' (k1 +k, ); i=12...k F= 7\:? (I1.2.3.2)

i 1 i i i iy
Sk, ky k) = FY( ke W ke, W O, W (e + ke, + ey (IL2.3.3)

4. Obtener el biespectro promedio, o sea:

1 _k
S;‘(wl,wz)=%ZS3(") (k,,k,) ; donde w, :[%jki ;i=1,2 (11.2.3.4)

i=1

I1.3 Métodos paramétricos

Cuando se tiene una sefial aleatoria como entrada a un sistema, una forma aproximada
para identificar este sistema es emplear sistemas lineales invariantes en el tiempo. Si el
ruido es Gaussiano, y la entrada al sistema no se conoce, el sistema de fase no minima
se identificara como un sistema de fase minima. Por lo tanto, la motivacién principal
cuando se emplean modelos paramétricos con ruido blanco no Gaussiano para la
estimacion de los EOS es recobrar la respuesta en magnitud y fase del sistema.

Algunos ejemplos empleando estos métodos se dan en la referencia [29].

I1.3.1 Solucién para un modelo MA

Sea el modelo
y(r)y=x(n)ytw(n) (I1.3.1.1)
Donde x(7) esta dada por el modelo MA(q)

x(n) = ib(k)W(n —k) (I1.3.1.2)
k=0

y w(n) es ruido Gaussiano independiente de W(#n). Suponiendo que W(#) es ruido blanco

de tercer orden, los cumulantes de tercer orden de y(n) estan dados por :

¢y (r, p)=E[y(n)y(n +7)y(n + p)] (I1.3.1.3)

=gy ib(k)b(k +17)b(k + p)
k=0

Evaluando la ecuacion (IL.3.1.3) en 7=¢, p=n se obtiene:

¢ (g,n) =05 b(n)b(q) (I1.3.1.4)
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para n=0, la ecuacion (I1.3.1.4) queda como

¢ (¢,0) = a;'b(q) ; b(0)=1 (IL3.1.5)
combinando las ecuaciones (I1.3.1.4) y (IL3.1.5) y asumiendo que o, # 0 (por ejemplo,
W(n) no es simétricamente distribuida), se obtiene:

c3(gm) _
c3(¢,0)

La ecuacion (I1.3.1.6) relaciona la respuesta al impulso del modelo MA vy los cumulantes

0,1

b(n) = 1,0 (IL3.1.6)

de tercer orden de salida del sistema. Esta formula se conoce como ¢(q,k) [12], y provee

una solucion en forma cerrada para la estimacion de los parametros MA.

I1.3.2 Solucién para un modelo ARMA.

Relaciona los modelos paramétricos (ARMA, MA, AR) con los cumulantes.
Modelo ARMA (p.q)

fa(k)x(n—k):zq;b(k)a)(n—k) ; a(0)=1 (I1.3.2.1)
k=0 k=0

donde w(n) son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con

media cero y
Epmwm+r) oh+r,,)=0"6(,,7,,) (I1.3.2.2)

o sea que @(n) es un ruido blanco de orden n. El espectro de orden superior de entrada y

salida del sistema estan relacionados como:

O_W

(27;;"—1 Hw,). . Hw, YH*(w, +wy +...+w,_) (1323)

S, (wl,...wn—l) =

donde H(w) es la funcion de transferencia del sistema ARMA, dada por:

i b(k)e ™

H(w)=k—;9-- ; a(0)=1 (IL.3.2.4)
Za(k)e"fw"
o equivalente a:
Hw)=|H(w)e /%™ (I.3.2.5)
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de la ecuacion (I1.3.2.4) y ecuacion (I1.3.2.5) se obtiene la funcion de transferencia dada
por [13];
1

SEwY |2
H(w):[LW)J e/H ™) (11.3.2.6)
0,
Los parametros ARMA se calculan de la identidad:
q
B02) > bk)z™
Z k=0 - -k
= =H(z)= ) h(k
e H(z)=Y_ h(k)z (11.3.2.7)

> a(k)z™* k=0
k=0

Asumiendo que B(z) y A(z) no tienen factores comunes, la ecuacion (I1.3.2.7) se puede

reescribir como:

i k
Dbk
1‘~§°--—k = ;)h(k)z‘k L>p+q (1L3.2.8)
a(k)z™* k=

Asumiendo que p>q, la ecuacion (11.3.2.8) queda como:
{..0,6(0),b(1),.,5(¢),0,..} ={...0,4(0),&(1),..a(p),0,..}*{...0, A(0) A(1),., A(L),0,.. }(IL3.2.9)
Donde * denota convolucion lineal. Como 5(k):0para k> qtl y a(0)=1 para

cualquier r>p-q entonces,

h(g+7r) hg+r-1) - hg+r-p+1|[aQ)
A A vee h - a2
h(g +.r +1) h(q.+ r) . h(g + r. p+2 (: ) (113.2.10)
h(g+r+p-1) h(g+r+p-2) - h(g+7) a(p)
también, para £=0,1,2,...,q, se tiene:
p A A
> a(ih(k - i) =b(k) (I1.3.2.11)
i=0

en forma matricial,
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bO)| [h0) 0 - o[ 1
b |_ A AQ) - 0 a(: ) (IL3.2.12)
b(@)| i) hg-1) -- 0of[ap)
los 6rdenes de p y g se pueden estimar construyéndose las estimaciones como:
h(t s)=(-1) S = )dt[h(t +i— )i, j=12,.5] (IL.3.2.13)
la cual satisface las condiciones siguientes.
1.- h(q, p)#0
2- h(g+Lp+1)=0
Aplicacion a un modelo ARMA(p.q)
‘Zja(k)x(n -k)= zq:b(k)w(n -k);, a(0)=1 (IL3.2.14)
k=0 k=0
E[w(k)w(k +7 ),..,wk +7, )]=0)(7,,.,7,) (IL.3.2.15)
Se sabe que:
S, (w,..,w 1)—( ; -Hw). . Hw, )H (W +w, +..+w,) (IL3.2.16)
Asimismo:
q .
Z b(k)e ™
H(w)= ; ; a(0)=1 (11.3.2.17)
Z a(k)e ™"
) S*(w b
H(w)= lH(W)le‘l¢(W) — (Lw)}eﬂﬁ( ) (1L3.2.18)
)

donde @(w) es la fase del biespectro estimado, de S, (w),o, , #(w), h(n) se obtiene de:

h(n) = -2}; [ H(w)e" dw (11.3.2.19)
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Los parametros ARMA se obtienen de:

]i ((Z)) ;h( n)z™" (11.3.2.20)

En [14] se menciona un método para obtener los parametros ARMA empleando el
biespectro.

I1.3.3 Obtencion de la magnitud y la fase empleando el biespectro

P, wy) =8, (W) +8,(wy) =@, (W, +w,) (I1.3.3.1)
83 (w1, ) =X )| X 0w X (91 + X () (I1332)
¢ W) [X(w)| 5wy, w,) S3(wy,w,) (I1.3.3.3)

$. (W) | X (W) 5 (w;,w,) (11.3.3.4)

3| = logl X (w, )] +1og X (w, )|+ loglX () + X (w,) (I1.3.3.5)

Por lo tanto si se resuelve el problema para la fase, también se resolvera el problema para

la magnitud. La forma directa de la ecuacion (I1.3.2.20) es:

¥ (m,n)=¢, (m)+¢,.(n)~¢, (m+n) (IL.3.3.6)
Definiendo:
W =[Wy (1,0, U5 (1,2), ¥y (2,3),, WS (N/2, N/ 2)F (11.3.3.7)
¢=[6,(),¢,(2),¢,(N-1)]" (113.3.8)
con el Método Matsuoka-Ulrich , de la ecuacion (11.3.3.7) se forma:
Ag=¥ (11.3.3.9)
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(N /2)* X(N —1)para N par, y [

(I

o

jX (N -1) para N non

Por minimos cuadrados se obtiene ® = (47 A) A7p . En [14] se da otro método para

obtener la magnitud y fase.
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CAPITULO

ESTIMACION DE
I I ITIEMPOS DE ATRASO Y
DE PARAMETROS DE
SENALES TRANSITORIAS

IIL1 Introduccion

En diversas situaciones practicas, como radar, sonar, biomedicina, geofisica, etc, se
presenta el problema de estimar los tiempos de atraso y parametros de sefiales transitorias,
se emplean los EOS basados en estimacion de tiempos de atraso (ETA) empleando dos

sensores de medicion y estimacion paramétrica simultanea de exponenciales amortiguadas.

II1.2 Estimacion de los tiempos de atraso usando el biespectro
Asumiendo que x(n) y y(n) son las sefiales generadas por dos sensores de medicion que
satisfacen las ecuaciones:
x(n) =s(n)+w,(n) (I1I1.2.1)
y(ny=as(n-D)+w,(n) (111.2.2)
Donde s(n) es una sefial desconocida y « s(n-D) representa una forma escalada y atrasada
de s(n), w,(n) y w,(n) son fuentes de ruido desconocidas. Se requiere estimar el tiempo
de atraso D a partir de mediciones de x(n) y y(n) de longitudes finitas. Una forma de
resolver el problema de estimacion de tiempo es hacer un corrimiento a x(n) con respecto a
y(n) y observar las similitudes, la mejor comparacion entre ellas es cuando existe un
corrimiento igual a D; para lograr esto, se toma la correlacion cruzada entre x(n) y y(n), es

decir:

¢, (0) = E[x(n)y(n+r)]=ac;(r - D);—0 <7 <0 (111.2.3)
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ademas,w,(n) y w,(n) tienen media cero e independientes entre si y con respecto a
s(n). Notese que:

c; (1) = E[s(n)s(n+ 7~ D)] (I11.2.4)

La correlacion cruzada ¢, (r) de la ecuacion (II1.2.3) alcanza el valor maximo en

v=D. Sin embargo, en situaciones practicas debido a la longitud finita de datos

registrados y fuentes de ruido que no son exactamente independientes, la ¢,,(7) no

necesariamente muestra un maximo en el tiempo de atraso D. Diversas funciones de
ventana se han sugerido para suavizar la funcion de correlacion cruzada para poder mejorar
la calidad de la estimacion del tiempo de atraso [15].

En diversas aplicaciones practicas, la sefial s(#) en las ecuaciones (II1.2.1) y (II1.2.2) se
puede considerar como un proceso no Gaussiano [16], mientras que las fuentes de ruido
w(n) y w,(n)pueden ser consideradas como procesos estacionarios Gaussianos con
media cero. Bajo éstas condiciones, existen ciertas ventajas para comparar similitudes entre
x(n) y y(n) en el dominio de EOS tales como el biespectro o triespectro. Para sistemas
mecanicos complejos se pudieran tener sefiales que contienen componentes casi periddicas,

éstas seflales también se pueden considerar como sefiales no Gaussianas [17].

II1.2.1 Método convencional de estimacion de tiempos de atraso basado en estadisticos de

orden superior

Sea s(n) un sistema aleatorio no Gaussiano con media cero y Sesgo igual a cero, es decir,
E[s*(n)#0]. Asumiendo que dos sefiales recibidas son x(n) y y(n) descritas en las
ecuaciones (II1.2.1) y (IIL.2.2) y w;(n) y w,(n) son sefiales Gaussianas con media cero y

posiblemente correlacionadas como procesos aleatorios y estadisticamente independientes

con s(n). La correlacion cruzada de las fuentes de ruido se define como:

Cro, (T) = E[w, (M)W, (n + 7)] (IIr.2.1.1)
y se asume ser desconocida. De lo anterior, la correlacion cruzada de x(n) y y(n) esta dada
por:

c,(0)=c,(t-D)+c,, (1), —0<7<w (II1.2.1.2)

Aplicaciones de espectros de orden superior 27



Capitulo III: Estimacion de tiempos de atraso y de parametros de sefiales transitorias

En términos de momentos o cumulantes de tercer orden las sefiales recibidas son:

m; (7, p) = E[x(n)x(n+7)x(n+ p)] (I11.2.1.3)
=my (7, p)
y
m”(z, p) = E[x(n)y(n+t)x(n+ p)] (I1L.2.1.4)
=m; (7 =D, p)
donde
m; (7, p) = E[s(n)s(n+1)s(n+ p)] - (II1.2.1.5)

Esto se debe a que los estadisticos (momentos o cumulantes) de un proceso Gaussiano

con media cero son cero. Otras expresiones equivalentes son:

m3 (7, p) = E[y(n)y(n+1)y(n + p)] (I11.2.1.6)
=my(,p)
y
m;” (t, p) = E[x(n)x(n+ 7)y(n+ p)] (111.2.1.7)
=my(7,p-D)

En el dominio de la frecuencia las ecuaciones (I11.2.1.3) y (I11.2.1.4) son:
My (wy,wy)=M;3(w,w,) (II1.2.1.8)
M (w,,wy) = M5 (w,, w, )e/"P (I11.2.1.9)
donde M3 (w,,w,) es el biespectro de s(r), también se puede escribir como:
M3 (w,wy) =M (wy, w, )/ ) (II1.2.1.10)
M (wy,wy) = M (wy, w, e/ (o) (112.1.11)

II1.2.2 Método paramétrico de Estimacion de tiempo de atraso en el dominio del

Biespectro.
Considerando la ecuacion (II1.2.1), se puede escribir como:

s(n—D)=x(n—D)-w,(n- D) (II1.2.2.1)

y de la ecuacion (I11.2.2) se tiene:
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y(n)=x(n-D)-w,(n—D)+w,(n) (I11.2.2.2)

o de una forma mas general,
y(n) = Za(i)x(n —i)+w,(n)—w,(n— D) (II1.2.2.3)

donde en teoria a(i): 0 para todo {1} excepto para i=D, a(D)=1. En la practica, D

siempre es finito, entonces se tiene:
+p
y(n) = a(i)x(n—i)+w,(n)—w,(n- D) (I11.2.2.4)
f=—p

donde p es el valor de atraso posible mas grande que se pueda esperar.
Si se toma la ecuacion (II1.2.2.3) para el instante de tiempo k + 7, multiplicando ambos

miembros por x(n)x(n+ p) y tomando el valor esperado se obtiene:

E[x(n)y(n +7)x(n+ p)]= ia(i)E[x(n)x(n —i+7)x(n+ p)] (II1.2.2.5)

+ E[x(n)w,(n+ 7)x(n+ p)]
- E[x(n)w,(n+7 - D)x(n+7)]

XWyX

V4
m (r,p) = Y a(ymi(r —i, p)+my"*(z, p) - my* (¢ ~ D, p) (Il12.2.5)
i=p

xXWyx

Sin embargo, m;

xwx

(z,p) y m"(r—D,p)son cero ya que w,(n) y w,(n)son
Gaussianas. Por lo tanto, aun cuando las fuentes de ruido estan correlacionadas

espacialmente con la funcion de correlacion cruzada definida por las ecuaciones (111.2.1.1),

(II1.2.2.5) toma la forma [18]:
P
m (z,p)= Y ali)m; (r-i, p) (I11.2.2.6)
=—p
seleccionando varios enteros parat y p, se forma un sistema sobredeterminado de
ecuaciones. Por ejemplo, si 7 tiene un valorentre —p y +p, y p seasignaa {~1,0,1} se
produce un conjunto de ecuaciones lineales de la siguiente forma:

m” =m*-A (1IL.2.2.7)
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donde

m™ = [m” (=p,0),m” (-p +1,0),...m7"(p,0),m" (-p,)),...,
m™ (p,1),m3" (=p,=1),...m7* (p,)Y (6p+3) x1

A =[a(-p),a(-p+1),..,a(0),..,a(p)] Cp+1)x1

[ m:(00) - mi(-2p,0)]
m;(2p,0) - m;(0,0)
m;(0,1) - m;(-2p])
m* = : : (6p+3)x(2p+1)
m;(2p,1) - m; (0,1)
m;(0-1) - m;j(-2p,-1)
m;(2p,-1) -+ m;(0-1) |

La solucion de la ecuacion (111.2.2.7) por minimos cuadrados esta dada por:
A[(m*) m* ] (m*)" m™* (II1.2.2.8)
IT1.3 Estimacion de parametros de seiiales transitorias.
Los estadisticos de orden superior se emplean para estimar los parametros de sefiales

senoidales amortiguadas exponencialmente y contaminada con ruido blanco Gaussiano.

II1.3.1 Formulacion del problema.

Asumiendo que la sefial observada x(n) se puede representar por una suma finita de

exponenciales complejas de la forma

L
x(n) = th exp{bmn},n =0,1,2,..
= (I11.3.1)
donde las constantes complejas se definen como h, =d, e’ y b, =—c, + jw,.c, >0.

Donde d, y 6, son la amplitud y las fase inicial de la m-ésima exponencial
respectivamente, ¢, es el factor de amortiguamiento y w_ es su frecuencia.

Un método de estimacion de parametros empleando cumulantes ha sido propuesto por
Swami y Mendel [19].
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I11.3.2 Método de Estimacion Paramétrica.
Este método de estimacion de parametros se emplea cuando la sefial transitoria se observa

en presencia de ruido, los parametros {6, }de los momentos de tercer orden se obtienen

asumiendo que el nimero de exponenciales complejas L se desconoce.

Sea el sistema lineal de ecuaciones:

m? - K=0 (II1.3.2.1)
donde
K= [KK), KK -1),...K0)] es (K +1)x1, K>L (II1.3.2.2)
y
m=0,0) ... m”*(-K,-K) |
mI(-1,-1) .. m” (-K -1-K —1)
m; = :
m: (—k,—K) ....... my (-2K,~2K) |
definiendo
L1 i
A(DA EE”"’"”’” owbi 5.5 (111.3.2.3)

En [20] se demuestra que si A(/)#0 para /=12,...,L entonces la matriz m es de rango

Ly el polinomio A(z) de K-ésimo orden dado por:
A=Y KK-i)z" K>L (I11.3.2.4)

tiene L raices en exp{— b/ },l =1,2.3,...,L los cuales se encuentran fuera del circulo unitario.
Los ceros (K-L) de A(z) se encuentran dentro del circulo unitario si () K > L y (i) Kes la
solucion de norma minima de (1I1.3.2.1) [21]. La ecuacion (I11.3.2.1) se puede reescribir
como:

m*K=-m" (II.3.2.42)
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donde
K= [KK - 1) KK -2),...KO)[ (I11.3.2.5)

y ademas

m?(-K ~1,-K -1) |
m (-K - 2,-K - 2)

| mT(-K-1-K-1) ...

m (—2K,~2K)

m”* = [m;* (- 1-1),...,m (—K,~K)]T
Para el caso cuando la sefial x() se encuentra en ruido aditivo, es decir:
y(n) =x(n)+w(n),n=0,.,N-1 (1I1.3.2.6)
donde {w(n)}es un proceso Gaussiano complejo blanco o coloreado con media cero.
Se cumple que [20].
m} (7,7) =m; (r,7)+m; (v, 1)+ m};™" (0) -m; (I11.3.2.7)
+2m (2)m;")" +m3 ™ (0)- my
+2m; (z')(mlw )*
Obteniendo el promedio de (II1.3.2.7), los términos cruzados desaparecen, quedando el
término m; (r,7) = m; (7,7) . La ecuacion (I11.3.2.4a) se puede reescribir como:
m; K= -m” (1I1.3.2.8)
donde m” se define analogamente como m™.
El algoritmo de estimacion de parametros puede resumirse de la siguiente manera [20]:
Sea {y(i )(0),...y”(N =1) un ensamble de datos de la forma siguiente:
YyOm)y=x(n-D)+wPn),i=12..,M;, n=0],. . N-1
donde {w(i)(n) son diferentes tipos de ruido con propiedades estadisticas idénticas y
los D, corrimientos enteros de fase lineal.

1.- Restar el valor promedio a cada dato (7).

2.- Estimar el ensamble promedio de la secuencia del momento de tercer orden, es decir:
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1 & ;
m; (—7,~7) = —~Zm3y O(~1,~1) (111.3.2.9)
M5
donde
m®(z, T)%Zy"')(n)y(")* n+7)y" (k +7) (111.3.2.10)
con

s, = max(0,-7)

s, =min(N -1, N-1-1)
3.- Formar la matriz m] y obtener su rango empleando el algoritmo de descomposicién en
valores singulares (DVS).
4.-Sea L el rango de la matriz m? .Obtener la solucion por minimos cuadrados

de (1I1.3.2.7). Debido a que la variancia de la estimacion empleando los datos inmersos en

ruido, emplea la DVS para resolver la ecuacion (I11.3.2.8), se tiene:
L
K=->r'q,(p,) -m’ (II1.3.2.11)
m=1

donde ¢, ,m =12,.... [ son los valores singulares de mYyq,y p,, m=12,.,L son

los eigenvalores de ((msy” )y{ ‘m3;° y (m{” -(m§0)”), respectivamente. La solucion
(IIL.3.2.11), es una solucién de minimos cuadrados truncada, basada en los eigenvalores
que corresponden a los valores mas grandes de mJ°. Ya que el rango efectivo de la matriz

ahora se conoce, cuando la sefial transitoria se observa en ruido auditivo se emplea la
estimacion de momentos de tercer orden.. Un criterio estadistico para la determinacion del
rango se puede emplear como el que se introduce por Konstantinides y Yao [22].

I11.4 Ejemplos
Ejemplo 1

Se crean las sefiales independientes e idénticamente distribuidas s, y s, con media cero,
exponencialmente distribuidas con variancia unitaria y Sesgo dos. La sefial s, esigual ala
sefial s, a excepcion de un atraso (atraso de 16 muestras). La primera sefial se contamina
con ruido blanco Gaussiano para obtener un SNR de 0 dB. La sefial s, se contamina con

ruido Gaussiano coloreado y se obtiene al pasar el ruido a través de un filtro MA,
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[1,2,3,4,5,6,5,4,3,2,1] , el tamafio de la sefial es de 4096 muestras (2'?) , obteniendo los

vectores s, s,

En las figura II1.4.1 a y b muestra las dos sefiales contaminadas con ruido, la correlacion
del ruido muestra un pico en el retraso de cinco muestras, la sefial de retraso esta en 16

muestras.

METODO BASADO EN LA CORRELACION CRUZADA

0.35

0.3} retraso de |a sefial= 15.9987 muestras ——9 §
0.25}
0.2 retraso = 5 muestras — o
0.15}
01}F

0.05}

b 4
0.8 retraso de la sefial = 16.0059 muestras
06}

0.4r

0.2r

0.4 . . . . . L .
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

b)

Fig I11.4.1 Estimacion de atraso de tiempo empleando correlacion cruzada
(a) ET 15.9987, 64 muestras b) ET 16.0059, muestras 128
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Ejemplo 2
METODO BASADO EN CUMULANTES CRUZADOS

0.8

08 TDE : refraso = 16 muestras )
07
06
05
04
03

0.2

refraso en muestras

a)

TDE: retraso = 16 muestras —» 9
0.8

0.6

0.4

0.2

) 30 -20 -10 0 10 20 30
retraso en muestras

b)
Fig I11.4.2 Estimacion de atraso de tiempo empleando cumulantes cruzados
a) ET 16, 64 muestras b) ET 16, muestras 128

La idea basica en la estimacion de tiempos de atraso es localizar el pico en la correlacion

cruzada en las dos sefiales.

Ejemplo 3
El proposito de este ejemplo es demostrar el funcionamiento de los métodos de

estimacion de pardmetros basados en momentos de tercer orden de sefiales transitorias

observadas en ruido. En este ejemplo, N es el nimero de muestras, factores de
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amortiguamiento {c, }, frecuencias w; y 7.’ es la variancia del ruido Gaussiano complejo.

El SNR se define como SNRA (/w j

72
La ecuacion empleada es la siguiente [22]:
Y(n)=e" +e” +Wn) , n=0,1,2,..63
donde
b, =-0.2+ j27(0.42)
b, = 0.1+ j27(0.52)
y w(n) es ruido coloreado generado pasando un proceso Gaussiano complejo a través de

un filtro FIR con respuesta al impulso:

h(n) = ia(i)é‘(n =)

a =[a(0),...,a(15)]" =[0.5,0.6,-0.7,0.8,0.7,0.6,0.5,0,0,0.5,0.6,0.7,0.8,0.7,0.6,0.5]"

SN =17dB SNP=12dB

*

Fig II1.4.3 Estimacion de los ceros de la sefial empleando los cumulantes de tercer
orden
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CAPITULO
DETECCION
I DE NO LINEALIDADES
EN SERIES TEMPORALES

IV.1 Introduccion.

Debido a que los sistemas fisicos reales en general son no lineales, no se aplica el principio
de superposicion. Por ejemplo, en un proceso no lineal con una excitaciéon Gaussiana tiene
como resultado una serie temporal estacionaria no Gaussiana debido a las operaciones no
lineales.

IV.2 Sistemas de Volterra.

La formula general de un sistema no lineal de Volterra provee resultados en la

identificacion de parametros de ciertos tipos de sistemas de Volterra.

IV.2.]1 Férmula general de un_sistema no lineal de Volterra

Una serie temporal y(n) no lineal, se puede considerar como la salida de una sistema no
lineal cuya entrada es un proceso aleatorio estacionario x(n). El sistema discreto de Volterra
de p-ésimo orden se representa por los primeros p+1 términos de una serie de Volterra [23].

Si la salida y(n) es la respuesta de un filtro discreto de Volterra variante en el tiempo de p-
ésimo orden cuya entrada es x(n) es decir:

y(n)=h, + iHi[x(n)] =h, + z( Zh;(ﬂ, 12,...13)x(n ~7).xln-7,)  (IV.2.1.1)

donde H,[] denota el operador de Volterra de i-ésimo orden, y h,(1,,1,,..t,) es el nicleo de
transformacion de Volterra del sistema, los cuales estan acotados y separados cada 7, , y son

funciones simétricas de sus argumentos, para sistemas causales h,(1,,1,,..7,)=0 para
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cualquier 1, <0. Cuando x(n) es un proceso aleatorio con media cero, a H, [] i>1, sele

conoce como componente "cuadratico" (H, [-]), "cbico" (H, []) etc.

1V.2.2 Filtros de Volterra de segundo orden

Suponiendo que una serie temporal se puede representar por un modelo de Volterra de

segundo orden, es decir:

y(n) = TZhl (z, peln—17,)+ ZZh2 (r,,7,)x(n—7, )x(n-1,) Iv.2z21)

T, T,
Donde y(n) es un proceso aleatorio estacionario con media cero. La ecuacion (IV.2.2.1) se

puede ver como un sistema lineal 4, () y un sistema cuadratico h,(z,,7,) en paralelo.
El problema de identificacién consiste en determinar la respuesta al impulso h, (1:) y el

nicleo de transformacion de la serie h,(t,,7,) como se muestra en la figura IV.2.1.

yi(n)
h
x(n) 1) Y(n) = y(n) + y,(m)

hz(nlinz) _T

ya(m)

Fig. IV.2.1 Sistema de Volterra de segundo orden.

IV.2.3 Identificacion teniendo una entrada Gaussiana conociendo la entrada v la salida

Sea x(n) un proceso estacionario Gaussiano con media cero. Empleando la ecuacion

(IV.2.2.1) y la figura. IV.2.1. entonces [24]:

y(m)=y,(n)+y,(n) (IV.2.3.3)
=Y h(r)x(n-1) (IV.2.3.4)
y,(m)=2> hy(r,,7,) x(n-1)x(n-1,), (IV.2.3.5)

el valor medio de la salida esta dado por:

m; = E[y(n)]= E[y,(n)]+ E[y,(n)] (IV.23.6)
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como Ey, (W] = h(t)E[x(n-1,)]=0
m =3 hy(e 7, Elx(n—1,) x(1 - 7,)] IvV.2.3.7)

como E[x(n)]=0 y y(n) es un proceso estacionario, entonces:

m! =Y h,(r,,7,)ci(r, - 7,) (IV.2.3.8)

1 Ty
donde c; (‘C) es la secuencia de covariancia (o autocorrelacion ) de x(n).

Sea H,(w,,w,) la transformada de Fourier de h,(t,,1,), es decir:

Hy(wy,w,) =Y hy(zy, 7, Je/rmwnms) (IV.2.3.9)

ysea S, (w) la transformada de Fourier de ¢} ('t) (espectro de potencia de x(#) ), es decir:
S;w)=> ¢ ()" (IV.2.3.10)

combinando las ecuaciones (IV.2.3.9), (IV.2.3.10) y (IV.2.3.8) se convierte en:

ly = (271?:)3 ZZ”‘Hz (Wl,w2)eJ‘[wm,erzldwldw2 JIS; (w)ejw(rl,rz) dw (IV2311)
) %I H (w.-w)S; (o bw (1v.2.3.12)
w

Ahora, calculando el espectro cruzado Sy (w) entre la entrada y la salida donde ¢?(r) esla

covariancia cruzada de los procesos de entrada y la salida, es decir:

c? (z) = E[x(n+ t){y(n) - m?}] (Iv.23.13)
= E[n(k + 7)y,(n)] (IV.23.14)
=Y bt )i +1)) (IV.2.3.15)
= L [H,w)sz (- wle " aw (IV.2.3.16)

27

Donde H;(w)es la transformada de Fourier de h;(t). En (IV.2.3.16) se toma el cumulante de
tercer orden del proceso Gaussiano x(r) como cero. El espectro cruzado es la

transformada de Fourier de ¢” (T), se puede mostrar [25],[26] que es igual a :

S2 (w) = H,(-w)S} (w) (1V.2.3.17)
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Por lo que, para un proceso Gaussiano como entrada a un sistema Volterra de segundo
orden, el término lineal del sistema se puede identificar calculando el espectro de potencia de

la entrada y el espectro cruzado de la entrada y la salida, es decir,

_S7m)

Hl(_w)_ S3(w)

(IV.2.3.18)

El cumulante cruzado de tercer orden entre la entrada y la salida est4 dado por:

i (r,,7,) = Elx(n + 1, )x(n + 7, () - m?}] (Iv.2.3.19)

= Elx(n+7,)x(n+7,)y,(n)] —m?Elx(n+7,)x(n+7, WL(r)]  (IV.2.3.20)

Empleando (IV.2.3.8) y tomando X,,X,,X,,X, como variables aleatorias Gaussianas

conjuntas con media cero, es decir ( apéndice B ):

EX X, X, X, }= EX X, EXx Y+ Ex X EXG X+ Efx X B, X)L (IV.2.3.21)
Obteniendo [23],

e (r,,1,) =2 by (n, —7,,m, — 7,) cX(n,)ci (n,) (1V.2.3.22)

mom

-2
(27)’

De donde, el biespectro cruzado S;™ (w,,w,)es:

[[H (- w,w, ) O529%) 82 1, )5 (w, Jawidw,  (IV.2.3.23)

S = (w,w,) = B (r,,1,)} (IV.2.3.24)

=2H,(-w;,~w,)S8; (w,)S; (w,) (v.2.3.25)

Donde F,{} denota la transformada bidimensional de Fourier . La ecuacién (Iv.2.3.25)
indica que la componente cuadratica del sistema de Volterra de segundo orden puede ser
identificado calculando el espectro de potencia de la entrada y el biespectro cruzado de la

salida, o sea:

S;xy(wlawz)

H., =(- — —_ 3 NT1272)
? ( " WZ) 2S;(W1)S;(w2)

(IV.2.3.26)

Por lo tanto, cuando se tiene como entrada un proceso Gaussiano con media cero, y se
puede calcular la correlacion y los cumulantes de tercer orden, se tiene un método de

identificacion de un sistema no lineal de segundo orden tipo Volterra.
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IV.2.4 Ejemplo de simulacién

Para identificar un sistema no lineal empleando un método no paramétrico, la parte lineal se
obtiene implementando un filtro FIR de orden 11 (12 coeficientes) y con una frecuencia de
esquina de 0.2. La parte cuadratica se implementa con otro filtro FIR de orden 12 con una
frecuencia de 0.1, y el niicleo de la transformacion q se obtiene por la relacion:

q=h"h
donde h es el vector de coeficientes del filtro FIR unidimensional.
La sefial de excitacion, los filtros FIR y la implementacion de la ecuacién (IV.2.3.18) y la
ecuacion (IV.2.3.26) se llevaron acabo en la plataforma de Matlab y el toolbox de HOSA
(Higher Order Spectral Analysis) [27-31]. Las funciones de transferencia estimada y

verdadera obtenidas para la parte lineal se muestran en la figura IV.2.2.

o h verdadera

Magnitud en Db

1} 01 0.2 03 04 05
f normalizada

(@)

0 h estimada

Magnitud en Db

) 0.05 04 015 02 025 03 035 04 045 05
f normalizada

b)
Fig. IV.2.2 Funcion de transferencia parte lineal a) Verdadera , b) Estimada
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Las funciones de transferencia estimada y verdadera obtenidas para la parte q cuadrética se
muestran en la figura IV.2.3.

o
[ )
/

intervalos
o
1

B AT
AV

2\
Ly

b)
Fig. IV.2.3 Funcion de transferencia parte cuadratica, a) Verdadera, b) Estimada
Se puede observar que para la parte lineal las funciones de transferencia verdadera y
estimada son bastante similares,. Asi mismo la parte cuadratica en la figura IV.2.3 se muestra

una grafica en tercera dimension la cual da una mejor vista de la respuesta en frecuencia.

IV.3 Deteccion de acoplamiento cuadritico de fase
En ciertos casos, cuando existe la interaccion entre dos componentes armonicas de un
proceso, se da una contribucion de potencia al sumarse o restarse las frecuencias de las

mismas. Este fendmeno, el cual surge debido a no linealidades de segundo orden, lo que
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conlleva a una cierta relacion de fase llamada Acoplamiento Cuadratico de Fase (ACF), un

ejemplo comun es la modulacion en amplitud.

Este acoplamiento de fase se puede generar solamente si las componentes armoénicas estan
relacionadas. Por ejemplo, tres frecuencias estan armonicamente relacionadas cuando una de
ellas es la suma o la diferencia de las otras dos. Un caso especial es cuando tenemos dos
componentes y una de ella, es dos veces la frecuencia de la otra. En ciertas aplicaciones se
requiere saber si los picos en posiciones arménicamente relacionados en el espectro de
potencia estan acoplados en fase.

Ya que el espectro de potencia suprime todas las relaciones de fase, no es posible saber si se
tiene ACF.

IV.3.1 Ejemplo de simulacidén

Sea el proceso [32]
x(n) = 3 cos(An+4,) (IV3.1)
1

Donde 4, >4,>0,4,>4,>0,4, =4 +4,,A4 =4, +A; ¢,,0,,...,¢; son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas deOa 27 y ¢, =¢, + ¢, .

En la ecuacion (IV.3.1), A,4,,4, v 4,,4,4, tienen posiciones relacionadas
armonicamente, solamente la componente A, estd acoplada en fase con A4, y A,, mientras
que 4, es una componente armonica independiente. El espectro de potencia de x(r) consiste de
impulsos en 4, i=1,2,..6 como se muestra en la figura (IV.3.1). Observando el espectro de

potencia no se puede decir si las componentes armonicamente relacionadas tienen una
relacion de acoplamiento cuadratico de fase. Para los siguientes valores indicados en la Tabla
Iv.1

TablaIV.1
£ 1 012
£ ] 030
S AT
fi | 019
£l 017
S | St ks
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donde;  w, =2xf,
$.0,.05.0,,0; Yo, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

definidas en [ 0,27 ]
¢, =9+,

60

0.12 0.17 0.19 0.30 0.36 0.42
i Lo ¢

50 PP o T:> o

l

40

30

andi1IND VWK

20

10

0 frecuencia normalizada 05

Fig. IV.3.1 Espectro de potencia de x(n).

La secuencia de momentos de tercer orden c;(z,,7,)de x(n) se puede obtener como
1
ci(z,7,)= 2 {00s(AsT, + A,72) + cos(Ae7, = AyT,) +00S(A,T, + A:7,)

+cos(Agr, — AsT,) + cos(A, T, — A,T,) +cos(A T, — A,7,)} (Iv.3.2)

Se observa en la ecuacion (IV.3.2) que solamente aparecen las componentes acopladas en
fase. Por otro lado, en la figura (IV.3.2) cuando se evalta el biespectro en la region triangular

definidas por las lineas w, =0,w, =w, y w, +w, =7  muestran un impulso en (4, , 4,), lo

cual indica que solo este par esta acoplado en fase.
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£, 20
521
fi+/,<0

_ A

12

n\:: """"""""""""

Qs -0.4 -0.3 -0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
» f1,f2 Frecuencia normalizada

L

Fig. IV.3.2 Magnitud del biespectro
De esta manera, solo las componentes acopladas en fase contribuyen a la secuencia de los
momentos de tercer orden de un proceso, el biespectro es una herramienta para detectar
acoplamiento cuadratico de fase y elimina las componentes que no estan acopladas en fase.
Cuando las relaciones de fase son del mismo tipo que las relaciones de frecuencia, se dice que
se tiene acoplamiento cuadratico de fase, es decir, para la sefial x(#) dada por:

x(n) = 4, cos(w,n+¢,)+ A, cos(w,n+¢,)+ A, cos((w, +w,)n+¢,)

+ A4, cos(w,n+¢,)+ A; cos(wn+ ¢ )+ A ((w, +wn+(4, +6,)) (IV.3.3)

Los primeros tres términos estan harmonicamente relacionados, pero no tienen
acoplamiento cuadratico de fase. Los ultimos tres términos si tienen acoplamiento cuadratico
de fase. En el apéndice C se da el articulo relacionado a este tema y presentado en el

Congreso Internacional ISIE 2000.

1V.4 Método alternativo
Las técnicas convencionales para estimacion del biespectro tales como el método directo e
indirecto se consideraron en el capitulo II, Kim y Powers [33] consideran la siguiente

definicion equivalente del biespectro de un proceso estocastico x(n),
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S‘;(Wl’w2):E{X(WI)X(WZ)X*(WI +w,)} (Iv.4.1)
donde X (w)es la transformada de Fourier de x(n). Por otro lado, si la suma o diferencia de
la componente se genera a través de interaccion no lineal, entonces la fase existe y el
promedio estadistico hara que el valor del biespectro sea diferente de cero.

Si las componentes en A,,4, y (4, +4,),(4, —4,)en el espectro de la sefial son modos
excitados espontaneamente, cada una sera caracterizada por fases aleatorias estadisticamente
independientes. Asi, del promedio estadistico en IV.4.1 el biespectro tendra un valor de cero.

La magnitud cuadratica de la bicoherencia se define como:

2
83 (w,,w, )‘

S; )8 (9,)8; (W, +w,)

A

0wy, w,)

K (IV.4.2)
donde S;(w)es el espectro de potencia de x(). Para un grado mayor de coherencia de fase
b(w,,w,)en los pares de frecuencias (4,,4,)es cercano a la unidad. Esto indica que la
interaccion cuadratica se ha llevado a cabo. Por otro lado, un valor de &(w,,w, ) cercano a cero
indica grados bajos de coherencia, es decir, el modo de dominio del espectro de potencia en
las frecuencias A4,,4,,4, +4,,4, —4,son probablemente excitados independientemente en

lugar de ser modos acoplados cuadraticamente.

1V.4.1 Ejemplo [33]

La deteccion y cuantificacion de acoplamiento cuadratico de fase empleando el espectro de
la bicoherencia se demuestra a través de una aplicacion a los datos de fluctuacion del plasma.
Las fluctuaciones de densidad del plasma se registran con dos puntas de prueba a una
distancia As de separacion. Sea x(n)y y(n)los datos grabados en la puntas de prueba y sea
SPwW)=XW)Y"(w)=S? (w)e"g“’(w)‘ el espectro cruzado de x(m)y y(n), donde X(w)y
Y(w)son la transformada de Fourier de x(n)y y(n) respectivamente. La parte de interés en
particular es el espectro de fase 6,,(w)la cual se puede interpretar como corrimiento de fase

de cada componente espectral w que experimenta un movimiento de distancia As entre las

dos puntas. Asi, 6, (w)=k(w)As donde n(w) es el nimero de onda para una frecuencia

Aplicaciones de espectros de orden superior 46



Capitulo IV: Deteccion de no linealidades en series temporales

dada. Por lo que, de los picos en ’S;‘y (w)} se puede determinar la frecuencia de los modos

presentes en el plasma, y del espectro de fase se puede determinar el nimero de onda n(w).

Las graficas de )S > (w)’ y 6,,(w)contra frecuencia para dos campos magnéticos diferentes

(w =27 f)se muestran en la figura IV 4.1.

El espectro a B=570 g en la figura IV.4.1 (a) es de interés, ya que muestra los diversos picos
en f, =28.5kHz, f, =52.5kHz, f, =81kHz, f,=133.5kHz y f, =162kHz . Donde se nota

que las siguientes relaciones de frecuencia se mantienen:

Jfo=lo—tor Ja= Lo+ 1y [ =21,

De la figura IV.4.1 (b) se puede verificar que los nimeros de onda en la siguiente relacion se

mantiene:

10

15

10

=n,—-n,, hy=n,+n,yn,=2n,

(¢)

15

100

(b)

Kem™y
'
100 150
(d)

Fig. IV.4.1 [33] Espectro de potencia representativo de régimen multimodo en B=570 G (a) y

(b) , régimen turbulento en B=779 G (c) y (d).
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Para determinar si los modos a,b,c,d, y e son modos acoplados o no, la magnitud cuadratica
de la bicoherencia se calcula de la siguiente manera. La longitud de los datos N=8192
dividido en 64 registros de 128 muestras cada una. La transformada rapida de Fourier se
emplea para generar la transformada de Fourier de cada registro. El biespectro se generd
formando el triple producto de las transformadas de Fourier de cada registro a las frecuencias

w,w, y w,+w, y después sacando el promedio del triple producto correspondiente a cada

registro.
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CAPITULO

RECUPERACION
DE
SENALES

V.1 Introduccién.

Los métodos no paramétricos para la estimacion de los espectros de orden superior
son algoritmos los cuales recuperan la magnitud y la fase de una sefial a partir de su
biespectro. Los métodos son no paramétricos ya que no se ajustan a un modelo
paramétrico (MA, AR o ARMA) para recuperar la sefial. Estos métodos de recuperacion

de sefiales requieren un conocimiento previo del biespectro y triespectro.

V.2 Reconstruccion de seiiales usando sélo la fase.

Un proceso estacionario no Gaussiano se puede modelar como la respuesta de un
sistema lineal invariante en el tiempo (SLIT) excitado por una sefial de entrada de ruido
blanco no Gaussiano. Por otro lado, el espectro de potencia se puede emplear para
estimar la respuesta de magnitud del sistema. Se requiere un espectro de orden superior
para estimar tanto la fase como la respuesta de magnitud. Existen diversos algoritmos
para la recuperacion de fase para los espectros de orden superior [35],[36].

V.2.1 Método de Reconstruccion de Fase

Sea

x(n) = h(n)* e(n) V.21
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un proceso estacionario de tercer orden , donde e(r) es ruido no Gaussiano con Sesgo
diferente de cero y, , y sea h(n)la respuesta al impulso de un SLIT de fase no minima de
una exponencial compleja. Entonces:

S;(w,w,) =y, Hw)HW,)H(-w, —w,) (V.22)
donde S;(w,,w,)es el biespectro de x(n)y H(w)es la respuesta en frecuencia del
sistema.

Sea O(w),w(w,,w,)las fases de H(w)y S;(w,,w,)respectivamente, se consideran

frecuencias discretas, es decir, w = (27 /N)n, n€|[0,...,N —1] entonces,

y(n,)=0n)+6()+6(-n-1) (V.2.3)
Basandose en las fases consecutivas de partes del Biespectro, se tiene:
y(nD)-ymnl+1)=0(-n-0)-60(-n-1-1)+6({)-6(+1) (V.2.4)

y haciendo m = —n—1 se tiene:
O(m)=0m-D)+y(~-l-ml)—y(-l-mI+1)+0(I+1)-0() ; m=zl+1 (V.25)

reescribiendo la ecuacion (V.2.5) en forma cerrada como:

0(m) = 6(0) + f (W (-1 - k1) —w(-1—k,]+1)] + m6, (V.2.6)
k=1
donde
8, =0( +1) - 0()) (V.2.7)
de la ecuacion (V.2.3) se tiene:
N-1
9, = %Z[W(n,l 1) —pinD)] (V.2.8)

Las muestras de fase 6(/)y 8(/ +1) se pueden estimar combinando las ecuaciones (V.2.5)
y (V.2.8). la muestra de fase 6(0)se iguala a cero, lo que introduce una constante
multiplicativa correspondiente en el tiempo que es real y compleja para sistemas reales y
complejos respectivamente.

Sea {(n,]) el argumento principal de la fase del Biespectro y(n,/), por ejemplo,
y(nl)=yn,l)+2xd(nl), donde I(n,/)es una funcion que toma valores enteros.

Evaluando el lado derecho de (V.2.6) y (V.2.8) empleando #(n,/) se tiene:

O(m) = Zm:[n//(—l —n0) ~y(=l —nl+1)] - 2;;2"'; I(-1-n,1)+mé,

n=1
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_ %mf[z(_z —nd+ )= 1L - n])]

n=0

=0(m) + 2ad,(m) + ENZIZ (Hym (V.2.9)

donde 7,(.) y I,()son funciones que toman valores enteros. Por lo tanto, si los

argumentos principales de la fases biespectrales se emplean en lugar de las fases, la fase

resultante diferira de la verdadera por un multiplo entero de 27, lo cual no afecta la fase
y una componente de fase lineal de la forma (27/N)I,(I)m , afecta como un corrimiento

circular igual a 7, (/).

El algoritmo propuesto se resume a lo siguiente:

Dada una sefial x(n), 0<n<L-1:

1.- Estimar el biespectro discretizado de x(n), S;(n,/) empleando cualquier método
[37]. .

2.- Calcular el argumento principal de las fases de dos partes consecutivas del biespectro
S;(n )y 8;(n,/+1) las cuales se denotan por @#(n,l)y @(n,/+1) respectivamente.
Donde 0 <n < N -1 y N es del tamafio de la FFT.

3.- Estimar la fase de Fourier de h(n), denotada por 8(n),n=1,...,N —1 y basado en las

ecuaciones (V.2.6)y (V.2.8) poniendo £(0)=0.

V.3 Recuperacion de la fase y magnitud empleando el biespectro.

Para una sefial lineal no Gaussiana conociendo su espectro de orden superior (espectro
de orden mayor de dos) permite recuperar la magnitud (con un factor de escala) y su fase
(con corrimiento de fase lineal).

Sea S(w) la transformada de Fourier de x(n), entonces las siguiente ecuacion relaciona

la fase del biespectro ¥;(w,,w,) ala fase de Fourier ¢_(w).

Yi(w,w,)=06.(w)+o.(w,)—d.(w, +w,) (V3.1)
y por otro lado la magnitud biespectral se relaciona a la magnitud de Fourier mediante,

S W +w) |5 X(w) |1 X (W) || X (w, +w,)]| (V3.2)

El problema es ahora recuperar ¢_(w)(|S; (w)|)de ¥;(w,,w,)

Sy (w, +w,)|. Tomando

el logaritmo de ambos lados de (V.3.2) se obtiene:
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In|S;(w, +w) |=In | SOw) | +In | S(w,) | +In|S(w, +w,)| (V.3.3)
Comparando (V.3.1) y (V.3.3) muestra que los algoritmos de recuperacion de fase se
pueden emplear como algoritmos para recuperar la magnitud y viceversa, considerando
que, | S(w)|= 0.

V.3.1 Algoritmos de Recuperacion de Fase

Una de las caracteristicas del biespectro es que preserva la fase de Fourier de una sefial.
La fase biespectral ¥;(w,,w,) se puede calcular de:

Im[S; (wl ] w2 )]
Re[S; (w,,w,)]

¥i(w,,w,) = arctang (V34

donde S§;(w,,w,)es el biespectro y Re[-],Im[-]denota la parte real e imaginaria
respectivamente. Aun cuando se ignoraran los errores de estimacion que resultan de los

métodos de estimacion del biespectro, el calculo de la fase ¥;(w,,w,) difiere de la fase

verdadera ¥;(w,,w,) por 27k(w,,w,)donde k(w,,w,)solo puede tomar valores enteros.

V.3.2 Algoritmo Matsuoka-Ulrych [34]

Los algoritmos de recuperacion de fase empleando el biespectro pueden ser utilizados
como algoritmos de recuperacion de magnitud empleando (V.3.3). La ecuacién (V.3.1)

puede tomar la forma discreta siguiente:
Y3 (m.n)=¢ (m)+@ (n)-¢ (m+n) (V.3.5)

Para recuperar la fase se requiere reconstruir ¢_(m),m=0,1,...N de ¥;(m,n). Se
sugiere la ecuacion recursiva [6]:

2f¢x (A)dA - fa//; (AW — A)dA

g.(w)=— : (V.3.6)
w

la cual se modifica para calculos digitales , resultando la expresion:

25" .() - S(n)

¢, (n)— . ,n=23. N (V.3.7)
n__

donde S(n) = i w; (i,n—1i) (V.3.8)

i=0
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El término #=0 corresponde a w =0y n= N corresponde a w = 7. Las dos condiciones

iniciales@,(0) y ¢,(1), se requieren especificar, el valor de ¢_(0)puede ser cero o + 7

y se determina de /; (0,0). Por otro lado la estimacion de ¢_(1) se obtiene de:

LS -(SN-1) _ 4. (V)

¢x(l)=;2 o v (V3.9)
donde @_(N) se puede poner a un valor cero o k.
Empleando la formula recursiva [10]:
() =2 w7 (1) +4,(0)+np,(1) (V.3.9)
donde las condiciones iniciales se determinan de la forma anterior. Definiendo ahora:
® =[¢,(1),4,(2),...6.(N-DI (V.3.10)

¥ =[5 (LD, 5 (1L2),, w3 (2,.2), 175 B3),... w5 (N /2, N 1 2)]

el método Matsuoka-Ulrych forma el siguiente conjunto de ecuaciones empleando la

ecuacion (V.3.5) se obtiene:

AD=V (V.3.11)
donde A es una matriz aumentada .
(2 -1 0 o0 |
1 -1 0
1 O 1 -1
' V311
0 0 ( )
0 0 -1 0
0 1 0 -1

de tamafio (N/2)*x (N-1) para Npary (N°-1)/4 x (N-1)para N impar. El vector

de fase desconocido se obtiene empleando la solucién de minimos cuadrados de:
®=(A'A)'A'Y (V3.12)

Este algoritmo es un método no recursivo que emplea todos los valores disponibles del

biespectro.
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Resumen

RESUMEN

El presente trabajo define los espectros de orden superior (EOS) como la transformada de

Fourier multidimensional de los cumulantes, y se mencionan los métodos no paramétricos y

paramétricos para su estimacion. Asimismo, se expone la teoria correspondiente al uso de los

EOS para obtener la estimacion de tiempos de atraso, deteccion de no linealidades en series

temporales y la recuperacion de seiiales.

CONCLUSIONES

Las conclusiones que se obtienen del presente estudio son las siguientes:

1.

Aunque los poliespectros fueron introducidos en 1965 por Brillinger, las aplicaciones
de los EOS es un campo relativamente nuevo y de actual investigacion [39],[40],[41].
Dada una secuencia de datos, es necesario probar varios algoritmos para determinar
cual de ellos da los mejores resultados.

La herramienta HOSA (Higher Order Spectral Analysis) de MatLab es util para
comprobar la teoria de los diferentes algoritmos expuestos en este trabajo.

La estimacion de tiempos de atraso se obtuvo usando el método convencional de la
correlacion cruzada, asimismo, se empled los EOS en su estimacion. Los resultados
mostrados en las figuras I11.4.1 y I1.4.2 respectivamente, permiten concluir que el uso
de los EOS es menos sensible al ruido y al nimero de muestras empleadas.

Es posible utilizar los EOS para detectar desviaciones de Gaussianidad ya que los
cumulantes de orden mayores de dos son cero para sefiales Gaussianas, en el
Apéndice A puede verse la demostracién y se comprueba utilizando el programa
Maple segun se observa en la tabla 1.2.1.

Es posible identificar sistemas no lineales del tipo Volterra usando el biespectro
cruzado, de acuerdo a los resultados de simulacion presentados en las figuras IV.2.2 y
IV.2.3. Asimismo es posible detectar acoplamiento cuadratico de fase de acuerdo a

los resultados de simulacion del ejemplo IV.3.1.

RECOMENDACION:

Con respecto al capitulo V, el cual trata la teoria de la aplicacion de los EOS a

recuperacion de sefiales, se recomienda un estudio mas profundo de esta aplicacion para

desarrollar algunos ejemplos, ya que por limitacién de tiempo no fué posible llevarlo a

cabo en el presente estudio.
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APENDICE A

ESTADISTICOS DE ORDEN SUPERIOR DE SENALES GAUSSIANAS

En este apéndice se demuestra que los cumulantes de una funcion de densidad de
probabilidad Gaussiana son cero para ordenes mayores de dos [32]).

La funcion densidad de probabilidad de un proceso Gaussiano continuo con media u

y variancia o es:

p¥) = expl-(x~ )" (2]

Para saber cudles son los cumulantes del proceso, primero se calcula la funcion
generadora de momentos (FGM) y a partir de esta la funcion generadora de cumulantes
(FGC).

La FGM M (¢) es la transformada de Laplace de la funcion de densidad de probabilidad
en ambos lados [32].

1 (i
X O

dx

M) = Ele*)= B

2no
si y:(f:—ﬁ)—at 3dy:fl£;x:oy+,u+02t,
o o
Asi

2

00 —l y+ot Lita yrtu+ot?
(o} 5 Y+ip

e dy
N27mo? T

] -%
e

M@=

ltzaz
M(t)=(e?
7
pero % r e 2dy=1 funcion de densidad de probabilidad normal con u = 0,0 =1
T 4

t*?
———+1

M(f)=e 2 (A.1)

de donde la Funcion Generadora de Cumulantes es K(#) = In M (¢)), obteniéndose:

K@) = yt+—;—azt (A2)
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Ahora, de la FGC los cumulantes conjuntos se determinan realizando una expansion de
potencias de la forma [62]:
t2 3 tr
Kt)y=ct+c, —+c;,—+..c, —+... (A3)
2! 3! r!
donde c, es el primer cumulante y ¢, es el segundo cumulante y asi sucesivamente.
Comparando las ecuaciones A.2 y A.3 se observa que:
G =H
¢, =0’
c,=0 r23
de anterior, los cumulantes de tercer orden o orden mayor que dos, es decir, ¢,(0,0),

¢,(0,0,0) y asi sucesivamente son cero para procesos Gaussianos.

Para generalizar este resultado, considerando primero la funcion de autocorrelacién

R(r)de un proceso con media cero, la autocorrelacion de este proceso es igual al
cumulante de segundo orden ¢, (7). El valor méximo posible de c,(r) es cuando 7 =0
de donde:

c,(t)<c,(0) Vr
de lo anterior, ¢, =0 entonces c¢,(r) =0 V7. Un argumento similar se puede aplicar al
cumulante de tercer orden, lo cual resulta en ¢;(0,0) =0 entonces c,(7,,7,)=0 V7,,7,.
Como ¢,(0,0) es el sesgo de la sefial, significa que las sefiales con sesgo cero no tienen

cumulantes de tercer orden.
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PROMEDIO DEL PRODUCTO DE VARIABLES GAUSSIANAS [38]

Sea X una variable aleatoria, entonces:

] —
X)= exp[— R B-1
p(x) oT2n pl o ] (B-1)
normalizando X , es decir:
y=X=X (B-2)
o
entonces:
() = exp(-2 ) (B:3)
Py NS p 2y

Y es una variable aleatoria normalizada debido a que, E[Y]=0 y V[¥]=1. Si

V.Y, .Y, (N=12,...) son variables aleatorias conjuntas normalizadas, entonces:

EINY, ... Y, 1= 3 [ EIEY,] (B-4)

y
E[Y,Y, ... ¥,,,,]1=0;N=0,12,.. (B-5)
donde la notacion ZH es la suma de todas las posibles particiones de VY, ... Y,, en

pares. El nimero de términos es [(2N)!/ N12" ]. Por ejemplo, para N=2,

EINLYY, = EING E[LY, 1+ E[NEELY, ] + E[NY,ETY, Y] (B-6)
El numero de términos en ésta expresion es:
! !
(2N )I.q _ 4 - (B-7)
a2t 212

Para demostrar este resultado, considérese p(y,,¥,,...,y, ) como la funcion densidad de
probabilidad conjunta (fdpc) de N variables aleatorias,t,,Y,,...,Y,,. La funciéon
caracteristica de la funcion de densidad de probabilidad conjunta es:

M, (a,,a,,..,ay)=Elexplj(a,y,,a,y,,....ay yy)]]
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o0 o o N
= [y [dy,... [dyypGr. vy v exp(GYay)  (B-8)
—o —a0 —o0 i=1
Desarrollando la funcion caracteristica empleando la serie de Taylor se obtiene:

0 o0 00
MY (alvaZa"'aaN) = ZZ.“ zcklkz...kNalkla;z “'all\c/N (B'g)

W ok ky=0

En la que,
1 ot ot o
c = M, (a,a,, .0y 4o - B-10
ki dey k1!k2!---kN!6al"" aalzcz aall\’:/N 71( 1:¢2 N) W\ =ay--=ay=0 ( )
De la ecuacion (B-8), se tiene:
o ok ak”
o M (alaaZr":a )a1=a2~~:aN:
dalt dat  dar " ! "
LR AR AR VAV SRRV (B-11)
sustituyendo en la ecuacion (B-9),
[ ] 0 ; ks ky weof 7 ky
My(al’az’m,aN):Zz...ZE[YthZkz...Y]\’;N](j)N (]al) (Ja,) (]613) (B-12)

ke ky ky=0 ke k!
donde los términos para k, =k, ==k, =les:
E[Y1Y2 "'YN ] (ja1 )(]az)(.]a3) = E[Y1Y2 ---YN](j)N(al,az,,,,,aN) (B'13)
Este término tiene el promedio que se requiere. También, es el Gnico término en la

expansion de la ecuacién B-12. Se obtiene otra expansion de la funcion caracteristica para

el caso especial cuando Y,,7,,...,Y, son variables aleatorias normalizadas. Entonces se

obtiene el resultado deseado igualando los términos en la nueva expansion que contiene el

producto (a,a,..a, ) con el término de la ecuacion B-13.
Si 1,,7,,...,Y, son variables aleatorias conjuntas normalizadas, su funcion caracteristica

se puede demostrar que es:

1 N N
M, (@,,,...0,) = exp{—g(ZZE[xY, ]cna»} (B-14)
i=1 j=1
Ahora, empleando la expansion:
© p
et =S (B-15)
p=0 p'
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La ecuacion (B-14) se convierte en:
M,(a,,a,,...ay)= Z (——) [ZZE[YY lea, )’ (B-16)
i=l j=1
los primeros términos de la ecuacion (B-16) son:

M,(a,a,,...ay)= 1+(-")ZZE[ kz]ahakz

k, 1ky=1

(——) ;;;;E[Y Y, JE[Y, Y, 1a,a,a, a, +- (B-17)
De acuerdo a lo anterior, s6lo se requieren los términos que contienen el producto
(a,a,..ay). Se nota, que los términos de la expansion de la ecuacion (B-16), contiene
solamente productos de nimeros pares de a’s. Asi, si las ecuaciones (B-16) y (B-12) son
iguales, se requiere que los coeficientes del término de la ecuacion (B-13) sea cero si N es
impar. Por lo que, se ha demostrado que:

E[VY, Y,,]1=0 N=0,1,2,... (B-18)

Esta es la ecuacion (B-5). Para el caso cuando particular cuando N es par, sea N=2M, se
nota que unicamente los términos de la ecuacion (B-16) que contiene productos de la
forma a, a,,---a, _son aquellos para los cuales P=M. Esos términos son:

MM 2M
(_‘) ZZ ZE[ km1 klM] Qe " A (B-19)
k=1 k=1

Como sélo se necesitan los términos para los cuales k, #k, #---#k,,,, la ecuacion B-13

tiene ésta forma. Eliminando los términos de la ecuacion (B-19) no deseados, se obtienen

los términos requeridos y se pueden escribir como:
1 1
M(_ E)M (qa,-a,, )Z ElY, Y, 1---EY, Y, ] (B-20)

la suma es sobre todos los términos para los cuales k, #k, #---# k,,, . Esta suma tiene
diversos términos con el mismo valor. Para simplificar la ecuacion (B-20), se nota que
v.Y, =Y, Y, . Hay 2" términos en la sumatoria de la ecuacion (B-20) que son idénticos,

ya que cada término es el producto de M pares. También se nota que intercambiando el

orden de los productos de un término, no afecta su valor. Esto se debe a que:
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E[Y, Y, 1Y, Y, 1=EIY, ¥, ] EIV,7, ] (B-21)
Como cada término es el producto de M pares, existen M! permutaciones. Por lo que hay

M! términos en la sumatoria de la ecuacion (B-20) que son idénticos, sumando todos los

términos idénticos la ecuacion (B-20) se reescribe como:
(D" (aa,ay,) ) [ £, T, ] (B-22)
donde [ [EIY,Y, ] significa que E[Y, Y, IE[Y, Y, 1---E[Y,

2M-1

Y, 1, y la suma de todas las

distintas maneras para formar el producto. Igualando las ecuaciones (B-22) y (B-13) se

obtiene:
EXY, Y, 1= ]ArY,] (B-23)
ésta es la ecuacion (B-4).

Sustituyendo la ecuacion (A-2) y la ecuacion (B-4), se obtiene:

EK X, ;1)_(1 j( XZG—ZYz ) . .[X ZNG:NYZN ﬂ _ ZH[ X, ;,Yi j{ Xja—j)_( ) J 324

multiplicando ambos lados de ésta ecuacion por el producto o0, :+-0,, , se obtiene:

E[X, = X)X, = X2)- (X = Xan)] = DT EIX, - X)X, - X )] (B-25)
De la misma manera, sustituyendo la ecuacion (B-2) en la ecuacion (B-5) se obtiene:
E[(X, = X)X, - X2) (X, — Xone1)]=0 (B-26)
Para ilustrar ésta ultima ecuacion, cuando N=1. Se tiene:
E[(X, - X1)(X, - X2)(X, - X3)]=0 (B-27)
expandiendo el producto, se obtiene:

E[X X, X ] = ELX JELXG X, ]+ ELXG JELX, X1+ ELXG)ELX, X, |- 2EL.X, | ELX, JE[ X, ] (B-28)
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APENDICE C

IDENTIFICATION OF NONLINEAR SYSTEMS BASED ON THE BISPECTRUM
AND A SECOND ORDER VOLTERRA MODEL

Juan Garcia Lépez, José Julio Mendoza Santiago
Centro de Investigacion y Desarrollo de Tecnologia Digital (CITEDI)
Av. del Parque 1310, Mesa de Otay, Tijuana, B.C., México.
Tel: (66) 23-13-44 ext. 125, e-mail: jgarcial@citedi. mx,jmendoza@citedi.mx

Abstract

A second order Volterra model is used to obtain
the identification of a non linear system. The
identification problem is to determine the impulse
response of the linear part and the kernel of the
second-order Volterra model by using the
bispectrum.

A simulation platform will be used to obtain results
applied to a nonlinear system.

1. Introduction

Most of the traditional digital signal
processing techniques are  based on
second-order statistics, such as the power
spectrum and the autocorrelation function
Rux(7).
The power density spectrum describes a
Gaussian process (a stochastic process with a
probability density jointly function with
Gaussian distribution), that uses the second
order statistics (autocorrelation) of the signal,
however, the power spectrum cannot detect
the phase. Higher order spectral (HOS) are
useful to identify the nonlinearity of a system
under a random input.
Some motivations to study higher order
spectra are:
1. To detect non Gaussian signals
2. To reconstruct the phase and magnitude

of signals or systems.
3. To identify a nonlinear system or
characterize nonlinearities in time series.

It can be shown that for Gaussian signals, all
HOS grater than two are zero. If the HOS for
order larger than two are different from zero,
that means that there is a non Gaussian
signal. The signal processing of white non
Gaussian signals based on HOS has certain
advantages in detecting and/or estimating
parameters.

The HOS preserve the phase and magnitude
when a signal or system is a minimum phase
(singularities inside the unit circle).

The HOS are useful when we try to identify
the nonlinearities of a signal or system. Each
type of nonlinearity has to be investigated as
a special case, since there is not a general
relation for stationary random data passing
through a nonlinear system.

2. Moments and joint cumulants
Let be X;, Xs,..., X, a set of n random
variables , their joint cumulants of order
r=k;+ka+...+k, are defined as :
oo, = (1) TPV )
ow, 'ow,*..ow, " (1)

W, =w,...=w, =0

Where,
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POw,, Wy, W, YE[e 1Tt ] )]
is the joint characteristic function.
For example,

50 1n¢(ww )

cz:(“) awaw

;wy=w, =0

The joint moment of order r=k;+k,+...+k,
is given by,
k ky k,
my ok, = E[X1 X, X, ]:

0" Ing(ww,,.w,)
owow, . ow

:wn:0

=7 €)

s W =W,

from the above definitions we can see that
there is a relation between cumulants and
moments.

For only one random variable X;, the
cumulant generating function is :

¢, = (- )ak ln¢(w)
| @

;w=0 where #(w) = E[e™™]
when k=1, [ ]

o dln Ele™ _
¢, =(=J)) dw
- )EI[E’["?WZZ] Ww=0 ¢ = E[X]=m,
for k=2, E{ ]

LdnEe™| &

C '"(—.]) d\4/2 du/zlnE[e ]_

E{ ij]E{ XZeJWX] E{]Xesz]E{JXe]wX]
Be™|
=—-HX*]+HXT =(-))’'[HX] -HX*]]=
HX*1-BXT =m,—m’ ®)
Applying the same procedure, c;and c, are
obtained as:

C3=m3-3 m1m2+2m13 (6)

Cq4= m4—4 ms m1-3m22+12 m2m12-6m14 (7)

For an stochastic variable (random variable
that changes with time) the moments are
given as: m, (T1,72,...Tn1) =
E[X(n)X(n+T)... X(n+1y.1)]

Note that for n=2
my (T)=E[x(n)x(n+1)]=Rxx(1)  ; where 7 is
the shift phase between each sequence.

3. Relation between cumulants (c,*) and
moments (m,") for an stochastic
variable.

Some relations between cumulants and
moments are given as follow:

c1=m;"*=E[X(n)] = mean value (8)
¢2"(t)=my*(-1)-(m; ") = covariance sequence
)

€3 (T1,72)=m3"(T1,72)-1 " [m2"(71)

+ my (1) +my (11-12)[+2(my %Y, ete. (10)

4. Higher order spectra definition (HOS)
or cumulant spectra

The HOS are defined in terms of

cumulants, this is shown in Fig .1.
c(t) R[]

S3(w) [ Power Spectrum]

gty BRIl 8% (wi,w ) [Bispectrum]

x( (AT B[] Si(wi, Wa, ws) [Trispectrum]

x
co (1,15, Tt )

Fx [] SR(Wi,Wz...,Wn1)[ n-spectrum]

Fig.1 HOS definitions

Some HOS are: The power spectral density
function or simply the power spectrum, is the
unidimensional Fourier transform of the
second order cumulant, hence:
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S3(w)= D ci(we ™™

Remember that the autocorrelation is the
second order cumulant,

wl<z (11)

Bispectrum
The bispectrum is the bidimensional Fourier

transform of the third-order cumulant, hence:

© o

ST(w,,w,) = Z Zc_;‘(wl,wz)e""”‘e“"”Z
Ty =—w T, =0

s [w | <m; 3wy +wy| < (12)

5. General formula for a nonlinear

Volterra System.

A nonlinear time series y(n) can be
considered to be the output of a nonlinear
system with an stochastic stationary input
x(n).

The Volterra discrete system of p-th order is
represented by the first p+1 terms of the
Volterra series [1] whose input is x(n), that is:

y(n) =h, +iH[x( N CE)
=hy +2, Zh (71’72 r)’c(n 7). )

i (7,75,73,.

Where H,[] is the Volterra operator i-th
order, and h,(t,,7,,.1,) is the kernel of the

Volterra system, which are bounded and
discrete at each

7,, they are symetrical functions of its

arguments, for casual
h,(t,,1,,..t,) =0 forany 7, <0.

systems

When x(n) is a random process with zero
mean, H,[]corresponds to a general linear

model, and succesive terms H,[], i>1, are
referred as the "quadratic " (H, []) "cubic "
(H,[]) components etc.

Second-order Volterra filter
Suppose that a time series is represented by
the second order Volterra model.

y(n) = Zhl(Tl)x("_ 71)
+ZZh2(71,12)x(n—rl)x(n—72) (14)

Where y(n) is a stationary random process
with zero mean. Eq. (14) can be viewed as a

parallel connection of a linear system #,(z)
and a quadratic system h,(z,,7,) .

The identification problem is to determine
the impulse response h, (1) and the kernel
h,(t,,7,) asillustrated in Fig.2.

hl(n) yl(n)

% y(n)=y (n)+y,(n)

¢

Yo (m)

x(n)

hz(nl’"z)

Fig. 2 Second order Volterra system.

Gaussian
and access to both input and

6. Identification assuming
input
output
Let x(n) be a stationary zero mean

Gaussian process. Using eq. (14) and Fig.2,

then [2]
y(m)=y,(n)+y,(n) (15)

yi(n) = Z hy(z))x(n-1)

y,(n) = Zzh(Tl’Tz)x(n T)x(n—1,)

Ty T2

The mean value of the output is given by:
m] =E{y(n)}=Ely, (n)} + Efy, (n)}

= Z Z h, (Tl Ty )E{x(n —7)x(n -1, )}

LSS
since E[x(n)]=0 and is a stationary process,
then
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:ZZhZ(TI,Tz)C;(TI "Tz)

(16)

Where cX(t) is the sequence of covariance
(or autocorrelation) of x(n). Let H,(w,,w,)
be the Fourier transform of h, (1,1, ), that is,

(Wl »Wa ) Z Z h (71 T2 )e (iwsr,)
l 2

(17) and  S7(w)is
the Fourier transform of ¢*(z), then ,
S3(w)=2es ()™,

(18)
from eqs.. (17) and (18), eq. (16) becomes:

m = 7 ZZI J‘Hz(wbwz)el[wm vl dw,

I S:(w) &™) dw

1 x
= JH2 (r-w)S3 (w b (19)
Now, the cross-spectrum S5 (w) between
the input and output is computed as follows .
Let c}’ be the cross covariance of the input
and output process.Then :
7 ¢) = Eleln+)[y(m) - ]
= Efx(n + 1)y, (n)}
= Z hl(Tl)cg(T + 71)

_ L IHI (w)SE(—w)e™ " dw

2w
(20)

Where H;(w)is the Fourier transform of

hy(t). In eq. (20) it was assumed that third
order cumulant sequence of the Gaussian
process x(n) is zero. The cross spectrum
between x(n) and y(n) is the Fourier

transform of ¢,” (7:), it can be shown [3],[4]
that is equal to:
S¥ (w) =H, (w)S} (W) 1)
Hence, if a Gaussian process is the input to

the second Volterra system, the linear part
can be

identified by:

H, (w)= 32 ) _ X (OY()
| Xt

Sy

(22)
The cross third order cumulant between the
input and output is given by:

cy” (71 > 72): E{X(n +7, )X(n +7, IY(H)“mly]}

= E{x(n+7, )x(n+ 7, )y, (n)}
—m) E{e(n+ 7, )x(n -+ 7, )y, (n)}
(23)
From eq. (16) and  the fact that if
X, X,,X,,X, are zero mean jointly Gaussian
random variables, then,
E{X1X2X3X4} = E{XIXZ }E{X3X4}
+E{X, X3 E{X X} + EX, X, EX X, )
Hence [1],

(TI’TZ) 222’7 ( —T,hy 2)
c5 m ez (ny)
- (273)2 ,”Hz(_wla"Wz)ej(W]errwm)

S;(Wl)S;(Wz)dwldwz (24)
Where, the cross bispectrum
S (wy,w,) s,

837 (W, wy) =F, {C;xy(fla'[z)}
=2H,(-wy,=wy)S3 (w,)S3 (w,)
(25)
Where F,{} denotes the bidimensional

Fourier transform. Eq. (25) indicates that the
quadratic component of the second order
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Volterra system can be identified by
computing the power spectrum of the input
and the cross bispectrum between input and
output; that is,

S _ S;cxy(wlawz)
O s

It has been shown that, if an input x(n) is a
zero mean Gaussian process and if the input
and output are accessible to obtain
correlations and third order cumulant, then
this provides a method for identification of a
second order nonlinear system.

7. Simulation example

To validate the exposed non parametric
method to identify a non linear system, the
linear part is implemented by a finite impulse
response filter (FIR) order 11 (12
coefficients) and corner frequency of 0.2.
The quadratic part was implemented by a 12
order FIR filter with a corner frequency of
0.1, the bidimensional kernel q is obtained
by:

q=h"h (27)

where h is the coefficient vector of the
unidimensional FIR filter.
The excitation signal, the FIR filters and the
implementation of eqs. (22) and (26) were
carried out in the Matlab platform and the
Higher Order Spectral Analysis (HOSA)
toolbox.
The true and the estimated transfer function
(TF) for the linear part are shown in Fig. 1

H Lol Fobiti

I= =l +1HIH

TrTr

b)
Fig. 1. Linear TF, a) True , b) Estimated

The true and the estimated TF for the

quadratic part are shown in Fig. 2.

TF-trye q
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quadratic TF

Fig.2 Quadratic TF, a) True , b) Estimated

As is observed, the true and the estimated
linear part are quite similar. The quadratic
part at first look , do not seem to be the
same, however, in Fig.2, the plots are shown
as contour plots, that means level curves.
Otherwise, a 3-D plot of the quadratic TF
can give a better view of the frequency
response.

Conclusion:

According with the obtained results shown in
Figs. 1 and 2, the procedure of a non
parametric identification, of a non linear
second-order  Volterra  system, whose
mathematical development is exposed in this
paper, is validated.

As it can be observed, the true and the
estimated linear system match closely. For
the quadratic system the estimate does not
match closely .
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