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Objetivos

Aplicar teoria estadistica de comunicaciones realizando un estudio de
procedimiento de muestreo - reconstruccion de agunos procesos no
Gaussianos, con base en laregla de la esperanza condicional.

Estudiar dos casos particulares de procesos no Gaussianos, ya que tanto
la funcién de reconstruccion como la funcion de error seran determinadas por
expresiones analiticas concretas.

Demostrar que las caracteristicas estadisticas del procedimiento de
muestreo reconstruccon de procesos no Gaussianos son funciones no lineales
de muestras

Justificacion

Como es sabido € teorema clésico de muestreo asociado son los
nombres Whittaker — Kotel'nikov — Shannon (WKYS) fue establecido para
funciones deterministicas con un espectro finito, después A. Balakrishnan
generdizo € teorema WKS en procesos estocasticos de potencia finita
Respecto a esto se tienen algunas cuestiones. a) El teorema es vdlido solo
para procesos Gaussianos, ya que su comprobacion solo esta basada en €
espectro de potencia (o de manera correspondiente, la funcién de covarianza
usua). Todo proceso no Gaussiano es caracterizado por algunas funciones
espectrales o funciones acumulativas de ato orden. Este estudio proporciona
algunos resultados tomando en cuenta € tipo de funcion de densidad de
probabilidad del proceso estocastico, que no es tomado en cuenta por €
teorema clésico, y asi demostrar que la regla de la esperanza matematica
condicional proporciona ventgjas en e procedimiento de muestreo-
reconstruccion. También se puede observar en € teorema de Balakrishnan que
la reconstruccion es obtenida como la suma de las muestras linedles, que es
valido para procesos estocasticos Gaussianos, pero no para los procesos no
Gaussianos. Entonces para poder describir € muestreo-reconstruccion de
procesos estocasticos no Gaussianos es necesario conocer la funcion de
distribucién de probabilidad multidimensiona y un nimero de muestras dado.
Para € caso de procesos Gaussianos, la funcion de reconstruccion es una
funcion lineal de muestras 'y la funcidn de error no depende de las mismas; en
el caso de los procesos aeatorios no Gaussianos la situacion no es tan smple.
No hay muchas expresiones para una funcion de dstribucion de probabilidad
no Gaussianas multidimensionales, por lo tanto es més dificil obtener algunas
conclusiones generales.
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Resumen

Un problema en la teoria de las comunicaciones es la reconstruccion de los
procesos aleatorios dada una cantidad de valores muestra. Es conocido el

teorema clasico de muestreo usuamente conocido como WKS (Whittaker,

Kotel’ nikov, Shannon) que se ha probado para funciones deterministicas con
base a su espectro. Este teorema fue generalizado para procesos al eatorios por
A. Baakrishnan. La generdizacion de Baakrishnan es vaida sdlo para
procesos Gaussianos, ya que las caracteristicas importantes de |0s procesos no
Gaussianos no son tomadas en cuenta. Este estudio presenta resultados sobre
algunos procesos no Gaussianos con € apropiado fundamento estadistico, con
resultados normalizados para poder llegar a una comparacion y establecer
algunas conclusiones, una de €ellas es que las caracteristicas estadisticas del

procedimiento de muestreo y reconstruccion de procesos no Gaussanos son
funciones no lineales de muestras.

El procedimiento de muestreo-reconstrucciéon de agunos procesos
Markovianos y no Markovianos no Gaussianos es dado. Las funciones de
reconstruccion y de error son encontradas.

El capitulo | esta dedicado a la aplicacion de la esperanza matemética
condicional y su aplicacion para los problemas de muestreo-reconstruccion de
los procesos aeatorios, en e que se veran € caso genera y € caso Gaussiano.
El capitulo 11 es dedicado a procedimiento de muestreo y reconstruccion de
los procesos no Gaussianos Markovianos, con base a dos distribuciones:
Rayleigh y gamma, con sus correspondientes funciones de error. En €
capitulo 111 se aborda e procedimiento de muestreo y reconstruccion de
procesos aeatorios no Gaussanos no Markovianos con las mismas
distribuciones anteriores a fin de llegar a establecer una comparacion de
resultados.
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Abstract

A problem in communications theory is the classical random processes
reconstruction given a set of samples. Sampling classic theorem usudly
known as WKS (Whittaker, Kotel’ nikov, Shannon) has been proved for for
deterministic functions. This theorem was generdlized by A. Balakrishnan.
Balakrishnan’s generdization is vaid only for Gaussian processes, because
principal characteristics of non Gaussian processes are not considered.

This work presents results on some non Gaussian processes with
suitable statistic fundamentation, working with normalized results to
comparate them selves, and establish some conclusions, one important
conclusion is that statistic characteristics of samplig reconstruction procedure
of non Gaussian processes are non linear functions of samples.

Sampling reconstruction procedure of some non Gaussian Markovian
and non Markovian processes is given. Reconstruction and error functions are
founded and cuantified.

Chapter | is dedicated to application of mathematic expectation rule on
sampling reconstruction issues, general case and Gaussian case.

Chapter Il is dedicated to sampling reconstruction procedure of the
Markovian non Gaussian processes, based on two distributions: Rayleigh and
gamma, with their respective error functions and some examples are given.

Chapter 11l is dedicated to sampling reconstruction procedure of non
Gaussian non Markovian processes with same dstributions of chapter |1, to
obtain some conclusion through comparison of results. The target of this work
Is to apply the optimal algorithms for sampling reconstruction procedure of
non Gaussian processes, giving some examples, agorithms and computer
programs for the application over some other non Gaussian probability
distribution functions.
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Capitulo 1

La regla de la esperanza matematica
condicional y su aplicacion para los problemas de
muestr eo —reconstruccion de procesos aleatorios

Para lograr una descripcion adecuada del procedimiento de muestreo —
reconstruccion de algunos procesos aleatorios no Gaussianos, es necesario primero detallar
la teoria estadistica necesaria para entender admo resolver el problema, después trabajar
con e caso Gaussiano y obtener algunos resultados y asi observar la situacion en general
parallegar alos casos particulares de nuestro interés, del tipo no Gaussiano.

1.1 Introduccion

El reconstruir una sefid o funcién a partir de datos conocidos como muestras, se
tratd de resolver desde e siglo XIX. J. L. Lagrange [1] presentd sus expresiones para
determinar la interpolacion definida por € polinomio P(t) en términos de las muestras,
utilizando la propiedad basica de los polinomios algebraicos para determinar un polinomio
adecuado Pnr(X) que nos lleve a los vaores yo, yi,..., Yo de una funcién asociados con todas
las n+1 abscisas diferentes to, t,..., th, conocido como formula de interpolacion de
Lagrange:

P.t)=a v () (1.1
k=0
donde: k=0,1,..., n.
gn+1(t)

(1) = ,
- )0 )
Tales expresiones fueron presentadas en 1795.

gn+l(t) = (t - tO)(t - tn) ' (12)

Lainterpolacion entre puntos de una funcién fue analizado por E.T. Whittaker en su
articulo publicado en 1915 [2], donde se plantea la solucién para encontrar valores de una
funcion f(t) que pasa a través de los puntos (tx, fi), donde ty=a+kw, fi=f(tx), donde llamé a
conjunto de todas las funciones como conjunto cotabular asociado con la secuencia {fy} de
valores conocidos y destacando esta funcion en especial:



. senP (t- a- kw)
Ctt)=ga f(a+kw—X , (1.3)
= %(t— a- kw)

lacua Ilamd funcién cardinal del conjunto catobular, donde C(t)=f(t).

El teorema de muestreo fue presentado en la Union Soviética por Kotel’ nikov en
1933 [3], Shannon en 1948 [4, 5] utilizé € teorema de muestreo para demostrar que una
sefid analdgica limitada en banda es equivalente a la secuencia de sus muestras tomadas a
un intervalo determinado y conocido como e intervalo de Nyquist [6]. El teorema de
muestreo de Whittaker-Kotd’ nikov-Shannon (WKYS) dice:

Toda funcion de una sefial f(t) definida en /& que esta limitada en banda
dentro de un intervalo [-w, w] (donde w >0) puede ser completamente
reconstruida con respecto a toda ti #7 partiendo de sus valores muestreados
f(kp /w) que son tomados en los puntos kp /w (donde ki <) igualmente
espaciados sobre €l gereal /7 en términos de:

g .akp osen(wt - kp)
f(t)= fc———~,
® k§¥ ng wt - kp

(1.4

Cronologicamente en 1957 A. V. Balakrishnan generaliza € teorema de muestreo
para procesos aeatorios estacionarios [7], en 1960 A. Linden y N. M. Abramson
proporcionan una generalizacion mediante la expansion de las M-derivadas de una funcion
limitada en banda, aproximandola a una serie de Taylor caracterizada con una densidad
Gausiana sobre cada muestra [8]. En 1962 Petersen y D. Middlenton extienden el teorema
de muestreo para dimensiones espaciaes de mayor orden[9].

El teorema clasico WKS en la mayoria de sus generaizaciones es vdlido para
funciones deterministicas con espectro limitado [10, 11, 12, 13]. Existen agunas
generalizaciones de este teorema para procesos aleatorios estacionarios [14, 15, 16, 17],
cuya aplicacion préctica de sus resultados son dificiles en cuanto a la realizacion de la
funcién de reconstrucciéon y e calculo de la funcion de error de reconstruccion, en la
descripcion estadistica del Procedimiento de Muestreo-Reconstruccion. Para superarse
algunas de estas dificultades, un proceso no estacionario debe transformarse primero en
proceso estacionario, y posteriormente se aplica € teorema WKS para muestrear y
reconstruir & nuevo proceso “estacionario” [18, 19]. El autor de [19] no discute
informacion alguna acerca de la funcién de distribucion de probabilidad del proceso
aleatorio.

1.2 Teoremade Balakrishnan y sus desventajas



Como es bien sabido el teorema clasico de muestreo asociado con los nombres
Whittaker-K otel’ nikov-Shannon (WKS) fue establecido para funciones deterministicas con
un espectro finito o limitado. La mayoria de sus generalizaciones estan también conectadas
con e PMR de funciones deterministicas. La generalizacion del teorema WKS en procesos
estocasticos con espectro de potencia finito fue dado por A. Balakrishnan. El teorema de
Balakrishnan aplica €l teorema clédsico WKS de funciones deterministicas en procesos
estocasticos estacionarios con espectro finito, asi [lamado teorema WKS para procesos
estocasticos.

Dada |la popularidad de este teorema para la teoria estadistica de comunicacion, es
necesario incluir el texto del mismo [7] para su posterior mencion y discusion.

Sea x(t) -¥<t<¥ un proceso estocastico evaluado real o complgo, estacionario en €
“sentido amplio "y que posee una densidad espectral, la cual desaparece fuera del
intervalo de la frecuencia angular | —2pW 2pW)]. Entonces setiene la representacion:

aen osenp(Z\Nt n)

X(t) =lim a 15
AW p(2M - n) (15)
Para cada t, donde lim simboliza & limite en € sentido cuadrético medio.
Mas explicitamente, esto signifi ca
&N osenp(Z\Nt N)u P (16)

Se asume que todos | os procesos tienen sus varianzas y sus promedios finitos.

Siguiendo € teorema de Balakrishnan, cualquier realizacion x(t) de algin proceso
estocastico con espectro de potencia finito (S(w)=0, cuando YwW&2 w,, W, €s la frecuencia
l[imite del espectro de potencia) puede ser reconstruido con error cero de su infinito nimero
de muestras x(T;) con € intervalo de discretizacion DT=p /W:

X(t)=a x(Ty(t). (L7)

i=-¥
donde: X(t) es lafuncion de reconstruccion; v i(t) es la funcion basica determinada por la
expresion:
senw, (t- iDT)
w, (t- iDT)

yit)= (1.8)

La descripcién estadistica del Procedimiento de Muestreo-Reconstruccion de los
procesos estocasti cos basado en el teorema de Balakrishnan deja algunas dudas.
Esto no significa que e teorema de Balakrishnan sea incorrecto, Sino que es necesario
hacerlo mas especifico en cuanto a su formulacion, y especificar que es un caso particular



del procedimiento genera de la descripcion estadistica del Procedimiento de Muestreo —
Reconstruccion de los procesos estocasticos. Entonces nuestra propuesta es utilizar la regla
de la esperanza matematica condicional, demostrando con algunos resultados, que tiene
ventagjas con respecto a la descripcion estadistica del PMR basado en el teorema de
Balakrishnan.

Algunas consideraciones referidas al teorema de Balakrishnan:

1) El teoremano utiliza la principa caracteristica de un proceso aeatorio que es lafuncién
de densidad de probabilidad o funciones -caracteristicas unidimensiona o
multidimensional.

2) Siempre es utilizada la funcién Sen x/x para todo tipo de proceso aleatorio, lo cual de
primera instancia parece inadecuado.

3) Este teorema es valido para procesos Gaussianos porgue su prueba solo esta basada en
usar € espectro de potencia (o correspondientemente, usando la funcidn de covarianza
usual). Todo proceso no Gaussiano es caracterizado por algunas funciones espectrales o
funciones cumulantes de ato orden. El teorema de Balakrishnan no usa informacion
alguna acerca de ciertas caracteristicas de los procesos estocasticos. Significa que son
iguales acero y por lo tanto, este teorema parte solo con € proceso Gaussiano.

4) La suma linea de las muestras consideradas es postulada en e teorema de
Balakrishnan. Esta afirmacién no es contradictoria con €l caso Gaussiano del proceso
estocastico.

5 S e nimero de muestras es finito entonces el tipo de funcién bésica debe ser
dependiente del nimero corriente de muestras.

6) Un resultado muy extrafio del teorema de Balakrishnan — el error de reconstruccion de
algunos tipos de procesos estocasticos esigual a cero — que es explicado por hechos en
que los procesos estocasticos tienen espectro finito, son singulares, no realizables, son
procesos degenerados. L os procesos estocasticos reales no tienen tales caracteristicas.

7) No se habla en ninglin caso de algun procedimiento de extrapolacién, dado que se
trabgja con un nimero infinito de muestras.

1.3 Caso general

Se va arealizar el PMR de procesos aeatorios basado en la informacion que nos

proporcionan las muestras. Primero debemos definir las propiedades estadisticas de los
procesos aeatorios, en seguida definir las caracteristicas de los procesos aleatorios al pasar
por sistemas lineales, ya que para los procesos aleatorios no hay una expresion explicita
como en €l caso deterministico, por 1o que entonces se debe hacer una descripcion de la
salida que incluya la funcion de covarianza K(t ) y la funcion de densidad espectral S(w).
El andlisis se llevara a cabo con filtros pasa bgjas, del tipo RC con una, dos 'y tres etapas.
Esto se llevara a cabo tomando en cuenta la influencia que proporciona tanto € nimero de
muestras que se toma en cuenta, como su magnitud o valor, ademés del intervalo de tiempo
gue se pone entre muestras, ademas de cuantificar € error que implica cada reconstruccion.



1.3.1 Descripcion de los procesos aleatorios

Un proceso aleatorio continuo x(t) tiene un gran nimero de realizaciones posibles
xD(), ¥2(1),..., xO(),..., XM(t) en un instante de tiempo dado y cada redizacion tiene una
media de probabilidad, descrita por propiedades estadisticas. Cada realizacion ¥(t) puede
estar definida en una continuidad de vaores de t sobre un intervalo finito (ta, ) 0 sobre un
intervalo infinito (-¥,¥) [21].
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Figura 2-1: Conjunto de posibles realizaciones xV(t), x2(t),..., xV(),..., x™(t) que puede tener un
proceso aleatorio continuo.

Si consideramos €l conjunto de realizaciones del proceso estocéstico que se muestra
en la Figura 1, donde cada realizacion estd dentro del intervalo (inicial, tfina), deSpués
dividimos ax en un conjunto de L unidades (L=M) cada uno con ancho Dx y seleccionamos



un intervalo (x1, X3+ Dx) y posteriormente medimos la probabilidad de x en este intervalo,
contando el nimero de realizaciones correspondientes:

P(x <x<x +Dxt,), (1.9)
s tomamos los limites M® ¥ y Dx® dx, obtenemos la probabilidad de xt esta en €
intervalo (X1, X+ Dx)

P(x, < X< +Dxt,) ® w,[x,t,]dx . (1.10)

De forma analoga se puede encontrar la funcién de densidad de probabilidad deseada en
cadaintervalo, y también se puede encontrar de densidad de probabilidad para cada instante
detiempo ty, ty,..., ty, dentro del intervalo (inicia, tina) del proceso aeatorio y halar su fdp
(funcion de densidad de probabilidad) w4[x(t)]. De forma andloga se puede obtener la
funcion de distribucion de probabilidad de segundo orden ws[xi(th), *(t2)] y asi
sucesivamente con las fdp’s de mayos orden wm[X1(t1), x2(t2),..., X(tm)]. La estructura de las
funciones de densidad de funcion de probabilidad depende por supuesto del tiempo en que
son cal culadas estas funciones.

Conociendo las funciones de distribucion de probabilidad unidimensionales wq[x(t1)],
?1[ x(t2)],..., ?1 [X(tm)] de cadatiempo (t1,t2,..., tm) Se puede obtener informacion estadistica
del proceso, ta informacion es. funcién de esperanza matematica m(t)=&(t)h
correspondiente a cada instante de tiempo ti, b,..., tn; funcién de varianza matemética
s 2(t)=&x(t)-m(t))?fy las funciones momento inicial y funciones momento central de orden
n, cuyas expresiones en forma continua son las siguientes:

1) Funcion esperanza matemética:

m(t)= &(tfF EMW[x()]dx (1.11)

2) Funcion varianza matemética

s 2(0) = ((x) - m(v)*) = ¢fx(v) - mo)fwx(t)kix (112)
3) Funcién momento inicia ae orden n:

(x"(0) = " OW[x()Jolx (1.13)
4) Funcion rﬁomento central de orden n:

(x"®) = (x®) - m)") = Fx - mo)) wlxwx (1.14)

1.3.2 Funcioén de covarianza



Otra caracteristica de suma importancia estadistica que reflgja las diferencias entre
dos procesos estocasticos que tengan la misma fdp pero su estructura es diferente en el

tiempo es la funcidn de covarianza Kx(t1,t2), que es una funcion deterministica. Esta funcion
tiene como argumentos los tiempos t1 y t», de los cuaes la funcion de covarianza cambiara
cuando la distancia entre estos dos tiempos 0 secciones cambien también.

K, (t,6) = (XA)X()) = Ax(t) - mt))(X(T,) - mt,) W, [x(t,), X(t,)|dx(t,)dx(t,)  (1.15)

ax(?) ax(@)

A /\\ A, NN ﬂnmq WﬂaﬂLF
N VARV I o

AK (r)=K (-7) AKX (1)=K_ (-1)
» »
r=1t—1 r=t -1

(a) (b)

Figura 1-2: Funcion de covarianza Kx(t ) para a) un proceso suave b) un proceso cadtico

S en la funcion de covarianza fijamos t; y desplazamos a t,, tendremos el nivel de
dependencia estadistica del proceso en este intervalo. La funcion de covarianzatiende a ser
independiente cuando t; se dgade t,. Lafuncidén nosindicas € proceso es suave cuando

tiende a cero lentamente y, por € contrario s tiende a cero rapidamente se trata de un
proceso cadtico.

Si el proceso es estacionario de segundo orden, la funcién de covarianza es solo una
funcion de diferencia de tiempo t=t,-t;, por lo tanto, la funcion de covarianza Ky(t1,t2) serd

representada de laforma K(t )=K(t1,t2). A continuacion se presentan algunas propiedades de
lafuncion de covarianza[20, 21]:

1) Tiene su valor maximo cuando t,=t;, donde t =t,-t;=0:

K, (0) = (x())x(t +1 )) = (x*()) =s *(t) =s } (1.16)



2) Esunafuncion par:
K, €)=K, (-1) (117)
3) Tiendeacero cuandot® ¥:

K.(¥)=0 (1.18)
4) Existe unafuncion de covarianza normalizada Ry(t) donde:
_Kit) _K(t)

R({t)= = 1.19
() K0 s (1.19)
5 Surango de valores esta contenido en :
| K, () [E K, (0), porlotanto: O£|R,(t) [E1. (1.20)
6) Tiene relacion con € parametro llamado tiempo de covarianza t. en funcion de
Ri(t)
¥
t.=gR)lat . (1.22)
0

B tiempo de covarianza t. indica e tiempo en e que existe dependencia o
influencia entre los mismos valores del proceso estocastico y es muy utilizado para medr
las caracteristicas de la respuesta de un filtro. Cuando un proceso es cadtico se tiene que €
valor del tiempo de covarianza t. del proceso es pequeiio comparado con el tiempo de
covarianzat ; de un proceso suave.

1.3.3 Densidad espectral de potencia

Otro pardmetro importante que sugiere caracterizar las propiedades espectrales de
los procesos aeatorios con la distribucion de potencia de cada arménico en funcion de la

frecuencia. El teorema de Wiener-Khintchine sugiere que la funcion de covarianza K(t)
esta relacionada con la funcién de densidad espectral de potencia Sw) mediarte la
transformada de Fourier [21,22].

Teorema de Wiener-Khintchine:

w®

K ()= % OB, (W)e ™ dw (122)
S((w) = E)Kx(t )e " dt (123

-¥

Para un proceso suave la densidad espectral de potencia es estrecha y para un proceso
cadtico la densidad espectral de potencia es ancha. La transformada de Fourier S(w) tiene
las siguientes propiedades:



1) S(w) siempreesred.
2 S(w)30

3) Esunafuncion smétrica S(w)=S(-w)
1.3.4 Funciones que caracterizan a un sistema lineal

Sean las funciones deterministicas u(t) y x(t), como se muestra en la figura 1-3, que
corresponden a la entrada y sdlida de un sistema lineal con parametros fijos, entonces s
u(t) produce la salida x(t), entonces la salida u(t+t) produce la salida x(t+t). Por lineal se
entiende que si uy(t) produce una sdida xi(t), entonces la entrada u(t)=ayus(t)+aolk(t)
produce la salida x(t)=ay X1 (t)+ax¢(t).

hi(t)
u(t) : . x(t)
p  Sistema Lineal >
U(je) Ul jenH(jw)
H(jw)

Figura 1-3: Relacion entrada salida en un sistema lineal

Donde la funcién de transferencia con parametros fijos, que es la relacion entre las
amplitudes complgias de x(t) y u(t) en funcion de la frecuenciaw, es:

X(jw)
U(jw)

Entonces s deseamos conocer la salidadel sistema conociendo la sefial de entrada
tenemos:

H(jw) =

(1.24)

X(jw) =U(jW)H (jw) U x(t) :% ¢ (iw)H (jw)e™ dw (1.25)

X(jw) y U(jw) son las transformadas de Fourier de la sefid de salida 'y entrada del
sistema lineal, respectivamente. Una de las entradas u(t) de importancia es e impulso
unitario, de la cua su transformada de Fourier es igual a la unidad para toda w. Entonces

con esta informacion y considerando la expresion (1.25), la salida en € dominio de Fourier
eslasiguiente:

w

X (jw) =1xH (jw) = H(jw) U h(t) == ¢H (jw)e™ dw (1.26)

1
2p



donde h(t) es la respuesta al impulso unitario del sistema lineal. La respuesta de un sistema
lineal a una entrada transitoria se puede expresar en términos de la respuesta a impulso
unitario del sistema, en lugar de la funcién de transferencia:

X(t) = :‘j1(t Ju(t-t)dt . (1.27)
1.3.5 Respuesta de un sistema lineal a procesos aleatorios

Suponiendo que u(t) es un proceso aleatorio del tipo Gaussiano, del que conocemos
sus funciones. esperanza matemética, varianza y covarianza [23], y que gueremos conocer
las propiedades del proceso aleatorio a la sdlida del sistema linea. La funcion de
covarianza en la salida esta dada por:

Ky (t,t,) = <X(t1)x(t2 )> = < ;‘jﬂ(t Du(ty - ty)dt ;‘jﬂ(t u(t, - t,)dt 2>
= i‘jﬂ(’[ pat, 81(1: o)t 2<u(t1 -tu(t, - t 2)> (1.28)

¥ ¥
= d1(t pat, d’l(’[ )t K (-t t, - ).
-¥ -¥

S el proceso aleatorio en la entrada es estacionario en el sentido amplio:
Kot -t,t-t ) =K, -t +t,), (1.29)
dondet =t;-t,. Entonces la funcién de covarianza en la salida es:

Kelt) = &(tl)dtl&(t DKt -t +t)dt, (1.30)

Por lo tanto s en la entrada del sistema lineal tenemos un proceso aleatorio
estacionario en e sentido amplio, entonces en la salida el proceso aleatorio también lo sera.

1.4 Caso Gaussiano

Veamos o que sucede para el caso Gaussiano: S un proceso aeatorio del tipo
Gaussiano u(t) es aplicado a un filtro lineal estable, la sdida en € filtro sera Gausiana
también; por otro lado, S se considera un conjunto de variables aeatorias x(T1), X(T2),...,
X(Tn), obtenidas a observar un proceso aleatorio x(t) en cada instante de tiempo Ty, To,...,
T,, teniendo a la entrada € proceso x(t) Gaussiano, entonces e conjunto de variables
aleatorias son Gausianas para cada n, y son completamente descritas por su matriz de
covarianza Kx(Ti, Tj) de orden n, donde cadaelemento de lamatriz es:

K, (1.7 ={(x(T)- m@)XT)- m (M) ij=12...n @3y

S la matriz de covarianza Ky(T;,T;) se llega a transformar en una matriz diagonal,
entonces las variables aeatorias no tienen correlacion y por lo tanto son variables

10



Gausianas independientes. La funcién de densidad de probabilidad n dimensional queda
especificada completamente por los momentos de primer y segundo orden es decir, por la
esperanza matemética, la covarianzay covarianza y finamente s un proceso Gaussiano es
estacionario en el sentido amplio, también lo es en & sentido estricto.

1.4.1 Regla de la esperanza matematica condicional

Suponiendo gue tenemos un proceso estocastico x(t) caracterizado por sus funciones
de distribucion de probabilidad multidimensionales wp[x(t1) X(t2),..., X(tm)], Y que una
realizacion de tal proceso se discretiza en determinado tiempos T={T1, T2, ..., Tn}.
Entonces tenemos un conjunto de muestras X, T={x(T1), X(T2),..., Tn), entonces las
funciones momento inicial, central y densidad de probabilidad se ven modificadas. Tales
nuevas densidades de probabilidad y funciones son condicionales o a posteriori.

wlx(t) | X, T]=w[x(t) | X(T,), X(T, ey X(T,)] (132)

M(E) = (x(€) | X, T) = {X() | X(T,), X(T2), X(To)) = OKOW[X() | X, Tldx  (1.33)

$2(0) = (X - MO 1X,T)= ¢fx - MmO wlx() | X, Tlox (134)

La reconstruccion que obtengamos, entonces, dependerd de las muestras x(T1),
X(T2),..., X(Tn) y de conocer su funcion de distribucion de probabilidad fdp wm[x(t1),x(t2),. ..,
X(tm)], donde N<m. Todas las posibles realizaciones del proceso aleatorio condicional
X(t) = x(t) | X,T pasan através de las muestras como lo indica la Figura 1-4. No podemos
conocer larealizacion exacta, pero se puede obtener una aproximacion estadistica para cada
tiempo t, dependiendo del caso se elige la regla estadistica apropiada para la funcion de
reconstruccion y después estimar el error de nuestra reconstruccion con ayuda de la funcion
de error de reconstruccion.

I

Figura 1-4 : Posiblesrealizaciones de un proceso aleatorio condicional,
dado un conjunto de muestras X,T.

Existe un criterio estadistico conocido para la estimacion de una variable aeatoria:
la regla de la esperanza matematica condicional, aplicando esta regla podemos usar la
funcion de la esperanza matemética condicional, como funcion de reconstruccion, y €l error
de reconstruccién sera evaluado por la funcién de varianza condicional como funcién de

11



error de reconstruccion, ademés de incorporar otra caracteristica del Procedimiento de
Muestreo-Reconstruccion que es la funcién de covarianza del proceso reconstruido.

Considerando el caso genera de un proceso Gaussiano no estacionario X(t) con la
esperanza matemética m(t), la varianza s 2(t) y la funcién de covarianza Kx(ti,t;), tenemos la
informacién necesaria del proceso, ya que podemos escribir la expresiéon exacta de la fdp
multidimensional de orden m arbitraria

) = @0) bt )
(1.35)

, eXp‘i' %i%ﬂ:lai,j [Xi - m(t; )][Xj - m(tj)]g

donde de["K (st )” es e determinante de lamatriz correlacion

Kx(tlltl) Kx(tlitZ)"' K2(tlltn)
K tt)] = - : , (1.36)
Kx(tnvtl) Kx(tn’tz)"' Kx(tnltn)

y Hai,j H eslainversa de lamatriz correlacion,

-1

Jos | = <t )] 37

S fijamos e conjunto de muestras X, T={X(T1), X(T>),..., X(Tn)}, entonces la fdp

condicional serda Gausiana también. Las principales caracteristicas estadisticas de este

proceso @ndiciona estan descritas en las siguientes expresiones y € proceso Gaussiano
condicional queda totalmente descrito:

N N
m (t) =m,®)+ 3 & K,tT)a,[x T)- mT)), (1.38)
i=1 j=1
S2(t)=s2(t)- a a K, (tT)a K, (T), (1.39)
i=1 j=1
Kx(t1’t2) = Ky (t,t) - é. é Kx(tl,Ti )ainx(Tj’tZ), (1.40)
i=1 j=1

12



Estas férmulas son vélidas para € caso no estacionario. Con estas expresiones se
puede obtener una reconstruccion del proceso estocastico inicial con los intervalos
adecuados a la calidad preestablecida. [27], [28], [29], [30].

142 Ejemplos Gaussanos Markovianos utilizando la funcién de

covarianza R (t) =s %!

A continuacion se muestran algunos gemplos de la aplicacion de la regla de la
esperanza matemética en el caso Gaussiano, igual a que se obtiene en la salida de un filtro
RC integrador lineal cuando la entrada es alimentada con ruido blanco. La respuesta de tal
filtro RC esta dada por una funcién de covarianza normalizada del tipo exponencial. Se
mostraran algunos gréficos con un nimero limitado de muestras, diversos intervalos de

muestreo y diversas funciones de correlaciénnormalizadas R, (t ).

Primero se ilustra o caso paraR (t)=s ’€*! donde para llegar a una
comparacion de resultados se trabagja con funciones normalizadas, con un t.=1,que es una
caracteristica de la respuesta de un filtro que determina el tiempo de influencia entre los
mismos valores de un proceso. Entonces s s=1:

¥ ¥
; 1
t = t)dt = e |dt ==
‘ Ode( ) ge T ldt =2 (1.42)
entonces para que € tiempo de covarianza sea 1, implica que a=1. También nos
podemos dar cuenta que la funcién de covarianza R((t) usada en esta seccidn tiene las

propiedades de un proceso Markoviano en la descripcion del PMR. Las expresiones de la
regla de |la esperanza matematica condicional quedan de la siguiente forma:

X()=mt) =a x(T)3 ep(-a |t- T (1.42)
s?(t)=1- 3 a ew-alt- T Ja,eml-a [T, - t)) (1.43)

i= jd

Veamos algunos gemplos trabgjando con esta funcion de covarianza normalizada
en e régimen de interpolacion, dado que en otros trabgos se ha considerado el caso
Gaussiano, solo se presentan gjemplos de este tipo no tomando en cuenta € régimen de
extrapolacion ya que e area de nuestro interés es el caso no Gaussiano:

Num. Ejemplo 142-1

?t 0.2

No. de muestras 5
Valoresdelasmuestras 1.05,1.3,14,13,15
Posicion dela 12 Muestra 0.375

Intervalo entre 12 y dltima
muestra 0.8

13
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Figura 1-5: Funcién de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 5 muestrasy una
funcion de covarianzaR (t) = €

-abl

[= = I = R = R = T = Y = R = R =

0.8 o9 1 1. Fermo

Figura 1-6: Funcion de error de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 5 muestras

y una funcion de covarianza R (t) = e !,
Num. g emplo 142-2
?t 0.2 .

No. demuestras
Valoresdelasmuestras

5
0.75,1.05,1.3,1.4,0.8

Posicion dela 12 muestra 0.2
Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 0.8

14



7 i I I I i i i
0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7 0.8 0.9 Hernpmo

Figura 1-7: Funcién de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 5 muestrasy una

[ = R T T I T = = B =

funcion de covarianzaR, (1) = € atl

: | | z A A
z | | | USRS B B
03 SO ¥ F SO -

o2 5 | | | A

(o] E ; E :””””1 ”””” :””””é ””””

. i i i i _
0.z o3 0.4 o5 o5 0.7 0.3 .9 ernio

Figura 1-8: Funcion de error de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 5 muestras

y unafuncion decovarianza R (t) = e '/,
Num. gemplo 142-3
2t 0.2
No. de muestras 5
Valoresdelasmuestras 0.6,0.75,1.05,1.3,1.1
Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 0.8

a a1 a2 0.3 0.4 0.5 0.5 .7 Por= L b ]

Figura 1-9: Funcién de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 5 muestrasy una

funcion de covarianza R (t ) = € !,
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En estas primeras gréficas podemos ver que las reconstrucciones son lineas cas
rectas debido a corto intervalo puesto para la reconstruccién, por tanto la reconstruccion
parece una simple union de puntos.

&= ()

[= 2 = T = T = B = B = R = T = R =
o
1}

Pl =y =]

Figura 1-10: Funcioén de error de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 5
muestrasy una funcion de covarianza R (t) = e '/,

En estas primeras gréficas podemos darnos cuenta que las curvas de error acanza
valores pico méximos iguales, manteniendo el valor pico aproximado de 0.1, a pesar de que
los valores muestra no son los mismos. Otra primera observacion es que en una misma
gréfica de error tanto €l primer pico como e ultimo asi como los intermedios acanzan las
mismas magnitudes

Ahora incrementemos un poco € intervalo de reconstruccion en tiempo para ver las
consecuencias que esto nos trae, en primera instancia trabgjamos con distintos valores
muestra que en |os g emplos anteriores para observar si existe alglin cambio no esperado.

Num. g emplo 142-4

?t 05 ¢

No. de muestras 6
Valoresdelasmuestras 1.2,1.3,0.8,0.7,1.0,0.9
Posicion dela 12 muestra 05

Intervalo entre 12 y dltima
muestra 2.5

0.5 1 1.5 =2 2.5 Par =k b o o
Figura 1-11: Funcion de reconstruccién para el proceso Gaussiano Markoviano con 6 muestrasy una

funcién de covarianza R, (t ) = € .
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Figura 1-12: Funcioén de error de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 6

muestrasy una funcién de covarianza R (t ) = € **',

Num. gemplo 14.2-5

?t 05 ¢

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 06,1.2,13,08
Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y dltima
muestra 15

Far =g ]

=]

=]
Juj}
Y

Figura 1-13: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 4 muestrasy una

funcién decovarianzaR,(t) = e ',

En estas 2 reconstrucciones anteriores podemos destacar que incrementando el
intervalo de tiempo entre muestras, la funcién de reconstruccion comienza a tomar laforma
de la funcién de covarianza normalizada que en este caso es una funcion del tipo
exponencial.

17
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Figura 1-14: Funcion deerror de reconstruccién para el proceso Gaussiano Markoviano con 4

muestrasy una funcion de covarianza R, (t) = e

abl

Ahora en las dos funciones de error anteriores nos permiten ver algo esperado: que
a incrementar e tiempo entre muestras a reconstruir tendremos un error de mayor
magnitud que en un intervalo de tiempo menor, de nuevo los valores especificos de las
muestras no influyen en la magnitud del error y también a pesar del cambio en € intervalo
de tiempo todos los picos error en una misma gréfica son iguales. Continuamos
incrementando €l intervalo de tiempo entre muestras.

Num. gemplo 142-6

?t te

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6,1.3,0.7,0.8
Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y dltima

muestra 3

Figura 1-15: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 4 muestrasy una
funcion de covarianzar () =e®''.
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Figura 1-16: Funcion de error de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 4
muestrasy una funcion de covarianza R (t) = e '/,

Num. g emplo 142-7

?t 15,

No. demuestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6,0.8,0.8,-0.9
Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 45

e

o o.s 1 1.5 2 2.5 3 3.5 =8 Par = e ]

Figura 1-17: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 4 muestrasy una
. . . —_ - a

funcién de covarianzaR (t ) = € 2.

1.5 ~ eI o
Figura 1-18: Funcion de error de reconstruccion para el proceso Gaussiano Markoviano con 4

muestrasy una funcion de covarianza Rx(t ) =e at .
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L os comentarios sobre esta seccion son os siguientes:

0 La reconstruccion se constituye por lineas casi rectas cuando € intervalo
entre muestras es pequefio.

o Al aumentar € intervalo de reconstruccion se puede apreciar que la funcion
de reconstruccion adquiere forma similar a la funcién de covarianza
empleada, lo cual comienza a mostrar la importancia que tiene tal funcién de
covarianza dentro de la reconstruccion.

0 La funcién de reconstruccion para este caso (Markoviano) depende
solamente de las dos muestras més cercanas, los extremos de cada intervalo
de reconstruccion son los Unicos que influyen. Otras muestras cercanas no
influyen en la reconstruccion.

o Lafuncidn de error de reconstruccion depende solamente de la magnitud de
la distancia que exista entre muestras, ya que como se puede observar en las
graficas que tienen e mismo intervalo de tiempo entre muestras el error no
se ve influido por la magnitud de los valores muestra. Por tanto la funcion de
error de reconstruccion no depende del nimero de muestras que se toman en
cuentaparael caso Markoviano.

0 Algo también esperado es que en los puntos donde se encuentran las
muestras €l error es cero, dado que la funcion de reconstruccion pasa por
€s0S puntos.

o Otra consideracion en cuanto a la funcion de error de reconstruccion es que
las campanas que se forman son simétricas en cuanto a su forma, un detalle
del caso Gaussiano que llegaremos a comparar con |os casos no Gaussianos.

1.4.3 Ejemplos Gaussianos no Mar kovianos con la funcion de covarianza
R(t)=(@+a]t e

Vamos entonces a trabgjar con otra funcion de covarianza, para lograr una
comparacion correcta de resultados las funciones deberén estar normalizadas y por tanto
tener un tiempo de covarianza unitario, s tomamos s=1:

¥ ¥\ B 2
tC:OdRX(t)|dt =9(1+a [t De | dt == (1.44)

donde si deseamos un tiempo de covarianza unitario, entonces a=2. Las expresiones parala
funcidn de reconstruccion y de error de reconstruccion quedan de la siguiente manera:

x(t)=m(t) =4 X(T)a @+a [t- T, Jexpl- a |t- T, g, (1.45)

i=1 i=1
— )
s?m=1-aa(+alt-T epl alt-T a,f+a T, - tewl a T -t 4q
i= j=! .
Realizamos entonces algunos gjemplos trabajando con muestras similares al caso anterior
para que los resultados que se obtengan se puedan comparar entre si.

Num. gemplo 143-1

2t 02

No. demuestras 4
Valoresdelasmuestras 1.05,1.3,14,13
Posicion dela 12 muestra 0.4
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Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 0.6

i i
09 £ emaro

i

i
o

;
.5
Figura 1-19: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markaoviano con 4 muestrasy

unafuncion decovarianza g )= +a |t pe*"!

ST
35x10’:
[ I U . YO S S S i N |
= T L . N T e - - —
5% IR SR IR, R SR JONRI SN YRR SNSRI SIS SR TR |
T . e . —
P Y R . TR SR AN SRR, IR RUNIRIRY JONRIR SRR S |
L T S T e L e Y I e —
05 o7 ) oo e

Q

[a = 8 a.s

Figural-20: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy unafuncion de covarianza g ¢)=q@+a|t pe!

Num. gemplo 143-2
2t 0.2
No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 0.75,1.05,1.3,1.4
Posicion dela 12 muestra 0.2
Intervalo entre 12 y dltima
0.6

muestra
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Figura 1-21: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markaoviano con 4 muestrasy
unafuncion decovarianza g ¢)=@+a |t pe?"

[u]
0.z (o]

'y T errpso

Figural-22: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy unafuncion de covarianza g )= +a |t e "

Num. Ejemplo 143-3
?t 02
No. demuestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6,0.75,1.05,1.3
Posicion dela 12 muestra 0.0
Intervalo entre 12 y dltima
muestra 0.6
777, (5D
1.4
e | e e e e e s s s S S S S e e e e S S e s o
I e el R
L B e e e T
S | Y N DU
[ = B e i
Lo = B R e Bl e B el —
[ D S, ;’_’_/ ____________________________________________ —
@ GU o1 (o= o3 (o 8 o5 Par =3 kb fan

Figura 1-23: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markaoviano con 4 muestrasy
unafuncion decovarianza g t)=@+a |t pe?"
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Figural-24: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy unafuncion de covarianza g ¢)=qa+a|t pe!

En el caso no Markoviano tanto la funcion de reconstruccion como la de error dependen de
la influencia que proporcionan la cantidad de muestras existentes ademés del intervalo de
reconstruccion, en los gemplos anteriores se puede notar que las funciones de
reconstruccion son mas suaves que en la seccion anterior, |0 mas destacado es lainfluencia
de las dos muestras extremas sobre la intermedia en la funcion de error de reconstruccion,
dicho de otra forma aqui s influye que se tomen en cuenta méas muestras para disminuir €

error, por |o menos en las secciones intermedias del intervalo de reconstruccion.

Se muestran algunos gemplos paraun DX =0.5

Num. Ejemplo 143-4

2t 05 ¢

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 12,1.3,0.8,0.7
Posicion dela 12 muestra 05

Intervalo entre 12 y dltima

muestra 15

0
=

]

T 5
] £ Frl=f kST

Figural-25: Funcion dereconstruccién para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy
unafuncion decovarianza g ¢)=@+a |t pe?"
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Figural-26: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy una funcién de covarianza R(t)=@+a |t "

Num. Ejemplo 14.3-5

?t 05 ¢

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 06,1.2,13,0.8
Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y Ultima

muestra 15

o

Figura 1-27: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy
unafuncion decovarianza R )=@+a|t | "
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Figural-28: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy una funcién de covarianza R(t)=@+a |t e

En estos g emplos nos damos cuenta que al aumentar la distancia entre muestras a
reconstruir la influencia que se presenta en la parte media de la funcion de error de
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reconstruccion se ve disminuida. En las funciones de reconstruccién se nota que toma la

forma “curva’ de la funcién de reconstruccion

empleada.
Num. Ejemplo 143-6
2t te
No. demuestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6,1.3,0.7,0.8
Posicion dela 12 muestra 0.0
Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 3.0

IT ST

Figura 1-29: Funcion de reconstruccién para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy
unafuncion decovarianza g ¢)=@+a |t pe?"

Figural-30: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4

15 bed 5

=2

muestrasy unafuncion de covarianza g )= +a |t e "

T e

Se muestran algunos gemplosparaun DX =1.5 _
Num. Ejemplo 143-7
?t 15
No. demuestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6,0.8,0.8,-09
Posicion dela 12 muestra 0.0
Intervalo entre 12 y dltima
muestra 45
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Figura 1-31: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy
unafuncion decovarianza g ¢)=@+a |t pe?"

a a5 1 1.5 z2 Z.5 3 3.5 - eI a

Figural-32: Funcion deerror dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy unafuncion de covarianza g ()=@a+a |t e *"

Como es de esperarse en los ggemplos anteriores lainfluencia en la parte media de la
funcién de error de reconstruccion es minima dado e incremento de tiempo de
reconstruccion entre muestras y en la funcidn de reconstruccion es alln mas notoria la forma
similar alafuncion de covarianza empleada.

A continuacion vamos a tratar con otra funcion de covarianza alin mas suave para
ver |os resultados.

1.4.4 Ejemplos Gaussianos no Markovianos con la funcion de covarianza

at 2

R,(t) = @+a [t |+3—)e !l

Para continuar trabajando con resultados normalizados y un tiempo de covarianza
unitario, implica que:

¥ ¥ atZ 8
— —_ N -al| —
tc—gb&(t )t -9(1+a It |+T)e | dit Yy (1-47)

por lo que a=8/3, por tanto la funcidn de covarianza normalizada es:

8 64 | -8
R t)=@0Q+2]t |+ 2)e B, 1.48
() =( 3 It | 27) (1.48)
Teniendo estas expresiones podemos escribir la funcion de reconstruccion y la

funcién de error de reconstruccion de la siguiente manera:
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%(t)=m(t) = & x(T)A @+a |t T |+

2T el alt-T g,

j=1 i=1

2 2
s?()=1- 3 & a+a t- T |+@)exp(— alt-T Ja,

i=t j=!

2
-t
. (]_+a |Tj_t|+M
3

yexpl-a |T, - t])

(1.49)

(1.50)

Analicemos algunos gjemplos que utilizan esta funcion de covarianza, continuando
con los valores muestra de los gemplos anteriores y poder hacer una comparacion, los
resultados son |os siguientes:

Se muestran algunos giemplosparaun Dt =0.2t _

Num. Ejemplo 144-1

?t 02

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 1.05,1.3,1.4,13
Posicion dela 12 muestra 0.4

Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 0.6

0.4 o= 0.5 o7 .3 0.9 7 e

Figura 1-33: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

o

una funcion de covarianza R.t)= @+ %It |+%)e.%.[.

Figural-34: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4

muestrasy una funcion de covarianza Rt)= @+ %It |+%)e,%,(,
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Num. Ejemplo

?t

No. de muestras
Valoresdelasmuestras

144-2
0.2

4
0.75,1.05,1.3,1.4

Posicion dela 12 muestra 0.2
Intervalo entre 12 y dltima
muestra 0.6

o

I
L= o3 o 4 o5 0.8 .7 e o

Figura 1-35: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy
unafuncion decovarianza g () = (1 + %It |+2_‘71)e—%n|

o 5

(]
[a]

7 = oo

Figural-36: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy una funcién decovarianza g (1) = 1+ St |+ 84y %
X 3 27

Num. Ejemplo 144-3
2t 0.2 .
No. de muestras 4

Valoresdelasmuestras

0.6,0.75,1.05,1.3

Posicion dela 12 muestra 0.0
Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 0.6
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Figura 1-37: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

unafundon de covarianza Rt)= @+ %It |+%)e-%m

o i i i i i _
[s] o1 0.2 0.3 [S=1 0.5 o enpo

Figural-38: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy una funcion de covarianza

R.(1)= @+ St [+ 20ye 4!

Nuestras primeras impresiones de estos gemplos son: la influencia de la funcién de
covarianza en la funcién de reconstruccién es més notoria que en los dos casos anteriores.
Diferencias més notorias estan en las funciones de error de reconstruccion en donde en la
parte central de estas graficas existe una mayor aportacion de las muestras existentes
alrededor, esto nos da a entender que entre mas muestras presentes tengamos nuestro error
por lo menos en las partes medias del intervalo de reconstruccion sera menor.

Se muestran algunos gjemplos paraun Dt =0.5

Num. Ejemplo 14.4-4

2t 05 ¢

No. demuestras 4
Valoresdelasmuestras 12,13,08,0.7
Posicion dela 12 muestra 05

Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 15
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Figura 1-39: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

unafuncién de covarianza
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Figural-40: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4

muestrasy una funcion de covarianza

8 64, -84
R (t)=©Q+—=|t |+—)e
)=« 3| [ 27)

Num. Ejemplo 1.44-5

2t 05 ¢

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 06,1.2,1308
Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y Ultima

muestra 15

1 T e@rr e

Figura 1-41: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markaoviano con 4 muestrasy

una funcién de covarianza

8 64 'V“
R,t)=(A+=|t |+—)e 7~
(= a2
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Figural-42: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4

muestrasy una funcién de covarianza .
Y R.(1)= @+ St [+ 20ye 4!

Num. Ejemplo 144-6

?t te

No. demuestras 4

Valoresdelasmuestras 0.6,1.3,0.7,0.8

Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y dltima

muestra 3.0
772 )
1.4
R B e el e e e —]
L= e e e i e i R —]
B I B i e . i ettt —

o b A b W ki ______ _
L = T et I e . i T i —
o3 7—--
[ e e T A . . el -r s T —
a._s -
(e ] 0.5 1 1.5 2 2.5 T eSO

Figura 1-43: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

una funcion de covarianza Rt)= @+ %It |+%)e-%m
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Figural-44: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4

muestrasy una funcion de covarianza R.(U)= 1+ %It |+%)e'%“'

Num. Ejemplo 144-7

?t 15

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6, 0.8, 0.8,-0.9
Posicion dela 12 muestra 0.0
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Intervalo entre 12 y dltima
muestra 45

-

1 i i i 1 i 1 i

(o] o5 1 1.5 = 2 5 3 3 5 < T SR

Figura 1-45; Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

una funcion de covarianza R.()= 1+ %It |+%)e.%“
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Figural-46: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy una funcion de covarianza

8 64, -8

R,()= @+t |+ ¥

Después de graficar algunos ejemplos ampliando € intervalo de tiempo entre
muestras se obtienen resultados esperados de acuerdo con |0 que se viene demostrando con
anterioridad, la influencia que cuando se tiene un filtro de dos etapas es menor que teniendo
uno de tres etapas, en uno de dos etapas en e régimen de interpolacion solo influian las dos
muestras en ambos lados de una reconstruccion entre dos muestras, pero ahora también se
presenta la influencia de muestras que se encuentren en la cercania de un intervalo de
reconstruccién gque por supuesto es de menor magnitud que la que aportan las 2 o hasta 3
muestras mas cercanas. Entonces podemos afirmar que entre mas suave sea una funcién de
covarianza mayor influencia se tendrd por cada muestra que se tome en cuenta para la
funcidn de reconstruccién. También se puede afirmar que entre mas lgjana esté una muestra
su influencia o aportacion en una reconstruccion va disminuyendo directa y
proporcionalmente, teniendo como determinante el tiempo de covarianza del filtro lineal.

1.4.5 Ejemplos para € caso particular delafuncién sinc

Si tenemos un proceso estacionario Gaussiano con esperanza matematica m(t)=m=0
y funcién de covarianzaK(t,T;)=K(t-T1), la expresion para la esperanza matemética
condicional (1.38) queda de |a siguiente forma:
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N N N
o O [o]
x)=mH=8 &K (t- T)alx T)|=axT)B/®), @s
i=1 j=1 j=1
Esta expresion depende solamente de la suma del producto de cada muestra por una
funcion Ilamada funcion basica Bj(t), de la siguiente forma:

B,(0=4 K(t- T)a, (152)

Tal funcion basica basa su comportamiento en la funcion de covarianza K, (t) del

proceso aleatorio, ademas se debe tomar en cuenta que existe una funcién basica para
muestra segun € nimero de muestras que se tomen en cuenta (j=1,2,..., N). Cada funcion
basica se multiplica con su correspondiente muestray a final se suman todas las formas de
onda resultante para obtener la reconstruccion del proceso. Entonces la forma de la funcién
bésica Bj(t) depende de la muestra corriente j ademas de la cantidad de muestras N; del
conjunto de tiempos T, en que < realizan los muestreos arbitrarios; del momento de
covarianza presente entre las secciones del proceso en los instantes Ti y T; (K(Ti-T;)) y del
momento de covarianza (K(t-T;)) entre la seccidn del tiempo actua t y los tiempo de los

muestreos T;. De este modo estos parametros influyen en lafuncion basicay por lo tanto en
la funcion de reconstruccion y en la funcién de error de reconstruccion. Se puede expresar

la funcién basica en funcion del espectro de potencia Sq(w) del proceso dado x(t), primero
usamos la transformada de Wiener-K hintchine para la funcién de covarianza Ky(t-Tj):

¥
K. (t-T) :% S w)ye™ Vaw. (1.53)
-¥

Entonces en lugar de (1.52) tenemos:

Y 1% (T
B(1)=a 8 OB« (W)™ W dw (1.54)
i=1 _¥

Teniendo (1.54), podemos considerar a un proceso Gaussiano con espectro limitado

- w, £w £w,, obteniendo:
& 1™ W
B, (1) = a1 ai].5 OS.(w)e™ Paw (1.55)

Entonces la funcién basica depende ahora de la frecuencia de corte wpy ddl tipo de
funcidn espectral Si(w), y también se debe tener en consideraciéon que los momentos de
covarianza K, (T, - T;) 'y por tanto los elementos a;; deben basar su calculo en la funcion
de covarianza K(t) correspondiente al espectro limitado. En caso de que algun pardmetro
cambie en la expresion anterior implicara un cambio en la funcion basica. Podemos decir
entonces que la funcién bésica éptima depende de las principales caracteristicas estadisticas
del proceso dado y de los parametros de discretizacion, y no sélo de la frecuencia de corte
Wh.

Si observamos la expresion 1.55 nos damos cuenta que tal funcion basica no es del
tipo Sen x/x, ya que ésta surge de un caso muy particular, cuando € espectro S(w) es
rectangular:
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|S, wEw,
Sw)=i° > (1.56)
|O W3Wb

Ademés si sustituimos 1.56 en 1.53 encontramos la funcion de covarianza K(t-T):
Sgw, Senw, (t- T,)

K, (t-T,)= 157
( ) Wy (t - T.) ( )

Entonces podemos escribir la funcién basica:

SgW, Serw, (t- T,)
B.(t)=3 a =22 b 17, 1.58
=3 T (158)
Si tomamos € intervalo de muestreo de la forma:

pr=F (1.59)

Wb

(1.58) y (1.59) determinan la indeperdencia de cada muestra, esto es
K, (T - T;) =0, parai, j=1, 2,...,N, cuando i?j. Entonces la matriz covarianza K«(T;,Tj) es

diagonal con los elementos s > = S;/DT y la matriz inversa de covarianza también es

diagonal con los elementos (s ?)* = DT/S, . Entonces de (1.58) obtenemos:
- Sew, (t-T))
J w,(t-T))
Observamos que la funcién béasica (1.60) esta determinada por la funcion Sen x/X,
gue es un caso particular, cuando el proceso Gaussiano es caracterizado por el espectro

rectangular. Entonces utilizando la expresion (1.51) y (1.59) podemos escribir la funcion de
reconstruccion para este espectro rectangular:

(1.60)

_ 8 _ 8 Serw, (t-T;) _ & ¢ USen(w,t- jp)
mm—%kmﬂ&m—%hmﬁjaﬁfT-rm<wgu(t_p),uM)
w, =2pW vy | es e subindice de la suma, por lo tanto:
j \usSenp (M- j)
m(t : 1.62
(t)= ag() NETTn (162)

Si observamos las expresiones anteriores y comparamos con 1.4 y 1.5, llegamos a
los mismos resultados utilizando el PMR de procesos aleatorios que se basa en la regla de
la esperanza matemética condicional. Este PMR es de gran utilidad para describir el

comportamiento de la funcion de reconstruccion de los procesos aleatorios Gaussianos con
variadas funciones de covarianza o espectros de potencia limitados o no limitados en banda.

Ahora vamos a considerar un caso muy especifico como cuando las muestras se
hacen pasar por un filtro ideal, del cua la funcién de covarianza es Sen x/x:

Serw,t  Sen2pt
w,t 2pt

Kt) = : (1.52)
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en donde para gue se tenga un tiempo de covarianza unitario setoma wy=2p:

¥ *| Senzpt
t. =R @) ]|dt :di‘dt =1,
d ot

entonces la funcion de reconstruccion sera de la siguiente manera:
N é Serw, (t- T.)u
M) = 8 e&x(T,)————(
=8 w,(t-T) g
y lafuncion de error de reconstruccion es del tipo:

e2 =K (t,1)- 28 K, (t,nT)f (t- nT)+Q & K, (nT,mN)f (t- nT)f (t- nil)

n -m

(153)

(1.54)

(1.55)

Entonces podremos comparar los resultados obtenidos hasta ahora con € teorema
clésico, tomando ejemplos hechos en las secciones anteriores pero con esta nueva funcion

de covarianza. Se muestran algunos gjemplos paraun Dt =0.2

Num. Ejemplo 145-1

2t 0.2

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 1.05,13,14,1.3
Posicion dela 12 muestra 0.4

Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 0.6

0.4 o= Lo ] =4 o7 0.3 o9 Frd=t et =R

Figura 1-47: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

una funcién de covarianza Sen2pt
2pt
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Figural-48: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy una funcién de covarianza SEn2pt

2pt
Num. Ejemplo 145-2
2t 0.2
No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6,0.75,1.05,1.3
Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 0.6

a6 i i i i i _
[s] a_ A a2z a3 a4 a5 = e o

Figura 1-49: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markaoviano con 4 muestrasy
una funcién de covarianza SenZpt

2pt
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Figural-50: Funcion deerror dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4

muestrasy unafuncion de covarianza Sen2pt
2pt

En estos g emplos vemos que aunque € intervalo de reconstruccién es pequefio la
funcion de reconstruccién se tienen formas ampliamente onduladas propias de la funcion de

36



covarianza empleadas, y en la funcién de error de reconstruccion también se nota la
influencia de las muestras extremas en e intervalo de reconstruccion intermedio, mas
adel ante tenemos una seccion donde compararemos una funcion de covarianza contra otra 'y

Ilegar a algunas conclusiones.

Num. Ejemplo 145-3

2t 05 ¢

No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 12,1.3,0.8,0.7
Posicion dela 12 muestra 05

Intervalo entre 12 y Ultima

muestra 15

o
<4

Far =4 b o

Figura 1-51: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markaoviano con 4 muestrasy
unafuncién de covarianza SenZpt

2pt

a
[a]

[uj}
<4

frlf =t b = ]

Figural-52: Funcion deerror dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy una funcion de covarianza Sen2pt

2pt
Num. Ejemplo 145-4
?t 05 ¢
No. demuestras 4
Valoresdelasmuestras 06,1.2,130.8
Posicion dela 12 muestra 0.0
Intervalo entre 12 y Ultima
muestra 15
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o s 1 = errmo

Figura 1-53: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

=1

unafuncién de covarianza Sen2pt
2pt

Figural-54: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4

muestrasy unafuncién de covarianza Sen2pt

2pt
Num. Ejemplo 145-5
?t te
No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6,1.3,0.7,0.8
Posicion dela 12 muestra 0.0

Intervalo entre 12 y dltima
muestra 3

o]
o]
o
o.5 i | | i i ]
a o= 1 1.5 = 2.5 T e o

Figura 1-55: Funcion de reconstruccién para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

una funcion de covarianza SenZpt
2pt
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Figural-56: Funcion de error dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4
muestrasy unafuncién de covarianza Sen2pt

2pt
Num. Ejemplo 145-6
?t 15
No. de muestras 4
Valoresdelasmuestras 0.6, 0.8,0.8,-0.9
Posicion dela 12 muestra 0.0
Intervalo entre 12 y dltima
muestra 45
77, ()
1

-1 i i i i i i i i
25 3 3.5 4

Pl =t o]

Figura 1-57: Funcion de reconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4 muestrasy

unafuncién de covarianza Sen2pt
2pt
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Figural-58: Funcion deerror dereconstruccion para el proceso Gaussiano no Markoviano con 4

muestrasy una funcién de covarianza SenZpt
2pt
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Lo importante a destacar ademas de la forma senoidal que toma la funcion de
reconstruccion es que en la funcién de error de reconstruccion la formay magnitud fue la
misma sin importar los vaores muestra ni e intervalo de muestreo, un gran detalle
importante, o cual nos sugiere que s deseamos reconstruir con ésta funcion con una
calidad aceptable necesitaremos una gran cantidad de muestras para asi poder disminuir €
error de reconstruccion.

1.4.6 Comparacion entre los diferentes resultados obtenidos para € caso
Gaussano

Veamos ahora de manera méas concreta un gemplo con un ndmero mayor de
muestras donde se pueden apreciar de manera més clara las diferencias en los resultados
obtenidos con las ditintas funciones de covarianza normalizadas. Los valores de las
muestras son dados a continuacion:

x(T)) Ti[seq] x(T) Tilseq]
x(T1)=0.6 T=0 X(T17)=0.2 T.7=8
x(T2)=0.8 T,=0.5 X(T18)=-0.6 T15=85
X(Ts)=12 T=1 X(T19)=0.9 T16=9
x(T2)=14 T,=15 X(T20)=0.7 T20=95
x(Ts)=1.3 Ts=2 X(T21)=0.8 T»1=10
x(Te)=1.0 Te=2.5 X(T22)=0.9 T»=10.5
x(T7)=0.8 T=3 X(T23)=0.7 Tos=11
x(Ts)=0.9 Te=3.5 X(T24)=-0.4 Tx=115
X(Tg)=0.7 To=4 X(T25)=-0.4 Tos=12
X(T10)=0.6 T10=4.5 X(T26)=1.5 Tx=12.5
X(T11)=0.8 T1=5 X(T27)=1.3 T,7=13
X(T12)=0.9 T12=5.5 X(T28)=1.2 Tx=135
X(T13)=0.8 T15=6 X(T29)=1.3 To9=14
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X(T12)=0.5 T14=6.5 X(Ta0)=1.7 To=145

X(T15)20.4 T15:7 x(Tgl):—Z.O T31:15
X(T16)=0.4 T16=7.5 X(T32)=1.0 T2=15.5
X(T33) =04 T33=16

Ahora veamos las diferentes funciones de reconstruccion y de funcion de error de
reconstruccion para las muestras anteriores:

13 Funcion R, (t) =e !
S Cz)

7T
s
1

= =
10 1z 14 & eI o

i
o
8]
N
o

a

Figura 1-59: Funcion de reconstruccion con 33 muestrasy R (t) = €*H, y2=0.5

=

10 1z 14 T oo

@
a

a = 4

Figura 1-60: Funcion de error dereconstruccion con 33 muestrasy R (t) = €2 y2=0.5

22 Funcion R (t) =(@+2][t e ?!
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a =2 4 s (=] 10 12 14 P ==

Figura 1-61: Funcion de reconstruccion con 33 muestrasy R(t)=@1+2]t )e?!, y2=05

S S (F)
o.04as5

-0_00s . - =
[s] = 1 [ =) 10 12 14 e o

Figura1-62: Funcion de error dereconstruccion con 33 muestrasy R ()= (1+2]t e ',y %=0.5

32 Funcién

Figura 1-63: Funcion de reconstruccion con 33 muestrasy Ro) =@+ 8+ 2 e-éx 1,y ?2t=0.5
T 3

—)
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Figura 1-64: Funcion de error de reconstruccion con 33 muestrasyR €)= @ 8 ]+ 64t ?
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Figura1-66: Funcion deerror dereconstruccion con 33 muestrasy )= Sen2pt |y 2t=0.5

2pt

Lo que podemos observar de los gréficos anteriores es o siguiente:
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La reconstruccion trata de adoptar la forma de la funcién de muestreo; por gemplo
para la primera funcion la reconstrucciéon parece la smple unién de puntos por
lineas rectas, mientras que con la funcién sinc es mas suave.

Los errores en la primera funcién no depende del nimero de muestras que se tomen
en consideracion es el mismo en todos los intervalos entre muestras y ademas las
campanas de error son simétricas con un Unico pico en e centro, en las otras
funciones entre més muestras se tengan se logra decrementar €l error en la parte
intermedia del intervalo de reconstruccién dada la influencia que tienen las
muestras cercanas, el caso en e que se nota méas esta situacion es el de la funcion
sinc, lo que nos invita a sugerir que S queremos muestrear con esta funcion
debemos utilizar una gran cantidad de muestras para que €l error disminuya, pero de
ninguna manera llegara a ser cero, solo es cero en |os tiempos donde estan presentes
las muestras puesto que se tiene un dato exacto.

Veamos las gréficas redlizadas para un ultimo giemplo con 5 muestras. 0, 3,-2,1,4y un
DT=0.24, y también con las cuatro funciones empleadas en €l capitulo:

=TTy

“a i erraE

Figura 1-68: Funcion de error dereconstruccion con 5 muestrasy R, t)= e'a“,y 2=0.24
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Figura 1-70: Funcion de error de reconstruccion con 5 muestrasy R(t)=@+2]t De#!,y 7=0.24

()

77T,
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[u] o1 0.2 0.3 o 4 o5 Lo I = o7 0.8 0.9 rierpo

64t 2. -311,y ?t=0.24

Figura 1-71: Funcion de recorstruccion con 5 muestrasy e
27

8
R,(t)=(@+=|t ]+
() =ar i

o L = O _3 o0& 0.8 N ez

Figura 1-72: Funcion error dereconstruccion con 5 muestras 64t 2)e-§u|, y?t=0.24
2

8
TR, ()= Q1+ =t |+ —
() =( 3| | -

45



Figura 1-74: Funcion deerror dereconstruccion con 5 muestrasy )= Snpt |y ?t=0.24
* 2pt

Redlizar este g emplo nos deja ver grandes detalles; al usar en e gemplo anterior
muchas muestras se puede pensar que lograremos un error menor, analizaremos con detalle
estasituacion.

Para las primeras tres funciones empleadas para reconstruir es notorio una
disminucion en e error a reducir € intervalo de tiempo entre muestras comparando con la
utilizacion de un niUmero grande de muestras. Obviamente es més notorio para la funcién

)= e B 64tz)e,;ﬂ‘,queparalafunci(')n R, () =e?!. Paralafuncion sampling resulta un

mayor beneficio emplear un gran nimero de muestras y un menor beneficio emplear
intervalos de tiempo cortos entre muestras.

Con laexperiencia obtenida de estos experimentos se puede proceder a estudiar al
caso no Gaussiano, donde veremos s hay similitudes o diferencias con e caso Gaussiano.

Para € caso no Gaussiano analizaremos € PMR de dos funciones de distribucion de
probabilidad, por razones que serén dadas en su oportunidad.
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Capitulo 2

Ladescripcion estadistica del Procedimiento de
Muestreo - Reconstruccion de procesos aleatorios
M ar kovianos no Gaussianos

I ntroduccion

Dado que tenemos los conocimientos de lo que sucede en & caso Gaussiano
tenemos las herramientas necesarias para investigar en e campo no Gaussiano, realizando
el PMR de una manera mas adecuada, tomando en cuenta las caracteristicas estadisticas
necesarias y no con el teorema clésico por las razones que ya se han mencionado.

La investigacion del Procedimiento de Muestreo- Reconstruccion de los procesos no
Gaussianos Markovianos es relativamente simple porque el procedimiento de interpolacion
depende de las dos muestras mas cercanas solamente. Otras muestras no influyen en las
caracteristicas estadisticas del PMR. Obtenemos las expresiones generales para anaizar
este caso y entonces consideramos dos gjemplos no triviales: e PMR de un proceso de
Rayleigh y e de un proceso con una distribucion gamma, dado que se cuenta las
expresiones explicitas de ambas funciones de distribucion de probabilidad y se puede tomar
el método como base para redizar e PMR de otras funciones de distribucion de
probabilidad no Gausianas s se cuenta con las expresiones explicitas necesarias.

Ahora excluimos la condicidn Gausiana del proceso de entrada. La consideracion de
un caso general de proceso no Gaussiano es dificil porque es necesario conocer una fdp no
Gausiana multidimensional. Restringimos nuestra investigacion a proceso de entrada
Markoviano no Gaussiano. Primeramente, consideramos la descripcion estadistica de este
tipo de proceso y entonces tratamos con la transformacién no linea de ellos.

Tomando en cuenta la propiedad principal del proceso Markoviano tenemos que
usar s0lo una Xx1(T1) 0 dos Xi(T1), X2(T2) muestras para ir formando la funcién de
reconstruccion en el caso de Markov.

El procedimiento de reconstruccion usando una muestra x1(T1) es una prediccion
trivial ¢>T1), ya que no se tiene mayor informacién. Cuando es necesario encontrar la
funcién de reconstruccion entre dos muestras x1(T1), %(T2) tenemos un procedimiento de
interpolacion (To>t>Th).
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Uno puede describir completamente el proceso condicional entre dos muestras
dadas x1(T1) y X2(T2) si conocemos la fdp condicional w(x,t%x1(T1), X2(T2)). En este punto
enfatizamos €l hecho de que & proceso X(t) entre dos muestras xi1(T1) ¥y X2(T») de un
proceso Markoviano x(t) es no Markoviano, pero es posible expresar su fdp condicional con
base en lafdp transitoria w(x;, ti¥x, t;) del proceso Markoviano dado.

Consideremos 3 secciones del proceso X(t) en los tiempos ti<t<t,. En & caso
general no Markoviano la fdp tridimensional es presentada por la formula:

WXyt X6 X5, 1) = WO EWIGE X E)W0G, L X%t @21
Hay tres tipos diferentes de fdp en la ecuacién anterior. De ellas es dificil tener |a tercera.

En la variante Markoviana esta fdp tridimensional puede ser representada como un
producto de una fdp unidimensional y fdp bitransitoria.

W(X,t; Xt X, 1) =w(Xg, t WX, t] X, t)wW(X,,t, | X,t) (2.2

Entonces la fdp condicional requerida puede ser facilmente expresada por la fdp transitoria
W(X,t | X;,t;) del proceso Markoviano dado.

Se puede ver que:

WX, %, tW(X,, 4] X, t)
W(x, t,]x.,t,)

WXt [ Xt %, t,) = (2.3

La expreson anterior da una posibilidad de determinar las funciones momento
condicionales requerido a.*(t) =& (t)| X, (T,), X,(T,)A de iésimo orden. Cuando i=1
tenemos la funcion de reconstruccion M, (t) (i.e. la esperanza matemética condicional),

cuando i=2 lafuncion del segundo momento &, (t)

Entonces usando la férmula:

SZ=ajy(t)- mi), 2.4)

uno puede encontrar la funcién de error de reconstruccién (la varianza condicional). [31],
[32], [33].

2.1El PMR del proceso Markoviano de Rayleigh
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2.1.1 Expresiones generalespara el PMR ddl proceso Markoviano de
Rayleigh

Consideremos el proceso Markoviano de Rayleigh. Lafdp transitoria para este caso es
expresada por laformula[24]:

s X'2+Q2Xi2 p 2 )
p}.' Jz 2 ,Iog Qz :’ (2'5)
P30 Q)p - Q7 s’ 5

w(x,t |x.,t)= % ex
T s 1- Q)
donde;

Q=Q(t - t)) =ep( eIt - t, ), (2:6)

lo es la funcion de Bessel de un argumento imaginario, ey S son parametros. Podemos
realizar algunas gréficas para ver e comportamiento de la fdp de Rayleigh.

(')(X,IX‘J x:l, +=0.01 (')(inXJ) X:l, +=0.1
2 T T T T

: : ‘ : : 08
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14 peen
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1

0.3
06
04----
0.2
0
Figura2-1: fdp de Rayleigh donde x=1, t=0.01 Figura 22: fdp de Rayleigh donde x=1,t=0.1
(')(xil;ﬁ) x=1, +=0.2 (’){X;IXJ') x=1, +=0.4
07 : ‘ 1 : : L w
0.45 3
0.6 : : : :
e B v
L 0.35 - ——————————— ————————
04 03
0.25
03 3
02 |
0.2 0.15 j
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Figura2-3: fdp de Rayleigh donde x=1, t=0.2 Figura 2-4: fdp de Rayleigh dondex=1,t=0.4
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Figura 2-5: fdp de Rayleigh donde x=1, t=0.8
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Figura 2-9: fdp deRayleigh dondex=1, t=5
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Figura2-8: fdp de Rayleigh donde x=1, t=2

T T
......... ASSRRRI SNURH  SE USROS SR N
,,,,,,,,, NN TN U N N N —
.........
,,,,,,,,, NN TN O S I N —

i ‘ i i X;
0 1 6 7 8

Figura 2-10: fdp de Rayleigh donde x=3 , t=0.01
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Figura 2-11: fdp de Rayleigh donde x=3, t=0.1
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Figura 2-13: fdp de Rayleigh donde x=3, t=0.8
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Figura 212: fdp de Rayleigh donde x=3, t=0.4
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Figura2-14: fdp de Rayleigh donde x=3, t=1
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Figura 215: fdp de Rayleigh donde x=3, t=1.5

Figura2-19: fdp de Rayleigh donde x=8, t=1
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Figura2-16: fdp de Rayleigh donde x=3, t=2
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Figura 2-20: fdp de Rayleigh donde x=8, t=0.4
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Figura 2-21: fdp de Rayleigh donde x=8, t=0.8
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Figura 223: fdp de Rayleigh donde x=8, t=1.5
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Figura 2-22: fdp de Rayleigh donde x=8, t1
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Figura 2-24: fdp de Rayleigh donde x=8, t=2
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Figura 2-25: fdp de Rayleigh donde x=8, t=5

Las gréficas de la fdp nos permiten apreciar la dependencia en tiempo de la funcion,
su forma en intervalos de tiempo pequefios se forma arededor del valor de x, y d

incrementarlo llegara e instante en que la fdp tenga la forma pura de Rayleigh sin importar
el vaor dex.

Es necesario escribir la expresion (2.5) para argumentos diferentes y ponerlos en
(2.3), seguin sea el régimen en el que se desee trabgjar, ya sea extrapolacion o interpolacion
guedaran definidas las expresiones especificas.

También es conveniente hablar sobre la funcion de covarianza normalizada de
Rayleigh, lo cua nos llevard a conocer |os tiempos de covarianza adecuados para diferentes
casos a utilizar. Tenemos un par de expresiones que nos ayudaran a obtener las gréficas
para la funcion de covarianza normalizada [25]:

k,(t) = (%) - (%)° —ﬁ‘.ael%(m 5 ()+§%§Q6a)+...§, (27)

r(t):kX(t) p Iae’Lo
X s? 4 - pTeZQ

= 0.921Q%(t ) + 0.058Q%( ) +... » Q*(t)

O Q2(t)+ ——r4(t)+aei9Q(t)+
ez e %] g (2.8)

Podemos obtener algunas graficas de las expresiones anteriores para ver su formay
poder obtener el tiempo de covarianza, dado por la expresion:

¥
= QR()|ct (2.9)
0
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La gréficas paralas expresiones (2.7) y (2.8) con Q=exp(-t) son presentadas a
continuacion, primero se presenta la gréfica parala expresion (2.7):
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h
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Figura 2-26: Funcion de covarianza de la funcién de Rayleigh con Q=exp(-t).

Para la cua aplicando la expresion (2.9) obtenemos un t.=0.4739. En seguida
tenemos la gréfica para (2.8):

0 i i i t I ] ] ] T

Figura 2-27: Funcion de covarianza normalizada de Rayleigh con Q=exp(-t).

De igual forma por medio de (2.8) obtenemos un t =0.5.

2.1.2 PMR déd proceso Markoviano de Rayleigh en € régimen de
extrapolacion.

Entonces para el régimen de extrapolacion, la expresion queda expresada como:

I 2+ 22 § ..
exp} X; +Q°X HlaeQ xx, 0

2 : 2 B 2 2\y o 22 (2.10)
s?0-Q) ' 3°a-Q) &-Fs’p

w(xt]x,t)=

donde:
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Q:Q(ti'tj):eXp(' eolt'tll)' (211)

Después de eso uno puede calcular las principales caracteristicas del PMR m, (t) y
ay(t), de la siguiente manera: sabemos que la expresion general para obtener la esperanza
matemética es.

(X) = ¢xF (x)dx, (2.12)
entonces e resultado de la integracion:

oen Ko G O s
mx(t)_c‘éz(l_ Qz)exp,:\ % 2(1_ Qz)plo 1- stz_éjx,

nos da la realizacién de la funcion de reconstruccién para el régimen de extrapolacion.

(2.13)

Para la funcion de error de reconstruccion se debenrealizar |os siguientes pasos. ya

que tenemos como referencia la ecuacion (2.4), primero debemos obtener &, (t) , que se
obtiene de la integracion:

a,(t) = ¢ xw(xt)dx, (2.14)

entonces:

a,t)= 3 ex 2 X +'Q2X12‘ul e Q ﬁgllx (2.15)

2 2 _Qz p: zsz(l_Qz))r;O 1. Qz 26 ' '
aplicando (2.4) se obtiene:

, . X I x*+Q° U & Q o)

expj - ' vl =X
Q)PP s 7 o) -’52
. , 2 (2.16)

Los caculos de la reconstruccion y funciones de error para € procedimiento de
extrapolacién fueron numéricamente llevados a cabo (con ayuda de Matlab) con base en las
formulas anteriores. Los resultados de estos calculos son presentados en las figuras
siguientes como las curvas del tiempo actual t contra el valor de la muestra x;.

Veamos los resultados para la funcion de reconstruccion, con distintos valores de
muestrasxi.
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Figura 2-28: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el
proceso Markoviano de Rayleigh con el valor muestra x;=4
i (1)
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Figura 2-29: Funcién de reconstruccion (extrapolacion) para el
proceso Markoviano de Rayl eigh con el valor muestra x;=3
. (1)
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Figura 2-30: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el

proceso Markoviano de Rayleigh con el valor muestra x;=2
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Figura 2-31: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el

proceso Markoviano de Rayleigh con el valor muestrax;=1

Figura 2-32: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el

proceso Markoviano de Rayleigh con el valor muestra x;=0

De las gréficas anteriores podemos observar lo siguiente: por supuesto que los
valores presentados son gjemplos, se toman estos valores muestra porgue son los valores
cercanos a vaor incondicional de la funcion de densidad de probabilidad de Rayleigh
esperado, es decir a diferencia del caso Gaussiano aqui a transcurrir el tiempo y aearnos
del valor muestra siempre se tendré que llegar a un vaor esperado, valor que dependera de
lafuncién de distribucion de probabilidad con la que estemos trabajando.

En cuanto mayor sea la diferencia en magnitud del valor muestra y € vaor
incondicional se tendra una caida mas brusca en busca del valor incondicional, ya que no
notamos que s es mayor € vaor muestra tome mas tiempo estabilizarse hacia e vaor
incondicional, sino que en e mismo tiempo todos los valores muestra alcanzan €l valor
incondicional de lafdp. En x;=2 aunque es ligeramente mayor a valor incondiciona tiende
a bajar un poco y luego regresar a valor incondicional.

Después de la terminacion del régimen de transicion las funciones de reconstruccion

m,(t) tiende a la expectacion matemética incondicional de la ley de distribucion de
Rayleigh m, =s \/g, donde en este trabgjo setomas=1.

Ahora se presentan las graficas de las funciones de error de reconstruccion para
cada una de las funciones de reconstruccion anteriores.
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Figura 2-33: Funcion error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el valor muestra x,=4

Figura 2-34: Funcion error dereconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el valor muestrax;=3

Figura 2-35: Funcion error dereconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el valor muestra x;=2
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Figura 2-36: Funcion error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el valor muestra x;=1

Figura 2-37: Funcion error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el valor muestra x;=0

Porque se analiza €l caso no Gaussano la funcién de error de reconstruccion
depende del valor especifico de la muestra xi1(T;), Situacion que no pasaba en el caso
Gaussiano. S x1>>my se puede ver que las curvas de $72(t) tienen un pico mayor, €
giemplo més claro de esto se observa en la figura 6 cuando x;=4, y la duracion del pico se
incrementa.

De esto podemos decir también que si x;>>my tendremos a inicio de la
reconstruccion un error grande directamente proporciona al valor de x;, que manifiesta la
diferencia entre e valor muestray e valor incondicional esperado.

También podemos agregar que trascurrido algun instante de tiempo, la funcion de
error de reconstruccion converge a valor de 1, lo que implica un error del 100%, lo cual es
de esperarse.

Sus maximos son grandes, entonces la varianza s 2 =(2- %)s 2 de lafdp de Rayleigh

se alcanza en € régimen estacionario.

Observamos que s xi1<mk la funcién de error no tiene picos y simplemente
manifiesta el error que se va teniendo a transcurrir e tiempo desde 0% hasta llegar a
100%. Un caso singular es x;=2 porque aungue es mayor a my no es notorio algun pico.

A continuacién se presenta una grafica que proporciona el error promedio de las
gréficas anteriores, con la que tratamos de obtener algunas conclusiones generales sobre €
comportamiento de lafuncion de error de reconstruccion.
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Figura2-38: Error promedio (extrapolacion) para el proceso Markoviano de Rayleigh

Lo gque podemos aprovechar de la grafica anterior es que en todas las funciones de
error de reconstruccion hay un tiempo de transicion y sin importar €l valor de la muestra x;
transcurrid o un tiempo (aprox. 2.5/ey) habra pasado ese estado transitorio para que después
llegue a estado estacionario y tomar € valor incondicional esperado que es del 100% de
error.

2.1.3 PMR dé proceso Markoviano de Rayleigh en € régimen de
inter polacion.

Para poder encontrar los resultados para €l régimen de interpolacion es necesario
adecuar la ecuacion (2.5) paratiempos distintos y ponerla en (2.3), de la siguiente manera:
Primero observamos a (2.3), en donde necesitamos 3 distintas fdp, para distintos

tiempos y muestras, que son las siguientes:
W(Xt | X;,t,), que eslaexpresién (2.7), donde Q= Q, :exp(- e |t-t, |),
X o, XHQIE i 2Q xx 0

’t t e ———— i - o 2, 217

SRR (o7 B ra3) A ey B

donde Q, =exp(- e, |t, - t|); (218)

y finamente:
_ % T +Qoxg U 2 Qy %0

1%t = o &XPI - 2 Yo 7 2 & 219

WOt D= e P 7 o - ol s 219)
dondeQ, =exp(- e, |t,- t, ). (2.20)

Teniendo estas expresiones y con ayuda de (2.3) y (2.4), se obtienen de manera
andoga las funciones de reconstruccion y de error, quedando de la siguiente manera:

T X ol XX H QO 00 x f XFQX fl 2Q xx 0

m(t) = $s°1-Q%) T >°(- QZ)}‘; °§1- Q’s’F (- Q) § =°(- sz)}); Cl- Q@ s? E?dx (2.21)
0(;} X5 exp\:'- x12+Q32x§ [’Jl aer X2X19 _
g SE-Q) T B QG s g p
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Los resultados de los céculos numéricos con base en las funciones de
reconstruccion para €l procedimiento de interpolacion con las dos muestras conocidas
x1(T1) y X2(T2) son presentadas en las figuras para un intervalo de discretizacion mas

grande DT = 4/e, .
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Figura 2-39: Funcién de reconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el par de muestrasx;=4y x,=1y ?T=4/e,.
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Figura 2-40: Funcién deerror de reconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para x,=4y x,=1y ?T=4/g

62



Figura 2-41: Funcién de reconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el par de muestrasx;=0y x,=2y ?T=4/ep.

Figura 2-42: Funcién deerror de reconstruccion (interpolacion) del proceso
Markoviano de Rayleigh para x;=0y x,=2 y ?T=4/eg

En las gréficas anteriores podemos ver que en este intervalo de reconstruccion
relativamente grande la reconstruccion en su parte intermedia pasa por € vaor de la media
incondicional my de la funcién de Rayleigh, en cuanto a las funciones de error de
reconstruccién podemos destacar que por gemplo en la Figura 2-40, cuando esta presente
la muestra =4 y en el caso no Gaussiano €l error depende de las muestras el error estara
en funcion de la magnitud de la muestra, entonces en la parte correspondiente a esta
muestra el error supera el valor de 1, en la figura 242 la magnitud de ambas muestras
permite que el error acance magnitudes maximas por momentos de cerca del 100%.

Ahora también presentamos una curva promedio basada en las graficas anteriores
que nos degja ver que la influencia dd vaor x;=4 aun esta presente ya que existe un

pequefio pico del lado izquierdo de la grafica promedio:
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Figura 2-43: Error promedio (interpolacién) para el proceso Markoviano de Rayleigh y un ?T=4/&

Ahora reducimos € intervalo de tiempo entre las muestras para ver los efectos que
esto provogue, para ello usamos los mismos val ores muestra que en los gjemplos anteriores
ya que como sabemos estos valores determinan el comportamiento de tanto la funcidn de
reconstruccion como la funcién de error de reconstruccion.
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Figura 2-44: Funcion de reconstruccion (inter polacion) del proceso
Markoviano de Rayleigh para el par de muestrasx;=4y X,=1y ?T=1/ep.
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Figura 2-45: Funcién de error de reconstruccion (inter polacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh parax;=4y x,=1y ?T=1/e,
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Figura 2-46: Funcioén de reconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el par de muestrasx; =0y x,=2y ?T=1/e,.
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Figura 2-47: Funcién deerror de reconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para X;=0y X,=2y ?T=lUg
{&2@)y
o

=}
~ B

]

[ T T s R s Y o R = R o
[ PO

[= TR N

Figura 2-48: Error promedio (interpolacion) para €l proceso Markoviano de Rayleigh y un ?T=1/g,

Ahora presentamos un par de gjemplos con un intervalo menor a tiempo de
covarianza obtenido para la funcion de Rayleigh, veamos los efectos:
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Figura 2-49: Funcién de reconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el par de muesrasx;=4 y %=1y ?T=0.4/¢y.
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Figura 2-50: Funcién deerror dereconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para X;=4y X,=1y ?T=0.4/g

Figura 2-51: Funcién de reconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para el par de muestrasx;=0y =2y ?T=0.4/¢,.
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Figura 2-52: Funcién deerror de reconstruccion (interpolacion) del proceso

Markoviano de Rayleigh para X;=0y X,=2y ?T=0.4/e

i ; i r/ &g

o 0.1 0.2 0.3 0.4 B

Figura 2-53: Error promedio (inter polacion) para el proceso Markoviano de Rayleigh y un ?T=0.4/ey

Los valores de las muestras x1(T1) ¥ %(T2) son los parametros para estas curvas.
Ahora podemos ver que como € intervalo de reconstruccion se reduce, las funciones de
reconstruccion por eiemplo en lafigura 2-44 dada la diferencia entre los valores muestra en
cuanto a magnitud la reconstruccién se ve influida también por € tiempo, puesto que toma
la forma casi recta. En la figura 2-46 la funcion de reconstruccion no es tan recta dado que
no hay tanta diferencia en magnitud entre los valores muestra y €l tiempo es todavia
suficiente para que la funcion de reconstruccidn no sea tan recta.

En las funciones de error de reconstruccién podemos destacar que € pico se inclina
hacia €l lado donde se encuentra la muestra que tiene mayor diferencia con respecto a
valor incondiciona de la funcién, y podemos observar también que en los pares de
muestras X;=4;X,=1 la magnitud méxima de error pico es mayor que en X;=0;X,=2
debido a que se encuentrainvolucrado el valor X;=4 que en estos gemplos es € que mayor
error provoca por su lejania del valor incondicional, aunque € intervalo de tiempo sea el
mismo, cosa gue ho sucedia en € caso Gaussiano.

De las gréficas promedio en interpolacion se busca obtener un comportamiento
general de la funcion de error de reconstruccion, cuando se tiene un intervalo grande se
obtendra una forma de campana ancha a lo largo de todo € intervalo e influida por agin
pico en sus extremos S es que las muestras tienen algun vaor x>>m.

Cuando € intervalo es corto, se tendrd una campana estrecha, que se inclina hacia la
muestra de mayor valor, s las muestras son iguales se encuentra centrada; su magnitud
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dependera de qué tan lgjos se encuentre € valor de las muestras del valor incondicional
esperado de la funcién.

Al usx un intervao de tiempo DT=0.4/ey vemos que las funciones de
reconstruccion no tienen diferencias significativas con respecto a DT=1/e;, pero en las
funciones de error de reconstruccion si hay una disminucion en las magnitudes alcanzadas,
esto podria ser aprovechado si deseamos una calidad més alta en nuestra reconstruccion a
sabiendas de que esta situacion se reflgjaré solamente en e error obtenido y no en nuestra
reconstruccion.

Porque no tenemos una expresion para la funcion de reconstruccion m, (t), es
imposible demostrar analiticamente la dependencia no linea de esta funcion con las
muestras dadas. Pero es claro que tal dependencia no lineal existe, porque €l resultado de la
integracion:

M, (t) = ¢xXOWX() [ %, (T;); %, (T))dx(t) (223)

con las funciones (2.3), (2.5), y (2.6) no seréd una funcion lineal de las muestras.

En otro capitulo més adelante tocaremos el tema del caso no Markoviano con la
funcién de distribucion de Rayleigh para estudiar de manera mas profunda todo la posible
sobre esta funcion de distribucion de probabilidad.

2.2 El PMR del proceso Markoviano con lafdp gamma

2.2.1 Expresiones generalesparael PMR dd proceso M arkoviano con la
fdp gamma

Consideremos €l proceso de Markov con laley de distribucién gamma. Este proceso
es caracterizado por las siguientes expresiones: la fdp unidimensional es[26]:

[— Xa -
w(x) = @ +1) exp(- x), a>1, (2.24)

donde G(a +1) eslafuncion gamma; lafdp de transicion es:

..az . ..
W(Xt |X1) :igié/ expag X, +QX; %a(iﬁ X Xq g’
1- Q&x Qg 1-Q 3°§1-Q
Q=s’exp(-e.t) (2.26)

(2.25)

donde xi=x(t); x=x1(T1); la es la funcion de Bessel del argumento imaginario de
orden a; e es el parametro del proceso x(t). Como en el caso de Rayleigh es necesario
escribir la expresion para argumentos diferentes y ponerlos en (2.4), seglin sea el régimen
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en e que se desee trabgar, ya sea extrapolacion o interpolacion entonces tendremos
definidas las expresiones especificas.

2.2.2 PMR dé proceso Markoviano con la fdp exponencial en € régimen
de extrapolacion.

Ahora consideramos € caso particular de (2.25) cuando a=0. En este caso la ley de
distribucion gamma se transforma en la fdp exponencial y la fdp de transicion (2.25) es
caracterizada por la formula

_ 1 & x +Qx, 6 &xX 0
w = ——expg- H,% 3
(% %) 0% 1 g 5610 =

(2.27)

que nos es Util para aplicarla inmediatamente en & régimen de extrapolacion. De tal
expresion podemos redlizar algunas gréficas para ver su comportamiento a variar sus
argumentos:

(x| x1) x=1, +=0.01 o x¢] x1) x=1, +=0.1
! : : ‘ : : f ' ' ) ) )
o L
| e e e R IRV I W I I R N —
vt S S SUSUS SN: S
2o b e E ; ; ; ; ;
06— —— B e 1
e
0.4 f-{-----t-- s
1_. ............................................................... — 0-3 __________ E- ________
i i i i i 02
] B B A R B e
! ! ‘ ! ! 01
o i i i i X+ 0
0 4 6 8 10 AL

Figura 2-54: fdp exponencial donde x=1, t=0.01 Figura 2-55: fdp exponencial donde x=1, t=0.1
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Figura 2-56: fdp exponencial donde x=1, t=0.2
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Figura 2-60: fdp exponencial donde x=1, t=1
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Figura 2-57: fdp exponencial donde x=1, t=0.4
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Figura 2-61: fdp exponencial donde x=1, t=1.2
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Figura 2-62: fdp exponencial donde x=1, t=1.5
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Figura 2-64: fdp exponencial donde x=1, t=5
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Figura 2-66: fdp exponencial donde x=2, t=0.1

Figura 2-63: fdp exponencial donde x=1, t=2
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Figura 2-65: fdp exponencial donde x=2, t=0.01
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Figura 2-67: fdp exponencial donde x=2, t=0.2
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Figura 2-68: fdp exponencial donde x=2, t=0.4

Figura 2-69: fdp exponencial donde x=2, t=0.6

045

x| x1) x=2,+=0.8 x| x1) x=2, t=1

04r

0.35

0.3

0.25

02

015

01

0.05

0

0

Figura 2-70: fdp exponencial donde x=2, t=0.8

Figura 2-71: fdp exponencial donde x=2, t=1
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Figura 2-72: fdp exponencial donde x=2, t=1.2
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Figura 2-74: fdp exponencial donde x=2, t=2
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Figura 2-76: fdp exponencial donde x=5, t=0.1
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Figura 2-73: fdp exponencial donde x=2, t=1.5
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Figura2-75: fdp exponencial donde x=2, t=5
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Figura 2-77: fdp exponencial donde x=5, t=0.5

73



Figura 2-78: fdp exponencial donde x=5, t=0.6
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Figura 2-80: fdp exponencial donde x=5, t=1.5
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Figura 2-82: fdp exponencial donde x=5, t=3

C
0

0.25

016 - -

0.05

X
“t
10

Figura 2-79: fdp exponencial donde x=5, t=1
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Figura 2-81: fdp exponencial donde x=5, t=2
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Figura2-83: fdp exponencial donde x=5, t=4
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Figura 2-84: fdp exponencial donde x=5, t=5 Figura 2-85: fdp exponencial donde x=5, t=6
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Figura 2-86: fdp exponencial donde x=5, t=10

Para obtener las expresiones para las funciones de reconstrucciéon y de error de
reconstruccion, seguimos un procedimiento andlogo a de Rayleigh, entonces:

+Qx 0 a@«lxxl
m, (t) = Ol—eng 1 9 ;I gl 9 ‘gdx (2.28)

Q=exp(-&,t), (2.29)
y paralafuncién de error de reconstruccion:

N

55:01_2 péext*QXl ) XN ?qx e(pé?’“QXl%OPEQVXtXl%dxg (2.30)
-Q 1QzS-Qg ¢1-Q 1-Q 5°§1-Q 5 5
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Los resultados de los calculos numéricos de las caracteristicas de extrapolacién del
PMR con la funcion exponencial son presentados en las figuras siguientes:

Figura 2-87: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el

proceso Markoviano con la fdp exponencial con el valor muestra x;=4

771, (1)

————————————————————————————————————————————————————————————

0 1 = | 4 5 & T r/

Figura 2-88: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el

proceso Markoviano con la fdp exponencial con el valor muestra x;=3

=
n
l

o

Figura 2-89: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el

proceso Markoviano con la fdp exponencial con el valor muestra x;=2
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Figura 2-90: Funcién de reconstruccion (extrapolacion) para el

proceso Markoviano con la fdp exponencial con €l valor muestra x;=1

Figura 2-91: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) parae
proceso Markoviano con la fdp exponencial con el valor muestra x;=0

El parametro de las curvas es e vaor de la muestra x3, tal como en la funcién de
Rayleigh. Como se puede observar hay un periodo de transicion hasta llegar a un estado
estacionario, cuyo valor incondicional para la fdp exponencial es 1. Dicho de dra forma,
las curvas tienen un comportamiento: M (t) ® m, =1. Vemos que en este caso en
determinado tiempo las curvas de reconstruccion toman e vaor incondiciona y la
magnitud de la muestra no es tan importante en este aspecto dado que pasado cierto tiempo
todas las gréficas han llegado al vaor incondicional.

Veamos qué sucede con las funciones de error de reconstruccion para valorar
nuestros resultados sobre las funciones de reconstruccion anteriores en funcién del tiempo.
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Figura 2-92: Funcion error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano con la fdp exponencial para el valor muestra x;=4

Figura 2-93: Funcion error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano con la fdp exponencial para el valor muestra x;=3

F7(r)

Figura 2-94: Funcion error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano con la fdp exponencial para el valor muestra x;=2
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Figura 2-95: Funcion error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano con la fdp exponencial para el valor muestra x;=1
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Figura 2-96: Funcion error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso

Markoviano con la fdp exponencial para el valor muestra x;=0

Las graficas anteriores nos permiten observar primeramente que en tanto nos
alegamos del valor muestra se va incrementando la funcién de error, por un lado y por €l
otro entre x1>>my, es decir entre mas algjado esté e valor muestra del valor incondicional

de la fdp exponenciad, mas grande sera el pico formado en la funcion de error de
reconstruccion

Por gemplo, cuando x;=4 se alcanza un valor pico de 2.28 aproximadamente, y S
comparamos con X;=2, € pico acanza un error aproximado de 1.33, éstos valores nos
manifiestan cud de los dos valores muestra estd méas algjado del valor incondicional.

Las graficas después del estado transitorio convergen a error del 100%
(S2(t) ® s 2 =1), lo cua es esperado, ya que a aejarnos algin tiempo del valor muestra,
la reconstruccion que hagamos estara total mente equivocada.

2.2.3 PMR dé proceso Markoviano con la fdp exponencial en € régimen
de interpolacion.

Para obtener los resultados de interpolacion es necesario tomar (2.24) y adecuarla a

distintos tiempos para usarla en (2.3), para asi obtener la funcion de reconstrucciéon y la
funcién de error de reconstruccion de la siguiente manera:
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1 & X +Q1X10 WO

w(Xxt|x,t :— 2.31
( | ) 1- pg 1- Ql ﬂ 81 Ql g ( )
WO 1X0) = P X T QX G XX ? 2.32)

Q"% TQ 551Q

X2+Q3X1j W 2.33)
1- Q3 gl Q3 QI

1
W(X,,t, [ %,t) = 1-Q
3

Q =exp(-e,[t- |v (2.34)
=exp(-e,|t, - t], (2.35)
Q3 =exp(- € |t2 -4 |, (2.36)

entonces usando (2.3):

1 eXaex+le1% g@\/_xlf’ 1 e><an+Q2XO| WQ

ng.Lqé;lQlﬂnglngngleﬂgl o

m,(t) = o& :d (2.37)
; L o X tQX G B0 +
8 1- Q, % 1-Q ﬂngsg B
y paralafuncién de error de reconstruccion, de acuerdo con (2.4):
£ 1 0@ xr0xg @ [xx0 1 o X QX 8 B xx 09
s ('[) 91 Ql g 1- Ql 1_3081 Ql _1' Qz 1- Qz Eog 1- Qz é:dx
Oxg 1 e x2+Q3xlo &2 [x,%, 0 i
¢ 10 1 %1 q; 5 o
a2
g2 o XX 0 @/XXlO L o X% +Q:X § & [xx 09 2
30@91 Q"% T q ‘°gl Q ,al Q, 1Q 5°§1-Q 5 :
¢ ¢ 1 Q3xlo 22,/x xlo T
§ ¢ &% 1o i1 ;-
& 8 3 @ s o 7z

Los resultados de los calculos numéricos de las caracteristicas de interpolacion dd PMR
son presentadas en |as figuras siguientes para distintos interval os de discretizacion ?T=8/¢gy
y?T=Ve,.
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Figura 2-97: Funcién dereconstruccion (inter polacion) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X,=4;X,=1y ?T=8/e,.
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Figura 2-98: Funcién de error dereconstruccion (interpolacion) para el proceso
Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X,=4;X,=1y ?T=8/e,.
Para un intervalo ? T=8/ey podemos observar que la funcién de reconstruccion busca
el vaor incondicional, para la mitad del intervalo ya cas se encuentra en este valor dela

fdp exponencial; y después tiende al valor de la muestra x», que en este caso coincide con €l
valor incondicional.

La funcién de error de reconstruccion nos muestra el pico ya caracteristico cuando
e vaor x>>my, que s comparamos con e régimen de extrapolacion e vaor para la
funcién de error de X;=4 es casi € mismo, y la forma también es similar en la parte de la
funcion de error que corresponde a x;=0 que en & régimen de extrapolacion.

A continuacion se presenta €l g emplo para otro par de muestras.
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Figura 2-99: Funcién dereconstruccion (inter polacion) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X,=0;X,=2y ?T=8/ey.

0 1 2 3 a 5 6 7 /e,

Figura 2-100: Funcion de error de reconstruccién (inter polacion) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X;=0;X,=2y ?T=8/ey.
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Figura 2-101: Error promedio (interpolacion) de reconstruccién con la fdp exponencial y ? T=8/ey.

En este gemplo también podemos ver que de igua manera la funcion de
reconstruccion pasa por € valor incondicional por un instante, que justamente es la mitad
dd intervalo, de la funcién de error podemos resatar €l pico que se forma por las
circunstancias antes mencionadas, y que en el caso de las muestras de magnitud mayor a
valor incondiciona se acanza una magnitud de error igua a que se tiene en € régimen de
extrapolacion. Reducimos €l intervalo de tiempo entre muestras en la reconstruccion para
ver los resultados de tal efecto.
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Figura 2-102: Funcion dereconstruccion (interpolacion) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial paralos pares de muestras X;=4;X,=1y ?T=1/ey.
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Figura 2-103: Funcion de error de reconstruccién (inter polacién) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X,=4;X,=1y ?T=1/e,.
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Figura 2-104: Funcion dereconstruccion (interpolacion) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X,=0;X,=2y ?T=1/e,.
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Figura 2-105: Funcién de error de reconstruccion (interpolacion) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X1=0;X,=2y ?T=1/e,.
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Figura 2-106: Error promedio dereconstruccién con la fdp exponencial y ?T=1/e,.

Reducimos aln més € intervalo de tiempo entre muestras para ver s se ven
afectadas de manera importante tanto la funcion de reconstruccion como la funcion de error

de reconstruccion:
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Figura 2-107: Funcion de reconstruccion (inter polacion) para el proceso

Markoviano con la fdp exponenciad para los pares de muestras X;=4;X,=1y ?T=0.4/e,.
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Figura 2-108: Funcion de error de reconstruccién (inter polacién) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X;=4;X,=1y ?T=0.4/e,.
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Figura 2-109: Funcion de reconstruccion (interpolacién) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X;=0; X,=2y ?T=0.4/e,.
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Figura 2-110: Funcion de error de reconstruccién (inter polacién) para el proceso

Markoviano con la fdp exponencial para los pares de muestras X;=0;X,=2y ?T=0.4/e,.
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Figura2-111: Error promedio dereconstruccion (interpolacion) con la fdp exponencial y ?T=0.4/g,.

Vemos que a reducir € intervalo las funciones de reconstruccion tienden a formar
unalinea cas recta entre las muestras, debido a la reduccién en tiempo de reconstruccion y
a la forma exponencia de la funcién Q. En las funciones de error de reconstruccion
podemos apreciar que adquieren una forma de campana estrecha, a diferencia de cuando €l
intervalo es més grande. También se puede describir que la inclinacion de la campana es
hacia donde se encuentra la muestra de mayor valor, s se tuvieran 2 muestras con € mismo
valor, la campana estaria centrada. Otra observacion es que a pesar de la reduccion en
tiempo del intervalo de reconstruccion € valor de error pico en la figura 2-103 no esta por
debagjo del valor 1, lo que nos sugiere que si deseamos una calidad mayor en nuestra
reconstruccion en la fdp exponencia debemos reducir aun mas € intervalo de tiempo de
reconstruccion.

Reduciendo ? T a 0.4/ey logramos una mejor calidad en la reconstruccion que se
reflgja en las funciones de error de reconstruccion en forma significativay podemos ver que
la funcién de reconstruccion no cambia en su forma, por lo que al trabgar con estos
intervalos de tiempo (0 alin menores) tendremos como consecuencia una disminucion en
error y no cambiaré la funcion de error de reconstruccion.
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Capitulo 3

La descripcion estadistica del procedimiento de
Muestr eo-Reconstruccion de procesos aleatorios no
M ar kovianos no Gauss anos

| ntroduccion

En este capitulo vamos a considerar un par de casos més complgos que los del
capitulo anterior, trabajando con nuevas funciones de covarianza normalizadas, pero con
tiempo de covarianza normalizado t=1, para llegar a una comparacion de resultados.
Primeramente consideraremos la descripcion del  Procedimiento de Muestreo-
Reconstruccion de un proceso aeatorio no Gaussiano ho Markoviano, con las dos fdp con
las cuales se viene trabagjando, utilizando distintas funciones de covarianza normalizadas.

3.1 Reconstruccion del proceso de Rayleigh no
Markoviano

Primero obtenemos resultados con la funcion de distribucion de probabilidad de
Rayleigh, y dos funciones de covarianza nuevas, se obtendran resultados para los gjemplos
gue se presentaron en el capitulo anterior, tanto para el régimen de extrapolacion como €l
de interpolacion y lograremos entonces comparar todos los resultados, con base en la teoria
estadistica que toma en cuenta lo necesario para un PMR de procesos no Gaussianos.

3.1.1 Reconstruccion del proceso de Rayleigh no
Markoviano con lafuncién Q=@1+a |t [jexp(-a |t |).

En esta seccion describiremos € PMR de un proceso aleatorio no Gaussiano de
Rayleigh con ayuda de una funcién mas suave que la de € capitulo anterior.

El tiempo de covarianzat ; de esta funcién es:

¥ ¥
2
te=gRO)ldt =gl+at pep(-at pdt =—, @1
0 0

donde el tiempo de covarianza depende del valor a, entonces para trabajar con resultados
normalizados obtenemos el valor de a adecuado paratener t . =1, estevalor esa=2.

Recordemos las expresiones para la funcion de covarianza de Rayleigh:
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k) = o) (0 =55 iéﬂQ0)+— (h¢59Qaw-§ (32)

k() _ piﬁ_ 29 %29 )=
N IREE LIRS S

= 0.921Q%(t ) +0.058Q%(t ) +... » Q2(t )

Podemos obtener algunas graficas de las expresiones anteriores para ver su formay
poder obtener €l tiempo de covarianza, dado por la expresion:

¥
= QR()|dt (3.4)
0

Donde R(t) es sustituido por (3.2) y (3.3). Las gréficas paralas expresiones (3.2) y
(3.3)con Q = (1+ 2|t |)exp(- 2|t [)son presentadas a continuacion, primero se presentala
gréfica paralaexpresion (3.2), paralacua € tiempo de covarianza es 0.5991.:

k(D T.=0.5991

1 ' '

09y . %——Q() (1+2] Fhexp(- ||)

T W W R M —
MW S SN S W —
ST SRR SN S S
ST R S S S S—
R e A .-
AT
SN S N S N W——
b N
0 i 7
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 3-1: funcién de covarianza de Rayleigh (3.2) con Q=1+ 2|t [)exp(-2]t |)

Ahora se presenta la grafica para la expresion (3.3), paralacual e tiempo de
covarianzaes 0.6250:
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oo 7.=0.6230

Figura 3-2: funcion de covarianza nor malizada de Rayleigh con Q= (1+2]t [)exp(-2|t |)

3.1.1.1 Régimen de extrapolacion
Para obtener los resultados para este régimen utilizamos la expresion (2.7):

_ox 1 X1+QXﬂaeQ X% 0
M TET T m T o sy
donde Q = (1+e, [t- t, D exp(- e, |t- t,]), (35)

y se utiliza un procedimiento andlogo a de la secciéon 3.1.2 para obtener bs
EXpresiones necesarias, estas expresiones para la funcion de reconstruccién y la funcién de
error de reconstruccion son las siguientes:

? I X+Q%x U 2 Q xx0
n (t) =¢ expj - wl L 36
rTlX() 21 Q2 p’:\ $2 _QZ)blo ]-_(3232‘50 ( )
3 \I X2+Q2XZU & Q XX 0
s2=¢ expi- Ll L =dx
<7057 Q?) %P s - Q7)p *&1- Q7 s 75 a7
) .
é x? 1 x2+Q%°U & Q xx,06, U
- AR exp i - " | 14X (]
g()s 2(1_ sz p} 252(1'Q2)[\; Ogl- Q’s 2y a

Los resultados de los calculos numéricos para este caso son presentados a
continuacion:
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Figura 3-3: Funcién dereconstruccion (extrapolacion) para el proceso no

Markoviano de Rayleigh con Q=(1+a |t |)exp(-a |t |). donde x=4.
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Figura 3-4: Funcion dereconstruccion (extrapolacion) para el proceso no

Markoviano de Rayleigh con Q=(1+a |t [)exp(-a |t |), donde x:=3.
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Figura 3-5: Funcion dereconstruccion (extrapolacion) para el proceso no

Markoviano de Rayleigh con Q=(1+a |t [Jexp(-a |t |), donde x;=2.
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7, (1)

Figura 3-6: Funcion dereconstruccion (extrapolacion) para el proceso no

Markoviano de Rayleigh con Q=(1+a |t |)exp(-a |t |), donde x;=1.

_____________________________________________________

35 S =

Figura 3-7: Funcion dereconstruccion (extrapolacion) para el proceso no

Markoviano de Rayleigh con Q=(1+a |t [)exp(-a |t |), donde x;=0.

Las funciones de reconstruccién anteriores comparadas con el caso Markoviano son
ligeramente mas suaves para todas y cada una de |as reconstrucciones anteriores, en cuanto
a tiempo en e que las reconstrucciores acanzan e valor incondicional de la funcién de
Rayleigh no parece haber cambios significativos.

Ahora veamos las funciones de error de reconstruccion para cuantificar €l error de
cada una de | as reconstrucciones anteriores.

2
Z ()
1.4 T T v
Ky =4 : : : : : .
1.2 7------ el e L LT fe=ssas Fesssss Fessss I EEEEEE
IS STSTRTSPSRIS (S fo oo o ——— ; : :
o5 1----f o b s e b oo doooe
06 +---f-------- LR S et S Lemeee e nnae
04 fo-frdeoann demees R ket beoeons R Akt
02 f-ff---dom - boom oo R r EEEE s TR
0 ; ; ; ; ; " "
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 _t,a"{,c’n

Figura 3-8: Funcion deerror de reconstruccion (extrapolacion) para el proceso
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no Markoviano de Rayleigh conQ = (1+a |t [)exp(-a |t |),conx.=4

Figura 3-9: Funcién de error dereconstruccién (extrapolacién) para el proceso

no Markoviano de Rayleigh conQ = (1+a |t [)exp(-a |t |),con x;=3

=2 ()
2

, : : : i i i
[ D e e e o e e e e e e e s s e e e e
' ' ' ' ' ' '

02 tfromboeeee e oo e

Figura 3-10: Funcién de error dereconstruccién (extrapolacién) para el proceso
no Markoviano de Rayleigh con Q= (1+a |t [Jexp(-a [t [), con x=2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 a8  F/ £

Figura 3-11: Funcién de error dereconstruccién (extrapolacién) para el proceso

no Markoviano de RayleighconQ = (1+a |t [Jexp(-a |t |),conx;=1
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Figura 3-12: Funcién de error dereconstruccién (extrapolacién) para el proceso

no Markoviano de Rayleigh conQ = (1+a |t [)exp(-a |t |). con x;=0

En las graficas anteriores nos permite ver, en concordancia con € capitulo anterior, que se
manifiesta la diferencia entre el valor muestra x; y e valor incondicional de la funcion de
Rayleigh, y s ta vaor x;>m,, se tendr4d un pico proporciona a esta diferencia
Comparando estas gréficas de error con las de € caso Markoviano también notamos una
ligera mayor suavidad de la tendencia de la curva hacia € valor unitario de error, y
tampoco hay una diferencia significativa en cuanto a tiempo en que se alcanza este valor.

A continuacion se presenta €l error promedio para observar la tendencia genera de
la funcién error.

0.5

0.6

0.4

0.2

/=

Figura 3-13: Error promedio de reconstruccion (extrapolacion) para el proceso
no Markoviano de Rayleigh conQ=(1+a |t [)exp(-a |t |)-
La gréfica error promedio nos clarifica que € periodo de transicion es hasta
aproximadamente x;=2/ey. Esto nos explica que no importando de manera significativa el

vaor muestra, a llegar a este tiempo ya habra pasado su estado transitorio del
comportamiento de la curva del error.

3.1.1.2 Régimen de interpolacion

Ahora obtenemos los resultados para €l régimen de interpolacion, que se obtendran
de manera andloga ala parte Markoviana, observando los cambios necesarios, quedando las
expresiones de la siguiente forma:
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& ¢ b xr i@ wo % o F X+Qx fl ®Q xx &0
- BT BT ) T B Q) sy (39)
< X o) KTQR U 2Q k%0 :
¢ S0 Q) 7 B B @S G ;
£ X opl. XTOXHEQ X gl XX 2Q XX 0

SRR SRS Ml BEESCRIC) S A LA MR 8- Qs
’ ¢ X e(p‘:,_ )<12+Q:§X22 [;]I 83Q3 X2X19 — (39)
¢ S Q) W@ A
(a;eéa:e : X2 2 e(p‘}'_ ><122+Q2x22 i‘}loae Q2 xxzig 2 X, 2 e<p?- x22+Q22xzz 1",J|an Q22x2>; 29 9
K ST M3 & ST SN M) ¢ (A
¢ ¢ X% ool KFTQX 4 2Q xx0 st
€ S Q) QP s s s %
donde: Q =(1+e, |t- tl|)exp(— e, |t-t, |). (3.10)
7%, (1)
4
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3
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2
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1

0.5
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Figura 3-14: Funcién de reconstruccion (interpolacion) del proceso no Markoviano
deRayleighcon Q=(1+a |t |)exp(-a |t |), donde x;=4;X,=1Yy ?T=4/gy.
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Figura 3-15: Funcion de erra de reconstruccion (interpolacion) del proceso no Markoviano de
Rayleigh con Q=(1+a |t |[)exp(-a |t [). donde x=4;%=1y ?T=4/e,.
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Figura 3-16: Funcioén de reconstruccion (interpolacién) del proceso no Markoviano

deRayleighcon Q=(1+a |t )exp(-a |t |), donde x1=0;x2=2y ?T=4/e.
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Figura 3-17: Funcion de error de reconstruccién (interpolacion) del proceso no Markoviano de
Rayleigh al pasar por un filtro RC de dos etapas, donde x,=0;X,=2 y ?T=4/q,.

Las gréficas de las funciones de reconstruccion nos muestran que cuando el
intervalo de reconstruccion es grande la curva en su parte media se ubicard en € vaor
incondiciona de la funcion y después buscara llegar a valor de la segunda muestra, estas
gréficas muestran similitud con el caso Markoviano solo que en este caso son formadas con
una mayor suavidad.

Ahora se presenta la gréfica para €l error promedio basada en las gréficas de error
anteriores:

o 05 1 1.5 2 2.5 3 3s /&,

Figura 3-18: Error promedio de reconstruccion (interpolacién) del proceso no Markoviano de
RayleighconQ=(1+a |t |)exp(-a |t |), donde ?T=4/g,.
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Esta grafica nos ensefia que € valor de una muestra grande en magnitud comparada
con e vaor incondicional presenta una gran influencia en la gréfica de error de
reconstruccion a pesar de que la gréfica es resultado de un promedio de errores.

Ahora entonces reducimos el intervalo de reconstruccion a fin de comparar resultados y
efectos.

Figura 3-19: Funcién de reconstruccion (interpolacion) del proceso no Markoviano

deRayleigh con Q=(1+a |t [)exp(-a |t |), donde x;=4;x,=1y ?T=1/e,.

o 0.2 0.4 0.6 0.8 t/ e,

Figura 3-20: Funcion de error de reconstruccién (interpolacion) del proceso no Markoviano de
Rayleighcon Q=(1+a |t |)exp(-a |t [), donde x=4;%=1y ?T=1/e,.
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Figura 3-21: Funcion de reconstruccién (inter polacion) del proceso no Markoviano

deRayleighQ=(1+a |t [)exp(-a |t |), donde x=0;x,=2 y ?T=1/&,.
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Figura 3-22: Funcién de error de reconstruccion (interpolacion) del proceso no Markoviano de
Rayleighcon Q=(1+a |t |)exp(-a |t [), donde x=0;x=2y ?T=1/ey.

Estas gréficas nos presentan un incremento en € error pico (comparado con e caso
Markoviano) en donde la muestra x;=4 o algun valor mayor lgjano al valor incondicional
de la funcién de Rayleigh se encuentre presente, esto en un intervalo corto de muestreo tal
como ? T=1/e. Para el @so en donde estan presentes muestras no tan legjanas a valor
incondicional de la funcion, e error si disminuye de manera muy tenue € error
comparando con e caso Markoviano. En € intervalo ?T=4/ey Unicamente la curva es
formada con mayor suavidad, pero no se alcanzan magnitudes ni mayores ni menores de
manera significativa comparados con € caso Markoviano.
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Figura 3-23: Error promedio (inter polacion) del proceso no Markoviano de Rayleigh con
Q=(1+a |t )exp(-a |t |), donde ?T=1/e,.

En ésta Ultima gréfica del error promedio se puede observar la gran influencia del error
provocado por la muestra x;=4, tanto en la magnitud del error como en la inclinacién de la
campana, esta inclinacion predomina en la curva sobre cualquier influencia de otra muestra.

3.1.2 Reconstruccion del proceso de Rayleigh no

2

. t .
Markovianocon Q =s *(1+a |t |+2L )e @l

En la presente seccion trataremos con e Procedimiento de Muestreo-
Reconstruccién de un proceso aeatorio no Gaussiano del tipo no Markoviano de Rayleigh
con ayuda de una tercera funcién.

El tiempo de covarianzat ; de esta funcién es:

! ! at ? 8
t.=gR.M)d =g @+a|t |+=—)e*H |dt ==
Codx()l 9( It | 3) | N
donde €l tiempo de covarianza depende del valor a, entonces para continuar trabajando con
resultados normalizados obtenemos €l valor de a adecuado paratener t . =1, este valor es

a=8/3.

(3.11)

Nuevamente usamos las expresiones (3.2) y (3.3) para la funcion de covarianza de
Rayleigh y realizamos las gréficas donde Q) = (1+% It | +6%7t %) exp(- %|t D:
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T:=0.6304

kel T)

1 T T T T
LI 0 =+ 3|7+ 64 ) exp(- 31
08—\ e e e e
o7bo N E B
X . -
] DS .
-
) E— SN U R RN ———
PN N N S S N N
s s m—

00 05 1 1.8 2 25 3

Figura 3-24: funcién de covarianza de Rayleigh, Q(t)=(1+%|t |+6%7t 2) expt- %H)

Parala gréfica anterior el tiempo de covarianza (3.4) es. 0.6304. Ahora se presenta
lagréfica paralaexpresion (3.3) y Q) = (1+% [t |+ %ﬂ %Y exp(- %|¢ D:

oD T =0.6563

! : : : : :
N o) =+ 841 7]+ 6%, %) exp(- 351 1
08 -\ A e A ey
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: T N S .
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Figura 3-25: Funcion de covarianza nor malizada de Rayleigh con Qt)= (1+%|t |+6 A~ 2)exp(- %H)

Para la grafica anterior el tiempo de covarianza es: 0.6563.
3.1.21 Régimen de extrapolacion

Para obtener |os resultados para este régimen utilizamos la expresion (2.7):
N 2 2,2 L
| X +OX @ Q xx0
1- T

X
LX) =———— = :
TSR s o sy O
donde Q:(1+%|t |+6%7t 2)exp(- %|t|) (3.13)
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y se utiliza un procedimiento analogo al de la seccién 3.1.2 para obtener bs

expresiones necesarias, estas expresiones para la funcién de reconstruccién y la funcién de
error de reconstruccion son las siguientes:

- b X o &Q X 3.14
(RS EUR Rt o
X I xX+Q°x° U @& Q xx0
S, —CF(—)‘ expj - f vl =X
21 QZ ,I\ 252(1'Q2)>b/0 :l-_QZSZﬂ
. s .. 2 3.15
e, x° eXp! X+Q?x° U & Q XX19d (3.15)
] - . :

continuacion:
L os resultados obtenidos son |os siguientes:

Los resultados de los calculos numéricos para este caso son presentados a

Figura 3-26: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el proceso no

Markoviano de Rayleigh conq = (1+% It |+%7t 2) exp(- %F K donde x;=4.

Figura 3-27: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el proceso no

Markoviano de Rayleigh con g = (1+% It | +6%7t 2Yexp(- %|[ ) » donde x,=3.
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Figura 3-28: Funcién de reconstr uccién (extrapolacién) para el proceso no
Markoviano de Rayleigh Q = (1+% It +6%7t 2) exp(- %|t |) - dondex;=2.
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Figura 3-29: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) para el proceso no

Markoviano de Rayleigh con g = (1+% It | +6%7t 2)exp(- %|[ ) - donde x;=1.
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Figura 3-30: Funcidn de reconstruccion (extrapolacion) para el proceso no
Markoviano de Rayleigh con g = (1+% It | +6%7t 2Yexp(- %|t |) - donde x,=0.

Las curvas de funciones de reconstruccion presentan gran similitud con los dos
grupos de gréficas correspondientes anteriores, no se nota la influencia del cambio hecho de
lafunciéon Q.

Ahora se presentan los resultados para la funcién de error de reconstruccion de las
graficas anteriores:
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Figura 3-31: Funcién deerror dereconstruccion (extrapolacion) parael proceso

no Markoviano de Rayleigh cong = (1+% It | +6%7t 2y exp(- %h ) » con x3=4.
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Figura 3-32: Funcién de error dereconstruccién (extrapolacién) para el proceso
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Figura 3-33: Funcion de error der econstruccion (extrapolacion) para el proceso
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Figura 3-34: Funcién deerror dereconstruccion (extrapolacion) para el proceso
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no Markoviano de Rayleigh cong = (1+% It | +6%7t 2y exp(- %h ) » con x3=1.

Figura 3-35: Funcién de error dereconstruccién (extrapolacién) para el proceso

. . 3 2 _
no Markoviano de Rayleigh conQ = (1+% [t | +6%7t )exp(- %|t |) , con X;=0.

Las graficas de error de reconstruccién también presentan una gran similitud con las
correspondientes presentadas con anterioridad, no se ve ni incremento ni decremento de
error, tampoco se presenta incremento en € tiempo de caida de la funcion de error de
reconstruccion debido a que se trabaja con tiempos de covarianza unitarios para todas las

funciones.

Ahora se presenta la gréfica de error promedio de las funciones de error de
reconstruccion anteriores:

________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________
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Figura 3-36: Error promedio (extrapolacion) para el proceso no Markoviano
de Rayleigh conQ = (1+% It | +6%7t 2)expl(- %|[ -

La gréfica promedio es solamente un poco mas suave gque 10s casos anteriores, pero
toma el valor de 1 en un tiempo igual a del caso anterior.

3.1.22 Régimen de interpolacion
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Ahora veamos qué sucede en € régimen de interpolacion  usando
Q= (1+ %It |+6%7t 2) exp(- %|t ) en la funcion de Rayleigh, recordemos las expresiones

necesarias para obtener tanto la funcion de reconstruccion como la funcion de error de
reconstruccion.

X ol XX B 2Q w0 % ol XX H 2Q xx
e T B Q)f; N NN ) S s 'ij (3.16)
g opl- KX U 2Q %x0 -
2 2 |- 2 2 7 < 2 T -
¢ o =70 Q) - Q@ s :
g x pTI' X +Q% fl 2 Q xx 0 p; X +Q0% §i & Q, XzX 69
e D B PET S m Dp B IsTh
B X __gpl. X+ U @0, xx0 + (317)
¢ - - s 2
8’983 X’ e(p‘}' X +Q°% {i & Q XX10 ep I X2+ Q% P @ Q sz 00 9
LT Q) T s Q)% fosaaa™ 0 3 N
% X oo, X*QX U 20, x2><19 .
g ¢ S0 Q) B Q) Qs .
donde: Q = (1+ 84 |t | +64/_t *)exp(- F4]t)). (3.18)
D T T T T T T T
0 0.5 1 1.5 2 25 3 34 I &h

Figura 3-37: Funcién de reconstruccion (interpolacién) del proceso no Markoviano

deRayleigh con Q= 1+ § |t | +69/t ) exp(- HJt|) - donde x=4;=1y ?T=4/e,.
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Figura 3-38: Funcién de error de reconstruccion (inter polacion) del proceso no Markoviano de

Rayleigh conQ = (1+% [t ] +6%7t 2Yexp(- %|t ) donde x;=4;x,=1y ?T=4/e.
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Figura 3-39: Funcion de reconstruccion (inter polacion) del proceso no Markoviano

deRayleighconQ= (1+ % It | +6%7t 2y exp(- %|t ), donde x=0;%=2y ?T=4/e.
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Figura 3-40: Funcion de error de reconstruccion (interpolacion) del proceso no Markoviano de

Rayleigh con Q = (1+% It | +6%7t 2Yexp(- %|t ), donde x;=0;%=2 y ?T=4/e,.
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Figura 3-41: Error promedio de reconstruccion (inter polacién) del proceso no Markoviano de
. _ 2 ?2T=
Rayleigh conQ = (1+%|t |+%7t Yexp(- %|[ |) , donde ?T=4/ey.

Los resultados nos dgjan ver gque la funcion de reconstruccion contindia pasando por
el vaor incondicional de la funcién aproximadamente a la mitad del intervalo y en los
extremos la funcion se comporta como lo hacia en €l régimen de extrapolacion por supuesto
guardando las proporciones dependiendo de qué valor muestra se trate. Las magnitudes de
las gréficas de error de interpolacion son en este intervalo de tiempo casi iguales que en los
delafunciéon Q anterior.

Ahora se presentan |os resultados reduciendo €l intervalo de reconstruccion a ?T=1/e:

i (1)
b

]

[

Figura 3-42: Funcion de reconstruccion (inter polacion) del proceso no Markoviano

deRayleigh conQ = (1+% It | +6%7t 2y exp(- %|t ) donde x=4;3%=1y ?T=1/e,.
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Figura 3-43: Funcién de error de reconstruccion (interpolacion) del proceso no Markoviano de
Rayleigh con g = (1+% It | +6%7t 2Yexp(- %|[ D donde x;=4;%,=1y ?T=1/g,.

Aqui notamos un incremento en el error pico (comparado con el caso Markoviano)
que se forma en € lado de la muestra de mayor valor x;=4, que ademés es un valor lgano
a valor incondicional, y que en este intervalo de tiempo de reconstruccién corto es notorio
este efecto de incremento de error cuando se encuentra una muestra de magnitud lejana a
valor incondiciona de la funcion.

i (1)
2.5

Figura 3-44: Funcién de reconstruccion (interpolacion) del proceso no Markoviano
de Rayleigh con Q = (1+% It +6%7t %) exp(- %|t ) » donde %=0;%=2y ?T=1/e,.
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Figura 3-45: Funcién de error de reconstruccion (interpolacion) del proceso no Markoviano de
Rayleigh conQ = (1+% It | +6%7t 2)exp(- %|{ ) - donde x,=0;x,=2y ?T=1/e.

En e gemplo anterior dado que los valores muestra X1 y X2 no estan lgjos del valor
incondiciona de la funcidn aqui no hay un incremento de error comparado con gemplos
anteriores sino que por e contrario existe una muy pequefia disminucién del mismo, pero
siempre presentandose en todos los gemplos la inclinacion de la campana de error hacia la
muestra cuyo vaor estd més lgjano a mencionado valor incondicional de la funcién.
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Figura 3-46: Error promedio de reconstruccion (inter polacién) del proceso no Markoviano de
[ — 2 2T=
Rayleigh conQ = (1+%|t |+%7t Yexp(- %|[ |) , donde ? T=Vey.

Esta gréfica promedio presenta la gran influencia en error que aporta una muestra de
vaor x;=4 presente en aguna funcion de reconstruccion del tipo no Gaussiano y
dependiendo de qué funcion de distribucién de probabilidad se esté hablando ademés del
valor incondiciona que tenga la misma.

3.2 Reconstruccion del procesono Markoviano con la fdp
exponencial
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Ahora vamos a obtener lo necesario para e Procedimiento de Muestreo y
Reconstruccion del proceso aleatorio no Gaussiano con la funcion de distribucion de
probabilidad exponencial, y con esto llegar a la findlizacién del trabgo, para sus dos

regimenes extrapolacion y interpolacion, para finamente dar las conclusiones del trabgjo
realizado.

3.2.1 Reconstruccion del proceso no Gaussano no
M ar koviano con la fdp exponencial con Q =(1+a [t e

De acuerdo con la estructura con que se viene realizando el trabajo nos corresponde

finamente realizar los célculos numéricos para e proceso no Markoviano con una tercera
funcibn Q para la funcién exponencial, para poder compararlos con los casos
correspondientes anteriores.

3.2.1.1 Régimen de extrapolacion

A continuacion se exponen las expresiones necesarias, que han sido utilizadas en
secciones anteriores para redizar los caculos correspondientes a régimen de
extrapolacion:

La funcion de distribucion de probabilidad para esta funcién esta dada por:

exp Xt ERNX 8 (319)
TPE T o k6 -
la expresion parala funcidn de reconstruccion es.

_ x+on 6€‘2JXX o
m, (t) = o—pg 1anng%’dx, (3.20)

y lafuncion de error de reconstruccion esta representada por:

1
wix, %) =1

S§=q2 pgext +Qx 0 2% 0 & péew@a%om%xg
-Q 1ngng goi 1-Q 3°51-Q 5 5

(3.21)
donde Q = (L+2|t e ?! (3.22)

L os resultados numéricos de éste régimen son entonces presentados a continuacion:
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Figura 3-47: Funcion cereconstruccion (extrapolacién) del proceso no Markoviano con la fdp
exponencial,con Q= (L+2|t Ne?ly xz=4.
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Figura 3-48: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano con la fdp
exponencial, con Q= (L+ 2|t e @y x=3.

Figura 3-49: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano con la fdp
exponencial, con Q= (L+ 2|t e @y x=2.
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Figura 3-50: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano con la fdp
exponencial,con Q= (1+ 2|t )& ?! yx=1.

Figura 3-51: Funcioén de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano con la fdp
exponencial,con Q = (1+ 2|t |)e‘2“ y %:=0.

Vemos que las funciones de reconstruccion anteriores comparadas con las que se
obtuvieron en la parte Markoviana son més suaves ya que las anteriores presentan una

forma marcada de exponencial; en cuanto a tiempo en que las funciones de reconstruccion
tardan en llegar a valor incondicional de la funcion que en este caso es 1 las figuras 3-43 a

3-47 lo logran en un tiempo ligeramente menor a las del caso Markoviano.

Ahora cuantificamos el error a través de las funciones de error de reconstruccion
correspondientes a cada una de |as reconstrucciones anteriores.

112



& (1)

2.5 .
X‘l =

R N " A . I L I S R [
S G e L e L L L - CEEEEEEEE ~EEEEEEEEE

a4 R S T L I P —— T ————
0.5 +--f----- r —————————————————— R e R Fommmmo oo T

] i i i i i i i

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 /&,

Figura 3-52: Funcién de error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano

con lafdp exponencial, con Q = (1+ 2 |t |)e 2| y X1=4.
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Figura 3-53: Funcién de error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano

con lafdp exponencial,con Q= (1+ 2|t e ?! yx=3.
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Figura 3-54: Funcién de error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano

con lafdp exponencial,con Q = (1+ 2|t e ?! yx=2.
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Figura 3-55: Funcién de error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano

con la fdp exponencial, Q= (L+ 2|t )& yx=1.
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Figura 3-56: Funcién de error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano
con lafdp exponencial, con Q = (1+ 2|t e #! yx;=0.

Las gréficas de error de reconstruccion correspondientes a las reconstrucciones

anteriores también estdn mas suavizadas que las correspondientes a la parte Markoviana,
pero en cuanto a magnitud de error no se ven ni disminuidas ni aumentadas, |0 que nos daa

pensar que no es tan importante la forma de Q para la reconstruccion, sino es mas
influyente la magnitud de las muestras que se toman en cuenta.
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Figura 3-57: Error promedio (extrapolacion) del proceso no Markoviano
con la fdp exponencial, con Q = (1+ 2|t )& ®

La gréfica de error promedio que se obtiene es para tratar de dar una forma
un tanto general del comportamiento de las funciones de error de reconstruccion en €
régimen de extrapolacion.

3.2.1.2 Régimen de inter polacion
Primero vamos a recordar las expresiones recesarias para obtener las gréficas en
este régimen y para tal funcién de distribucion de probabilidad, primero la funcién de

reconstruccion:

& 0 5 00
21 9(aex+le13§’A/_Xl L o et Qx 8 Bxx &

Q" TQ 2100 Q5% Q

. By (323
ﬁl(() O% 1 a(aixz +Q3X19| Mg +X ( )
8 1- Q Fg 1-Q Eoé 1-Q é B

y después la funcion de error de reconstruccion, dada por:

&1 el x+Q1x10 a@\/_xl"j L e X, +Q,X 9|€52w/ 00
551 Q,

91 Q 1-Q 81 Q i1-Q, 1- Q,

S (t)—ox dx-
¢ 1 e x2+Q3x10 &2 x2x10 N
¢ Dg N
¢ 1-Q 10 551 5 5 (320

,.2

& " 50 O

F 8L pang BFRO 1, e 0xg @IS ¢

gb(gl Ql 1- Ql (7] 81 Ql Qz 1- Qz o} gl' Qz E:d -

g g 1 +Q% a2.[x,x% 0 T

¢ ¢ o To iios . -

e g 9

Losresultados de los cal culos numéricos son los siguientes:
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Figura 3-58: Funcién de error dereconstruccion (inter polacion) para el proceso no Markoviano con la
fdp exponencial, con Q = (1+ 2|t € %' dondexi=4; %=1y ?T=8/ev.
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Figura 3-59: Funcién de error dereconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la
fdp exponencial,con Q = (1+ 2|t e ?! donde x,=4;x,=1y ?T=8/ey.

Las funciones de reconstruccion obtenidas se comportan de un modo esperado de
acuerdo con o que se viene obteniendo en los resultados anteriores, en este caso cuando €
intervalo de reconstruccién es largo la funcién pasa una gran parte de la reconstruccion en
su parte media en e vaor incondiciona de la funcién con que se esté tratando, en este caso
las funciones de reconstruccién pasan por € valor incondicional de la funcion exponencia
queesl.

En cuanto a las funciones de error de reconstruccion en estas gréficas donde el
intervalo es ?T=8/ey, no hay ganancia en cuanto a la disminucién del error por uso de una
funcién Q més suave, smplemente la curva de error se forma con una suavidad ligeramente
mayor.
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Figura3-60: Funcion de reconstruccion (inter polacion) para el proceso no Markoviano con lafdp

exponencial, con Q = (1+ 2|t e ?! donde x=0;x=2y ?T=8/e,.
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Figura 3-61: Funcién de error dereconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la

fdp exponencial,con Q = (1+ 2|t e ?! donde x,=0;x,=2 y ?T=8/ey.

Aqui se presentala gréfica de error promedio correspondiente a éste intervalo:

Figura 3-62: Error promedio de reconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la

fdp exponencial, con Q= (1+2|t e y?T=8/e,

La curva promedio de error anterior nos deja ver algo del comportamiento general
de la funcion de error en este caso, haciendo una anaogia con la funcién de Rayleigh nos
damos cuenta que como el valor incondiciona para la funcion exponencia es 1, ahora las
muestras de valor mayor a 1 tienen una repercusion en la formacion de la funcion de error
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de reconstruccion formando crestas (de mayor o menor magnitud dependiendo de su valor)
gue no se hacian notar por giemplo en la funcion de distribucion de Rayleigh, ya que su
valor incondicional es otro.

Reduciendo €l intervalo de reconstruccion a ?T=1/ey, |os resultados son los siguientes:

i, (1)
4

Figura3-63: Funcion de reconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la fdp
exponencial, con Q= (1+ 2|t e?! donde x=4;x=1y ?T=1/e,.
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Figura 3-64: Funcion deerror dereconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la
fdp exponencial,con Q = (1+ 2|t De?! donde x,=4:x,=1y ?T=1/ey.
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Figura3-65: Funcion de reconstruccion (interpolacién) para el proceso no Markoviano con la fdp
exponencial, con Q=1+ 2|t D€' donde x=0:%=2y ?T=1/e,.
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Figura 3-66: Funcion de error dereconstruccion (inter polacion) para el proceso no Markoviano con la
fdp exponencial,con Q = (1+ 2|t &?! donde x,=0;x,=2 y ?T=1/ey.

Las funciones de reconstruccion para € intervalo ?T=1/e,, NOS permite reafirmar la
situacion andloga a la funcion de distribucion de Rayleigh. Cuando €l intervalo de
reconstruccion se ha reducido la funcién de reconstruccidn no pasa una parte importante del
tiempo de reconstruccién en € valor incondiciona sino que se nota una funcion més suave
gue la exponencial uniendo alos pares de muestras.

Otra observacion importante es e cambio en la forma de la funcion de error de
reconstruccion, ya que para la parte Markoviana era més bien una campana y ahora tiene
otra distribucion que alcanza valores pico de error superiores al caso Markoviano, afectados
nuevamente por la relativa Igania del vaor muestra al valor incondicional de la funcién
exponencial, que para esta funcién es mas notoria en e par x;=0; =2, que cuando lo fue
parala funcién de Rayleigh, reafirmando esto cuando ?T=1/e.
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Figura 3-67: Error promedio de reconstruccién (inter polacion) para el proceso no Markoviano con la
fdp exponencial,con Q= (1+ 2|t )& yoT=1/q,
Esta gréfica de error promedio de reconstruccion reafirma que la muestra de mayor

peso en cuanto al error se refiere es la de valor x;=4, sn que la muestra x;=2 deje de
hacerse presente.

3.2.2 Reconstruccion del proceso no Markoviano con la

. at?. .,
fdp exponencial con Q=(+a |t [+=)e™

3.2.21 Régimen de extrapolacion
Veamos las expresiones para redlizar los calculos numéricos, la mayoria de ellas ya
han sido utilizadas con anterioridad, las volvemos a escribir las expresiones para tener
presente €l origen de las gréficas.
Lafuncién de distribucion de probabilidad para esta funcion esta dada por:
Wix, %) = 2 ep & XX G E2VXG D, (3.25)
To®E T §1-q >
la expresion parala funcién de reconstruccion es.
X+t Qxy O F2X % § (3.26)

M, (1) = §— I
x()—Omeng e géng’

y lafuncion de error de reconstruccion esta representada por:

sroa X L @XFOKO Exx 0 ge o ST BN GO
*Oi-nglQanggg % 15102
donde: Q :(1+%|t |+64t /lt (3.28)

L os resultados numeéricos de éste regl men son entonces presentados a continuacion:
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Figura 3-69: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano con la fdp
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Figura 3-70: Funcion de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano con la fdp

exponencial, con 2 .8/t X =2.
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Figura 3-71: Funcioén de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano con la fdp

i 2 8/t =
exponenual,conQ:(“%lt |+6£;t7 o 841t 1y %=1
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Figura 3-74: Funcién de error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano
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Figura 3-75: Funcién de error dereconstruccion (extrapolacién) del proceso no Markoviano
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Figura 3-77: Funcién de error de reconstruccién (extrapolacion) del proceso no Markoviano

n la fdp exponencial, con 2 -8/t | yx=0.
con la fdp exponencial, co Q:(1+%|t|+6‘;7 e 821t | yx=0

Tanto las gréficas de funciones de reconstruccion como las gréficas de error de
reconstruccion tienen una total similitud a las gréficas correspondientes a usar la funcion:
Q=(@1+2|t pe*.

No se presenta algun cambio en las graficas mas que alguna casi imperceptible
suavidad en la formacién de las gréficas.

Presentamos la gréfica promedio afin de revisar si se presenta alguna diferencia con
lafuncién Q anterior:
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Figura 3-78: Promedio de error de reconstruccion (extrapolacion) del proceso no Markoviano

n lafdp exponencial, con 2 .8/,
con lafdp exponencial, co Q:(1+§|1|+6zt7 e AN

3.2.2.2 Régimen de inter polacion

Veamos ahora los resultados obtenidos para este régimen, para ver similitudes y
diferencias de usar esta nueva funcion Q, para ello recordemos las expresiones necesarias
parallevarlo a cabo:
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Figura 3-79: Funcién de error dereconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la

' 2 .8 ey — _
fdp exponencial, con , _ 0 %It " ezt? o 4 It Idonde x,=4; %=1y ?T=8/e.

126



Y
1

=
m
]

___________________________________________________________________________

o

Figura 3-80: Funcién de error dereconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la

fdp exponencial, con Q=@+ %It |+ 6‘;72)e' %lt | donde x;=4;x,=1y ?T=8/&,.

Figura3-81: Funcion de reconstruccion (interpolacion) para el pr oceso no Markoviano con lafdp

exponencial, con 64t 2 - %It | donde x=0;x,=2y ?T=8/ey.
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Figura 3-82: Funcién de error dereconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la

fdp exponencial, con 0=+ %It |+ 62;2)6. %lt | donde x,=0;x,=2 y ?T=8/&,.
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Figura 3-83: Error promedio de reconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la
i 2 .8 -
fdp exponencial, con o=@+ %It |+ 64;; e Alt ly ?T=8/ey.

Vemos que en este intervalo de reconstrucciéon no se nota ningin cambio
comparado con la funcion Q anterior, las gréficas son précticamente iguales.
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Figura3-84: Funcion de reconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la fdp

i 2 .8 Sy — _
exponencial, con o= (1+%|t |+ 642t7 o 841t | donde x,=4;%,=1y ?T=1/ey.
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Figura 3-85: Funcién de error dereconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la

i 2 .8 ey — _
fdp exponencial, con o= (l+%|t |+64;7 e Alt | donde x;=4;x,=1y ?T=1/&,.
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Figura 3-87: Funcién de error dereconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la

i 2 .8 =0:x,= ?T=
fdp exponencial, con , _ a2 1o 22 &1t | donde x=0;x,=2 y ?T=1/e.
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Figura 3-88: Erra promedio de reconstruccion (interpolacion) para el proceso no Markoviano con la

I 2 .8 2T=
fdp exponencial, con o=@ %It |+62t7 e An | 'y ?T=1/e.

Vemos que a reducir € intervalo a ?T=1/eyp, se incrementa &l error en los picos de
las funciones de error de reconstruccion con respecto alafuncion Q= (1+2|t e !, esto
nos indica que e cambio en lafuncién Q al suavizarla nos provoca un incremento de error

cuando €l intervalo de reconstruccién es corto, y esto aunque los valores de las muestras no
tengan gran diferencia con el valor incondicional esperado de la funcion exponencial.
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Haciendo una analogia con la funcion de Rayleigh a ésta no lo afectaba en gran
medida una muestra x;=2, pero ahora vemos que para la funcion exponencial si se presenta
un incremento de error en un intervalo corto para éste mismo valor de muestra, debido a
que e vaor incondiciona de la funcién de Rayleigh es mayor que € valor incondiciona
esperado de la funcién exponencial.
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Conclusiones

En el presente tabajo se trataron de resolver cuestionamientos acerca del
Procedimiento de Muestreo - Reconstruccion Optimo, con base en la teoria
estadistica de la regla de esperanza matematica condicional, ademés mostrando
resultados de ssimulaciones con las que se muestra que el teorema de Balakrishnan,
para €l caso Gaussiano, no es incorrecto si no que simplemente debe quedar definido
de una megor manera.

Para e caso Gaussiano se deben tomar en cuenta sus funciones momento
inicial y central de segundo orden, tales como las empleadas para los resultados del
presente trabajo que son la esperanza matematica condicional y la varianza
condicional, todos los momentos de orden mayor son iguales a cero. En algunos
algoritmos empleados cominmente solamente se habla del espectro de potencia, ésta
caracteristica no es suficiente ya que muchos procesos aleatorios pueden tener el
mismo espectro de potencia y no la misma fdp. La funcidon sen x/x tan comUnmente
empleada para todo proceso de muestreo y reconstruccion es sdlo un caso particular
de laregla de la esperanza matemética.

También se ha comprobado que solo cuando se tiene el valor muestra en ese
mismo instante de tiempo el error es cero y que en ningun caso en donde se estima
una funcién de reconstruccion se obtiene un error nulo. No es suficiente con querer
realizar a Procedimiento de Muestreo-Reconstruccion con base en sdlo un
parametro que es la frecuencia de corte.

Con estas bases se realizo €l Proceso de Muestreo- Reconstruccion basado en
algoritmos Optimos para algunos procesos estocasticos no Gaussianos, para dos
funciones de distribucion de probabilidad en especial: Rayleigh y exponencial, ya
gue para tales funciones las expresiones especificas necesarias son conocidas. El
método puede ser usado para otras funciones de distribucion de probabilidad con
procedimientos analogos a los presentados en este trabgjo.

La funcién de reconstruccion y la funcién de error de reconstruccion son
funciones no lineales en el caso de los procesos no Gaussianos.

Para el caso Gaussiano € Procedimiento de Muestreo — Reconstruccion no
depende de los valores especificos que posean las muestras, ademés de que la
funcidn bésica juega un papel determinante en la forma de reconstruccion ademas de
gue el error se logra disminuir en forma considerable cambiando ésta funcion basica.

Para € caso no Gaussiano € valor especifico de cada muestra determina
totalmente cdmo sera la funcion de reconstruccion, y también dependiendo de la
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diferencia entre el valor muestra'y e valor incondicional esperado se tendra un valor
pico de error en las funciones de error de reconstruccion. Como la funcion de error
de reconstruccion depende de la magnitud de las muestras debemos promediar esta
caracteristica, por tanto se presentaron gréficas promedio en tiempo para los
gjemplos presentados.

Se trabajo con distintos intervalos en tiempo de reconstruccion a fin de que
dependiendo la calidad que se desee se tengan referencias de como serén los
comportamientos de las reconstrucciones y como consecuencia se tendr4 una
magnitud en las funciones de error que puede ser revalorada segun la conveniencia
que se persiga, tales diferencias en las funciones de error fueron trabgjadas con
detalle en € capitulo 2 donde también se noté que con intervalos de tiempo
pequefios entre muestras la funcion de reconstruccion es practicamente la misma.
Por tanto en las secciones posteriores se trabgé con intervalos de tiempo
demostrativos conociendo de antemano los efectos de reducir o ampliar estos
interval os de tiempo.

La funcion de distribucidn de probabilidad, que en este trabajo se trabagjé con
Rayleigh y exponencial, en e capitulo 2 Markovianos y en el Capitulo 3 no
Markovianos, también tiene suma importancia en cada funcion de reconstruccion, ya
que dependiendo de tales expresiones sera e comportamiento de la funcion de
reconstruccion.

También se pudo notar que en el caso no Gaussiano la funcién de covarianza
con que se trabagje no presenta efectos tan notorios en las funciones de
reconstruccion ni en las funciones error de reconstruccion, definitivamente lo més
influyente son tanto los valores muestra como la funcién de distribucion de
probabilidad con que se esté tratando.

Con este trabgo se ha demostrado que la aplicacion de la regla de la
esperanza matematica condicional es més amplia, y méas adecuada porque se trabgja
con agoritmos éptimos, ya que se hace uso de la herramienta estadistica adecuada
para los procesos estocasticos no Gaussianos.
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Recomendaciones para trabajos futuros

La regla de la esperanza metematica tiene una gran aplicacion en los
Procedimientos de Muestreo — Reconstruccion por 1o que hay un gran campo
de investigacion en esta materia. Esta regla se puede aplicar en procesos con
un nimero de muestras limitado, para procesos limitados en banda o
arbitrarios, para procesos estacionarios 0 no estacionarios, para intervalos de
reconstruccion periédicos o no periodicos. Con ayuda de la tecnologia en
procesamiento computacional, debido a sus grandes velocidades, a que existen
herramientas de software muy poderosas es posible redizar calculos
numericos de expresiones matematicas necesarias para este tipo de
investigacion. En la época actual la tecnologia de procesamiento de
informacion es tan necesaria que debe ser llevada acabo de una forma méas
adecuada para cada tipo de informacion, cada proceso tiene propiedades
estadisticas que ayudan a que su procesamiento sea realizado de una mejor
manera.

Algunas opciones para continuar con este trabajo son tomar en cuenta el
“jitter” para e PMR; redlizar los experimentos con tiempos de muestreo
aleatorios, no periodicos, tal vez muestreando con una distribucion de
probabilidad de Poisson. Otra posibilidad es realizar € Procedimiento de
Muestreo — Reconstruccion para procesos aleatorios Multidimensionales
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Anexo A: Programas utilizados par a los calculos

1. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion para e proceso Markoviano Gaussianocon R (t) =s 2e2!!

disp('Calculo de la esperanza matematica condicional y varianza condicional parae{T}");
distancia=input('Teclealadistancia entre la primeray la ultima muestra: ');
nmues=input('Introduce el numero de muestras (entre 2'y 40) *);
ti=input('Introduce la posicion en tiempo de la primera muestra*);
delta=distancia/(nmues-1);
for m=1:nmues

TI(m)=delta* (m-1);
end
disp(‘'Introduccion del valor de las muestras: ')
for n=1:1:nmues

Xi(n)=input('Vaor=");
end
disp(‘Calculo de lamatriz correlacion "k™" )
sigma=1;
dfeel,;
for o=1:1:nmues

for p=1:1:nmues

corr(o,p)=(sigma* sigma)* exp((-1)* afa* abs(TI(0)-TI(p)));

end

end

disp('Se calculalamatriz inversa de "k™)
AlJ=inv(corr);

disp('Se calculalamatriz unidimensional "Media", calculo de la media unidimensional’)
disp('Calculo de las variables de decision’)
divic=(nmues-1)* 15;
tinicia=0;
tvarianza=distancia/(15* (nmues-1));
disp(‘Calculo de la media matematica condicional’)
for g=1:1:divic+1

T=tinicial+(g-1)*tvarianza;

MEDIA(q)=0;

forr=1:1:nmues

for s=1:1:nmues
MEDIA (9)=MEDIA(qg)+(sigma* sigma)* exp((-1)* alfa* abs(T-TI(r)))* Al1X(r,s)* Xi(s);

end
end

disp('Se graficala media condicional’)
tinicial=ti;
for z=1:divic+1
EX(2)=tiniciad+((z-1)*tvarianza);
end
EX(2);
plot(EX,MEDIA,'b -),grid titteMEDIA CONDICIONAL")

disp('Se calculala varianza matematica condiconal’)
tinicial=0;
for t=1:1:divic+1

T=tinicia +(t-1)* tvarianza;

VARI(t)=sigma*sigmg;

for u=1:1:nmues
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for v=1:1:nmues
VARI(t)=VARI(t)-(sgma* sigma* sigma* sigma)* exp((-1)* afa* abs(T-TI(u)))* Al (u,v)* exp((-1)* alfa* abs(TI(v)-
)
end
end
end

disp('Se graficala varianza condiciona’)

figure
plot(EX,VARI,'b -),grid,title("''VARIANZA CONDICIONAL")

2. Programa para calcular las funciones de reconstruccién y error de
reconstruccion para € proceso no Markoviano Gaussiano con
R(t)=s?+alt De*!

disp('Calculo de la esperanza matematica condicional y varianza condicoional para (1+alfa(T))*e{T}");
distancia=input('Teclealadistancia entre la primeray la ultima muestra: );
nmues=input('Introduce el numero de muestras (entre 2'y 40) ');
ti=input('Introduce la posicion en tiempo de la primera muestra*);
delta=distancia/(nmues-1);
for m=1:nmues

TI(m)=delta* (m-1);
end
disp(‘'Introduccion del valor de las muestras: ')
for n=1:1:nmues

Xi(n)=input('Valor=");
end

disp(‘Calculo de lamatriz correlacion "k" )
sigma=1;
dfa=2;
for o=1:1:nmues
for p=1:1:nmues
corr(o,p)=(sigma* sigma)* (1+(alfa* abs(T1(0)-TI(p))))* exp((-1)* afa* abs(TI(0)-TI(p)));
end
end

disp('Se calailalamatriz inversade "k™")
AlJ=inv(corr);

disp('Se calculalamatriz unidimensional "Media’, calculo de la media unidimensional’)
disp(‘Calculo de las variables de decision’)
divic=(nmues-1)* 20;
tinicia=0;
tvarianza=distancia/(20* (nmues-1));
disp(‘Calculo de la media matematica condicional ')
for g=1:1:divic+1

T=tinicial+(g-1)* tvarianza;

MEDIA(q)=0;

forr=1:1:nmues

for s=1:1:nmues
MEDIA(q)=MEDIA(q)+(sigma*sigma)* (1+(alfa* abs(T-TI(r))))* exp((-1)* afa* abs(T-TI(r)))* AlX(r,9)* Xi(s);

end
end

disp('Se grafica la media condicional’)
tinicial=ti
for z=1:divic+1
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EX(2)=tiniciad+((z-1)*tvarianza);
end
EX(2);
plot(EX,MEDIA,'b -),grid,titte(MEDIA CONDICIONAL")

disp('Se calculala varianza matematica condiconal’)
tinicial=0;
for t=1:1:divic+1
T=tinicial +(t-1)* tvarianza;
VARI(t)=sigma*sigmg;
for u=1:1:nmues
for v=1:1:nmues
VARI(t)=VARI(t)-(sigma* sigma* sigma* sigma)* (1+(afa* abs(T-TI(u))))* exp((-1)* alfa* abs(T -
TI(W))*AlJ(u,v)* (1+(afa* abs(TI(v)-T)))*exp((-1)* afa* abs(TI(v)-T));
end

end
end

disp('Se graficalavarianza condicional’)

figure
plot(EX,VARI,'b -),gridtitle('VARIANZA CONDICIONAL")

3. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion para € proceso no Markoviano Gaussiano con

2
R.(t)=s?(l+a | |+‘"’”3 Jerat

disp('Calculo de la esperanza matematica condicional y varianza condicoiona parae{T}(3)");
distancia=input('Teclealadistancia entre la primeray la ultima muestra: *);
nmues=input('Introduce el numero de muestras (entre 2 'y 40) ');
ti=input('Introduce la posicion en tiempo de la primera muestra);
delta=distancia/(nmues-1);
for m=1:nmues
TI(m)=delta* (m-1);
end
disp(‘'Introduccion del valor de las muestras: ')
for n=1:1:nmues
Xi(n)=input('Vaor=");
end
disp('Calculo de lamatriz correlacion "k" )
sigma=1.0;
alfa=(8/3);
for o=1:1:nmues
for p=1:1:nmues
corr(o,p)=(sigma*2)* (1+(alfa* abs(T1(0)-T1(p)))+((64/27)* ((TI(0)-T(p))"2)))* exp((-alfa)*abs(T1(0)-TI(p)));
end
end

disp('Se calcula lamatriz inversade "k™)
AlJ=inv(corr);

disp('Se calculalamatriz unidimensiona "Media’, calculo de la media unidimensional’)
disp(‘Calculo de las variables de decision’)
divic=(nmues-1)* 20
tinicial=0;
tvarianza=distancia/(20* (nmues-1));
disp(‘Calculo de la media matematica condicional’)
for g=1:1:divic+1
T=tinicial+(g-1)*tvarianza;
MEDIA(q)=0;

136



for r=1:1:nmues
for s=1:1:nmues
MEDIA(q)=MEDIA(qg)+(sigma*2)* (1+(alfa* abs(T-TI(r)))+((64/27)* ((T-TI(r))"2)))* exp(-dfa* aby(T -
TI(N)*ALY(r,9)* Xi(s);
end

end
end

disp('Se grafica la media condicional’)

tinicial=ti;

for z=1:divic+1
EX(2)=tinicial+(z-1)*tvarianza;

end

plot(EX,MEDIA,'b -') grid title’MEDIA CONDICIONAL')

disp('Se calculala varianza matematica condicional’)
tinicial=0;
for t=1:1:divic+1
T=tinicial+(t-1)* tvarianza;
VARI(t)=sigma"2;
for u=1:1:nmues
for v=1:1:nmues
VARI(t)=VARI(t)-(sigma’*4)* (1+(alfa* abs(T-T1(u)))+((64/27)* ((T-T1(u))*2)))* exp(-alfax abs(T -
TI(W))* AlJ(u,v)* (1+(afarabs(TI(v)-T))+((64/27)* (TI(v)-T)"2)))* exp-afar abs(TI(v)-T));
end
end
end

disp('Se graficala varianza condicional’)

figure
plot(EX,VARI,'b -),gridtitle('VARIANZA CONDICIONAL')

4. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion para la funcion sampling

disp(‘Calculo de la esperanza matematica condicional y varianza condicional para sampling');
distancia=input('Teclealadistancia entre la primeray la ultima muestra: );
nmues=input(‘Introduce el numero de muestras (entre 2y 40) ');
ti=input('Introduce la posicion en tiempo de la primera muestra*);
delta=distancia/(nmues-1);
for m=1:nmues
TI(m)=delta* (m-1);
end
disp(‘'Introduccion del valor de las muestras: ')
for n=1:1:nmues
Xi(n)=input('Valor=");
end
disp('Calculo delamatriz correlacion "k" ")
for o=1:1:nmues
for p=1:1:nmues
if (0==p)
corr(o,p)=1;
else corr(o,p)=(delta/(pi* (T1(0)-TI(p))))* (sin(pi* (T1(0)-Tl(p))/delta));
end

end
end

disp('Se calculalamatriz inversa de "k™")
AlJ=inv(corr);
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disp('Se calculalamatriz unidimensional "Media’, calculo de la media unidimensional’)
disp(‘Calculo de las variables de decision’)
divic=(nmues-1)* 20;
tinicia=0;
tvarianza=distancia/(20* (nmues-1));
disp('Calculo de la media matematica condicional’)
for g=1:1:divic+1
T=tinicial+(g-1)* tvarianza;
MEDIA(q)=0;
forr=1:1:nmues
if (T==TI(r))
vari=1;
else
vari=(delta/(pi* (T-TI(r))))*sin(pi* (T-TI(r))/delta);
end

for s=1:1:nmues
MEDIA(q)=MEDIA(q)+vari* AlJ(r,s)* Xi(s);
end

end
end

disp('Se grafica la media condicional’)
tinicial=ti;
for z=1:divic+1
EX(2)=tiniciad+((z-1)* tvarianza);
end
plot(EX,MEDIA,'b -"),grid,titte(MEDIA CONDICIONAL")

disp('Se calculala varianza matematica condiconal’)
tinicid=0;
for t=1:1:divic+1
T=tinicia+(t-1)*tvarianza;
VARI(t)=1;
for u=1:1:nmues
if (T==TI(u))
vari=1,
else
eﬂ\(/jariz(delta/(pi* (T-TI(W))))*sin(pi* (T-TI(u))/delta);

for v=1:1:nmues
if (T==TI(V))
varj=1;
else
varj=(delta/(pi* (TI(v)-T)))*sin(pi* (TI(v)-T)/delta);
end

VARI(t)=VARI(t)-vari* Al Ju,v)*varj;
end

end
end
disp(Se graficalavarianza condicional’)
figure
plot(EX,VARI,'b -),grid title(''VARIANZA CONDICIONAL')
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5. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion (extrapolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano
con fdp de Rayleigh con Q=s %e®!!

%Programa nuevo paralaextrapolaciony el error paralafuncion de rayleigh

disp((PROGRAMA NUEVO PARA LA EXTRAPOLACION DE LA FUNCION DE RAYLEIGH')
x1=input('Dame el valor de lamuestra X1: ');

t=input('Introduce el tiempo en el que quieres larespuesta: );

EC=1;

s9=1.52498570332604666;

1=20;

%fort=0.2:0.2:6

t

Q=exp(-E0*t);

syms X

Y=((x/((s3"2)* (1-(Q2))))* exp(((x*2) +((Q*2)* (x1"2)))/(2* (s3™2)* (1-(Q2))))* besseli(0,((Q/(1-
(@2)))* (x1*x)/(s92)))));

M=int((x*Y),0,1);

M =double(M)

inte2=int((x"2)*Y,0,1);

error=inte2-(M"2);

error=double(error)

%end

6. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion (interpolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano con
fdp de Rayleigh con Q =s %e !

%Programa para graficar lainterpolacion (2 muestras) para lafuncion de Rayleigh con el primer exponente simple
'markoviano'

%Se utilizan 3 fdp, con lasformulas 42y 44
x1=input('Valor de la muestra X1: ');

t1=input('Tiempo de X1 (T1): ;

x2=input('Valor de la muestra X2: );

t2=input('Tiempo de X2 (T2): );

%t=input('Dame €l tiempo en el que quieres las respuesta: ');
1=20;

EO=1,

50=1.52498570332604666;

for t=0.1:0.1:.9

t

Ql=exp(-E0* abs(t-t1));

Q2=exp(-EC* abs(t2-1));

Q3=exp(-E0* abs(t2-11));

symswlw2w3w X

wW1=(x/((sg"2)* (1-(Q1"2)))* exp(-((x"2)+(Q1"2)* (x1"2))/(2* (sg"2)* (1-(Q1"2))))* besseli (0,((QV/(1-
(Q172)))* (x*x1)/(s3"2))))); _
w2=(x2/((sg"2)* (1-(Q22)))* exp(-((x2"2)+(Q2"2)* (x"2))/(2* (sy"2)* (1-(Q2"2))))* besseli(0, ((Q2/(1-
(Q2°2)))* ((x2*x)/(s32))))); _
wW3=(x2/((s3"2)* (1-(Q3"2)))* exp(-((x2"2) +(Q3"2)* (x1"2))/(2* (sg"2)* (1-(Q3"2))))* besseli(0,((Q3/(1-
(Q3"2)))*((x2*x1)/(sg"2)))));

w=((wl*w2)/w3);

intel=int(x*w,0,1);

m=double(intel)

inte2=int((x"2)*w,0,1);

error=inte2-(m"2);

error=double(error)

end
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7. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion (extrapolaciéon) para e proceso Markoviano no Gaussiano
con fdp de Rayleighcon Q=s ?(1+a |t [)e?"

%Programa nuevo paralaextrapolacion y el error paralafuncion de rayleigh

disp((PROGRAMA NUEVO PARA LA EXTRAPOLACION DE LA FUNCION DE RAYLEIGH con Tc=1")
x1=input('Dame €l valor delamuestra X1:");

t=input(‘'Introduce el tiempo en el que quieres larespuesta: ');

EO0=2;

s9=1.52498570332604666;

1=80;

%fort=0.3:0.3:3.9

t

Q=(1+(E0*1))* exp(-E0*1);

syms x

Y=((X/((sg"2)* (1-(Q"2))))* exp(-((x"2)+((Q"2)* (x12)))/(2* (s3™2)* (1-(Q"2)))) * besseli (0,((Q/(1-
(Q*2)))*(x1*x)/(s3™2)))));

M=int((x*Y),0,1);

M=double(M)

inte2=int((x*2)*Y,0,1);

error=inte2-(M"2);

error=double(error)

%end

8. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion (interpolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano con
fdp de Rayleighcon Q=s2(1+a |t [)e®"

%Programa para graficar la interpolacion paralafuncion de Rayleigh con el 2do. exponente
%Se utilizan 3 fdp, con lasformulas 42 y 44

disp((PROGRAMA PARA INTERPOLACION RAYLEIGH CON EXP 2Y;

x1=input('Valor de la muestra X1: ');

t1=input('Tiempo de X1 (T1): ;

x2=input(‘'Valor de lamuestra X2: );

t2=input('Tiempo de X2 (T 2): ");

%t=input('Dame €l tiempo en el que quieres las respuesta: ');

1=180;

EC=2;

sg=1.52498570332604666;

for t=0.1:0.1:0.9

t

Q1=((1+(E0* abs(t-t1)))* exp(-EO* abs(t-t1)));

Q2=((1+(E0* abs(t2-t)))* exp(-E0* abs(t2-1)));

Q3=((1+(E0* abs(t2-t1)))* exp(-EO* abs(t2-t1)));

symswlw2w3w X

w1=(x/((s"2)*(1-(Q1"2)))* exp(-((x"2)+(Q1"2)* (x1"2))/(2* (sg"2)* (1-(Q1"2))))* besseli (0,((QL/(1-
(Q172)))* (x*x1)/(s3"2)))));

w2=(x2/((sg"2)* (1-(Q2"2)))* exp(-((x2"2) +(Q2"2)* (x"2))/(2* (sy"2)* (1-(Q2"2))))* besseli(0, ((Q/(1-
(Q22)))* ((x2*x)/(s3"2)))));

W3=(x2/((sg"2)* (1-(Q32)))* exp(-((x2"2) +(Q3"2)* (x1"2))/(2* (sg"2)* (1-(Q3"2))))* besseli(0,((Q3/(1-
(Q3"2)))*((x2*x1)/(s3"2)))));

w=((wl*w2)/w3);

intel=int(x*w,0,1);

m=double(intel)

inte2=int((x"2)*w,0,1);

error=inte2-(m"2);

140



error=double(error)
end

9. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion (extrapolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano

con fdp de Rayleighcon Q=s?*(1+a |t |+%2)e'a'tI

%Programa nuevo paralaextrapolaciony € error paralafuncion de rayleigh

disp((PROGRAMA NUEVO PARA LA EXTRAPOLACION DE LA FUNCION DE RAYLEIGH CON EL EXP 3)
x1=input('Dame el valor de lamuestra X1:*);

t=input(‘'Introduce el tiempo en el que quieres larespuesta: ');

EO0=(8/3);

sg=1.52498570332604666;

1=99;

afa=EQ;

%fort=0.3:0.3:3.9

t

Q=(1+(alfa*t)+(((afa*2)/3)* (t"2)))* exp(-afart);

syms x

Y=((X/((sg"2)* (1-(Q"2))))* exp(-((x"2)+((Q"2)* (x12)))/(2* (s3™2)* (1-(Q2))))* besseli (0,((Q/(1-
(Q*2))*(xI*x)/(s3™2)))));

M=int((x*Y),0,1);

M=double(M)

inte2=int((x*2)*Y,0,1);

error=inte2-(M”2);

error=double(error)

%end

10. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion (interpolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano con

at Z)e-au
3

%Programa paragraficar lainterpolacion paralafuncion de Rayleigh con el 3er. exponente

%Se utilizan 3 fdp, con lasformulas 42 y 44

disp(PROGRAMA PARA INTERPOLACION RAYLEIGH CON EXP 3Y;

x1=input(‘Valor de la muestra X1: );

t1=input('Tiempo de X1 (T1): 9;

x2=input('Vaor de la muestra X2: );

t2=input('Tiempo de X2 (T2): );

%t=input('Dame €l tiempo en el que quieres las respuesta: ');

1=99;

EO0=(8/3);

sg=1.52498570332604666;

afa=EQ;

for t=0.1:0.1:0.9

t

Q1=(((1+(alfar abs(t-t1)))+(((alfa2)/3)* ((t-11)"2)))* exp(-alfa* abs(t-t1)));

Q2=(((1+(alfa* abs(t2-1)))+(((afa*2)/3)* ((t2t)2)))* exp(-al fa* abs(t2-t)));

Q3=(((1+(alfa* abs(t2-t1)))+(((afa*2)/3)* ((t2t1)"2)))* exp(-alfa* abs(t2-t1)));

symswlw2w3w X

wW1=(x/((sg"2)* (1-(Q1"2)))* exp(-((x"2)+(Q1"2)* (x1"2))/(2* (sg"2)* (1-(Q1"2))))* besseli(0,((QL/(1-
(Q172)))* (x*x1)/(s3"2)))));

w2=(x2/((sg"2)* (1-(Q2"2)))* exp(-((x2"2)+(Q2"2)* (x"2))/(2* (sy"2)* (1-(Q2"2))))* besseli(0, ((Q2/(1-
(Q22)))* (x2*x)/(s3"2))))); ,
W3=(x2/((sg"2)* (1-(Q3"2)))* exp(-((x2"2) +(Q3"2)* (x1"2))/(2* (sg"2)* (1-(Q3"2))))* besseli (0,((Q3/(1-
(Q3"2)))*((x2*x1)/(sg"2)))));

w=((wl*w2)/w3);

intel=int(x*w,0,1);

fdp de Rayleighcon Q=s?@+a |t |+

141



m=double(intel)
inte2=int((x"2)*w,0,1);
error=inte2-(m"2);
error=double(error)
end

11. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de

reconstruccion (extrapolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano
con fdp exponencial con Q=s 2e?!!

%Programa para graficar extrapolacion (una muestra) paralafuncion gamma
disp('Programa para €l error en extrapolacion paralafuncion GAMMA")
x1=input(‘'Introduce €l valor de la muestra X1: *);

%t=input('Introduce el tiempo en el que quieres larespuesta: *);

1=150;

EO0=2;

afa=(0.5*EQ);

for t=0.1:0.3:8.1

t

Q=exp(-adfa*t);

syms x

Y=int((x/(1-Q))* exp(-(x+(Q*x1))/(1-Q))* besseli(0,((2* sort(x*x1*Q))/(1-Q))),01);

Y =double(Y)

Z=int(((x"2)/(1-Q))* exp(-(x+(Q*x1))/(1-Q))* besseli(0,((2* syrt(x*x1* Q))/(1-Q))),0.1);
Z=double(Z);

error=(Z-(Y"2))

end

12. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion (interpolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano con
fdp exponencial con Q =s *e?!!

%Programa para graficar lainterpolacion paralafuncion GAMMA (2 muestras)
%Se utilizan 3 fdp, con lasformulas 42 y 49
x1=input(‘'Valor de lamuestra X1: );

t1=input('Tiempo de X1 (T1): ";

x2=input(‘Vaor de la muestra X2: ");

t2=input('Tiempo de X2 (T2): );

t=input('Dame el tiempo en el que quieres las respuesta: *);
1=200;

EC=2;

alfa=(0.5*EQ);

%fort=0.1:0.1:0.9

t

Ql=exp(-dfa*abs(t-t1));

Q2=exp(-afa*abs(t2-t));

Q3=exp(-alfa*abs(t2-t1));

symswlw2w3w X

W1=(1/(1-Q1))* exp(-(x+(Q1*x1))/(1-Q1))* besseli(0,((2* srt(x* x1* Q1))/(1-Q1)));
w2=(1/(1-Q2))* exp(-(x2+(Q2* x))/(1-Q2))* bessali(0,((2* srt(x2* x* Q2))/(1-Q2)));
w3=(1/(1-Q3))* exp(-(x2+(Q3*x1))/(1-Q3))* besseli (0,((2* sgrt(x2* x1* Q3))/(1-Q3)));
w=((wl*w2)/w3);

intel=int(x*w,0,1);

m=double(intel)

inte2=int((x"2)*w,0,1);

error=inte2-(m"2);

error=double(error)
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%end

13. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de

reconstruccion (extrapolaciéon) para € proceso Markoviano no Gaussiano
con fdp exponencial con Q=s ?(1+a |t [)e "

%Programa para graficar extrapolacion (una muestra) parala funcion gamma
disp('Programa para el error en extrapolacion paralafuncion GAMMA con exponente 2')
x1=input('Introduce el valor de lamuestra X1: *);
t=input('Introduce el tiempo en que quieres larespuesta: ');
1=120;
EO=4;
afa=(0.5*E0Q);
%fort=0.3:0.3:3.9
t
Q=(1+(alfa*t))* exp(-afart);
syms x
M=int((x/(1-Q))* exp(-(x+(Q*x1))/(1-Q))* besseli (0,((2* sart(x*x1*Q))/ (1-Q))).0.1);
M=double(M)
Z=int(((x"2)/(1-Q))* exp(-(x+(Q*x1))/(1-Q))* besseli(0,((2* sart(x*x1*Q))/(1-Q))).0.l);
Z=double(Z);
error=(Z-(M"2))
%end

14. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de
reconstruccion (interpolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano con
fdp exponencial con Q=s *(1+a |t e *!!

%Programa para graficar lainterpolacion paralafuncion GAMMA con el segundo exponente(2 muestras)
%Se utilizan 3 fdp, con lasformulas 42 y 49
x1=input('Vaor de la muestra X1: ');

t1=input('Tiempo de X1 (T1): 9;

x2=input(‘Vaor de la muestra X2: ");

t2=input('Tiempo de X2 (T2): );

%t=input('Dame el tiempo en el que quieres las respuesta: *);
1=130;

E0=4;

afa=(0.5*EQ);

for t=0.1:0.1:0.9

t

Q1=(1+(alfa* abs(t-t1)))* exp (-afa* abs(t-t1));

Q2=(1+(alfa* abs(t2-1)))* exp(-alfa* abs(t2-t));

Q3=(1+(alfa* abs(t2-11)))* exp(-alfa* abs(t2-t1));

symswlw2w3w X

W1=(1/(1-Q1))* exp(-(x+(Q1L*x1))/(1-Q1))* besseli(0,((2* sqrt(x* x1* Q1))/(1-QL))):;
w2=(1/(1-Q2))* exp(-(x2+(Q2*x))/(1-Q2))* besseli(0,((2* sart(x2* x* Q2))/(1-Q2)));
w3=(1/(1-Q3))* exp(-(x2+(Q3*x1))/(1-Q3))* besseli (0,((2* sgrt(x2* x1* Q3))/(1-Q3)));
w=((wl*w2)/w3);

intel=int(x*w,0,1);

m=double(intel)

inte2=int((x"2)*w,0,1);

error=inte2-(m"2);

error=double(error)

end
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15. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de

reconstruccion (extrapolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano
, at?
con fdp exponencial con Q=s *(1+a |t |+T)e'altl

%Programa para graficar extrapolacion (una muestra) parala funcion gamma
disp('Programa para el error en extrapolacion paralafuncion GAMMA con exponente 3')
x1=input('Introduce el valor de lamuestra X1: );
t=input('Introduce el tiempo en que quieres larespuesta: ');
1=150;
EO0=(16/3);
alfa=0.5*EOQ;
%fort=0.3:0.3:3.9
t
Q=(1+(dfart)+(((afa*2)/3)* (t"2)))* exp(-afart);
syms x
M=int((x/(1-Q))* exp(-(x+(Q*x1))/(1-Q))* besseli(0,((2* sart(x*x1*Q))/(1-Q))),0.1);
M=double(M)
Z=int(((x"2)/(1-Q))* exp(-(x+(Q*x1))/(1-Q))* besseli(0,((2* sart(x*x1*Q))/(1-Q))).0.1);
Z=double(Z);
error=(Z-(M"2))
%end

16. Programa para calcular las funciones de reconstruccion y error de

reconstruccion (interpolacion) para € proceso Markoviano no Gaussiano con

fdp exponencial con Q=s ?*(1+a |t |+%)e'altl

%Programa para graficar lainterpolacion paralafuncion GAMMA (2 muestras) para el exponente 3
%Se utilizan 3 fdp, con lasformulas 42 y 49

disp(‘'Interpolacion para GAMMA con el exp 3')

x1=input('Valor de la muestra X1: ');

t1=input('Tiempo de X1 (T1): ;

x2=input(‘'Valor de lamuestra X2: );

t2=input('Tiempo de X2 (T2): *);

%t=input('Dame €l tiempo en el que quieres las respuesta: ');

1=150;

E0=(16/3);

alfa=0.5*EQ;

for t=0.1:0.1:0.9

t

Q1=(((1+(afarabs(t-11)))+(((afa2)/3)* ((t-t1)"2)))* exp(-afa* abs(t-t1)));
Q2=(((1+(alfa* abs(t2-1)))+(((alfa*2)/3)* ((t2t)"2)))* exp(-alfa* abs(t2-t)));
Q3=(((1+(alfa* abs(t2-t1)))+(((alfa"2)/3)* ((t2t1)"2)))* exp(-alfa* abs(t2t1)));
symswlw2w3w X

w1=(1/(1-Q1))* exp(-(x+(Q1*x1))/(1-Q1))* besseli(0,((2* sart(x* x1* Q1))/(1-Q1)));
w2=(1/(1-Q2))* exp(-(x2+(Q2*x))/(1-Q2))* besseli(0, ((2* sart(x2* x* Q2))/(1-Q2)));
w3=(1/(1-Q3))* exp(-(x2+(Q3*x1))/(1-Q3))* besseli (0,((2* sart(x2* x1* Q3))/(1-Q3)));

w=((wl*w2)/w3);
intel=int(x*w,0,1);
m=double(intel)
inte2=int((x*2)*w,0,1);
error=inte2-(m"2);
error=double(error)
end
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RESUMEN

En el presente articulo se presenta el procedimiento de
muestreo y reconstruccion (PMR) de algunos procesos
estocasticos no Gaussianos con base en el regla de la
esperanza matemética condicional. EI PMR de tales
procesos es relativamente simple porque el procedimiento
de interpolacion depende de las 2 muestras més cercanas,
otras muestras no influyen en las caracteristicas estadisticas
del PMR. Se obtienen las expresiones generales para el
andlisisy entonces se consideran dos ejemplos no triviales.

1. INTRODUCCION

El teorema clésico de muestreo asociado con los nombres
Whittaker-K otel nikov-Shannon (WK'S) fue establecido para
funciones deterministicas con un espectro finito. La
generalizacion del teorema WKS en procesos estocasticos
con espectro de potencia finito fue dado por A.
Balakrishnan [1]. De acuerdo con el teorema de
Balakrishnan cualquier realizacion x(t) de algin proceso
estocastico con espectro de potencia finito (S(w)=0, cuando
ANB W, Wy, €s la frecuencia limite del espectro de potencia)

puede ser reconstruido con error cero de su infinito nimero
de muestras {x(T;)} con el intervalo de discretizacion

DT=p/w,:

¥
_ o
X(0)=a x(Ty ;) &)
i=-¥
donde:X(t) es la funcion de reconstruccion; yi(t) es la
funcién basi ca determinada por la expresion:

_senw, (t-iDT)

Yi® == -on o

Tenemos algunas observaciones a respecto:

1) Este teorema es valido para procesos Gaussianos sélo
porque su prueba esta basada en usar €l espectro de potencia
(o correspondientemente, usando la funcién de covarianza
usual). Todos los procesos no Gaussianos son
caracterizados por algunas funciones espectrales o
funciones acumulativas de altos ordenes. El teorema de
Balakrishnan no usa informecion alguna acerca de ciertas
caracteristicas de los procesos estocasticos. Significa que
sonigualesaceroy por lo tanto, este teorema parte sélo con
el proceso Gaussiano. 2) La suma de las muestras lineales
consideradas es postulada en el teorema de Balakrishnan.
Esta afirmacion no es contradictoria con el caso Gaussiano
del proceso estocastico. 3) Si € nimero de muestras es
finito entonces el tipo de funcion béasica debe ser
dependiente del nimero corriente de muestras. 4) El error
de reconstruccion de algunos ti pos de procesos estocasti cos
esigual a cero.

Para describir el PMR de procesos no Gaussiancs es
necesario, tomar en cuentael tipo de funcion de densidad de
probabilidad (fdp) del proceso estocéastico. Aqui usamos la
descripcion estadistica dd PMR con base en la regla de la
esperanza condicional. Estaregla provee el minimo de error
cuadrético medio para variables aleatorias con una fdp
arbitraria [2].

Conociendo una fdp multidimensional uno puede encontrar
tanto la funcion de reconstruccion (la funcion de la
esperanza condicional) como la funcion de error de
reconstruccion (la funcion de varianza condicional) cuando
el nimero de muestras es dado.

Este acceso nos permite describir el PMR de procesos
Gaussianos y no Gaussiancs, procesos estacionarios y no
estacionarios, procesos con espectro finito e infinito, con
finito e infinito nimero de muestras, con intervalos de
discretizacion periddicos y no periddicos, de procesos
estocasticos unidimensionales y multidimensionales, de
regimenes de reconstrucciéon de interpolacion y
extrapolacion. Para procesos Gaussiancs las férmulas
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generales determinadas tanto para la esperanza matemética
como parala varianza condicional son conocidas.

En el caso de los procesos aleatorios no Gaussiancs la
situacién no es tan simple. Generalmente, no hay muchas
expresiones para fdp no Gausianas multidimensionales asi,
es més bien dificil obtener algunas conclusiones generales
acerca de las principales caracteristicas estadisticas del SRP
cuando algun nimero arbitrariode muestras es dado.

Es claro, que tanto la funcion de reconstruccion y la funcion
de error de reconstruccién serén determinadas por las
expresiones analiticas concretas de la fdp condicional de un
proceso dado.

Una de las principales conclusiones es demo strar tal hecho
de que las caracteristicas estadisticas de SRP de procesos no
Gaussianos son funciones no lineal es de muestras.

Podemos escribir tres de las principal es caracteristicas
condicionales del proceso de entrada[20]:

m©=m®+4 & K,6T)a [xT)- mm )

i=1 j=1 , (3)
S2() =s2()- 4 A K, (L T)a,K,T)
i=1 j=1 , (4)
Kt =K.tb)- aaKeDaK L) . o
i=lj4

Estas férmulas son las principales paralos célcul os.

2. EL PMR DE PROCESOS MARKOVIANOS NO
GAUSSIANOS

La consideracion de un caso general de un proceso no
Gaussiano es dificil porque es necesario conocer una fdp no
Gausiana  nultidimensional.  Restringimos  nuestra
investigacion a un proceso de entrada Markoviano no
Gaussiano.

2.1 Lasexpresionesgenerales

Tomando en cuenta la propiedad principal del proceso
Markoviano tenemos que usar uno x;(T1) 0 dosxy(Ty), X2(T2)
muestras solo parair formando la funcién de reconstruccion
en el caso de Markov.

El proceso de reconstruccion usando una muestra x;(T;) s
una prediccion trivial (t>T;). Cuando es necesario encontrar
la funcion de reconstruccion entre dos muestras xi(Tw),
Xo(T;) tenemos un procedimiento de interpolacion
(T2>t>T1). Uno puede describir completamente el proceso
condicional entre dos muestras dadas x(T1) y %(T2) si
conocemos la fdp condicional W(x,t¥(T1), %(T2)). En este
punto enfatizamos el hecho de que el proceso X(t) entre

dos muestras compuestas Xi(Ty) y X»(T2) de un proceso
Markoviano x(t) es no Markoviano [3][4], pero es posible
expresar su fdp condicional con base en la fdp transitoria
wW(x; ti¥t;) del proceso Markoviano dado.

Consideremos 3 secciones del proceso x(t) en los tiempos
ti<t<t,. En e caso general no Markoviano la fdp
tridimensional es presentada por laférmula:

W(X_Lvtl ;Xut ;X21t2):w(xlytl)V\(Xitl/leutl)\,\(XZ!tZJ/Q(lvtl ;Xlt) .
(6)

Hay tres tipos diferentes de fdp en (6). De ellas es dificil
tener la tercera En la variante Markoviana esta fdp
tridimensional puede ser representada como un producto de
unapdf unidimensional y fdp bitransitori a:

W(Xl,tl;X,t;Xz,tz):-W(X]_,tl)W(X,tVQXl,tl)W()@,tzJ/ZX,t) ) (7)
entonces la pdf condiciona requerida puede ser facilmente

expresada por la fdp transitoria w(x,t;%,t;) del proceso
Markoviano dado. Se puede ver gque:

Wt X, WX, E [ XE)
W(XZ’tZ | Xl’tl)

WXt X, 15 X,,1,) = . (8)

La expresion (8) da una posibilidad de determinar las
funciones momento condicionales requerido
aX(t) =& (t) | %, (T,), %(T,)i de i-ésimo orden. Cuando
i=1 tenemos la funcion de reconstruccion m, (t) (la
esperanza matematica condicional), cuando i=2 la funcién
del segundo momento & X (t) . Entonces usando laférmula:

S~>§ a~2)< (t) - I'T'Ii (t) (9)

uno puede encontrar la funcion de error de reconstruccién
(la varianza condicional). Por consiguiente, el problema

serd conectado con algunos calculos (numéricos) de las
funciones condicionales a'zx (t) y m,(t) con baseen (8).

2.2 Ejemplo. EI PMR del proceso Markoviano de
Rayleigh

Consideremos el proceso Markoviano de Rayleigh. La pdf
transitoria para este caso es expresada por laformula[5]:

__ X XA QXX
W()ﬂ ’t\ |Xj’tj) s 2(1_ QZ) exp{ z 2(1_ Qz)Jlo(l_ Q2 SZ )
(10)
donde:
Q=Q(t - t;)=exp(-& [t; - t; ), (11)

lo eslafuncion de Bessel de un argumento imaginario, & y
s son parametros. Es necesario escribir la expresion (10)
para argumentos diferentes y ponerlos en (8). Después de
eso uno puede calcular las principales caracteristicas del
PMR m, @) y &3 (1) -

Los célculos de las funciones de reconstruccion y de error
para e procedimiento de extrapolacién fueron
numeéricamente llevados a cabo con base en las férmulas
(9)-(112). Los resultados de esos calculos son presentados en
las Fig. 1, 2 como curvas del tiempo t como parametro.
Después de la terminacion del régimen de transicion las
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funciones de reconstruccion tienden a la expectacion
matematica incondicional de la ley de distribucion de

Rayleigh mxzs\/%.(l:ig. 1).

m. (1)
2o [t
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pe NN

” 2N N

15 1\\\

X Ei
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/5 =0
(i} 05 1

15 2 25 3
t/g,
Figura 1. Lafuncién de reconstruccion extrapolacion.
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Figura 2. La funci6n de error extrapolacion del proceso
Markoviano de Rayleigh para distintas muestras X;.

Sus méaximos son grandes entonces la varianza
55:(2_%)52 de la fdp de Rayleigh en el régimen

estacionario. El valor mas grande x, € mas grande del
maximo de laola, y laduracién de laolaincrementa.

<5‘2 (r))
0.5 /_\

045
04 /

1 2 E =
t/ g,

Figura 3. Promedio de la funcion de eror de reconstruccion del
proceso Markoviano de Rayleigh para distintas muestras X ;.

Los resultados de las calculaciones con base en (8)-(11) de
las funciones de reconstruccion para el procedimiento de

interpolacion con las dos muestras conocidas X3(Ty) Y %(T2)
son presentadas en la Fig. 4 para un intervalo de
discretizacion mas grande DT = 4/e,, -

. (),

35
\X1=4 x2=1
3 \
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2

1.5

.
A:O x2=2
0.5

0 ; . ;
0 1 2 3 4
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Figura 4. Funciones de reconstruccion interpolacion del proceso
Markoviano de Rayleigh paralos pares de muestras X1=4, X2=1y

X1=0, X2=2, con un intervalo 7T igual a4/e,.

Como uno puede ver, las curvas pasan a través de las
muestras y cercanamente a la mitad del intervalo de
discretizacién son iguales a la media incondicional my. Las
curvas andlogas para un intervalo de discretizacion mas
pequefio DT = 1/e, son graficadasen laFig. 5.

Las graficas de las funciones de error de reconstruccion

&, (t) son presentadas en la Fig. 6y Fig. 8para diferentes

interval os de discretizacion.
Los valores de las muestras %x(T1)) v %(T2) son los
parametros para estas curvas. Como uno puede ver, cuando

el intervalo de discretizacion es mas grande (DT =4/e, ) las
curvas de error tienen las olas cerca de las muestras
grandes. Cuando €l intervalo de discretizacion es mas
pequefio (DT ::;[eo) las curvas no tienen las olas. Si el

valor de la muestra es grande, la funcion de error
incrementa.

o

N —X1=4 X2=1
.3 \
25 \

0 02 5] ne 1

0.4 0
t/s,

Figura 5. Funciones de reconstruccion interpolacion del proceso
Markoviano de Rayleigh paralos pares de muestras X1=4, X2=1y
X1=0, X2=2. e intervalo de muestreo ?T esigual a 1/e,
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Figura 6. Funciones de error de reconstruccion para un intervalo
?T igual adle,.
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Figura 7. Promedio de la funcién de error de reconstruccion para
un intervalo 7T igua a4/e,.
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Figura 8. Funciones error de reconstruccion para un intervalo
DT =1/e, -
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Figura 9. Promedio para funciones error de reconstruccion para un
intervalo DT = ]/eo .

Porque no tenemos una expresion para la funcién de
reconstruccion, es imposible demostrar analiticamente la
dependecia no lineal de esta funcién sobre las muestras
dadas. Pero es claro que tal dependencia no lineal existe,
porque el resultado de laintegracion:

m, (t) = @((t)W(X(t) | X, (T,); %, (T,))dx(t) . (12)
con las funciones (8), (10), y (11) no serd una funcion lineal
delas muestras.

2.3 Ejemplo. El PMR del proceso Markoviano con la fdp
gamma

Consideremos el proceso de Markov con la ley de
distribucion gamma. Este proceso es caracterizado por las
siguientes expresiones: lafdp unidimensional es:

a

=X -x)» a>1,
w(X) @ D) exp(- x)
13
donde C(a +1) eslafuncién gamma; la fdp de transicion
es:
1wy & ol X0 2 x8 (14
(Xlxl)— =, (14)
Qx5 € 1Q 5°51Q 5

donde x=x(t); x(T); la es la funcién de Bessel del
argumento imaginario de orden & Q=exp( - 0.5 eit); & esel
pardmetro del proceso x(t).

Ahora consideramos el caso particular de (14) cuando a=0.
En este caso la ley de distribucion gamma se transforma en
la fdp exponencial y la fdp de transicion (14) es
caracterizada por laformula:

5@
Wi 1%) = 5o EXIY BRAE (g

1- Q Q 8 1- Q g
Los resultados de los célculos numéricos de las

caracteristicas de extrapolacion del SRP son presentados en
lasFigs. 10y 11:

(1)

4

HERN

2e NN

5 2 \\

15 \\

1

0&

i

148



Figura 10. La funcion de reconstruccion extrapolacion del proceso
Markoviano con la distribucion exponencia para distintas
muestras X 1.
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Figura 11. Funcion de error de reconstruccion del proceso

Markoviano con la distribucion exponencial para distintas
muestras X 1.

CHQ)

12 T~
ol

08 /
04 /
02 f

u] T
u] 2

43/80 4] g

Figura 12. Promedio de funciéon de error de reconstruccién
extrapolacién del proceso Markoviano con la distribucion
exponencial.

El pardmetro de las curvas es el valor de la muestra X1. Las
curvas tienen las asindotas m (1) ® m, =1 Y §2(t) ® s} =1.
Los resultados de los calculos numéricos de las
caracteristicas de interpolacion del PMR son presentados en
las Fig. 13 — Fig. 18 para distintos intervalos de
discretizacion DT = 8fe, y DT =1/e, . Las particularidades
de estas graficas son las mismas que en el caso de PMR del
proceso de Rayleigh.

4
tle,
Figura 13. Funciones de reconstruccién interpolacion para un
proceso con la distribucién exponencial, para pares de muestras
X1=4 X2=1, X1=0X2=2. DT = 8/e0 .
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Figura 14. Funciones de error de reconstruccion para un proceso
con la distribucién exponencial, parauna DT = g/e0 .
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Figura 15. Promedio de funciones de error de reconstruccion para

un proceso con ladistribucion exponencial, parauna DT =§/e, -
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Figura 16. Funciones de reconstruccion interpolacién para un

proceso con la distribucién exponencial, para pares de muestras
X1=4 X2=1, X1=0 X2=2. DT =1/e, -

7w

T~
04 / \
wl / N

02 /
01

AN
,//:Eiﬂmﬂ \QR

__#7”’/,

a
]

08 1

0z 04 r/go 06

Figura 17. Funciones de error de reconstruccion para un proceso
con la distribucién exponencial, para los pares de muestras X1=4,
X2=1y paraX1=0, X2=2. pT =1fe, -

CHO)
o /
oz5 / \
e/ AN
oos 1/ \

(R=] 1

u} oz 0.4

o6
t/ &,

Figura 18. Promedio de funciones de error de reconstruccion para
un proceso con la distribucién exponencial con DT = ]/eo .

3. CONCLUSIONES

El método de la regla de la esperanza matemética es
aplicado a la descripcion estadistica del PMR de algunos
procesos no Gaussianos. EI PMR de dos procesos continuos
de Markov con las distribuciones de Rayleigh y gamma son
dados. Se mostrado que: i) la funcién de reconstruccion es
una funcién no lineal de la cantidad de muestras; ii) la
funcion de error depende de la cantidad de muestras.

REFERENCIAS
[1] A. Baakrishnan. A note on the sampling principle for
continuous signals. IRE Trans. Inform. Theory, vol. 3, pp.

143-146, junio 1957.

[2] H. Cramer. “Mathematical methods of statistics’.
Princeton University Press, 1946.

[3] V.A.Kazakov. Kinetic coefficients in the direct

equations for non- differentiable processes with aftereffect.
Radiophysics and quantum electrinics, vol. 29, No 11, pp.
1012-1020, November, 1986.

[4] V.A.Kazakov. The Evolution of Moment and Cumulant
Functions in the Generalizad Fokker-Planck-Kolmogorov

equation. lzv. Vuzov-Radiofzika, vol. 30, 1987, No 8, pp.
1042-1045.

[5] R.L. Stratonovich. Topics in the Theory of Random
Noise. New Y ork: Gordon and Breach, 1963.

150



BIBLIOGRAFIA

[1]

[2]

[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[8]
[9]

[10]

[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
[18]

A. Zayed and P.L. Buster. “Lagrange Interpolation and Sampling Theorems’ En F.
Marvasti, Editor. “Nonuniform Sampling: Theory and Practice”, Kluwer Academic
/ Plenum Publishers, New Y ork, p. 924, 2001.

E.T: Whittaker. “On the Functions which are Represented by the Expansion of the
Interpolation Theory”, Proc. Royal Society of Edinburgh, Vol. 35, pp. 181-194,
1915.

V. A. Kote’nikov. “On the Tragnsmission Capacity of the “Ether” and Wire in
Electrocommunications’, 1zd. Red. Upr. Suyazi RKKA, Moscow, 1933.

C. E. Shannon. “A Mathematical Theory of Communication”, Bell System Technical
Journal, Vol. 27, pp. 379-423, 623-656, 1948.

C. E. Shannon. “Communication in Presence of Noise’, Proc. IRE, Vol. 37, pp. 10-
21, 1949.

H. Nyquist. “Certain Topics in Telegraph Transmission Theory”, AIEE Trans., vol.
47, pp. 617-644, 1928.

A. V. Baakrishnan. “A Note on the Sampling Principle for Continuous Signals’,
IRE Trans. on Inf. Theory, Vol. IT-3, pp. 143-146, 1957.

D. A. Linden, N. M. Abramson. “A Generalization of the Sampling Theorem”, Inf.
and Control, Val. 3, pp. 26-31, 1960.

D. P. Petersen and D. Middlenton. “ Sampling and Reconstruction of Wave Number-
Limited Functions in N Dimensiona Euclidean Spaces’, Information and Control,
Vol. 5, pp. 279-323, 1962.

A. J Jari. “The Shannon Samplig Theorem —Its Various Extensions and
Applications: A Tutorial Review”, Proc. IEEE, Vol. 65, No. 11, pp. 1565-1596,
1977.

R. J. Marks Il, Editor, “Advanced Topics on Shannon Sampling and Interpolation
Theory’, Springer-Verlag, New Y ork, 360 p., 1993.

F. Marvasti, Editor. “Nonuniform Sampling: Theory and Practice”, Kluwer
Academis/ Plenum Publishers, New Y ork, p. 924, 2001.

A. |. Zayed. “Advances in Shannon’s Sampling Theory”, Boca Raton: CRC Press,
334 p., 1993.

M. Zakai. “Band-Limited Functions and the Sampling Theorem”, Information and
Control, Val. 8, pp. 143-158, 1965.

W. A. Gardner. “A Sampling Theorem for Nonstationary Random Processes’, IEEE
Trans. on Information theory, Vol. IT-18, pp. 808-809, Nov.1972.

Z. A. Piranashvili. “On the Problem of Interpolation of Stochastic Processes’,
Theory of Probability and its Applications, Vol. 12, pp. 647-657, 1967.

B. D. Shaama and F. C. Metha “A Generalized Sampling Theorem for
Nonstationary Processes’, J. Cybernatics, pp. 87-95, 1974.

J. J. Clark, M. R. Palmer, P. D. Lawrence. “A Transformation Method for the
Reconstruction of Functions from Nonuniformly Spaced Samples’, IEEE Trans. on
Acoustics, Speech, and Signal Processing, Vol. ASSP-33, No. 4, pp. 1151-1165.

151



[19]

[20]
[21]
[22]
[23]
[24]
[25]
[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

Y. Y. Zeevi and E. Shlomot. “Nonuniform Sampling and Antialiasing in Image
Representation”, IEEE Trans. on Sgnal Processing, Vol. 41, No. 3, pp 1223-1236,
Mar. 1993.

R. G. Brown, P. Y. C. Hwang. “Introduction to Random Sgnals and Applied
Kalman Filtering”, 3 Edition, N. Y.: J. Wiley & Sons, 1997.

D. Middlenton. “An Introduction to Statistical Communication Theory”, N. Y.:
|EEE Press. 1996.

L. W. Couch, II. “Digital and Analog Communication Systems”, 5" Edition Prentice
Hall, Englewood Cliffs, N. J., 1997.

W. B. Davenport, J. And W. L. Root. ‘An Introduction to the Theory of Random
Sgnalsand Noise”, McGraw-Hill Book Company, Inc., 1958.

R. L. Stratonovich. Topics in the Theory of Random Noise. New Y ork: Gordon and
Breach, 1963.

V. I. Tikhonov. “Las transformaciones no lineales de los procesos aleatorios’,
Moscu, Radio i Sviaz, 1986.

V. A. Kazakov. “Sampling-Reconstruction Procedure of Some non Gaussian
Stochastic Processes’, 2002.

V. A. Kazakov, S. A. Afrikanov, M. A. Beliaev. Comparison of two algorithms of
the realization restorarions using random numbers of counts Radioelectronics and
Communication Systems. Vol. 37. pp. 43-45. #4. 1994.

V. A. Kazakov, M. A. Beliaev. Reconstruction of realizations of Gaussian
processes from readings of the process and linear transformation of it.
Telecommunications and Radioengineering. Vol. 49. pp. 97-102. #9. 1995.

V. A. Kazakov, M. A. Bediaev. Samplereconstruction procedure of some
nonstationary processes. Radioelectronics and Communication Systems. Vol. 40,
#9, pp. 43-49. 1997.

V. A. Kazakov, M. A. Beliaev. Sampling Reconstruction Procedure for Non-
Sationary Gaussian processes based on Conditional Expectation rule. Sampling
Theory in Signal and Image Processing. VVol. 1, #2, May 2002, pp. 135-153.

V. A. Kazakov. Regeneration of samples of random processes following nonlinear
inertialess convertions. Telecommunication and Radioengineering. Vol. 45. pp. 94-
96. #10, 1988.

V. A. Kazakov, S. Sanchez. Sampling-Reconstruction Procedure of Random
Processes at the Output of Exponential Non-Linear Coverters. Electromagnetic
Waves and Electronic Systems. Vol. 8, #7-8, 2003, pp. 77-80.

V. A. Kazakov, César Hernandez. Procedimiento de muestreo y reconstruccién de
algunos procesos estocasticos Markovianos no Gaussianos. Memorias del 7°.
Congreso Nacional de Ingenieria Mecanicay Eléctrica. SEPI-ESIME, 2003.

152



