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RESUMEN 
 

Esta tesis presenta el estudio de diversas  técnicas de filtrado digital de señales   para 

determinar cuál ofrece la mayor convergencia aplicada en sistemas lineales invariantes en 

el tiempo como, por ejemplo, el método de la parábola, el filtro de Kalman, el método de 

mínimos cuadrados y el de gradiente estocástico, usando en todos ellos a los modelos 

ARMA (1) (“autoregresive moving average”, modelos de primer orden estocásticos y 

descritos de manera recursiva).  

 

Se enfatiza en el análisis de las técnicas de filtrado adaptivo, desarrollando algoritmos que 

permiten identificar y estimar parámetros de manera integrada dentro de un sistema  visto 

como caja negra de tal forma que sea posible conceptualizar su nivel de convergencia y 

mejorar los algoritmos que actualmente se utilizan  en esta importante área que interviene 

tanto en visión artificial, como en sistemas de control complejos en los que se requiere de la 

predicción, descripción y reconstrucción de información.  

 

Los algoritmos presentados aquí se han desarrollado de manera analítica en base a la 

literatura citada y a las herramientas matemáticas necesarias, todos ellos simulados en 

Matlab.  

 

 

 

 

 

 



 
 

ABSTRACT  

 

 

This thesis presents a study of various techniques of digital signal filtering to determine 

which provides greater convergence when applied to time-invariant linear systems such as 

the parabola method, the Kalman filter, the least squares and the stochastic gradient 

method, using in all of them the ARMA (1) models (autoregressive moving average "first-

order stochastic model). 

 

We have made emphasis in the analysis of adaptive filtering techniques to develop 

algorithms that allow us to identify and estimate parameters integrated within a system seen 

as a black box, in such a manner that it becomes possible to conceptualize their level of 

convergence and to improve algorithms that are currently used in this important area that is 

involved in both artificial vision and complex control systems, where information 

prediction, description and reconstruction are required. 

 

The algorithms presented here have been developed in an analytical manner on the basis of 

cited literature and the necessary mathematical tools. All of them were simulated using 

MathLab.  
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GLOSARIO 

 

Convolución: Es un operador matemático que transforma dos funciones f y g en una tercera 
función que en cierto sentido representa la magnitud en la que se superponen, f y una 
versión trasladada e invertida de g. 

Descripción: Es la operación de filtrado construida para conocer las condiciones presentes 
en relación a las áreas del filtrado respecto  a el sistema. 

Estimación: Es el área del filtrado dedicada a la descripción de los parámetros internos de 
del sistema a través de la información que emite como respuesta a un estímulo predefinido.  

Función de transferencia: Es la convolución de  una señal )(tx con los coeficientes 
internos del sistema para obtener la señal de salida )(ty . 

Identificación: Es el área del filtrado dedicada a descripción de los estados internos del 
sistema a través de la información que emite como respuesta a un estímulo predefinido. 

Planta: Dentro del control es el sistema físico a monitorear. 

Predicción: Es la operación de filtrado construida para conocer las condiciones futuras en 
relación a las áreas del filtrado respecto  del sistema. 

Reconstrucción: Es la operación de filtrado construida para conocer las condiciones 
pasadas en relación a las áreas del filtrado respecto  del sistema. 

Respuesta al impulso: La respuesta a impulso o respuesta impulsiva de un sistema es la 
que se presenta en la salida frente a una señal muy breve, o impulso, en la entrada.  

Señal: Es la descripción cuantitativa de un fenómeno físico, cuya información está 
contenida en un patrón de variaciones de acuerdo a un criterio previamente establecido. 

Señal continúa: Una señal continua toma un valor determinado para cada ℜ∈t  

Señal discreta: Una señal es discreta si su dominio son los números enteros y tendrá un 
valor para cada. 

Sistema: Conjunto de partes o elementos organizadas y relacionadas que interactúan entre 
sí para lograr un objetivo. Los sistemas reciben información de entrada, energía o materia 
del ambiente y proveen  información de salida, energía o materia.  
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INTRODUCCIÓN  

 

El Procesamiento Digital de señales se encarga del estudio, análisis y procesamiento de 
señales como audio, voz, imágenes y video. Los dispositivos que realizan esta tarea pueden 
ser de hardware físico, códigos de software especializado, o una  combinación de ambos. 

Cuándo las señales  son transmitidas usando métodos analógicos, una cierta cantidad de 
“ruido” entra dentro de ella.  Esto puede tener diferentes causas: información transmitida 
por radio puede tener una mala recepción, sufrir interferencias de otras fuentes de radio, o 
levantar ruidos de fondo del ambiente.  Pulsos eléctricos que son enviados por cableados 
pueden ser atenuados por la resistencia de los mismos, y dispersados por su capacitancia, y 
variaciones de temperatura pueden acrecentar o disminuir estos efectos.  

       

Filtro Digital  

 

En tales condiciones es necesario el empleo  de filtros digitales ya que minimizan el ruido, 
describen, predicen o reconstruyen señales e información de sistemas, donde el objeto que 
se va a monitorear se le conoce como sistema de referencia. Un filtro digital es un sistema 
visto como  una caja negra  que, dependiendo de las variaciones de las señales de entrada 
en el tiempo y en amplitud, realiza un procesamiento matemático sobre ellas. Los filtros 
pueden ser una entidad de hardware o  software con una función  definida a través de la 
cual sigue a la señal en análisis. 

 

Filtrado Adaptivo  

 

El término filtrado adaptivo  implica que los parámetros que caracterizan al proceso o 
sistema, tales como ancho de banda y frecuencias, cambian con el tiempo; esto es, los 
coeficientes, también llamados pesos de las inferencias o modelos, cambian temporalmente.  

 

 La operación de un algoritmo de filtro adaptivo involucra dos procesos básicos:  

 

o Proceso de filtrado, diseñado para producir una salida de acuerdo a un objetivo 
en específico, en respuesta a una secuencia de información de entrada.    

o Proceso adaptivo, cuyo propósito es proveer un mecanismo de control que 
permita realizar los ajustes necesarios a la entrada o dentro del filtro para su sana 
operación, respecto de los cambios que sufre el sistema con su interacción en el 
medio ambiente en donde ella se encuentre interactuando. 
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La estructura de un filtro adaptivo se muestra en la figura 1, donde  su entrada][nx ,  es 
alterada por el error de identificación ][ne , la cual es el resultado de la diferencia de una 
señal deseada ][nd  y  la señal de salida ][ny . El criterio que se elige para que el filtro se 
adapte a una condición de evolución de la señal del sistema es elegido dentro de un grupo 
de condiciones permisibles. El filtro adaptivo depende para  su operación de un algoritmo 
adaptivo. 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El algoritmo es el procedimiento empleado  para ajustar los coeficientes del filtro y así 
minimizar  el error entre la señal deseada y la señal de salida, comenzando desde un 
conjunto de condiciones iníciales donde el conocimiento de las características relevantes de 
la señal no es indispensable, ya que después de sucesivas iteraciones el algoritmo converge 
a la solución optima del filtro de Wiener.  En un ambiente estacionario, el algoritmo ofrece 
el rastrear variaciones de tiempo acotadas en sus primeros cuatro momentos de 
probabilidad de la información de entrada a condición de que las variaciones entre ellos 
sean lo suficientemente lentas. 

 Actualmente se desarrollan y mejoran los algoritmos de filtrado adaptivo con dos procesos  
de forma separada como son:  

• Estimación: Es el área del filtrado dedicada a la descripción de los parámetros1 
internos del sistema a través de la información que él emite como respuesta a un 
estímulo predefinido.  

• Identificación: Es el área del filtrado dedicada a descripción de los estados2  
internos del sistema través de la información que él emite como respuesta a un 
estímulo predefinido. 

                                                 
1 Es la ganancia que  permite incrementar positiva o negativamente los valores de las variables independientes que componen la 
operación del sistema 

2 Comúnmente se conoce como aquella variable independiente que hace que el sistema  pueda pasar  de una condición a otra en un 

tiempo específico. 

 
Figura 1. Esquema de un filtro adaptivo  
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Técnicas de Filtrado  

 
Los algoritmos más utilizados dentro del procesamiento de señales a lo largo de los últimos 
30 años son: 
 

Mínimos cuadrados: el método de mínimos cuadrados consiste en ajustar una recta a 
valores dispersos, se calculará la recta que pasa por la media de todas las observaciones 
representadas por un conjunto de valores. El método de mínimos cuadrados permite obtener 
una descripción en promedio respecto con el comportamiento de un sistema, tal que en el 
caso específico de la estimación de los parámetros del controlador considerado para un 
sistema dado, requiere que tenga un grado de convergencia respecto de la señal de 
referencia dada, y que en un sentido de probabilidad sea adecuado. [1] 

El filtro de Kalman: es un algoritmo  utilizado para poder identificar el estado oculto (no 
medible) de un sistema dinámico lineal, cuando el sistema está sometido a ruido blanco. Es 
una herramienta de software que analiza  sistemas con parámetros variantes en el tiempo 
representado por modelos ARMA [2]. 

Gradiente estocástico: es un algoritmo que estima parámetros basado en información 
estadística que de manera óptima converge al filtro de Wiener [3].  

Hasta ahora, en la teoría del filtrado, el proceso de identificación requiere conocer la matriz 
de transición para poder identificar el estado interno del sistema, lo que ha llevado a 
presuponer conocida dicha matriz. Pero ¿Cómo es posible conocer la matriz de transición si 
no se conoce a la matriz de parámetros?  

El problema de presuponer conocida la matriz de transición radica en no poder predecir 
adecuadamente la dinámica del estado interno del sistema, debido a que la  matriz de 
transición  se encuentra descrita  por el exponencial de los parámetros internos del sistema 
los cuales se desconocen. 

 

Planteamiento del Problema 

 

¿Es posible describir la dinámica interna de un sistema visto como caja negra,  si los 
principales métodos de identificación requieren de los parámetros que están dentro de ella?  

¿Por qué presuponer conocida la matriz de transición si no son conocidos los parámetros 
internos de la caja negra?  

Se utiliza en la identificación de estados internos de un sistema tipo caja negra a un filtro 
adaptivo que minimiza el error de convergencia por medio de un funcional de ganancias. Se 
considera que está disponible la matriz de transición del sistema ¿Cómo contar con esta 
matriz si de igual forma que los estados a identificar, son desconocidos al estar dentro de la 
caja negra? Lo que comúnmente se hacer es considerar un matriz de transición invariante 
en el tiempo y que cumpla las condiciones de estabilidad de sistemas estacionarios; es 
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decir, para identificar los estados internos del sistema se conocen las ganancias internas que 
los afectan, así como sus entradas y salidas. Un ejemplo de este caso, es el filtro de Kalman  
el cual ajusta  sus ganancias en cada iteración, considerando conocida la matriz de 
transición, y establecida como un valor fijo.  

 

Hipótesis 

 

Es posible integrar en un algoritmo al estimador dentro del identificador para realizar la 
descripción de los estados internos del sistema de referencia tipo caja negra. 

 

Justificación 

 

Las técnicas de filtrado digital en los últimos  treinta años a partir de los avances en la 
industria de la electrónica, han considerado el uso de herramientas recursivas tales como: 
mínimos cuadrados, factor de olvido, gradiente estocástico, variable instrumental, entre 
otros. Desarrollados en sus  principios para el seguimiento de trayectorias de diversos 
móviles así como de señales en sistemas de información; actualmente estas técnicas son 
aplicadas en  economía, medicina, aeronáutica, navegación [30]; y en general de acuerdo al 
proceso que estén realizando se clasifican en: 

1. Filtros estimadores  
2. Filtros identificadores  

 
En base a lo analizado en el estado del arte  podemos decir que actualmente en el área de 
filtrado adaptivo todos los algoritmos [1-27] desarrollados por diferentes técnicas, 
persiguen el mismo objetivo: tener la máxima convergencia a una referencia, minimizando  
el error cuadrático medio e2(k),  pero en ningún caso se menciona que para realizar la  
identificación es necesario conocer la matriz de parámetros y de esta manera poder conocer 
la matriz de transición3,  ya que en  cada algoritmo se presupone conocida la matriz de 
transición. 

 

Limites y Alcances. 

 

Este trabajo se enfoca a:  

•  Modelos basados en  sistemas vistos como caja negra donde solo se conocen su 
entrada y salida 

• Sistemas lineales invariantes en el tiempo  
• La construcción de los filtros estimadores a través del gradiente estocástico y 

esperanza matemática  
                                                 
3 Es la matriz que define la transición de los estados desde un instante t0 hasta un 
instante t 
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• La integración del filtro identificador en base a la estructura del filtro de Kalman 
con los métodos  de estimación de mínimos cuadrados o gradiente estocástico. 

• El proceso de adaptación es generado por el funcional del error,  el proceso de 
innovación y el estimador  

• El desarrollo de los algoritmos de estimación de primer y segundo orden, para el 
caso mono y multivariable. 

• La simulación de los algoritmos de filtrado integrado usando Matlab 7.0  
• El algoritmo no se implantara en sistemas reales  
• La validación de  los resultados es través del funcional del error, descrito por el 

segundo momento de probabilidad 
 

  Discusión  
 

La problemática a resolver en este trabajo, es no presuponer conocida la matriz de 
transición  dentro de la identificación sino describirla por algún método que afecte al filtro 
digital de una manera adaptable.   

 
¿Cómo lograr que un filtro tenga la máxima adaptabilidad considerando la descripción de la 
matriz de transición que afecte a la  identificación en un solo proceso? 

 
Considerando que la estimación se encarga de describir los parámetros internos de un 
sistema tipo caja negra a través de sus señales de salida y que la matriz de transición está en 
función de la matriz de parámetros ¿es posible considerar a la matriz de parámetros 
estimada dentro de la matriz de transición en vez de la matriz de parámetros real?   Esto 
sería posible siempre y cuando se tuviera que la matriz  de parámetros estimada convergiera 
a la matriz de parámetros reales, condición que se verificaría a través de la convergencia a 
una región predefinida del funcional del error, funcional que es generado por la diferencia 
entre el estado observable real y el modelo propuesto en donde se incluye a la estimación. 

Si esto es posible entonces el filtro de estimación quedaría dentro del filtro de 
identificación,  pero ahora ¿cuál es el error que el estimador usaría para garantizar que su 
funcional del error llega a la convergencia deseada? Sería el error generado por la 
diferencia entre la respuesta del identificador y la señal de referencia. Entonces ¿la 
respuesta del identificador afectaría al estimador?  Si, generando así un filtro integrado y 
adaptivo. 

  

Objetivo General 

  

El objetivo de esta investigación es desarrollar un algoritmo de filtrado integrado del tipo 
adaptivo formado por un  estimador e identificador.  
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Objetivos Específicos: 

 

• Construir un estimador de parámetros usando al gradiente estocástico para un 
sistema con modelo de referencia de primer orden expresado en forma recursiva. 

• Construir un estimador de parámetros para un sistema de primer orden usando el 
segundo momento de probabilidad, expresado en diferencias finitas. 

• Construir un estimador de parámetros para un sistema de orden superior expresado 
en diferencias finitas, usando el concepto de la parábola y el segundo momento de 
probabilidad. 

• Construir el filtro integrado del tipo adaptivo por un estimador y un identificador. 
• Medir el nivel de convergencia del filtro integrado con diferentes algoritmos de 

estimación adaptados al  identificador. 
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         CAPITULO 1  

ESTADO DEL ARTE 
 

                                                                           
Las técnicas de procesamiento de señales para el tratamiento de información proveniente de 
un sistema en evolución se remontan al siglo XIX, con el trabajo de Gauss para la 
predicción de orbitales con la primera formulación del método de mínimos cuadrados. 
Desde entonces las técnicas de descripción de trayectorias se han seguido desarrollando 
para eliminar los errores de medida de las variables del sistema o proceso en consideración, 
para llegar a conocer su evolución modelando su dinámica, establecer consideraciones 
probabilísticas de las observaciones procedentes del mismo y poder de esta forma llegar a 
la mejor estimación posible de las variables que determinan dicha evolución.     
 

         1.1   Algoritmos de Estimación de Parámetros 

 

El método de mínimos cuadrados es uno de los pilares para el desarrollo del control 
adaptativo, ya que a través de su uso se realiza el ajuste de las ganancias del controlador del 
sistema, de acuerdo a un objetivo o modelo de referencia. Este mecanismo de descripción 
de las ganancias es llamado estimación de las ganancias del Sistemas. Lo que se intenta con 
el método es automatizar la obtención de las ganancias del subsistema controlador para 
realizar una retroalimentación lo más acorde posible al comportamiento real del sistema en 
un ambiente dado cambiante en el tiempo. Se requiere abordar la siguiente realidad de la 
interacción entre sistemas; es decir, los ruidos que perturban su interacción (emisor - 
receptor); de forma tal que la estimación requiere considerar estas condiciones para que el 
controlador de una respuesta adecuada tanto en tiempo como en forma.  
El método de mínimos cuadrados permite obtener una descripción en promedio respecto del 
comportamiento de un sistema tal que en el caso específico de la estimación respecto de los 
coeficientes del controlador considerado para un sistema dado, requiera que tenga un grado 
de convergencia respecto con la referencia dada, y que en un sentido de probabilidad sea 
adecuado. Una propiedad importante es que al ser construido con el segundo momento de 
probabilidad, se puede expresar de forma recursiva cada uno de sus elementos con tan solo 
un elemento de retardo, permitiendo requerir menos recursos tanto de software como de 
hardware.  

Desde la década de los sesentas el método de mínimos cuadrados ha sido utilizado en 
sistemas para eventos discretos, ya que permite la descripción del sistema en diferencias 
finitas al considerar un   retardo de la señal emanada del sistema. 
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En [4] se presenta una técnica para disminuir la carga computacional requerida para el uso 
del método de la variable instrumental de forma recursiva. Cabe mencionar que este 
método de estimación es muy robusto, con un alto grado de convergencia, pero requiere de 
un gran número de iteraciones, requiriendo estar sobredimensionado en su diseño 
describiendo que el gradiente estocástico da una respuesta algorítmica similar a la de la 
variable instrumental pero con menos recursos de cómputo, como se describe por medio de 
simulaciones. 

Tal es el caso presentado en [5],  donde se muestra el desarrollo de un algoritmo para filtros 
digitales de respuesta finita al impulso (FIR, Finite Impulse Response) mediante la 
aproximación de mínimos cuadrados. Este método permite múltiples pasos, bandas 
suprimidas y bandas de transición arbitraria, todos con control explícito de los borde de 
banda, y es tan simple como usar el método de ventanas. Este método de diseño acumula 
una respuesta de frecuencia multibanda óptima mediante la adición y sustracción secuencial 
de filtros pasabajos óptimos con bandas de transición. Sin embargo, este método pondera 
con el error.       

En [6] se presenta el análisis de una variante del algoritmo de mínimos cuadrados para 
reducir la complejidad de diseño para su implementación en filtros adaptativos digitales. 
Dicha variante consiste en cambiar la codificación del error en el algoritmo, ya que el error 
es un valor de tipo entero. Los resultados obtenidos en las pruebas realizadas en 
aplicaciones de filtros adaptativos tales como el predictor lineal e identificador de sistema, 
demuestran que la velocidad de convergencia aumenta. Esto permite que el algoritmo 
propuesto pueda ser aplicado en filtros adaptativos donde se requiere una velocidad de 
convergencia alta. Además, la modificación propuesta es compatible con los filtros 
adaptativos existentes debido a que la codificación del error se puede realizar por separado.   
 
De acuerdo con [7], dentro del filtrado adaptativo, frecuentemente son propuestas nuevas 
estructuras y nuevos algoritmos que buscan acelerar la convergencia y/o reducen 
drásticamente la complejidad computacional, especialmente en aplicaciones que requieren 
el uso de un gran número de coeficientes de adaptación. En este sentido las estructuras de 
filtrado adaptativo en subbandas han crecido por la posibilidad de hacer el filtrado y la 
adaptación a una menor frecuencia de muestreo de la señal de entrada. Recientemente se 
han propuesto nuevas estructuras de adaptación subbanda capaces de modelar con precisión 
cualquier sistema de respuesta de impulsos finitos. Las propiedades de estas dos estructuras 
son investigadas: Mientras la primera consiste en un análisis de los datos y los filtros sin 
haber cambio en la tasa de muestreo de las señales, en la segunda las señales de salida se 
analizan a  partir de la  base de datos con  sub-muestras. Se proponen  procedimientos de 
optimización a fin de seleccionar los coeficientes de los bancos de filtros como resultado 
una reducción del error cuadrado medio. 
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En [8] se presenta un nuevo proceso de aplicación de filtros recursivos de IIR (respuesta al 
impulso infinito) condensador de conmutación programable. El uso de la estructura con el 
número de ceros mayor que el número de polos asegura una baja sensibilidad en la banda 
de paso mejor que los filtros elíptica que cumplan las mismas especificaciones. El uso de la 
conversión analógico / digital (CAD) permite la programación del filtro mediante el control 
de los condensadores de carga eliminando la necesidad de baterías. 
 
En [9] se presenta un método para la estimación de la frecuencia  
en el sistema eléctrico mediante un filtro adaptativo basado en el método de mínimos 
cuadrados. En el análisis del sistema eléctrico se presentó un  algoritmo de filtrado 
adaptativo. La simulación fue realizada en el software ATP (Alternative Transients 
Program). Esta utilización ha tenido como objetivo generar datos para las situaciones más 
graves y diferentes para la verificación y el análisis de la metodología propuesta. Los 
resultados fueron a las de un relé de comerciales para la validación, que muestra  las 
ventajas del nuevo método. 

 
De acuerdo con  [10] se describe un algoritmo para calcular los parámetros de diseño de 
filtros digitales FIR interpolados (IFIR) con una complejidad baja (número pequeños de 
productos por muestra de salida). La función de interpolación se lleva a cabo mediante un 
filtro de suma en línea recursivo (RRS) moldeado, en donde la técnica de moldeo se aplica 
para mejorar las características en el dominio de frecuencia del filtro RRS. Dadas las 
especificaciones deseadas  el filtro y un polinomio de moldeo, el algoritmo propuesto 
calcula el máximo factor de interpolación del filtro IFIR y además el número mínimo de 
etapas en cascada del filtro RRS de manera que la estructura completa satisfaga las 
especificaciones con la mínima complejidad.  

 

En [11]  se propone un algoritmo de filtrado adaptativo novel. El algoritmo explota la 
información dada por la densidad espectral de potencia de los ruido extraídos del 
periodograma y del error de filtrado. El objetivo es tratar de igualar las propiedades 
espectrales de los errores de filtrado con las propiedades espectrales de la medición del 
ruido. Los resultados de las simulaciones muestran que el algoritmo tiene excelentes 
propiedades de convergencia, con un número reducido de cambios. Esto podría ser 
explotado para obtener una menor carga computacional.  
 

En [12] se presentan algunas aplicaciones del modelo autoregresivo y del algoritmo de 
Prony dentro del área de procesamiento digital de señales. Primeramente se presenta una 
descripción y un análisis de las estructuras de los modelos ARMA (p, q), AR (p) y MA (q) 
[13], se establecen las relaciones básicas entre las autocorrelaciones y los parámetros del 
modelo y se exponen algunos métodos para la obtención de los parámetros autoregresivos. 
Se presenta un análisis del algoritmo Prony en su concepto original así como el algoritmo 
de Prony por mínimos cuadrados para el caso amortiguado y no amortiguado. Después de 
exponer la teoría correspondiente  al modelo autoregresivo y el algoritmo Prony, se 
presentan aplicaciones a: (1) identificación de sistemas invariantes en el tiempo, (2) 
interpolación estadística, (3) filtrado digital de alta resolución, (4) predicción temporal de 
muestras y (5) modelado de series temporales.     



   FILTRADO DIGITAL ADAPTIVO INTEGRADO           ESTADO DEL 
ARTE  

 

10 
 

En [14] se utiliza la herramienta estadística de  Cramer-Rao Bound  (CRB) ya que  a través 
de ella es posible expresar el  límite inferior de la varianza  para estimadores con 
parámetros deterministas así como la probabilidad de Gauss para estimar el máximo ruido 
de la señal muestreada. Se muestra que para ciertos valores del número de onda 
(frecuencia) las estimaciones en la señal son sensibles, mientras que para otros valores del 
número de onda de las estimaciones son insensibles. También está demostrado que para 
ciertos casos especiales es posible mejorar la estimación de la frecuencia estándar (hasta 3,6 
dB), reflejando algunos de los ruidos (libre) la energía de la señal en una onda de 
propagación hacia atrás y la aplicación del estimador de máxima verosimilitud ( MLE) de 
la señal medida nueva.  

 

En [15] se considera que el diseño óptimo de un filtro de respuesta al impulso finito (FIR) 
con coeficientes, expresado en sumas de señal de dos potencias (SPT, signal powers-of 
two), ocurre cuando el pico de onda normalizado (NPR) es tomado como la medida del 
rendimiento. Este problema se formula como una mezcla de problemas de programación 
entera. Sobre la base de una transformación entre dos espacios diferentes integrales de la 
computación óptima escalando factores de coeficientes dados, esta programación integral 
necesita de un algoritmo eficiente, basado en una función  discreta desarrollada para 
resolver este problema. 

 

 

         1.2   Algoritmos de Identificación a través del Filtro de Kalman 

 

El  filtro de Kalman apareció a principios de la década de los sesenta; su impacto en el 
procesamiento de señales  es comparable  a los trabajos realizados por Nyquist [16] y Bode, 
en la década de los veinte, y a los de Wiener [17] en los años treinta. El filtro de Wiener 
está limitado a sistemas lineales, monovariables, y estacionarios, mientras que el filtro de 
Kalman posibilita la estimación de sistemas multivariables y no estacionarios. Además, 
aunque el filtro de Wiener puede ser discretizado, con la introducción de errores que ello 
comporta, el filtro de Kalman fue desarrollado directamente para sistemas muestreados, lo 
que permite de forma natural su implementación. Posteriormente el filtro de Kalman se 
amplió a sistemas continuos. 

 

En [18] se pretende aportar una forma generaliza del filtro de Kalman a la estimación de 
modelos dinámicos lineales. El filtro de Kalman es un algoritmo recursivo que estima el 
estado no observable de un sistema dinámico dado con un conjunto de observaciones que 
proporcionan información a cerca de dicho instante en cada instante. 

En [19] se comenta que el uso de técnicas estadísticas que adapten las salidas de los 
sistemas lineales para el que se predicen coeficientes permite crear sistemas de control 
adaptivos, permitiendo además corregir los errores sistemáticos inherentes en los sistemas. 
El filtro de Kalman  permite una revisión rápida de ecuaciones y coeficientes a los 
constantes cambios del sistema.  
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Kalman se basa en el análisis de las diferencias entre las observaciones registradas en un 
instante y los parámetros del sistema en un punto de grid de sus proximidades, con el 
propósito de hacer un pronóstico de sus discrepancias, y así corregir el valor previsto por el 
sistema para que se ajuste más a las características deseadas.   

 

En [20]  se presenta una aportación generalizada del filtro de Kalman a la estimación de 
modelos dinámicos con expectativas racionales formadas en el presente de variables 
endógenas futuras. Se muestran dos aplicaciones de este procedimiento en modelos 
estocásticos de crecimiento bajo el supuesto de expectativas racionales. En particular se 
presenta una metodología para calibrar parámetros de estos modelos que resultan difíciles 
de estimar  debido a la ausencia de datos reales. El procedimiento que se presenta tiene la 
ventaja de la sencillez de su funcionamiento. Por otro lado, se utiliza el procedimiento de 
calibración para dar una medida objetiva de discriminación entre modelos, que permita 
resolver el problema de identificación de modelos observables.        

 
En [21]  el uso de las redes neuronales en la identificación de sistemas ha sido utilizado y 
estudiado extensivamente, estableciendo la red neuronal retroalimentada como un modelo 
de función de transferencia y una red retroalimentada como un modelo en espacio de 
estados, esta ultima posee la desventaja de que en la mayoría de los casos no converge a los 
valores deseados, por lo que propone utilizar una red retroalimentada acoplada a un filtro 
de Kalman para la predicción y posterior identificación de un modelo lineal en espacio de 
estado, la propuesta es evaluada sobre un motor DC real.  

 
En [22], se analizan filtros con  características de fase lineal, considerándolos una  clase de 
filtros FIR. Por otra parte, los filtros FIR simétricos permiten una aplicación eficaz. Aquí se  
extiende la definición clásica de la simetría en el sentido de Hermit a una simetría más 
general que también es aplicable a los filtros complejos. Esta simetría permite un 
tratamiento unificado de filtros pares e impares de longitud. Con este tipo de filtros se logra 
una reducción y los ahorros logrados en los costes de la aritmética. Los filtros simétricos  
con coeficientes de precisión finita, puede tener menores costos de la aritmética que el filtro 
hermítica-simétrica de la que se deriva.  
 

En [23] se utiliza el filtro de Kalman para la autolocalización, que es el proceso mediante el 
cual un robot estima su posición respecto con un sistema de coordenadas fijo, es una de las 
capacidades básicas que debe poseer un robot móvil. Para auto-localizarse, un robot debe 
buscar referencias externas usando medios tales como sensores de ultrasonido, sensores 
laser  cámaras de video, etc. Esta investigación se enfoca el problema de la auto-
localización de robots móviles usando sensores de ultrasonido, sonares y el filtro de 
Kalman para fusionar los datos odométricos con los datos del sonar. Los ensayos realizados 
en un entorno de oficinas mostraron que el sistema de localización propuesto reduce 
significativamente la incertidumbre en la estimación de la posición del robot. Los errores 
totales obtenidos estuvieron por debajo de los 5 cm en cuanto a la estimación de las 
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coordenadas (xy) del centro del robot, mientras que el error en la estimación de la 
orientación angular del mismo estuvo por debajo de 1 grado.     

 
 
 En [24] la asimilación de datos es el proceso permanente de alimentar un modelo de 
predicción parcialmente desconocido con información disponible proveniente de 
observaciones con el objeto de corregir y mejorar los resultados modelados. Una de las 
herramientas matemáticas más significativas para realizar una asimilación es el filtro de 
Kalman. El filtro de Kalman es esencialmente un conjunto de ecuaciones de tipo predictor-
corrector que es óptimo en el sentido que minimiza la traza de la matriz de covarianza de 
los errores. Existen diferentes versiones del filtro de Kalman que dependen del tipo de 
aplicación y la complejidad. Las versiones más comunes son: Extended Kalman Filter 
(EKF), Ensemble Kalman Filter (EnKF) y sus versiones de rango reducido. Estas últimas 
versiones cuentan con simplificaciones sobre el tamaño de las matrices que se utilizan para 
problemas de gran escala ( 10^6). Estos filtros ya han sido aplicados a diferentes modelos, 
y en cada uno de los casos se ha notado que la mayor dificultad no proviene del algoritmo 
sino del código del modelo original, que debe tener cierta estructura para que el filtro pueda 
ser implementado. Esto ha provocado que los algoritmos de filtrado dependan 
estrechamente del modelo donde son aplicados, sin contar que también la versión del filtro 
depende de las variables que se pretende asimilar. En este trabajo se presentan filtros de 
Kalman adaptados a problemas de gran escala. Se desarrollan ejemplos de uso, problemas 
test, y comparaciones. 
 
En [25] se plantea que la identificación de sistemas es una cuestión que presenta gran 
interés en los campos de la ingeniería y la econometría. Podemos definir la identificación 
de sistemas como el “arte” de encontrar modelos matemáticos simples capaces de 
representar un sistema a partir de observaciones ruidosas del mismo. Si el modelo no es 
identificable, para cualquier conjunto de observaciones dado existen múltiples 
combinaciones de valores de los parámetros igualmente compatibles con los datos. Muchos 
problemas del mundo real son abordados y conceptualizados como un “sistema” que ante 
unos determinados estímulos exteriores produce unas determinadas salidas en el tiempo. De 
este modo, la identificación de sistemas se convierte en una herramienta metodológica de la 
ciencia moderna, además de constituir una disciplina por sí misma. Si el valor de las salidas 
depende no sólo del valor actual de los estímulos, sino también de valores anteriores, se 
dice que el sistema es dinámico. A menudo, las salidas de sistemas dinámicos cuyos 
estímulos no son controlados, y posiblemente no son observados, se denominan series 
temporales. La cotización de una acción en bolsa, el nivel del agua cada día en un embalse 
o la longitud de las piezas cortadas por una máquina son ejemplos de series temporales.  
 
La clase más importante de modelos dinámicos son los modelos lineales, tanto en la 
práctica como en la teoría. A menudo, estos modelos lineales permiten aproximaciones 
suficientemente precisas incluso cuando los procesos subyacentes no son lineales, 
utilizando transformaciones apropiadas de las variables en un rango de funcionamiento. La 
forma clásica de abordar el problema de identificación del sistema en este contexto es 
encontrar un filtro lineal tal que, al ser excitado por una entrada tipo ruido blanco, 
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proporcione una salida con las mismas características estadísticas que las de la serie 
observada.  
 
La identificación de sistemas se ha desarrollado principalmente para procesos estacionarios, 
cuyas propiedades estadísticas son constantes en el tiempo. En un proceso estacionario, los 
efectos de un estímulo o perturbación transitoria (puntual) en la entrada del sistema sobre el 
nivel de salida del mismo se van reduciendo en el tiempo hasta desaparecer. Sin embargo, 
existen muchos procesos que pueden modelarse mejor mediante procesos no estacionarios, 
dado que las perturbaciones parecen tener efectos permanentes sobre el nivel de la serie. 
 

En [26] se presenta un procedimiento para hacer robusto el algoritmo recursivo de Plackett-
Kalman para el modelo lineal, incorporándole medidas diagnósticas que indiquen la 
influencia potencial y real de cada nueva observación en los parámetros del modelo. Se 
describe cómo calcular recursivamente el estadístico D2 de Cook, la distancia de 
Mahalanobis de cada nueva observación al centro de gravedad de las ya incluidas, y un 
contraste, basado en los residuos recursivos, de que la nueva observación es atípica. Se 
demuestra la simplicidad del cálculo secuencial de estas medidas y su fácil integración 
dentro del algoritmo recursivo del modelo de regresión lineal. 

En [27]  las señales de ruido pueden afectar en forma muy negativa a los sistemas de 
control automático. La aplicación de los filtros de Kalman  en estos casos constituye una 
alternativa capaz de producir notables mejoras en su desempeño. Se desarrolla un ejemplo 
de aplicación del filtro de Kalman.  La perturbación a la que está sujeto un sistema de 
control automático provoca que su salida se aleje del comportamiento ideal. Por ello, un 
buen diseño debe contemplar medidas que le permitan mantener un desempeño 
satisfactorio, incluso en la presencia de este tipo de señales, las cuales pueden considerarse 
de naturaleza determinística o aleatoria. El filtro de Kalman realiza un aporte monumental a 
la solución del problema de diseños de filtros óptimos, utilizando la técnica de espacio de 
estados.     
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CAPITULO 2 
RESULTADOS 

 
                                                                          
A continuación se  muestra  cómo fue posible lograr la integración del estimador e 
identificador en un solo proceso como algoritmo de adaptación para filtros digitales, 
logrando así cumplir con el objetivo de esta investigación. 

 

         2.1   Metodología  

 

Para logar  el desarrollo del algoritmo de filtrado adaptivo integrado fue necesario: 

 

• Realizar el estudio del estado del arte sobre las técnicas de filtrado tradicional, la 
construcción de sus algoritmos y su problemática de convergencia. 

• Seleccionar un algoritmo de adaptación.  

• Observar el grado de influencia de los ruidos en los parámetros 

• Observar el grado de correlación entre los estados que guardan los parámetros 

• Modificar el algoritmo considerando la estimación e identificación y  minimizar el 
error de convergencia, de acuerdo con un criterio previamente establecido. 

• Proponer el diseño y construcción del algoritmo integrado. 

 

Cabe mencionar que en este trabajo solo se realizará la simulación de cada algoritmo en el 
programa MatLab 7.0, lo cual nos sirve para validar los resultados obtenidos. 

 

         2.2   Integración del Estimador e Identificador Recursivo 

 

En primera instancia se  desarrolló la integración del estimador e identificador usando un 
modelo  de referencia de primer orden estocástico, invariante en el tiempo, descrito en 
diferencias finitas, en base  al cual se construyeron ambas estructuras complementarias. A 
través del proceso de filtrado de manera complementaria se logran identificar los estados 
internos de ese modelo de referencia.   
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Se realizó la estimación de parámetros, conociendo tan solo la entrada y la salida del 
sistema de referencia y  utilizando el método del gradiente estocástico se obtuvo el valor 
óptimo del parámetro del modelo propuesto. Este resultado se utilizó en el modelo de 
referencia para minimizar el funcional del error y así proceder a la identificación de la 
dinámica  interna.  

En el caso presente el modelo de referencia es comparado con la señal del identificador, 
para  encontrar el funcional del error construido en base al segundo momento de 
probabilidad, que permite corregir al estimador y al propio identificador de manera 
dinámica, logrando que la interacción lleve al filtro a una región de  convergencia y así 
llegar al valor de identificación deseado, sin poner por delante la intuición en la descripción 
de la matriz de transición.  
 
La simbiosis entre estimador e identificador relacionados por el funcional del error, permite 
contar con un filtro digital dinámico e integrado, el cual es descrito a través de este trabajo 
para un sistema monovariable y estacionario, de acuerdo al siguiente orden: el estimador es 
del tipo gradiente estocástico teniendo acceso a la salida del sistema, el identificador es 
descrito por el filtro de Kalman, el funcional del error se expresa de manera recursiva y 
afecta a ambos filtros.  Se presenta la simulación como un ejemplo ilustrativo, que a través 
de un modelo de referencia se logran observar las fronteras entre la estimación y la 
identificación, así como su interacción dinámica. 
 
El filtro identificador es una estructura utilizada para predecir, describir o reconstruir el 
estado  interno del sistema de referencia, considerando que su respuesta es estable (en el 
sentido más simple: entradas acotadas, salidas acotadas) a la excitación con ruido acotado. 
Se requiere el uso de simbología estándar (como puede verse en la tabla 1) estándar para 
describir por diagramas a bloques de sistemas discretos, las operaciones a realizarse, tanto 
por el sistema de referencia como por el filtro integrado. 
 
 
 

Tabla 1. Símbolos usados en los diagramas a 
bloques. 

 
Señales de entrada o salida del 
sistema 

        
Retardo de la señal considerada y 
descrita como:  Xk-1:=Xkz

-1  

 
Sumador  algebraico de señales 

    
Multiplicador algebraico de señales 
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A continuación se describe el sistema de referencia para el caso multivariable, por el 
proceso ARMA (1) de forma recursiva: =− −

+
1kk yCACy  11 −

+
− −+ kkkk DwCACDwCB ν , 

como puede verse en la figura 2. 
 

 

Figura 2.   Representación del sistema de referencia  

 
 

Considerando que  el sistema es de primero orden y está dentro del espacio de estado, se 
tiene:  

kkkkk vBxAx +=+1
;  cuya salida es descrita como  

kkkk DwxCy += , considerando las 

perturbaciones  { }0),( ≥kkw  [28], por lo cual se considera  un proceso estocástico discreto. 
Representado de forma simbólica como{ }.,...2,1,0, 210 === === iiik kkkw

i
 Tal que para cualquier 

conjunto arbitrario de puntos { }ik  se tiene la distribución asociada a la variable aleatoria ,
ik

w   

con  ,...,2,1,0=i hasta n correspondiente a la variación normal; el proceso se considera 
Gaussiano, si para cualquier conjunto finito de puntos 00 ==ik , 11 ==ik ,

 ,...22 ==ik nk ni ==
 y sus 

variables aleatorias correspondientes 
ikw  son mutuamente excluyentes entonces 

kw , es 

llamada una variable aleatoria, la cual tiene una distribución normal para todo  
ik ; 

llamándose a este  proceso, estocástico Gaussiano expresado como ).,( 2 ∞<=
kk wwkN σµ  

De 

igual forma para { }0, ≥kvk
 es un proceso estocástico Gaussiano ),( 2 ∞<= wvkN σµ . 
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En el diagrama de la figura 3 se observa el espacio de estados del sistema de referencia 
ARMA (1), donde es posible apreciar las entradas y perturbaciones que lo afectan [29]. 

 

 

Figura 3. Diagrama de estados del sistema de referencia. 

 

En la figura 3 se muestra la evolución de la señal dentro de un sistema visto como caja 
negra  incluyendo las perturbaciones que lo alteran, tanto interna  vk,  como externa wk. De 
igual forma  se observa que el parámetro A  se encuentra dentro del sistema.  Por lo que es 
necesario conocer dicho parámetro para poder describir la dinámica interna.    
. 
 

En la figura 3 y de acuerdo con la tabla 1, se muestra el modelo propuesto en este trabajo, 
en donde la salida del sistema de referencia y el sistema aproximado, se utilizan para 
conocer la ganancia K requerida por el filtro identificador y así describir el estado interno lo 
cual queda demostrado en los teoremas 1,2 y 3 del anexo A. 
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            Figura 4. Diagrama de estados del sistema de referencia 

 
Como puede observarse en la figura 4,  el filtro de identificación, requiere conocida o 
estimada la matriz de parámetros internos del sistema. 
 

A continuación se describe como se integran la estimación y la identificación implementada 
en el filtro. 
 

         2.2.1   Etapa 1: Estimación de parámetros por el gradiente estocástico  

 

 Se consideró  un sistema descrito por el modelo estocástico de primer orden expresado en 
diferencias finitas como: 

kkkkk vBxAx +=+1
; kkkk wxCy += . (1.1) 

Con un tiempo de evolución acotado ∞<kτ  (por cada intervalo)4, que cumple con la 

condición de Nyquist [16]
k

fk max2
1=τ 5

.
 Acotado por 

+ℜ∈∞<= wwww kkN ),,( 2σµ ,

+ℜ∈∞<= vwvv kkN ),,( 2σµ , Cumpliendo con  
[ ] kn

kkk yxx ,1
1,, ×

++ ℜ ; así como con los parámetros

[ ] knn
kkk CBA ,,, ×

+ℜ∈ .   

                                                 
4 Donde su índice de evolución k, nos indica que de acuerdo con Nyquist  el intervalo de tiempo en el que  el sistema pasa de un estado a 
otro, 
5 

k
f
max

 es la frecuencia representativa del sistema a considerarse y está  acotada ∞<
k

f
max
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Cuya respuesta se aproxima al comportamiento de un sistema ARMA (1).  Fue posible 
encontrar su estimador descrito a través de la esperanza matemática  utilizando la técnica 
del gradiente estocástico. 

 

 

{ } { }( ) 1

111 ˆˆ
~̂ −

−−−= T
kk

T
kkk yyEyyEA  (1.2) 

 
Considerando al funcional del error de manera recursiva de: 
 

))1(( 1
1

−−+= k
T
kkkk JkeeJ . (1.3) 

 

con error de identificación: 

kkk yye ˆ−= . (1.4) 

 

      (Ver teorema 1 [Zagaceta, Medel] en Anexo A)    

 

 

         2.2.2   Etapa 2: Estimación de parámetros en forma recursiva  

 

Considerando el modelo (1.2) y con las propiedades de invarianza, obtenemos su forma 
recursiva  
 

kkkk QAMA ~~̂~̂
1 += − . (2.1) 

Donde kÂ~  es descrita en (2.1). 

(Ver teorema 2 [Zagaceta, Medel] en Anexo A)    

De esta manera una vez que se obtiene la matriz de parámetros es posible realizar la 
identificación,  ya que no se presupone conocida la matriz de transición; sino que ahora se 
encuentra estimada. 
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         2.2.3   Etapa 3: Identificación de Estados internos caso SISO   

 

Considerando el sistema descrito en (1.1) 
 
Cuyo identificador es: 

kkkkk wKxAx ˆ
~

ˆ
~̂

ˆ 1 +=+ . (3.1) 

Con:  

[ ] [ ] ;~̂: ,1 knn
k

T
kkk

T
kkkk RCJCCJAK ×

+
− ℜ∈+=  (3.2) 

[ ] knn
kkkk RJCA ,,,,~̂ ×

+ℜ∈  

 
Este es un identificador óptimo, en el sentido de probabilidad, respecto del funcional del 
error, que tiene  la forma: 
 

,~̂~~̂~̂
min,1

T
kkk

T
kkkk

T
kkkk BQBAJCKAJAJ +−=+   { } { }T

kkk
T
kkk wwERvvEQ == :,: . 

(3.3) 

(Ver teorema 3 [Zagaceta, Medel] en Anexo A)    

En base al modelo kkkkkkkk wxCyvBxAx +=+=+ ,1
 se encontró el estimador 

QAMA kkk
~~̂~̂

1 += −
 utilizado  para la identificación del estado interno. 

 

Se utilizó el estimador para graficar diferentes amplitudes desde 0.1 hasta 0.9 observando, 
que a una varianza de 0.6 el estimador tiene una mejor convergencia que el resto de las 
estimaciones realizadas.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5    Simulación de la estimación para diferentes amplitudes de 
ruidos. 
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La estimación óptima fue para una varianza de ruido de 0.6 unidades, como puede verse en 
la figura 6. 

 

 

Figura 6. Estamición óptima en relación con el parámetro de 
referencia 

 

Este resultado en línea de la estimación fue sustituido dentro de (2.1), considerando el 
desarrollo del algoritmo de acuerdo con la figura 4. Los resultados de la identificación 
requirieron de una matriz de ganancias descrita en (3.2), en la cual se observa el error de 
identificación por medio del segundo momento de probabilidad descrito en (3.3). Lo que 
permite obtener lo mostrado en la figura 7. Es decir, el proceso de adaptación se da cuando 
al usar la expresión del estimador  descrita en (2.1) es usada en  el modelo del identificador 
descrito en (3.1) al considerar que están interrelacionados con el funcional del error descrito 
en (3.3) 

 

 

                         Figura 7. Identificación de los estados internos. 
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El funcional del error descrito en (3.3) a partir del error de identificación es graficado en la 
figura 8, observando inicialmente un aumento 0 a 0.3 siendo este su puto mas alto para 
despues descender  hasta llegar a una condición estacionaria a partir de las 20 unidades en 
k, que corresponde a menos de 1%. 

 

Figura 8. Funcional del error Jk  con un resultado menor al 0.01 de 
varianza de error 

 

 

 

         2.3   Estimación por el Método Recursivo de la Parábola 

 

Durante esta investigación se analizaron sistemas de segundo orden, logrando el desarrollo 
de un algoritmo de estimación de parámetros por el método de la parábola, el cual permite  
la aproximación a los parámetros reales  teniendo un modelo  matemático recursivo el cual 
converge con los resultados tradicionales.  

Dado un { },Ry,x,zj,i)y,x(YX jiji ∈∈=× +  respecto de la parábola con 

perturbaciones, es posible encontrar los funcionales mínimos respecto de: 

                                  ∑ ∑∑ ++= 2
iii cxxbany ,                               (4.1a)                                                                 

                               ∑∑∑∑ ++= 32
iiiii xcxbxaxy ,                        (4.1b) 

                            ∑∑∑∑ ++= 4
i

3
i

2
i

2
ii xcxbxaxy

                   
(4.1c) 

Se encontraron los  parámetros de forma recursiva  para la mejor identificación de la 
parábola de forma que: 

 

1ˆˆ −+++−+−−= kkkkkkkkkk aJIHGFEDa β . (4.2a) 



 

 

KK NMLˆ −+=kb

KKK FEDˆ ′−′′+′′=kc

 

(Ver teorema 4  [Zagaceta, Medel] en Anexo A)

 

A continuación se muestra el grado de convergencia que se obtiene entre la señal 
observable y la señal estimada por el método de la parábola; es importante mencionar que 
este es un algoritmo desarrollado para sistemas de segundo orden.

La línea puntada en color rosa es la señal 
sistema, como puede verse en la figura 
observable del sistema tiene una amplitud de 
encuentra por arriba del 0.8, en frecuencia se observa casi la misma.    

    

 
 
 
 
 
 
 
 

 

    Figura 9. Convergencia resultante del estimador utilizando el 
método de la parábola. 

   FILTRADO DIGITAL ADAPTIVO INTEGRADO           

1KKKKKKKK
ˆU-TSRQP`O-N −+′′−′+′−′+′+ kkbδ  

1KKKKKKKK ˆN-MLJIHG- −+′′′′+′′+′′−′′−′′+′′′′ kkcϕ  

(Ver teorema 4  [Zagaceta, Medel] en Anexo A)    

A continuación se muestra el grado de convergencia que se obtiene entre la señal 
observable y la señal estimada por el método de la parábola; es importante mencionar que 

algoritmo desarrollado para sistemas de segundo orden. 

La línea puntada en color rosa es la señal deseada y la línea en azul es la señal 
sistema, como puede verse en la figura 9 convergen en frecuencia y en amplitud, la señal 

stema tiene una amplitud de -1 a 1 mientras que la señal estimada se 
encuentra por arriba del 0.8, en frecuencia se observa casi la misma.     

Convergencia resultante del estimador utilizando el 
método de la parábola.   
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(4.2b) 

(4.2c) 

A continuación se muestra el grado de convergencia que se obtiene entre la señal 
observable y la señal estimada por el método de la parábola; es importante mencionar que 

y la línea en azul es la señal estimada del 
convergen en frecuencia y en amplitud, la señal 

1 a 1 mientras que la señal estimada se 

 
 

 
Convergencia resultante del estimador utilizando el 
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CONCLUSIONES  

 
Este trabajo presenta un aporte a la teoría del filtrado ya que fue posible hacer la 
integración de un estimador e identificador en un solo filtro, basado en algoritmos 
tradicionales, logrando en primera instancia estimar la matriz de  parámetros para así poder  
conocer la matriz de transición y proceder a la identificación todo esto en sistemas lineales 
invariantes vistos como caja negra.  
Se logro desarrollar el  filtro adaptivo  formado por un  estimador de parámetros unido con 
un identificador de estados,  utilizando  un modelo  de referencia de primer orden 
estocástico, invariante en el tiempo, el cual fue descrito en diferencias finitas, con un 
tiempo de evolución entre estados acotado. La metodología  propuesta dentro del proceso 
de filtrado consistió en tener una señal de referencia para realizar la estimación de la matriz 
de parámetros internos, con base  en la cual se realizó la identificación del vector de los 
estados internos. La figura 3, nos permitió dar una descripción del algoritmo para ser 
implementado en simulación.  La forma de realizar la prueba de integración de un 
estimador con un identificador, fue por medio de utilizar el modelo descrito de (1.1) con un 
solo parámetro. 
 
El proceso de estimación fue probado para diferentes varianzas de ruidos, que iban desde 
0.1 hasta 0.9, lo que nos permitió dado el modelo (1.1) para un parámetro de referencia de 
0.4, seleccionar la mejor varianza de ruido, la que correspondió a la de 0.6.  
 
Para la identificación se usó este último resultado y se logró la descripción del estado 
interno con un alto grado de similitud como puede observarse en la figura 6.   
 
Observando así, que la integración del estimador- identificador como un filtro es una buena 
alternativa para conocer la dinámica interna de un sistema, sin la necesidad de presuponer 
conocida alguna de sus magnitudes; en vez de eso, se estiman e identifican para lograr una 
descripción lo más parecida posible a su funcionamiento en relación con su  señal de 
respuesta del sistema de referencia. 
 
El haber logrado y validado esto es de gran importancia ya que en los sistemas visto como 
caja negra solo se conocen las entradas y las salidas del sistemas y basados en esta 
información se logro hacer la identificación. 
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En esta investigación  se  mostraron  dos técnicas clásicas para  estimación de parámetros 
para sistemas lineales invariantes de primer orden   usando como base teórica el gradiente 
estocástico del funcional del error, se desarrollaron  dichos algoritmos para determinar el 
nivel de convergencia que ofrece cada una de estas técnicas.    De manera ilustrativa se 
incluyeron los resultados de la implantación de estos algoritmos. Las ilustraciones son la 
prueba experimental de las expresiones teóricas, donde se observaron los niveles de 
convergencia, los cuales fueron acotados y que pueden considerarse aceptables ya que son 
del orden de las diez centésimas de acuerdo al funcional de error desarrollado.  

 

Como parte de este trabajo se analizo un estimador de parámetros de segundo orden por el 
método de la parábola,  lo que permite aproximar aun más los resultados del estimador de 
parámetros a los valores reales de la dinámica del sistema. El resultado arrojado fue  una 
aproximación bastante buena, que no se había observado antes  en la descripción de forma 
recursiva para sistemas de segundo orden pero la estructura matemática requerida para el 
algoritmo es muy compleja. 

  

Aportaciones  
 
Este trabajo es un punto clave dentro de la teoría de filtrado digital, ya que hasta el 
momento, no se han desarrollado algoritmo integrados que permitan conocer la dinámica 
interna del sistema basados en el concepto de caja negra y a la vez estimar sus parámetros, 
todo este de forma recursiva. Este algoritmo puede ser aplicado a cualquier área del saber 
humano ya que se desarrolló de forma general.  
 
El  hecho de brindar en un solo algoritmo el proceso de estimación e identificación al 
funcional del error,  al proceso de innovación y al estimador  

 
 

 Trabajo Futuro   

 
• Implementar el algoritmo de integración  en un sistema  real 
• Patentar el desarrollo del algoritmo  
• Desarrollar un estimador de parámetros general para sistemas de n-orden. 
• Integrar un estimador de parámetros para sistemas de segundo orden por el método 

de la parábola con un identificador  
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ANEXO A 
 

Integración del Estimador e Identificador Recursivo 
 

 
Teorema 1[Zagaceta, Medel]. (Estimación de parámetros por el gradiente estocástico). 
Considérese que un sistema es descrito por el modelo estocástico de primer orden 
expresado en diferencias finitas: 

kkkkk vBxAx +=+1
; kkkk wxCy += . (1.1) 

 Su estimador usando la técnica del gradiente estocástico es descrito como: 

{ } { }( ) 1

111 ˆˆ
~̂ −

−−−= T
kk

T
kkk yyEyyEA . (1.2) 

 
Prueba: Considérese al funcional del error de manera recursiva de: 

))1(( 1
1

−−+= k
T
kkkk JkeeJ . (1.3) 

 

Con error de identificación: 

kkk yye ˆ−= . (1.4) 

 

Y que al sustituir (1.1) en (1.3): 

kkkk yyAe ˆ
~

1 −+= − ω . (1.5) 
 

Multiplicando por el transpuesto de  ke  a (1.5) 
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Y que al considerar en (1.5) a (1.3): 
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Con el gradiente de (1.7), respecto de  A
~
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Quedando resumido en la igualdad: 

 

{ } { } { } 0))ˆ(2~2( 1111 =−+ −−−−
T
kk

T
kk

T
kk yyEyEyyEA ω  (1.9) 

 

Y obteniendo: 

{ } { }( ) { }( ) 1

1111 ˆ
~̂ −

−−−− −= T
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T
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T
kkk yyEyEyyEA ω  (1.10) 

 

El estimador sin ruidos es: 

{ } { }( ) 1

111 ˆˆ
~̂ −

−−−= T
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T
kkk yyEyyEA ■. (1.11) 

 

 

Teorema 2 [Zagaceta, Medel]. (Estimación de parámetros en forma recursiva). 
Considerando el modelo (1.2) y con las propiedades de invarianza, obtenemos su forma 
recursiva  
 

kkkk QAMA ~~̂~̂
1 += − . (2.1) 

 

Donde kÂ~  es descrita en (2.1). 
 

 

Prueba: Expresando (1.11) en forma discreta:   
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Expresando los términos de (2.2) en forma recursiva se obtiene: 
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La matriz de parámetros es expresado de forma recursiva como: 
 

[ ][ ] 1
11 )1(ˆ
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T
kk QPkyy
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A  (2.5) 

 

Desarrollando (2.5) se obtiene: 
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Sustituyendo  [ ][ ] 1
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−− kk QP  por 1
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[ ] 1
111

~̂
)1(ˆ

1~̂ −
−−− 



 −+= kkk

T
kk QQAkyy

kk
A  (2.7) 

 

 
Separando términos:  
 

[ ][ ] [ ][ ] 1
11

1
1 ˆ

1~̂
)1(

~̂ −
−−

−
− +−= k

T
kkkkk Qyy

k
AQQk

k
A  (2.8) 

 

Igualando [ ][ ] 1
1)1( −

−−= kkk QQkM , y [ ][ ] 1
1 ˆ

1~ −
−= k

T
kkk Qyy

k
Q : 

 

kkkk QAMA ~~̂~̂
1 += − ■. (2.9) 

 

De esta manera una vez que se obtiene la matriz de parámetros es posible realizar la 
identificación,  ya que no se presupone conocida la matriz de transición; sino ahora se 
encuentra estimada. 
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Teorema 3 [Zagaceta, Medel] (Identificación de estados internos caso una entrada una 
salida): Considerando el sistema descrito en (1.1) 
 
Cuyo identificador es: 

kkkkk wKxAx ˆ~ˆ
~̂

ˆ 1 +=+ . (3.1) 

Con:  

[ ] [ ] ;~̂: ,1 knn
k

T
kkk

T
kkkk RCJCCJAK ×

+
− ℜ∈+=  (3.2) 

[ ] knn
kkkk RJCA ,,,,~̂ ×

+ℜ∈  

 
Es un identificador óptimo en el sentido de probabilidad, respecto del funcional del error 
que tiene  la forma: 
 

,~̂~~̂~̂
min,1

T
kkk

T
kkkk

T
kkkk BQBAJCKAJAJ +−=+   { } { }T

kkk
T
kkk wwERvvEQ == :,: . 

(3.3) 

 

Prueba: Considérese  que el error de identificación es: 
 

kkk xxe ˆ: −= ; [ ] kn
ke ,1×

+ℜ∈  , { } ;),,( 2
ˆ +ℜ∈∞<=⊆

kkkk eweek kkNe σµ
 

 
(3.4) 

Donde su funcional de error y varianzas de los ruidos: 

 

{ }T
kkk eeEJ =: , { }T

kkk wwER =: , { }T
kkk vvEQ =: . 

 
(3.5) 

En relación con (3.4), desplazado un tiempo, son sustituidos sus estados  considerando la 
definición expresada en (2.1) respecto con (1.1): 
 

)ˆ
~

ˆˆ(1 kkkkkkkkk wKxAvBxAe +−+=+ . (3.6) 

 

El ruido en el identificador convergen en casi todos los puntos  al ruido que afecta al 
sistema; de forma tal 

k
ptcki

wiw →
→ ..

ˆlim
 y el proceso de innovación descrito como: 

kkkk xCyw ˆ:ˆ −= . (3.7) 
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Al sustituir (3.7) en (3.6), se obtiene:  
 

( )( )kkkkkkkkkkk xCyKxAvBxAe ˆ
~

ˆˆ
1 −+−+=+  (3.8) 

  

La señal observable  ��  de (3.8), de acuerdo con (3.2) y agrupando respecto con ,kx ,ˆkx    

y a ,ˆ
kK : 

( ) ( ) kkkkkkkkkkkkk wKxCKAvBxCKAe
~

ˆ
~ˆ~

1 −−−+−=+ . (3.9) 

Cabe mencionar que el conjunto de valores propios cumple { } [ ) ),1,0()ˆ( kA kki ⊆λ , que son 

las condiciones de estabilidad desde un punto de vista robusto para sistemas discretos 
variantes [11]. 

Considerando la expresión (3.9), respecto con ( )kkk CKA
~ˆ − , como factor común entre kx  y 

kx̂  
( )( ) kkkkkkkkkk wKvBxxCKAe ~

ˆ
~ˆ

1 −+−−=+ . (3.10) 

 

Que al sustituir (3.4) en (3.10): 

 

( ) kkkkkkkk wKBveCKAe ~~ˆ
1 −+−=+ . 

(3.11) 

Con  

( )kkkk CKAA ~ˆ:~̂ −= . 
(3.12) 

 

Sustituyendo (3.11) en (3.12) se obtiene 

kkkkkkk wKvBeAe ~~̂
1 −+=+ . (3.13) 

De acuerdo con (3.5),  la varianza del ruido en (k+1): 

 

{ }T
kkk eeEJ 111 +++ =  (3.14) 

 

Sustituyendo en (3.13) a (3.14), es requerido realizar el producto interno y considerando 
las propiedades de la esperanza matemática: 
 

{ } { } { }
{ } { } { }
{ } { } { } T

k
T
kkk

T
k

T
kkk

T
k

T
kkk

T
k

T
kkk

T
k

T
kkk

T
k

T
kkk

T
k

T
kkk

T
k

T
kkk

T
k

T
kkk

KwwEKBvwEKAewEK

KwvEBBvvEBAevEB

KweEABveEAAeeEA

~~~~̂~

~~̂

~~̂~̂~̂~̂

+−−

−++

−+
 

(3.15) 
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Con ruidos  independientes y varianzas descritas en (3.5), la expresión (3.15), se reduce a 
la forma: 

T
kkk

T
kkk

T
kkkk KRKBQBAJAJ ~~~̂~̂

1 ++=+  

 

(3.16) 

Abriendo la descripción de (3.12) en (3.16) 

 

( ) ( ) T
kkk

T
kkk

T
k

T
k

T
kkkkkk KRKBQBKCAJCKAJ ~~~ˆ~ˆ

1 ++−−=+
 (3.17) 

 

Desarrollando (3.17): 
 

T
kkk

T
kkk

T
k

T
kkkk

T
k

T
kkk

T
kkkk

T
kkkk

KRKBQBKCJCK

KCJAAJCKAJAJ
~~~~

~ˆˆ~ˆˆ
1

+++

−−=+
 

(3.18) 

 
 
 

El gradiente estocástico  
kKkJ ~1+∇
  
para (4.38) tiene la forma 0~1 =∂

∂ +

k

k
K

J  , y considerando 

que las matrices son  simétricas  kK~  = T
kK~ , T

kkk CJÂ  = T
kkk AJC ˆ ,  T

k
T
kkk KRRK ~~ = ; y que al 

reorganizar con respecto con  kK~ : 

 

[ ]k
T
kkkk

T
kkkKk RCJCKCJAJ

k
++−=∇ +

~ˆ
1 . (3.19) 

 

De (3.19) al ser un mínimo, kK~
 , tiene la forma:  

 

[ ] ;ˆ~ 1−+= k
T
kkk

T
kkkk RCJCCJAK  

(3.20) 

 

Sustituyendo (3.20) y su transpuesta en (3.18) 
 

.ˆ~ˆˆ
1

T
kkk

T
kkkk

T
kkkk BQBAJCKAJAJ +−=+  

(3.21) 

Y  dado  que
T
kkk CJÂ   de acuerdo con (3.20),  es descrito como: 

 

( )k
T
kkkk

T
kkk RCJCKCJA +=ˆ . (3.22) 
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Se observa que  
 

( ) T
kk

T
kkkk

T
k

T
kkk KRCJCKKCJA ~~~ˆ += . (3.23) 

 

Reduciéndose (3.21) de a cuerdo con (3.22) y  (3.23), se obtiene  (3.3) como puede verse 
 

.ˆ~ˆˆ
1

T
kkk

T
kkkk

T
kkkk BQBAJCKAJAJ +−=+ ■ (3.24) 

 
Estimación por el Método de la Parábola. 

 

 

Teorema 4 [Zagaceta, Medel]. Dado el sistema de la forma 

 

∑ ∑∑ ++= 2
iii cxxbany

 

∑∑∑∑ ++= 32
iiiii xcxbxaxy

 

∑∑∑∑ ++= 4
i

3
i

2
i

2
ii xcxbxaxy  

(4.1a) 

(4.1b) 

(4.1c) 

 

Es posible encontrar los  parámetros de forma recursiva  para la mejor identificación de la 
parábola de forma que: 

 

1ˆˆ −+++−+−−= kkkkkkkkkk aJIHGFEDa β .

1KKKKKKKKKK
ˆU-TSRQP`O-NMLˆ

−+′′−′+′−′+′+−+= kkk bb δ  

1KKKKKKKKKK ˆN-MLJIHG-FEDˆ −+′′′′+′′+′′−′′−′′+′′′′−′′+′′= kkk cc ϕ  

(4.2a) 

(4.2b) 

(4.2c) 
 

Prueba: De acuerdo con (4.1a), (4.1b) y (4.1c) se obtiene: 

 

















=
































∑
∑
∑

∑∑∑
∑∑∑
∑∑

2432

32

2

ii

ii

i

k

k

k

iii

iii

ii

xy

xy

y

c

b

a

xxx

xxx

xxk

. (4.3) 
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Se desea encontrar el vector M, que es descrito por (4.3) de la forma: 

[ ] [ ] [ ]YAM k
1−= . (4.4) 

 

 

Requiriendo que el 0)det( ≠A , ya que: 

[ ]
)det(

)(1

A

Aadj
A =− . (4.5) 

Y que al considerar en (4.4) los parámetros de (4.3), se tiene: 

[ ]

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ∑∑∑∑ ∑ ∑∑∑∑

∑∑∑∑∑∑ ∑∑
∑∑∑∑∑∑∑∑ ∑

∑ ∑∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

+−+−

















−−−−
−−−−
−−−

=−

2324323224

2223322

23224324

3223244223

1

)()(2

)()(

)(

)()(

iiiiiiiii

iiiiiiii

iiiiiiiii

iiiiiiiiii

k
xnxxnxxxxxx

xxnxxxnxxx

xxxnxxnxxxx

xxxxxxxxxx

A

. 

(4.6) 

 Ya que de acuerdo con (4.4) y respecto a (4.6), se tiene que los parámetros están descritos 
en forma simplificada: 

 

  

( ) ( )( ) ( )
( ) ∑+∑∑∑ ∑ −∑+∑−∑∑

∑∑ ∑−∑+∑∑ ∑−∑ ∑+∑∑ ∑∑ += 2324323224

23223244223

)()(2

)()(

iiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiiii

xnxxnxxxxxx

xyxxxxyxxxxyxxx
ka

 ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ∑+∑∑∑ ∑ −∑+∑−∑∑

∑∑∑−∑+∑∑−∑+∑∑∑−∑ ∑= 2324323224

223422324

)()(2

)(

iiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiii

xnxxnxxxxxx

xyxxxnxyxnxyxxxx
kb

 ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ∑+∑∑∑ ∑ −∑+∑−∑∑

∑∑−∑+∑∑∑−∑+∑∑ ∑−∑= 2324323224

22223322

)()(2

)()(

iiiiiiiii

iiiiiiiiiiiii

xnxxnxxxxxx

xyxnxxyxxxnyxxx
kc  

(4.7a) 

(4.7b) 

(4.7c) 

Reescribiendo al conjunto de sumatorias contenidas en (4.7a),(4.7b),(4.7c) y considerando 
que es un proceso estacionario, se tiene: 

 

( ) ( )( ) ( )
( )232

22

)(2)(

)()(

kkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkk
k

TkQkUQTQSSU

WTSQRTQUSPUQT
a

+−+−
−+−++

=

 ( )( ) ( ) ( )( )
( )232

2

)(2)(

)(

kkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkk
k

TkQkUQTQSSU

WQSKTRKUQPTQUS
b

+−+−
−+−+−

=

 ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( )
( )232

22

)(2)(

)(

kkkkkkkkk

kkkkkkkkkkk
k

TkQkUQTQSSU

WKQSRQSKTPTSQ
c

+−+−
−+−+−

=  

(4.8a) 

(4.8b) 

(4.8c) 
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Para cada literal se tiene que  

 

[ ]1)1(
1

−−+= kkk Pky
k

P  (4.9) 

 

[ ]1
2 )1(

1
−−+= kkk Qkx

k
Q  (4.10) 

 

[ ]1)1(
1

−−+= kkkk Rkxy
k

R  (4.11) 

 

[ ]1)1(
1

−−+= kkk Skx
k

S  (4.12) 

 

[ ]1
3 )1(

1
−−+= kkk Tkx

k
T  (4.13) 

 

[ ]1
4 )1(

1
−−+= kkk Ukx

k
U  (4.14) 

 

[ ]1
2 )1(

1
−−+= kkkk Wkxy

k
W  (4.15) 

Separando el  numerador de (4.8a) y sustituyendo en forma recursiva sus términos 
considerando )1( −k = α, se obtiene: 

[ ]

[ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ]

[ ]

[ ] [ ]
[ ]







 −+


























 −+






 −+−








 −+
+








 −+


























 −+






 −+−








 −+






 −+
+








 −+




























 −+






 −++








 −+
=

−

−−

−

−

−−

−−

−

−−

−

1
2

1
3

1
2

1
2

1

1
3

1
2

1
4

1

1

1
4

1
2

2

1
3

)(

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

kkk

kkkk

kk

kkk

kkkk

kkkk

kk

kkkk

kk

NUMk

Wkxy
k

Tkx
k

Skx
k

Qkx
k

Rkxy
k

Tkx
k

Qkx
k

Ukx
k

Skx
k

Pky
k

Ukx
k

Qkx
k

Tkx
k

a

 

 

 

 

(4.16) 

Resolviendo los polinomios y dividiendo entre el denominador obtenemos:  
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( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )[ ]
( )232

)(1

)(1
111

2
111111111

2
1

232

111
222

3

232

11
22

3
2

1
2

31
36

3

232

11
3

1
25

311
2

3

232

1
3

1
2

311
2

3

232

1
4

1311
3

1
2

3

232

2
11

2
3

2
1

3
13

232

11
22

3
22

11
2

3

)(2)(

~~~~~~~~~~~~~

)(2)(

1

)(2)(

11
22

1

)(2)(

11

)(2)(

11

)(2)(

11

)(2)(

11

)(2)(

1
2

1

kkkkkkkkk

DENk

DENk
kkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkk

k

TkQkUQTQSSU

a

a
WTSQRTQUSPUQT

TkQkUQTQSSU

PUQxx
k

TkQkUQTQSSU

yUQxx
k

T
k

yTxx
k

TkQkUQTQSSU

RQxTxx
k

xyTQ
k

TkQkUQTQSSU

xyQxTx
k

xyUS
k

TkQkUQTQSSU

xySxUx
k

WSxTx
k

TkQkUQTQSSU

xyST
k

xySxTx
k

TkQkUQTQSSU

WQx
k

xyQQx
ka

+−+−

−+−+++

+−+−

++

+−+−

+++++

+−+−

++−−

+−+−

+−+

+−+−

+++−

+−+−

−+−

+−+−

++
=

−

−
−−−−−−−−−−−−−

−−−

−−−−

−−−−−

−−−−

−−−−−

−−−−

−−−−

α

ααα

αααα

αα

αα

αα

αα

 

 

 

 

 

 

(4.17) 

Igualando cada cociente contenido en (4.17) con las literales Dk,Fk,Gk,Hk,Ik,Jk 
respectivamente obtenemos : 

 

( )232

)(11

)(2)(

)(

kkkkkkkkk

DENkk

kkkkkkkk

TkQkUQTQSSU

aa

JIHGFEDa

+−+−
+

++−+−−=

−−
 

(4.18) 

Que se reduce a la forma:  

 

1ˆˆ −+++−+−−= kkkkkkkkkk aJIHGFEDa β  (4.19) 

Separando el  numerador de (4.8b) y sustituyendo en forma recursiva sus términos 
considerando )1( −k = α, se obtiene: 
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( ) ( )
( )

( )
( )

( ) 
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−+−+−








−+
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+





















−+






−+−

−+






−+
+



















−+






−+






−+−

−+






−+−+
=

1
2

1
2

13
1

1
2

1
3

2
1

11
4

2
1

1

2

1
2

3
1

11
3

1
2

3
1

11
4

13
1

)(

k
W

k
x

k
y

k
Q

k
x

k
S

k
x

k

k
W

k
x

k
y

k
KT

k
Kx

k

k
R

k
x

k
y

k
KU

k
Kx

k

k
R

k
x

k
y

k
Q

k
x

k

k
P

k
y

k
T

k
x

k
Q

k
x

k

k
P

k
y

k
U

k
x

k
S

k
x

k

NUMEk
b

ααα

αα

αα

αα

ααα

ααα

 

 

 

 

(4.20) 

Resolviendo los polinomios y dividiendo entre el denominador obtenemos:  

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )232

)(1

)(1
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~
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~
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~
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DENk
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kkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkk
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kkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkk
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TkQkUQTQSSU

b

b
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W
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Q
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S
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R
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Q
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P
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T
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Q
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U
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S
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k
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k
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k
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k
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k
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k
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k
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k
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k
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k
x

k
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k
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k
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k
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k
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k
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k
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k
x

k
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x
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Q
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x
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y
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Q
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x
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x
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TkQkUQTQSSU

k
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k
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k
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k
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k
x

k
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k
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k
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k
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k
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(4.21) 
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Igualando cada cociente contenido en (4.21) con las literales 
Lk,Mk,Nk,Ok,Pk`,Qk,`Rk,`Sk,`Tk,`Uk,` respectivamente obtenemos : 

 

( )232

)(11

KKKKKKKKKK

)(2)(

)(`

U-TSRQP`O-NML

kkkkkkkkk

DENkk

k

TkQkUQTQSSU

bb

b

+−+−
+

′′−′+′−′+′+−+=

−−
 

(4.22) 

Que se reduce a la forma:  

 

1KKKKKKKKKK
ˆU-TSRQP`O-NMLˆ

−+′′−′+′−′+′+−+= kkk bb δ  (4.23) 

 

Separando el  numerador de (4.8c) y sustituyendo en forma recursiva sus términos 
considerando )1( −k = α, se obtiene: 
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(4.24) 

Resolviendo los polinomios y dividiendo entre el denominador obtenemos:  
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(4.25) 

Igualando cada cociente contenido en (4.25) con las literales 
D” k,E” k,F” k,G” k,H” k,I” k,J” k,L” k,M” k,N” k, respectivamente obtenemos : 
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(4.26) 

Que se reduce a la forma:  

 

1KKKKKKKKKK ˆN-MLJIHG-FEDˆ −+′′′′+′′+′′−′′−′′+′′′′−′′+′′= kkk cc ϕ ■ (4.27) 
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Programas realizados en MatLab 

 

Programa de  parábola  

 

clear all; 

close all; 

 

%condiciones iniciales 

 

X(1)=0.3; 

Y(1)=0.2; 

Yq(1)=0.04; 

XY(1)=0.06; 

XqY(1)=0.08; 

Xq(1)=0.09; 

Xt(1)=0.10; 

Xc(1)=0.11; 

 

for i=2:50 

     

%sistema base 

    x(i)=i; 

     y(i)=sin((x(i))); 

   

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

   

  % representacion recursiva 

 

  X(i)=x(i)-X(i-1); 

  Y(i)=y(i)-Y(i-1); 

  XY(i)=y(i).*x(i)+XY(i-1); 

  XqY(i)=y(i).*x(i).^2+XqY(i-1);  %x cuadrada por y   

  Xq(i)=x(i).^2-Xq(i-1);           %x cuadrada 

  Xt(i)=x(i).^3-Xq(i-1);           %x cubica    

  Xc(i)=x(i).^4-Xq(i-1);           %x cuarta 

  Yq(i)=y(i).^2-Yq(i-1); 
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 c(i)=((Y(i).*X(i))-XY(i)).*((Xq(i).*X(i))-Xt(i))-( (Xq(i).*Y(i))-
XqY(i)).*((X(i).*X(i))-Xq(i))/((Xq(i).*Xq(i))-Xc(i) ).*((X(i).*X(i))-
Xq(i))+((Xq(i).*X(i))+Xt(i)).*((Xq(i).*X(i))-Xt(i)) ; 

 b(i)=((Xq(i).*Y(i))-XqY(i))-c(i).*((Xq(i).*Xq(i))- Xc(i))/((Xq(i).*X(i))-
Xt(i)); 

 a(i)=Y(i)-(b(i).*X(i))-(c(i).*Xq(i)); 

  yr(i)=a(i)+(b(i).*X(i)) +c(i).*Xq(i); 

end 

 

plot(x,y,':r') 

hold on 

plot(x,yr,':b') 

 

 

plot(x,y,':m') 

hold on 

plot(x,yr,':b') 

 

Programa para la estimacion e identificación  

clear all; 

close all; 

%condiciones iniciales 

Y(1)=0.5;            % Señal de salida del sistema Yk 

Yest(1)=0.1;           % Señal de salida estimada  Yk  

Yq(1)=0.2;           % Señal de salida del sistema cuadrada  

YYest(1)=0.4;         % Señal  estimada agragando e l gradiente 
estocastico                 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for i=2:100 

                

    %sistema base 

    k(i)=i;          %es la iteracion de "k"  

     

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% e 

    

    %representacion recursiva  

   

    w(i)=randn.*0.02;                                  % ruido 
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    Y(i)=Y(i);                                          %Y señal de 
salida  

    Yest(i)=Ye(i);                                       %Señal de salida 
estimada  

    Yq(i)=Yq(i).^2;                                    %Y señal de salida 
cudrada  

  

 Nk(i)=(1/(i)).*((Yq(i))+ (1/(i-1)).*(Yq(i-1)).*(i- 1)));          
%Numerador  de "a" estimada       

 Dk(i)=(1/(i)).*(Y(i).*Y(i-1));                                   
%denominador de "a" estimada    

 Mk(i)= Yq(i)/(Y(i-1).*Y(i)+(Dk(i-1)).*(i-1));                                 

 Sk(i)=(Dk(i-1)).*(i-1)/((Y(i-1)).*(Y(i))+(Dk(i-1)) .*(i-1)) 

 ak(i-1)= (Nk(i-1))/(Dk(i- 1));                                                            

 akest(i)=ak(i-1).*(Dk(i-1)).*(i-1)/((Y(i-1)).*(Y(i ))+(Dk(i-1)).*(i-
1))+Yq(i)/((Y(i-1)).*(Y(i))+(Dk(i-1)); 

  

  

 Yest(i)=akest(i).*Y(i-1)+w(i);    %identificador d e minimos cuadrados           

  

 e(i)=(Y(i)-Yest(i));                                %error de 
identificacion  

  

 J(i)=(1/i)*(e(i).*2+J(i-1).*(i-1)); 

 YYest(i)=akest(i).*Yest(i-1)+w(i)+sign(e(i)).*J(i) ;    % Señal  estimada 
agragando el gradiente estocastico                 

 

     

  JJ(i)=(1/i)*(e(i).*2+JJ(i-1).*(i-1)); 

      

    

end 

 

 

 

 

 

 

 


