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RESUMEN

El anélisis del conocimiento del estudiante relativo a un campo conceptual de la serie
de Fourier en el fendmeno de la transferencia de masa, es un trabajo de investigacion
que tiene como referencia la matematica en el contexto de las ciencias. El
planteamiento comprende dos tipos de estudio: 1) Integracion de un campo
conceptual de una estructura matematica en un fenomeno de la ingenieria quimica,
con el andlisis de los elementos que lo conforman. 2) Analisis del conocimiento del
estudiante referido a su accion en este campo.

En el primer estudio, se lleva a cabo una caracterizacion de la serie de Fourier en la
transferencia de masa, a fin de determinar las situaciones y los conceptos que han de
integrar un contenido conceptual sobre la relacion entre estas dos nociones. El
resultado del estudio, es un campo conceptual, integrado por cuatro situaciones
acerca del secado de una sustancia. Y un conjunto de conceptos que derivan de las
situaciones, fijando la correspondencia: serie de Fourier- contexto y situacion-
concepto.

En el segundo estudio, se describe la variacion en las representaciones que tienen
lugar en el analisis del esquema del estudiante al interactuar con el campo conceptual
mencionado.

La recoleccion de datos se realiza a través de 5 sesiones en profundidad, bajo la
conduccion andamiada del investigador, de un grupo de enfoque integrado por dos
estudiantes de Ingenieria Quimica del séptimo y octavo semestre del Instituto
Tecnologico de Toluca.

Los resultados de la investigacion, muestran las conceptuaciones del grupo cuyo

indicador son las invariantes operatorias presentes en las representaciones.



SUMMARY

The analysis of the knowledge of the relative student to a conceptual field of the
series of Fourier in the context of the transfer of mass, is an investigation work that is
integrated by two study types: 1) integration of a conceptual field of a mathematical
structure in a phenomenon of the chemical engineering, with the analysis of the
elements that conform it. 2) Analysis of the students knowledge referred to their
action in this field.

In the first study, it is carried out a characterization of the series of Fourier in the
transfer of mass, in order to determine the situations and the concepts that must
integrate a conceptual content on the relationship among these two notions. The
result of the study, is a conceptual field, integrated by four situations about the drying
of a substance. And a group of concepts that they derive of the situations, fixing the
correspondence: series of Fourier — context and situation-concept.

In the second study, the variation is described in the representations that take place in
the analysis of the outline from the student when to interact with the mentioned
conceptual field.

The gathering of data is carried through five sessions in depth, under the
investigator's conduction, of a focus group integrated by two students of Chemical
Engineering of the seventh and eighth semester from the Technological Institute to
Toluca.

The results of this study, show their concepts in the group, whose indicator are the

operative invariants presents in their representations.
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INTRODUCCION

La formacion matematica en una escuela de ingenieria, es un asunto de investigacion
acerca de como deben ensefarse los conceptos matemdticos para que esta area
cumpla con ser un soporte para las ciencias de la especialidad y una herramienta
para el desarrollo profesional del ingeniero. Dentro de la polémica que genera esta
discusion, se tienen resultados que justifican la existencia de una problematica
educacional en este ambito, tales como la localizacion de conocimientos aislados y
sin significado, con consecuencias que van desde dificultades en el aprendizaje de la
misma disciplina, hasta dificultades de integracion en la parte que corresponde a la
competitividad en el medio.

En el terreno de la Matematica Educativa, este planteamiento ha sido motivo de
cuestionamientos bajo diferentes aspectos. Uno de ellos, es la descontextualizacion
que prevalece en el terreno de la Ingenieria. De entre los investigadores que han
dado cuenta de esta problematica, se tiene a Camarena (1995) y Muro (2000). En
sus trabajos se encuentra una manifestacion de este hecho, el cual es enfatizado
como una desvinculacion de la matematica en este tipo de cultura. Como antitesis,
la contextualizacion (Camarena, 1995) viene a tomar el cardcter de estrategia
didactica. Esta, se establece como alternativa a dicha desvinculacion, sugiriendo la
ensefianza de la matematica en contexto, a fin de apoyar el aprendizaje.

Desde esta perspectiva, la propuesta de Camarena, compromete a analizar la
actuacion del estudiante en base a esta forma de presentacion de la matematica, la
cual supone el apoyo a la adquisicion de un conocimiento que deriva del significado
del contexto en que es desarrollado.

Bajo este argumento, es considerado pertinente un estudio cognitivo a partir del
analisis del aprendizaje en un contenido conceptual generado por la matematica en
contexto.

En estas circunstancias, un estudio del conocimiento de esta naturaleza, se plantea en

esta investigacion, dentro de dos quehaceres interrelacionados: En primer lugar, el



establecimiento las relaciones que guardan dos estructuras diferentes; la matematica
y la del contexto y el marco de situaciones en que se establecen estas relaciones,
para obtener a su vez, el nuevo conjunto de conceptos contextualizados. En segundo
lugar, en este mismo encuadre, la descripcion del saber del estudiante, en su
interaccidon con la clase de conceptos y en el tipo de situaciones establecidas en la
primera parte.

Para el desarrollo del trabajo, se ha elegido como estructura matematica a relacionar,
a la serie de Fourier. El contexto, el fendmeno de transferencia de masa y las
situaciones donde tienen lugar este fenomeno; el proceso de secado de un coloide.

El procedimiento a seguir para relacion de estas dos estructuras, parte de una
vinculacion establecida en Muro (2000), en la cual se contextualiza a la serie de
Fourier en este mismo contexto. A partir de estos resultados, la propuesta ahora, es
analizar el vinculo entre los conceptos que constituyen a la estructura matematica
mencionada y los conceptos que provienen del fendmeno, en situaciones de la
ingenieria quimica.

La diversidad de aspectos a considerar en este estudio, justifican la integracion de un
campo conceptual conformado por los conceptos que surgen de las relaciones que se
producen entre un contexto y otro y, las situaciones que les dan principio. De tal
suerte, que el campo conceptual de la serie de Fourier en un fendomeno de
transferencia de masa, resulte un medio de interaccion del estudiante para el estudio
de su conocimiento a través del andlisis de su conducta, al enfrentarse a este tipo
determinado de conceptos y situaciones que son afines a su ambiente.

Por tanto, en el seguimiento de este planteamiento, el analisis cognitivo a realizar,
tiene como objetivo el estudio del conocimiento del estudiante debido a su actuacion
en el campo conceptual de la serie de Fourier en el fenomeno de transferencia de
masa. El desarrollo del analisis, se conduce en dos facetas; 1) La integracion del
campo conceptual, con la interrelacion de los conceptos que resultan como producto
de la vinculacion entre la serie de Fourier y el contexto referido en situaciones
provenientes del secado de un coloide. 2) Un estudio descriptivo de la actividad del

estudiante en este campo conceptual.



Estas dos facetas, se sustentan en la teoria de los campos conceptuales (Vergnaud,
1994). En dicha teoria, se considera al campo conceptual como un conjunto de
situaciones que requieren ser analizadas para permitir su clasificacion de acuerdo al
analisis de las actividades cognitivas, de los procedimientos que pueden ser puestos
en juego en cada una de ellas por el estudiante y el conjunto de conceptos que
permiten analizar estas situaciones, ddndole cardcter a una estructura matematica, el
de un campo conceptual en estudio.

De esta manera, se estipula que la variedad de situaciones en un campo conceptual,
se puede generar de manera sistematica por el conjunto de clases posibles que a su
vez se produce, por las variables que existen en cada situacion. Y, es a través de
estas, que los conocimientos del estudiante son modelados, debido a que las
situaciones en que han trabajado progresivamente, son susceptibles de dar sentido a
los conceptos y a los procedimientos que se les quiere ensenar.

Asi se tiene, que el marco de la investigacion en esta teoria, soporta por un lado, el
analisis que se establece al conectar las relaciones, los conceptos y las situaciones
que determinan la conformacion del campo conceptual de la serie de Fourier en el
contexto de transferencia de masa. Por el otro lado, el estudio de la actividad
cognitiva del estudiante a través del analisis del desarrollo del conocimiento, acerca
de la conceptuacion de un concepto referido al campo y la descripcion de los
elementos cognitivos que favorecen esquematizarlo.

Retomando los puntos que propone Vergnaud en su teoria, los elementos cognitivos
son referidos a la actividad del estudiante, basada en el analisis de su esquema
mental, con el reconocimiento de invariantes operatorias implicitas en su conducta,
como teoremas en acto y los conceptos en acto. La identificacion de estos elementos
cognitivos se realiza a través de las representaciones del sujeto sobre la
conceptuacion de la serie de Fourier en situaciones especificas del secado de un
coloide dentro del contexto del fenomeno de la transferencia de masa.

En esta directriz, la descripcion de dichas conceptuaciones, se presentan y se

discuten de acuerdo a la situacion y a los conceptos implicitos en la misma.
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CAPITULO 1

ANTECEDENTES Y PLANTEAMIENTO
DEL PROBLEMA

Una de las problemadticas localizada en el sector educativo dentro de la ingenieria, es
la que se constituye por diversos problemas alrededor de la ensefianza y aprendizaje
de la matematica. De entre algunos problemas que se han detectado, se pueden
mencionar problemas de conceptualizacion de conceptos matematicos en relacion
con las ciencias de su especialidad y la ausencia de fundamentacién y significado
que esta area provee a los conceptos que son singulares en este medio.

Teoricamente se estipula que la matematica en la ingenieria, es una herramienta para
las ciencias que la conforman. En atencion a ello, la curricula exige un cierto
conocimiento en este terreno y presenta un contenido matematico que no es acorde a
lo que se busca. Con relacion a la ensefianza y la forma en como se muestran los
conceptos, la matemadtica se encuentra lejos de ser un instrumento y un soporte en
la ingenieria. (Camarena 1984)

Estos factores por supuesto que afectan la percepcion del objetivo de esta disciplina.
La aridez con que se aborda, permite detectar dificultades para establecer vinculos
de contexto a contexto, de tal suerte que el estudiante tiene problemas para adquirir
un conocimiento basado en las relaciones que surgen entre ellos.

En el seguimiento de la problemadtica descrita, dentro del problema que acoge la
ensefianza de la matemadtica en la ingenieria, se plantea una investigacion centrada
en un estudio cognitivo que busca analizar el efecto en el aprendizaje de la
enseflanza de conceptos matematicos vinculados con conceptos especializados en un
contexto, que posibilite la reciprocidad entre estos dos tipos de nociones y el

ambiente en que se mueve el estudiante para analizar su actuacion.
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En relacion a esta idea, lo primero que demanda un estudio con este corte, es
determinar como establecer el vinculo entre un concepto matematico y un concepto
situado en un contexto de la ingenieria. Identificar, cudl es ese contexto para que sea
¢l, el que permita que la parte matematica que engloba al concepto, se defina a
través de un concepto determinado por la situacion en que se presenta, de tal manera,
que el mismo contexto y sus situaciones, adquieran un significado a través del
concepto matematico, dando como resultado una regla de correspondencia entre las
dos partes a relacionar.

Al respecto, se han analizado algunas investigaciones dentro de la Educacion
Matematica, encontrandose en Camarena (1995) una propuesta de enseianza,
mediante la estrategia de la matemadtica en contexto. Dicha estrategia corresponde a
un proceso de vinculacion entre conceptos matematicos y conceptos de especialidad
que da como resultado la contextualizacion de un concepto matematico en un
contexto definido. En esta misma linea, en (Camarena, 1987) y (Camarena, 1993),
se encuentra un modelo de contextualizacién en el contexto de la ingenieria
electronica, acerca de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no homogéneas
con coeficientes constantes en los circuitos eléctricos y el Andlisis de Fourier en el
analisis de sefiales eléctricas. El modelo comprende seis etapas a seguir: 1)
Planteamiento del problema en un contexto. 2) Determinacion de las constantes y
variables del problema en un contexto. 3) Obtencion del modelo matematico del
problema en un contexto. 4) Soluciéon matematica del modelo matematico. 5)
Soluciéon del modelo matematico en términos del contexto. 6) Interpretacion de la
solucion en términos del problema en el contexto determinado.

Posteriormente, en el ejercicio de esta practica en la ensefianza, en (Camarena,
1995), se muestra la posibilidad de incidencia de la matematica en contexto dentro
del proceso de ensefnanza-aprendizaje, en dos experimentos realizados dentro de la
Escuela Superior de Ingenieria Mecanica y Eléctrica del I.LP.N. Al ensefiar la
matematica bajo contenidos contextualizados de las ecuaciones diferenciales
ordinarias en los circuitos eléctricos y el analisis de la serie Fourier en el contexto de

las sefiales eléctricas. Los resultados que se obtuvieron de estas practicas, se
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generalizan en respuestas motivantes por parte del estudiante hacia el contexto de la
matematica.

En todos los trabajos de Camarena, se deja ver su propuesta, como una estrategia
didactica que ayuda a vincular el conocimiento de dos areas diferentes, planteandose
como una alternativa para apoyar en el estudiante la integracion del conocimiento
matematico en el conocimiento de la ingenieria. Especificamente en Camarena
(2001), se establece que el uso de la matematica en contexto, en la enseflanza, ayuda
a que el estudiante se vea motivado hacia el aprendizaje de las matematicas. En este
mismo trabajo, se concluye en la necesidad de que los docentes de matematicas
incursionen en las areas del conocimiento de las carreras en donde laboran para
presentar una matematica contextualizada con aplicaciones que sean de interés para
el estudiante, logrando reunir asi, la parte didactica, la parte curricular y la parte
epistemoldgica del concepto a tratar.

Entre algunas de las investigaciones que retoman esta misma linea de investigacion,
se encuentra el caso de la contextualizacion de la serie de Fourier en el contexto de
un fenémeno de transferencia, (Muro, 2000). Bajo la justificacion de que la serie de
Fourier se define mediante conceptos que presentan obstaculos para su aprendizaje;
tal es el caso de los conceptos como el infinito, como la periodicidad, la
convergencia y la suma de funciones trigonométricas entre otros. Por la complejidad
que engloba dichos conceptos, el trabajo marca la necesidad de investigar la relacion
que posibilite el entendimiento de los mismos a través del vinculo con un contexto
que los determine y viceversa. De esta manera, la investigacion de Muro, refleja un
trabajo de matematizacion de la serie de Fourier, referido a un contexto, precisando
la accion de vinculacion, para buscar implementar en la ensefianza el ejercicio de la
contextualizaciéon y mediante ésta, la significacion de este concepto matematico en
la ingenieria.

Referente al aspecto cognitivo en conexion con la investigacion de Muro, en Muro
(2002), se trabaja sobre un analisis comparativo acerca del proceso de aprendizaje
de este concepto, cuando un grupo de estudiantes se encuentra bajo un contenido
matematico fuera de un contexto ingenieril y otro grupo de estudiantes que se

encuentra bajo un contenido matematico que ha sido contextualizado. Algunos
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resultados, exponen que la contextualizacion favorece la accion del estudiante, al
mostrar integracion en el conocimiento sobre aspectos de la serie de Fourier en
situaciones donde se puede vincular la matematica con un fenémeno de la
ingenieria. En los resultados, el autor sugiere continuar dicho estudio, disefiando
nuevas situaciones que puedan aportar resultados acerca del desarrollo de
conocimiento y, recomienda realizar un estudio sobre las nociones que conforman
la estructura de este concepto matematico en el contexto referido.

En base a estos resultados en Muro (2001, 2002, 2003), se manifiesta que una de las
hipdtesis de los trabajos, es que el incorporar esta accion en la didactica, puede
permitir el entendimiento de este concepto y asi, apoyar en la superacion de los
obstaculos que lo constituyen. La hipdtesis se basa en la correspondencia que se
puede dar entre la matematica y el medio en que se precisa por la vinculacion. De
tal manera, que se establece que un contexto pertinente para contextualizar esta
serie, es el del fendémeno de transferencia de masa, debido que permite una concreta
significacion del concepto matematico en las propiedades que contiene el contexto.
En el seguimiento del anélisis de la ensefianza y aprendizaje de la serie de Fourier,
el estado que guarda la investigacion en referencia a los obstidculos que se
mencionan en Muro (2000), se encuentran antecedentes acerca de la problemadtica
que genera este concepto, entre ellos se puede citar en primera instancia, su origen.
La Teoria analitica de calor, (Fourier, 1822). Esta teoria tiene una aportacion
singularmente importante, tanto para la ingenieria como para el analisis matematico
mismo, ya que al realizarse un estudio, que es esencialmente un analisis cualitativo y
empirico del fendmeno fisico del calor, conlleva al analisis acerca de la
convergencia ligada a la naturaleza propia de la conduccion de calor. En su obra,
Fourier deduce la ecuacion diferencial parcial que rige el planteamiento del
fenomeno y establece la ecuacion del estado estable, encontrando que la solucion del
problema de conduccion de calor en dicho estado, es una serie trigonométrica
infinita, que ahora es llamada serie de Fourier. Posteriormente la convergencia de
estas series, Fourier las traduce en encontrar el estado estable del fenomeno.
Referente al planteamiento de Fourier, se encuentran investigaciones como la de

Ulin (1984). Donde se realiza un analisis historico critico de la difusion del calor
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acerca del trabajo de Fourier y se establece una relacion entre las temperaturas
finales que alcanza un cuerpo en la etapa estable de la difusiéon de calor y la
convergencia que plantea Fourier en su Teoria.

Posteriormente Farfan (1995), lleva a cabo un estudio sobre la convergencia de
series infinitas, para lo cual se retoma también la obra de Fourier, analizandose el
ambiente fenomenologico en el que surge esta teoria. En dicho analisis, se resalta el
estudio de Fourier sobre el estado estacionario de la conduccion de calor ligado al
estudio de la convergencia de una serie trigonométrica infinita, sintetizando este
resultado en la implicacion que tiene encontrar el estado estacionario a la
verificacion de la convergencia. Lo anterior, permite a Farfan disefiar secuencias
didacticas acerca de la convergencia de series infinitas, retomando cuestiones del
fenomeno de conduccioén de calor, con el objeto de presentar una vision que de
cuenta de las concepciones del profesor acerca del concepto de convergencia en este
contexto fisico.

En las investigaciones mostradas, se deja entrever la importancia que ha tenido el
abordar problematicas alrededor del concepto de la serie de Fourier, contindose
entre sus objetivos; el de superar obstidculos para mejorar el aprendizaje, el de
procurar secuencias didacticas para apoyar la ensefianza de la matematica, el de
abordar la desvinculacion entre conceptos, el de significar un concepto a través de
establecer una vinculacion y, con esto, ¢l de facilitar al estudiante un analisis y
comprension de los conceptos que definen al concepto en estudio en un contexto
determinado.

Todos estos aspectos, son rescatables en el interés de continuar con un trabajo
cognitivo para analizar el aprendizaje, cuyo contenido matemdatico a reconocer
bifurque en situaciones pertenecientes a la ingenieria y con un fin comun: la
matematica como parte importante en la formacion del profesionista, jugando un rol

preponderante en la relacion que ésta tiene con situaciones propias de su cultura.
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PROBLEMA DE INVESTIGACION

Sobre la base de la matematica en contexto en donde la matematizacion de las
situaciones reales, representa una fase que debe integrarse en la educacion del
ingeniero y bajo la creencia de que el camino mas eficaz, consiste en poner de
manifiesto la vinculacidon que existe entre los conceptos matematicos y este medio,
se retoman algunos aspectos de los trabajos de Muro (2000, 2001 y 2002), en el
seguimiento a las investigaciones expuestas sobre la serie de Fourier, acerca de la
vinculacion de este concepto matematico con el contexto de transferencia de masa,
para investigar cudl es el conocimiento del estudiante al enfrentarse a un contenido
conceptual de ésta naturaleza, ubicado dentro un marco situacional en el ambito
contextual de la ingenieria.

De acuerdo a este planteamiento, en la conformacion de la investigacion surgen
preguntas tales como: ;Cudl es el plano situacional sobre el que ha de interactuar el
estudiante? ;Cudles son elementos matemadticos y de contexto a integrar en el
contenido conceptual de la serie de Fourier en la transferencia de masa, dentro de
ese marco situacional como medio para el andlisis del conocimiento que se espera
realizar? ;Qué aspectos de corte cognitivo habra que considerar en el estudio del
conocimiento del estudiante?

Siendo asi, lo primero que habra que esclarecer es el medio sobre el cual se llevara a
cabo el analisis del conocimiento del estudiante. Para ello se inicia con las
situaciones que permiten analizar los conceptos que entran en juego. Segun los
resultados dados en Muro (2000), se tiene que uno de los contextos que permite la
significacion de la serie de Fourier, es el fenomeno de transferencia de masa. Por
tanto, a partir de estos resultados, el contexto es quien debe determinar las
situaciones para que a su vez estas, posibiliten obtener las relaciones entre estos dos
tipos diferentes de conceptos, al fijar en qué circunstancias se presentan. Una vez
definido lo anterior, la segunda parte es establecer los términos en que ha de
realizarse el un analisis cognitivo relativo a la interaccion del estudiante con una

nocion que es el resultado de una contextualizacion en un fendémeno, bajo una
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situacion o situaciones determinadas.

Por tanto, la investigacion representa una tarea con multiples elementos. Por un
lado, definir cuales son las situaciones pertenecientes al contexto de la transferencia
de masa, estudiando las caracteristicas matematicas del concepto y las caracteristicas
especiales del fendémeno englobadas en dichas situaciones, continuando con el
estudio de las relaciones que surgen entre los conceptos que integran la estructura
matematica y el fendmeno por la vinculacion de los mismos. Por el otro lado,
analizar la accion del estudiante, estudiando con detalle, la actividad cognitiva y el
desarrollo de su conocimiento a partir de las situaciones en que actua y el tipo de

conceptos con los que se enfrenta.

En forma general, lo anterior se puede resumir en el planteamiento de una
investigacion que obedece a la necesidad de reunir dos tipos de estudios y su

relacion entre ellos. Bajo esta perspectiva, los estudios a realizar son los siguientes:

1) La caracterizacion de la estructura matematica de la serie de Fourier en el
contexto de la transferencia de masa a través de los conceptos que se generan a
partir de la vinculacion con el contexto fisico, bajo la exploracion de los

siguientes aspectos:

1) Los elementos que habitan en el concepto matematico

2) Los elementos que engloban al fenémeno

3) La relacion que se establece entre estos dos tipos de elementos

4) Las situaciones donde tiene lugar dicha relacion.

5) Los conceptos que definen la estructura matematica en relacion a las

situaciones en el contexto

2) El estudio del conocimiento del estudiante en el contenido conceptual y

situacional de la estructura de la serie de Fourier en el fenomeno de transferencia.
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1) Analisis de la actividad del estudiante en situaciones definidas por el
contexto

2) Analisis del conocimiento en relacion a la conceptuacion del estudiante

Un esquema de la relacion entre estos estudios se presenta en la siguiente figura:

Caracterizacion de la
estructura de la serie de
Fourier en la

transferencia de masa

Elementos
matematicas

Estudio del
conocimiento
del estudiante

Elementos del
contexto

Relacion entre
los elementos

matematicos y
del contexto

Analisis de
la accion
del
estudiante

Situaciones
donde se

establece la
relacion

Fig. 1. Planteamiento de la conexion entre dos tipos de estudio para el analisis del

conocimiento
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La relacion a determinar, entre los conceptos de la serie de Fourier y la transferencia
de masa se extrae entre los elementos que los determinan. Algunos de estos
elementos se dejan ver en el estudio de las caracteristicas que presenta cada uno de
estos conceptos y mediante el estudio de su vinculacion.

Un bosquejo de dicha relacion justifica el estudio de este concepto en el contexto
referido, mencionandose enseguida. El concepto de la serie de Fourier es bésico
dentro de los cursos avanzados de matemadticas y es un concepto util en la
representacion de funciones de la fisica e ingenieria. De algunos elementos
matematicos que determinan a este concepto, se pueden nombrar las sumas infinitas
de funciones trigonométricas que lo constituyen, la convergencia de series infinitas
y la funcién periddica. La serie de Fourier se puede definir como una suma infinita
de funciones trigonométricas que representan una funcion periddica. Las
condiciones bajo las cuales es posible dicha representacion, tienen que ver con la
convergencia. El analizar la evaluacion de la serie de Fourier en un punto conduce a
su convergencia, la cual se puede apreciar en el comportamiento grafico, al sumar
las componentes senusoidales y aproximarse a la funcion, teniendo como limite el
valor de la propia funcidén que representa, en todos los puntos de continuidad de la
misma.

Ahora bien, el fenémeno de transferencia de masa se presenta en diversas
operaciones de la ingenieria. Una de estas operaciones es el secado de materiales,
que consiste en extraer la humedad parcial o total de un material que se expone a un
medio secante, el cual puede ser aire caliente. Al circular el aire en la muestra a
secar, tiene lugar el fendmeno de transferencia del liquido en el interior y en la
superficie de dicha muestra hacia el exterior, de tal forma que la humedad del
material cambia a través del tiempo, esta transferencia del liquido se mide mediante
la cantidad de masa evaporada o la cantidad de liquido que permanece en la muestra,
de alli su nombre; transferencia de masa.

Para el ingeniero, el medir o calcular la cantidad de humedad no representa
problemas para un determinado tiempo de secado. Pero a medida que transcurre el

tiempo llega un momento que la cantidad de humedad que contiene el material ya no
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es perceptible ni cuantificable. Una exposicion posterior en el secado no registra
ninguna disminucion en el contenido de humedad, atin cuando es observable el agua
que contiene, por tanto en ese punto se considera la humedad en equilibrio. No
obstante, el proceso de transferencia del liquido continta y resulta ser tedricamente
infinito.

Por tanto, matematicamente existe una funcion tal que represente el contenido de
humedad en la teoricidad del infinito como un contenido de humedad limite para
ciertas condiciones, o del equilibrio que alcanza este contenido de humedad en la
muestra. Este concepto del contenido de humedad en equilibrio es un elemento del
proceso que precisa la operacion de secado en el fendmeno de transferencia de masa
y se encuentra intimamente ligada con el concepto matematico de la convergencia
que determina el concepto de las series de Fourier. (Fourier, 1822), lo cual significa
que el hallar la convergencia de la serie, aproxima a la funcién que representa el
contenido de humedad en la etapa de equilibrio del material.

Lo anterior, permite acercarse a una interrelacion o mas interrelaciones que pueden
existir entre este concepto matematico y este fendémeno para dar lugar a la primera
parte del estudio que se pretende realizar en el cual deberan definirse los elementos
que determinan a la serie de Fourier, los que determinan al fendmeno y las
situaciones en que se establecen dichos conceptos.

De esta manera, la clase de conceptos que se originen en esta operacion, seran el
resultado y consecuencia del establecimiento de la contextualizacion de la serie de
Fourier, ubicada en el contexto de la transferencia de masa en situaciones
determinadas donde se presenta el fendmeno, como es el caso del secado de un
material coloidal.

A partir del contenido conceptual que comprende este concepto matematico en dicho
contexto y, mediante la interaccion en situaciones, donde se hace alusion a los
mismos, se busca aproximar la actividad cognitiva del estudiante. En la busqueda de
este acercamiento vuelve a surgir la pregunta: ;Bajo qué aspectos de andlisis del
conocimiento se pretende aproximar el modelo cognitivo del estudiante y dar

sustento al estudio planteado?
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En correspondencia a este cuestionamiento, el planteamiento de Vergnaud (1996)
ha enmarcado trabajos que hacen énfasis en el papel de los diferentes conocimientos
como conceptos matematicos que tienen lugar en las situaciones donde son
empleados dichos conceptos. Estos trabajos son especificos de un campo conceptual
que se compone por situaciones determinadas que contienen las estructuras aditivas,
multiplicativas, relaciones numero-espacio y del algebra; que involucran situaciones
conformadas por problemas de adicion y sustraccion; multiplicacidon; nimeros
naturales, cardinalidad y las relaciones y ecuaciones algebraicas. (Vergnaud y
Duran, 1976; Vargas y Lopez, 1988 Guerrero, 1997; Vergnaud, 1997; Nunes y
Bryant, 1998). Estas investigaciones convergen en el estudio de la relacion con los
procedimientos que los nifios emplean para resolver las situaciones que conforman
estos campos, enfatizando en el andlisis de los procedimientos informales (no
algoritmicos) para llegar a soluciones correctas. Asi mismo, han brindado
informacién acerca de la complejidad de la jerarquia entre problemas, sobre la
diferencia en los procedimientos de su solucion dependiendo del grado escolar y las
demandas conceptuales que tienen lugar.

Los trabajos de Vergnaud acerca del campo conceptual de las estructuras aditivas,
muestran la conformacion de este campo por un conjunto de situaciones cuyo
tratamiento implica una o varias adiciones o sustracciones y el conjunto de
conceptos y teoremas que permiten analizar estas situaciones como tareas
matematicas, de tal forma que la definicion del campo conceptual se hace en base a
un conjunto de problemas, situaciones, conceptos, estructuras y operaciones de
pensamiento que se encuentran relacionadas entre si para un area de conocimiento
en situaciones especificas. Este conjunto de factores que integran el campo
conceptual, se establece a partir de la actividad de conceptuacion del sujeto en
diversas situaciones, por tanto el conocimiento que resulta de la actividad del
estudiante es considerado pragmatico. Esto es debido a que el planteamiento de la
teoria de los campos conceptuales refiere la conducta del estudiante, mediante su
conceptuacion; que es dada a través de las invariantes operacionales que
proporcionan generalidad a los conceptos en diferentes situaciones. Estas se reflejan

como conocimientos que surgen en la practica y no se categorizan como
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conocimientos formales y explicitos, sino como conocimientos incipientes de los
conceptos y teoremas matematicos que se manifiestan en conceptos en acto y
teoremas en acto. Acerca de los teoremas y conceptos en acto, Vergnaud (1990,
1996, 1997 b, 2000) hace alusion a ellos como proposiciones que son sostenidas
como verdaderas por el sujeto en un cierto rango de situaciones y como categorias
que posibilitan contar elementos para obtener una informacion adecuada a la
situacion.

Como elementos constitutivos de las estructuras aditivas, Vergnaud especifica los
conceptos de cardinal y de medida de transformacién temporal por aumento o
disminucion (perder o gastar monedas), de relacion de comparacion cuantificada
(tener tres bombones o tres afios o mas), de comparacion binaria de medidas
(¢cuanto en total?) de composicion de transformaciones y de relaciones de operacion
unaria, de inversion, de numero natural y de numero relativo, de abscisa,
desplazamiento orientado y cantidad. Y establece, que dichos conceptos no van
solos, ni serian tales si a los teoremas no se les da su funcion en el tratamiento de
las situaciones.

Concretamente Nunes y Bryant (1998) a partir del analisis de varios trabajos acerca
de este campo, establecen que las dificultades que un alumno encuentra en estos
diferentes problemas dependen de la situacion, de las invariantes planteadas en el
problema y de la familiaridad con el contexto en el que se plantea el problema.
También fijan, que el entendimiento de una situacion depende de la vinculacion que
los alumnos establecen entre invariantes y simbolizaciones, por tanto, estipulan que
el desarrollo del conocimiento implica el dominio gradual de un conjunto de
conceptos y principios matematicos que derivan su significado de una diversidad de
situaciones.

Bonilla, Block y Waldegg, (1993) Plantean que en M¢xico las investigaciones
relacionadas con los planteamientos de Vergnaud y abocadas al del desarrollo

conceptual:

Constituyen un esfuerzo importante pero atn incipiente que intenta no
solo describir, sino también llegar a explicar los procesos sicologicos
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involucrados en el aprendizaje de los contenidos matematicos de la
educacion basica. (p. 21).

Otro estudio relevante, relacionado con el estudio del conocimiento del estudiante a
través de la interaccion con el campo conceptual de las estructuras aditivas, es el de
(Flores, 2002). En su trabajo se destaca el interés en la comprension de diversas
transformaciones y transiciones que ocurren en el transito de una resolucion no-
canonica hacia una resolucion canonica y algoritmica acerca de esta estructura
matematica; considerando las caracteristicas por un lado de la representacion, tales
como los esquemas y sus componentes que tiene lugar (propositos, reglas de accion,
inferencias y los teoremas en acto y conceptos en acto). Por otro lado, las formas de
simbolizacion que forman parte de las resoluciones que los nifios dan a los
problemas. Los aspectos considerados en este trabajo, constituyen el eje del
planteamiento conceptual de Vergnaud. El proceso que sigue este autor acerca de la
identificacion y entendimiento de dichos aspectos, conforma un modelo para realizar
otras investigaciones cuyo objetivo sea similar al de su trabajo.

En lo que se refiere al nivel medio superior, se ha encontrado que Mufioz (1997,
2000 y 2002), aborda la problematica de separacion entre los conceptual y
algoritmico en la ensefianza del calculo integral, apoyandose en la teoria de los
campos conceptuales. Para lo cual busca elementos que propicien el enlace de
ambos aspectos mediante el analisis y clasificacion de diversas situaciones problema
que permitan pensar en el concepto de la integracion desde el punto de vista del
estudio del movimiento de un cuerpo. Esto es, mediante la perspectiva de la
estructura relacional que tiene lugar en estas clases de problemas, tratando de
mostrar procedimientos de solucion y algunas de las nociones involucradas con la

identificacion de procedimientos algoritmicos y no algoritmicos.

En resumen, en el interés de establecer las relaciones entre los conceptos que
conforman a la serie de Fourier y el contexto de transferencia de masa, se buscan

antecedentes de investigaciones al respecto, encontrandose trabajos acerca de la
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problematica conceptual que genera la serie de Fourier, desde su origen, a través de
la obra de Fourier, para dar sentido a la conduccion de calor que es donde proviene.
Posteriormente, se muestran resultados de contextualizacion de la matematica en
ingenieria, abordando un problema de desvinculacion entre estas dos areas, con
trabajos especificos que exponen la vinculacion de la misma serie en contextos de la
ingenieria eléctrica y quimica, mediante la matematica en contexto. Finalmente,
bajo la necesidad de realizar un estudio cognitivo referente al conocimiento del
estudiante cuando actua en un contenido conceptual que deriva de la naturaleza del
contexto, es menester dar cuenta de los aportes de investigacion, de acuerdo al
estudio que se desea realizar. Asi se encuentra, que algunos trabajos que presentan
un analisis cognitivo en el nivel basico y medio superior, han utilizado como medio
para realizarlo, un campo conceptual desde la perspectiva del conjunto de

situaciones en el cual tiene lugar la interaccion del estudiante.

Por tanto, como producto del resultado mostrado en los antecedentes anteriores, el
cuestionamiento en el planteamiento de esta investigacion, se restringe a una sola

pregunta:

(Cual es la base del analisis del conocimiento con la que se puede obtener un
acercamiento al modelo cognitivo del estudiante y dar sustento al estudio

planteado?

Al respecto, se propone un estudio cognitivo sobre la base de andlisis del
conocimiento relativo a un campo conceptual de la serie de Fourier en el contexto
de la transferencia de masa. Con el estudio previo de la integracion del campo
conceptual en relacion a las nociones que intervienen, su  interrelacion y

situaciones del contexto que implican su correspondencia.

Constituyendo de esta manera, el contenido conceptual como resultado de una
vinculacion vy las situaciones que la propician.

La justificacion al estudio del conocimiento en un campo conceptual obedece a
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realizar un analisis de aprendizaje de nociones interconectadas en la solucion de
problemas matematicos en contexto, de acuerdo a la necesidad de la investigacion y,
no asi en relacion a un estudio de aprendizaje de conceptos aislados.

Asi, dentro de la linea de investigacion de la matematica en contexto, se establece
como marco tedrico a la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud (1982),
proporcionando un marco de referencia en el sustento del estudio cognitivo de la
actividad del estudiante mediante la interaccion en el campo conceptual de la serie
de Fourier en el contexto de la transferencia de masa, al enfocar el entendimiento del
proceso de desarrollo del conocimiento alrededor de conceptos matemadticos en
contexto, relativos al campo conceptual referido.

El argumento de andlisis de acuerdo a Vergnaud, es el entendimiento del proceso de
conceptuacion del estudiante a través del reconocimiento de las invariantes

operatorias en condiciones situacionales.

Segln el planteamiento pasado, el objetivo de la investigacion comprende:

La descripcion del conocimiento del estudiante, en relacion a las invariantes
operatorias presentes en sus conceptuaciones, referentes al campo conceptual

mencionado.

El esquema del esbozo del planteamiento de la investigacion se muestra en la

siguiente figura:
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Fig. 2. Planteamiento del analisis del conocimiento relativo a un campo conceptual
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CAPITULO 2

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Sobre qué es el conocimiento, como se adquiere, qué partes desempeiia la accion
cognitiva, la percepcion, el lenguaje y los simbolismos en el desarrollo y el
funcionamiento del conocimiento, la epistemologia se ocupa de dar respuesta a estas
preguntas. Especificamente en la matematica, las preguntas epistemologicas se
refieren a la clase de objetos que trata la matematica, a la relacion de la matematica
con otras ciencias y con otros campos de la experiencia humana, al sentido de que la
matematica es un conjunto de herramientas para una ciencia dada etc.

En el conocimiento de la matematica hay por lo menos tres niveles de cuestiones que
intervienen en un debate epistemoldgico. La epistemologia de las matematicas,
epistemologia de la sicologia y epistemologia de la educacion matematica.

La epistemologia de las matematicas consta tradicionalmente de varios enfoques:
uno que proviene de la reflexion espontdnea de los mismos matematicos sobre la
naturaleza del conocimiento y sobre la naturaleza de los procesos de descubrimiento
e invencion. Varios grandes matematicos se han propuesto esclarecer la condicion
del pensamiento matematico, como Poincar¢ (1913, 1920) y Hadmard (1949) en
Francia. Otro enfoque es historico: su proposito es comprender el ambiente cientifico
y social en que los nuevos conceptos de matematicos han surgido y se han
desarrollado. Este enfoque se puede encontrar en Davis y Hersh (1981). Por ultimo
el debate matematico-filosofico sobre los fundamentos de las matemadticas que han
tenido lugar durante la primera mitad de este siglo alrededor del logicismo, el
intuicionismo, el formalismo, el constructivismo, etc. (Benacerraf & Putnam, 1964)
ha ocupado el campo de la epistemologia de las matematicas.

La epistemologia de la sicologia tiene raices diferentes, un debate se refiere a los

objetos de los que la sicologia se ocupa como ciencia: conducta, conciencia,
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inconciencia, modulos elementales de accion, percepcion y memoria, organizaciones
complejas de conducta y representaciones complejas. Otro debate se ocupa del tipo
de modelos que se pueden usar para explicar los fendmenos sicoldgicos como
asociaciones, mecanismos innatos, procesos bioldgicos generales como adaptacion,
modelos neurofisiologicos, modelos linguisticos y modelos de la ciencia
computacional. La epistemologia de la educacion matematica hereda cuestiones de
ambos campos (matematica y sicologia) e incluye otras nuevas, de acuerdo las
necesidades que marca la sociedad. Esto es, la educacion matematica tiene lugar en
una sociedad determinada, en una cierta institucion, en un cierto salén de clases, con
fines diferentes, como lo es la educacion de una clase especifica de formacion
superior: matematicos, fisicos, ingenieros, o simplemente la formacion de
ciudadanos ordinarios que obedece a ciertas necesidades para su desarrollo. Estos
constrefiimientos sociales sobre la educacion matematica, no modifica la naturaleza
del conocimiento matematico pero tiene fuertes consecuencias en la forma en que los
investigadores y los profesores consideran la ensefianza de las matematicas y las
matematicas mismas.

Aun asi , en esta diversidad de posturas en la ensefianza de las matematicas, el
conjunto restringido de cuestiones epistemologicas que son centrales tanto para el
estudio del proceso de aprendizaje-redescubrimiento-reinvencion en las mentes de
los estudiantes y en la historia de las matematicas, constituyen perspectivas
importantes para el investigador tales como: ;Cuales son la naturaleza y la funcion
de un nuevo concepto, un nuevo procedimiento, un nuevo tipo de razonamiento, una
nueva representacion? ;Cual es la relacion entre competencias y concepciones
nuevas y los problemas tedricos o practicos que los hacen utiles y significativos?
Desde el punto de vista sicologico, Piaget (1973) es probablemente el primero y mas
importante contribuyente a la epistemologia de las matematicas. Piaget hizo muchas
contribuciones a la ontogénesis de las estructuras ldgicas y matematicas. Las

siguientes ideas son esenciales en sus obras:
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v El conocimiento deriva de la adaptacion del individuo a su ambiente. Se
considera el proceso de conocer como un proceso particular del proceso de

asimilacion y acomodacion que caracteriza a todos los organismos vivos

v El conocimiento se puede rastrear en la forma individual de actuar con los
objetos y de abordar las situaciones. La accion es el factor principal en el

proceso de conocimiento

v" Cuando se actia sobre los objetos, el individuo desarrolla diferentes tipos de
conocimiento dependiendo del tipo de abstraccion que se hace. La
abstraccion empirica consiste en aislar las propiedades y las relaciones de los
objetos externos, mientras que la abstraccion reflexiva consiste en aislar las

propiedades y las relaciones de las operaciones mismas del individuo.

v El conocimiento ldgico-matematico se deriva de la abstraccion reflexiva,
mientras que el conocimiento fisico o biologico proviene de la abstraccion

empirica

v La actividad simbolica es la contraparte interna de la actividad abierta y
resulta del proceso de interiorizacion por el cual la actividad abierta (motora,
perceptual, comunicativa, etc.) se borra progresivamente y se hace interna.
Este punto es importante en la teoria Piagetana, ya que conduce a la tesis de
que el pensamiento no es meramente percepcion interiorizada, sino que es

esencialmente accion interiorizada.

El entendimiento del desarrollo del conocimiento comienza con una idea central, la
idea de una operacion, conocer un objeto es actuar sobre ¢l, modificar, transformar y
entender el modo como el objeto esta construido, por tanto, una operacion es la
esencia del conocimiento, es una accion interiorizada que modifica el objeto del
mismo. Una operacidon puede consistir en la reunion de objetos en una clase para

construir una clasificaciéon o consistird en ordenar o colocar una serie, o bien puede
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consistir en contar y medir. En otras palabras, es un conjunto de acciones que
modifican el objeto y capacitan al sujeto que conoce para llegar a las estructuras de la
transformacion.

Estas estructuras operacionales constituyen de acuerdo a Piaget, la base del
conocimiento matematico, que se describe con ayuda de invariantes (categorias,
relaciones y entidades de orden superior) mediante comportamiento matematico, que
pueden revelar la existencia de conceptos construidos por el estudiante.

De esta forma, se puede decir que la construccion del conocimiento escolar es un
proceso de elaboracion en el sentido de que el estudiante selecciona, organiza y
transforma la informacidén que recibe de diversas fuentes estableciendo relaciones
entre dicha informacion, sus ideas y conocimientos previos, en el cual aprender un
contenido significa que el estudiante le atribuye un significado, construye una
representacion mental a través de imagenes o proposiciones verbales, pudiendo
elaborando un modelo mental como marco explicativo de dicho conocimiento.

La concepcion constructivista del aprendizaje escolar, se sustenta en la idea de que
la finalidad de la educacién que se imparte en las instituciones educativas es
promover los procesos de crecimiento personal del estudiante en el marco de la
cultura del grupo al que pertenece. Estos aprendizajes no se producirdn de manera
satisfactoria a no ser que se suministre una ayuda especifica a través de la
participacion del estudiante en actividades intencionales planificadas y sistematicas
que logren propiciar en éste una actividad mental constructiva.

En Piaget (1970), también se expresa que el alumno debe razonar y actuar sobre un
problema con respecto al todo, analizarlo y coordinar sus acciones fisicas y mentales
para obtener un resultado, y afirma, que las estructuras no se adquieren del exterior,
las actividades intelectuales facilitan el analisis de los diversos aspectos de un
problema, asi como la construccion y utilizacion mental de varios sistemas. Para
Piaget las acciones mentales o fisicas son necesarias para el pensamiento;
sosteniendo que la estructura cognitiva se refiere a cierta representacion de la
materia de estudio o situacion problematica que involucra las relaciones de las partes
del todo, misma que es construida activamente por el organismo humano. Entonces

la sicologia trata con un sistema que se va estructurando. La concepcion de
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estructura, supone que el sistema cognitivo es dinamico flexible y capaz de cambiar
con el tiempo. Por tanto el aprendizaje y la ejecucion de las matematicas seran
asunto del pensamiento activo y de la operacion sobre el medio ambiente mas que
memorizacion. El aprendizaje, postula el constructivismo, es un proceso activo y
no una recepcion pasiva del conocimiento para la construccion. La accion serd asi el
origen de todo conocimiento, que va desde la manipulacion del medio fisico hasta
aspectos sociales e internalizados (medio social). Actividades que involucran, una
transformacion del objeto (fisica o conceptual) y del sujeto (por la ampliacién o
modificacion de sus esquemas cognitivos).

También se encuentra un analisis de los modos de conocimiento en la cual, se
sostiene que todo modo de conocimiento, sin exceptuar el instinto, consta de
informaciones acerca del medio exterior, supone también sin exceptuar el
aprendizaje, una estructuracién impuesta a titulo de condicion previa y necesaria
por el funcionamiento interno ligado a la organizacion del sujeto. Pero esta
estructuracion se presenta, en dos formas isomorfas: una forma hereditaria como lo
es el caso del instinto que en lo que respecta a su logica interna, las formas o
esquemas de la inteligencia es sensorio-motriz.

La otra forma es no programada e interviene en calidad de mecanismo asimilador en
todo aprendizaje y conduce por asimilaciones progresivas hasta la inteligencia
sensorio-motriz. Estos modos de conocimiento adquiridos (construidos), serian la
parte que es adquirida desde el exterior, del medio o de la experiencia y la parte que
es debida a la actividad del sujeto considerado como funcionamiento endogeno. Este
segundo aspecto es de naturaleza 16gica-matematica, puesto que tiene que ver con
las coordinaciones de las acciones del sujeto y con los objetos como tales.
(Endégeno: elemento que nace en el interior del érgano que lo engendra)”

Este caracter 16gico-matematico es muy visible en la percepcion que lleva consigo
un esquematismo y una geometrizacion que no dependen exclusivamente del objeto.
En todo aprendizaje ésta logica de los esquemas es cada vez mas importante y va
acompanada de una geometria evidente, asi pues nos vemos conducidos a suponer
la existencia de tres grandes tipos de conocimientos: las formas hereditarias

(instinto) las formas logico-matematicas progresivamente construidas (en los casos
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superiores que caracterizan a la inteligencia) y las formas adquiridas en funcién de la
experiencia (desde el aprendizaje hasta el conocimiento fisico). La formas 2 y 3 no
estan disociadas ni reducibles la una y la otra.

Se pueden distinguir tres formas de conocimiento que son resultado del ejercicio de
las funciones cognoscitivas en el hombre: conocimientos adquiridos gracias a la
experiencia fisica en todas sus formas. En segundo lugar la categoria de la
programacion hereditaria como es el caso de estructuras perceptivas. En tercer lugar
la categoria de los conocimientos logico-matematicos que llegan a ser
independientes de la experiencia y no se obtiene de los objetos como tales, sino de
las coordinaciones de las acciones ejercidas por el sujeto sobre el objeto.

Entre los modos de conocimiento hereditario y los conocimientos debido a un
aprendizaje, se aborda el problema de los conocimientos 16gico-matematicos debido

a que no pertenece a ninguno aunque es necesario para el segundo.

I. Matematica Logica. A primera vista las estructuras aritméticas y geométricas
son adquiridas por la experiencia de los objetos por aprendizaje empirico.
Las estructuras logicas son hereditarias. Las estructuras espaciales
constituyen el puente entre las estructuras l6gico matematicas y la estructura

ya sea hereditaria o por aprendizaje.

II. Matematicas y aprendizaje. Las estructuras l6gicas matematicas no pueden
estructurarse por medio de los mecanismos comunes del aprendizaje, en el
caso de la experiencia logica matemadtica los conocimientos obtenidos no se
sacan de los objetos como tales, sino de las acciones ejercidas sobre ellos.

Desde este punto de vista la construccion es endogena.

III. Estructuras l6gico-matematicas. No son resultados de aprendizajes empiricos
sino que constituyen la condicion necesaria para la organizacion y registro de
la experiencia El caracter necesario de las estructuras l6gico matematicas no
prueba en nada su herencia, es el resultado de su equilibracion progresiva por

autorregulacion.
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IV. El hecho de que las estructuras logico-matematicas no se reducen ni a
combinaciones hereditarias la manera de instinto, ni a aprendizajes. Se
reconoce igualmente en el hecho de que las construcciones logicas y
matematicas no consisten ni en invenciones ni en descubrimientos en los
sentidos limitados y precisos de estos dos términos. La invencion en
matematicas, una vez efectuada parece estar determinada, e incluso

predeterminada por todo o que precede y se impone, por tanto con necesidad.

Para comprender la naturaleza del proceso de construccion hay que analizar ante
todo las razones que retardan las combinaciones nuevas y las condiciones que las
hacen posibles después. Estas condiciones por lo menos son dos: de naturaleza
formal o l6gica y la otra de naturaleza psicologica.

Desde el punto de vista de Psicologia, se trata de descubrir el proceso desde la
perspectiva del sujeto pensante y sobre todo actuante, este proceso de abstraccion es
caracteristico del pensamiento 16gico-matematico y difiere de la abstraccion simple
y aristotélica. Dado un objeto exterior por ejemplo un experimento, el sujeto se
limita a disociar las cualidades ofrecidas y a retener una de ellas la forma por decir
algo, desechando las demas. Por el contrario en el caso de la abstraccion logico
matematicas, lo dado es un conjunto de acciones o de operaciones previas del sujeto
mismo con sus resultados. La abstraccion consiste en tomar conciencia de la
existencia de una de estas acciones u operaciones, es decir en subrayar su interés
posible cuando habia sido desdefiada. En segundo lugar se trata de reflejar la accion
observada proyectandola sobre un nuevo plano, por ejemplo el del pensamiento por
oposicion a la accion practica. En tercer lugar se trata de integrarla en una nueva
estructura es decir de construir ésta, solamente es posible si se cumplen dos

condiciones:

a) La estructura nueva debe ser una reconstruccion de la anterior, si no existe

coherencia ni continuidad.
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b) Debe de agrandar lo anterior, generalizandola por combinacion. Las operaciones
logicas no han suministrado una ayuda adecuada para explicar la capacidad del nifio

para aprender los conceptos y destrezas matematicas mas basicas.

Algunos de los principios del aprendizaje que se asocia a una concepcion

constructivista del aprendizaje de acuerdo a Piaget, son los siguientes:

El aprendizaje es un proceso constructivo interno, autoestructurante
El grado de aprendizaje depende del nivel del desarrollo cognitivo

El punto de partida de todo aprendizaje son los conocimientos previos
El aprendizaje es un proceso de reconstruccion de saberes culturales

El aprendizaje implica un proceso de reorganizacion interna de esquemas

D N N N N NN

El aprendizaje se produce cuando entra en conflicto lo que el estudiante ya sabe

con lo que deberia saber

De esta forma el problema del desarrollo del conocimiento en general y el problema
del aprendizaje, de acuerdo a Piaget (1964), se refiere al desarrollo del
conocimiento como un proceso espontaneo, vinculado a todo un proceso de
embriogénesis.

La embriogénesis se refiere al desarrollo de cuerpo, pero concierne, de igual manera
al desarrollo del sistema nervioso y al desarrollo de las funciones mentales. Es un
proceso de desarrollo que se debe localizar en su contexto general bioldgico y
sicologico. El desarrollo es un proceso que relaciona con la totalidad de las
estructuras del conocimiento.

El aprendizaje presenta el caso opuesto. En general el aprendizaje es provocado por
situaciones, provocado por un experimentador psicolégico o por un maestro de
acuerdo a cierto aspecto didéctico, por una situacion externa, siendo un proceso
limitado a un solo problema o a una sola estructura. El desarrollo es el proceso
esencial, en el que cada elemento del proceso aprendizaje se da como una funciéon

del desarrollo total, mas como un elemento que explica el desarrollo.
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Para entender el desarrollo del conocimiento, se debe partir de la idea de una
operacion. El conocimiento no es una copia de la realidad. Conocer un objetivo,
conocer un evento, no es simplemente verlo y hacer una copia mental o imagen de
¢l. Conocer es modificar, transformar, el objeto y entender el modo como el objeto
esta construido, asi una operacion es la esencial del conocimiento, es una accion
interiorizada que modifica el objeto del mismo. Una operacioén es un conjunto de
acciones que modifican al objeto y permiten al sujeto que conoce, a llegar a las
estructuras de la transformacion, es una accion reversible teniendo lugar en dos
direcciones, nunca se encuentra aislada, esta siempre vinculada a otras operaciones y
es parte de una estructura total. Estas estructuras operacionales, son las que
constituyen la base del conocimiento, la realidad sicolégica natural en términos de la
cual se debe entender el desarrollo del conocimiento y el problema central del
desarrollo es entender la formacion, elaboracion, organizacion y funcionamiento de
estas estructuras. Las etapas de desarrollo de estas estructuras, principalmente son
cuatro: la primera es sensorio-motriz, ésta tiene lugar en los primeros 18 meses de
vida, en éstas se desarrolla el conocimiento practico y existe una serie de estructuras
que son indispensables para las posteriores estructuras del pensamiento
representacional. En la segunda etapa se tiene la representacion proporcional: los
principios de lenguaje, de la funcidon simbolica y por lo tanto de la representacion.
En la tercera etapa aparecen las primeras operaciones que operan sobre objetos pero
aun sin hipotesis expresadas verbalmente. Finalmente en la cuarta etapa estas
operaciones son sobrepasadas conforme el nifio va alcanzando el nivel de
operaciones hipotético-deductivas razonando de acuerdo a hipdtesis y no solo a
objetos, construyendo nuevas operaciones. De tal forma que la etapa que nos ocupa

de acuerdo a la dimension, en esta investigacion es la cuarta.

De lo anterior, se deduce uno de los supuestos basicos subyacentes de la
investigacion actual sobre aprendizaje, se basa en Piaget y consiste en aceptar que el
sujeto construye de un modo activo el conocimiento, esto, a través de la interaccion
con el medio y la organizacion de sus propios constructos mentales. Aunque la

instruccion afecta claramente a lo que el sujeto aprende, no determina tal
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aprendizaje. El sujeto no es un receptor pasivo del conocimiento, lo interpreta lo
estructura y lo asimila a la luz de sus propios esquemas mentales.

Asi, la vision constructivista del conocimiento de Piaget, es una de las mas aceptadas
en investigacion Educativa. De ella se derivan marcos tedricos y de referencia que se
retoman en el seguimiento de las investigaciones en esta area. De la misma manera,
las diferentes aproximaciones y lineas de investigacion comparten el principio de la
importancia de la actividad constructivista del estudiante en la realizacion de los
aprendizajes escolares bajo la postura de la existencia y prevalencia de procesos
activos en la construccion del conocimiento, tratando de explicar la génesis del
comportamiento y el aprendizaje del estudiante al hacer énfasis en los mecanismos
tales como el de la influencia sociocultural (v, gr. Vigotsky), socio afectivo (v. Gr.
Wallon) o fundamentalmente intelectuales y endogenos (v. Gr. Piaget), que es el
punto de partida de esta investigacion, convergiendo en la intervencioén educativa a

problemas educativos matematicos como:

* El desarrollo sicolégico del estudiante, particularmente en el plano
intelectual y en su interseccion con los aprendizajes escolares

* La identificacion y atenciéon a la diversidad de intereses, necesidades y
motivaciones de los estudiantes en relacion con la ensefianza y el aprendizaje

* El replanteamiento de los contenidos curriculares, orientados a que los
estudiantes aprendan sobre contenidos significativos

* El reconocimiento de la existencia de diversos tipos y modalidades de
aprendizaje escolar, dando una atencion mas integrada a los componentes
intelectuales, afectivos y sociales

* La busqueda de alternativas para la seleccion, organizacion y distribucion de
conocimiento escolar, asociadas al disefio y promocion de estrategias de
aprendizaje e instruccion cognitivas

* La importancia de promover la interaccion entre el profesor y el estudiante y
entre los mismos estudiantes través del manejo del grupo mediante el empleo

de estrategias de aprendizaje cooperativo
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* Larevalorizacion del papel del profesor, no solo en funcion de transmisor del
conocimiento, sino como mediador del mismo, enfatizando el papel de ayuda

pedagodgica que debe prestar al estudiante

2.1. MARCO TEORICO: TEORIA DE LOS CAMPOS
CONCEPTUALES

En Piaget (1973), se encuentra en conjuncioén una sintesis del aspecto individual y
social, tanto del objeto y sujeto de conocimiento que sirve como un esquema
explicativo en la interpretacion del desarrollo del conocimiento conjuntamente en la
escala individual y en la escala social. La sintesis como ya se menciond
anteriormente se refiere tanto al sujeto como al objeto del conocimiento, las
componentes individual y sociedad expresan para la primera, que lo que hace el
sujeto para asimilar un objeto depende del sujeto mismo, y para la segunda, lo que se
asimila depende de la propia capacidad del individuo y de la sociedad que le provee
de contextos y significados de los objetos.

Esta sintesis puede reinterpretarse alrededor de la nocion de representacion, cuando
la sociedad la compone los estudiantes, los maestros, los contenidos matematicos
especificos y el tiempo preestablecido para su ensefianza, (Vergnaud, 19990a,
1990b). En esta concepcion, se puede decir que la mente hace operaciones y estas
operaciones son afectadas por la sociedad, que se refleja a través de
representaciones, dando como resultado el funcionamiento cognitivo. Acerca de este
funcionamiento cognitivo, la Psicologia cognitiva nos da informacion del estudio de
las diversas operaciones mentales que dependen del desarrollo de la mente, y ésta a

su vez depende de la sociedad, el papel y la relacion que guardan en la misma.
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En la ensefianza de la matematica, el funcionamiento cognitivo requiere del
individuo por conocer los procesos de pensamiento matemadtico, también requiere
entender esos procesos de pensamiento en el plano educativo, es decir entender la
situacion escolar donde el individuo es un estudiante. Los procesos cognitivos del
estudiante entonces dependeran de las actividades cognoscitivas fundamentales que
se formulen en su situacion escolar.

Una modelizacion del éste funcionamiento se ha organizado alrededor de la nocién
de conceptuacion en la teoria de los campos conceptuales por Vergnaud (1990 b).
La teoria de los campos conceptuales, se sustenta en el constructivismo de Piaget,
resultando una teoria importante en la investigacion en la ensefianza de la
matematica, debido al cuestionamiento que se realiza acerca de lo que es un
concepto, lo que es un comportamiento operativo en matematicas, cOmo se
desarrolla, qué parte tiene la accion, la percepcion, y el lenguaje en la formacion
de conceptos y finalmente, qué parte desempenia la interaccion social.

El objetivo de la teoria de los campos conceptuales es proporcionar un encuadre
tedrico a las investigaciones sobre actividades cognitivas complejas especialmente
referidas a los aprendizajes cinéticos y técnicos. Se trata de una teoria psicoldgica
de la concepcion de lo real: permite localizar y estudiar las filiaciones y las rupturas
entre conocimientos desde el punto de vista de su contenido conceptual. Esta teoria
permite igualmente, analizar la relacion entre conceptos en tanto que conocimientos
explicitos y los invariantes operatarios implicitos en las conductas del estudiante en
situacion. De esta manera esta teoria ofrece también, un marco de referencia para el
analisis del aprendizaje que tiene lugar, concediendo una parte central a la accion del

sujeto en diversas situaciones, distinguiéndose dos clases de situaciones:

» Clases de situaciones para las cuales el estudiante dispone en su repertorio de su
desarrollo, de las competencias necesarias para el tratamiento relativamente
inmediato de la situacion

» Clases de situaciones para las cuales el sujeto no dispone de todas las
competencias necesarias, lo que obliga a un tiempo de reflexion y de

exploracion de dudas y le conduce eventualmente al éxito o al fracaso
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Por tanto la idea de campo conceptual es considerada a partir de un conjunto de
situaciones cuyo tratamiento implica variaciones de las situaciones y el conjunto de
conceptos que permite analizar estas situaciones como tareas matematicas. Donde el
concepto de situacion se entiende como el conjunto de eventos que dan significado a
una relacion entre invariantes y simbolizacion, involucrando objetos y su relacion
entre ellos. La idea es que toda situacion compleja se puede analizar como una
combinacion de tareas de las que es importante conocer la naturaleza y la dificultad
propia.

Entonces el proceso cognitivo y las respuestas del estudiante son funcién de las
situaciones a las cuales son confrontadas. A continuacion se identifican dos tipos de

situaciones:

* Las de variedad: existe una gran variedad de situaciones en un campo
conceptual y las variables de situacion son un medio para generar de
manera sistematica el conjunto de las clases posibles

* Las de la historia: los conocimientos de los alumnos son modelados por
las situaciones que han encontrado y dominado progresivamente,
especialmente por las primeras situaciones susceptibles de dar sentido a

los conceptos y a los procedimientos que se les quiere ensefiar

La caracteristica importante de la teoria de los campos conceptuales es la
consideracion de los fendémenos de ensenanza-aprendizaje bajo el enfoque de la
formulacion de esquemas que se puede presentar para las dos clases de situaciones
mencionadas. Vergnaud, llama esquema a la organizacion invariante de la conducta
para una clase de situaciones dada. En estos esquemas es donde se deben investigar
los elementos cognitivos que permiten la accion del sujeto, ser operatoria, donde la
sistematizacion es evidentemente una de las manifestaciones visibles del caracter
invariante de la organizacion de la accion, pero una serie de decisiones concientes

puede también constituir el objeto de la organizacion invariante para una clase de
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situaciones. Asi mismo, la sistematizaciéon no impide que el estudiante conserve el
control de las condiciones bajo las cuales tal operacion es apropiada o no. De esta
forma, la idea del funcionamiento cognitivo de un estudiante o de un grupo de
estudiantes en situacion, reposa sobre el repertorio de esquemas disponibles y cada
esquema es relativo a una clase de situaciones cuyas caracteristicas son bien
definidas y el reconocimiento de invariantes es por tanto la clave de la
generalizacion del esquema.

Asi el esquema es una funcion temporalizada de argumentos que permite generar
series de diferentes acciones y de recogida de informacion en funcion de los valores

de las variables de la situacion.

La interpretacion del proceso de adquisicion del conocimiento, relativo a un campo

conceptual, (Vergnaud, 1985) aborda los siguientes aspectos:

1) Las Acciones. El estudiante acciona mediante una reaccion a estimulos sobre el
objeto matematico (la transformacion se considera como una accidn sobre el objeto

matematico) estableciendo relaciones entre otros objetos

2) Las Representaciones. El estudiante transforma una accion sobre el objeto
matematico, estableciendo control sobre el mismo por medio de las relaciones y
clasificaciones en su realidad, de tal forma que se presentan invariantes operatorias

en el desarrollo del conocimiento

3) Los Esquemas. Es el conjunto de representaciones sobre el objeto matematico
en estrecha relaciéon como una totalidad dinamica y funcional de realidad del sujeto,
a través de un conjunto de invariantes operatorias. La definicion de esquema se
presenta como una totalidad dinamica y funcional. Primeramente como algo que
funciona como una unidad y en segundo lugar como una organizacion invariable de

la conducta por situaciones dadas. El esquema se compone en cuatro categorias:

1. Los objetivos de intencion y anticipacion
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2. Reglas de accion

3. Invariaciones operatorias

4. Posibilidades de inferencia en situaciones
Las invariantes operatorias se clasifican en dos grandes categorias: los conceptos en
acto y los teoremas en acto. Los conceptos en acto son categorias que permiten
producir la informacion pertinente en una situacion. Los teoremas en acto son
proposiciones tenidas por verdaderas que le permiten al sujeto plantear la

informacion de los conceptos en acto

4) Las Conceptuaciones. Son la relacion entre las representaciones y la realidad, a
través de la conceptuacion de la nocidn matematica, cuyo medio es la invariante
operatoria.

En esta perspectiva, se considera que un concepto matematico no puede ser reducido
a su definicion si se estd interesado en su ensefianza y aprendizaje y es a través de
situaciones problema por resolver que un concepto matematico puede adquirir
sentido y significado para el estudiante. Por tanto, el conjunto de situaciones
problema es lo que permite identificar los conceptos constitutivos del campo
conceptual y a la vez, la identificacion de los conceptos es lo que permite analizar
estas situaciones.

Los diferentes conceptos enlazados en una estructura matematica, seran pertinentes
de acuerdo a la informacion o referencia que se utilice es decir, dependiendo de la
situacion problema, de sus objetivos, de las reglas y de las acciones en cada
situacion, que se establecen de acuerdo a las invariantes operatorias que se

identifiquen.

Los aspectos que entran en juego en la construccion del conocimiento y que son
expuestos por Vergnaud en los parrafos anteriores, son interpretados en este trabajo

de acuerdo a como se muestra en a la figura 3.
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Interpretacion de los proceso del conocimiento relativo a situaciones
especificas de acuerdo a Vergnaud
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Fig. 3. Proceso de desarrollo del conocimiento del estudiante de acuerdo a Vergnaud
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En referencia a los invariantes operatorios que menciona Vergnaud, se tiene que uno
de los hechos mejor establecidos por la Psicologia cognoscitiva es que el desarrollo
del pensamiento se hace por etapas y que algunas grandes etapas se caracterizan por
la construccion o adquisicion de nuevos invariantes operatorios. Es Piaget (1973)
quien ha hecho en éste terreno los descubrimientos mas decisivos, mostrando a la
invariante operacional como un esquema mental que es invariante de la conducta y

se constituye por las diferentes relaciones que establecen la actividad del nifio en
diversas situaciones. Piaget expone, que durante el transcurso de los primeros afios
de vida, el nifio adquiere numerosos invariantes que le permiten organizar el mundo
en términos de objetos, clases y relaciones, dando lugar a la adquisicion de
invariantes relacionales y clasificatorias que integran su esquema mental, para dar
paso a diferentes tipos de invariantes. Existen fundamentalmente tres tipos logicos

de invariantes operatorios:

-Invariantes del tipo Proposiciones. Son susceptibles de ser verdaderos o falsos, las
teorias en acto son invariantes de este tipo

-Invariantes del tipo Funcion proposicional. No son susceptibles de ser verdaderos o
falsos, pero constituyen las piezas indispensables para la construccion de
proposiciones (conceptos en acto)

-Invariantes del tipo Argumento. Se compone por la funcion proposicional y las

proposiciones.

Los tres tipos de invariantes, conforman los teoremas en acto y los conceptos en
acto mencionados por Vergnaud (1996). Vergnaud, establece que los conocimientos
conceptuales que surgen en la practica y que no son ni conocimientos formales ni
explicitos, son denominados concepto en acto y teoremas en acto.

Asi, retomando el planteamiento de Piaget, Vergnaud establece, que el teorema en
acto es una proposicion que es sostenida como verdadera por un individuo en un
cierto rango de situaciones y un concepto en acto es una categoria (objetos,
propiedades, transformaciones procesos) que posibilita seccionar el mundo real en

distintos elementos y aspectos para obtener la informaciéon més adecuada a la
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situacion, donde éstos, pueden ser relevantes o irrelevantes a la situacion.

En consecuencia, la existencia de los teoremas y conceptos en acto en el
conocimiento del individuo es probada por las diferencias observadas entre las
conductas especialmente en las fallas que se presentan al interactuar en una
determinada situacion. Por tanto, los teoremas y conceptos en acto son inferidos de
la observacion de la actividad en una tarea y puede ser que no sean expresadas por el
individuo. Estos aspectos centrales en la comprension del desarrollo del
conocimiento del nifio, abre la posibilidad de entender porque las mismas estructuras
de un conocimiento no se aplican por igual en diferentes situaciones para entender

diferentes objetos o diferentes relaciones entre objetos.

De esta manera, bajo los lineamientos que marca Vergnaud en su teoria, el
entendimiento de la accion del estudiante relativo al campo conceptual de la
estructura de la serie de Fourier en el contexto de un fenémeno de transferencia de
masa, esta orientado a estudiar algunos aspectos del esquema, mediante las
invariantes operatorias que inciden directamente o indirectamente en el
conocimiento acerca de esta estructura matematica en situaciones donde tiene lugar
la vinculacion de dos contextos: matematicas e ingenieria. Siendo el andlisis del
esquema del estudiante, un estudio dirigido a analizar el conjunto de conceptos
informales que se enmarcan en las invariantes operatorias presentes en su actividad
mental en situaciones que conformaran el campo conceptual.

Es menester hacer notorio, que la situacion que conformaré al campo conceptual de
la serie de Fourier en el fendémeno de transferencia de masa y las posibles derivadas
de ésta, intentan su demarcacion segin Vergnaud, ya que son referidas a una clase
de objetos, a una clase de eventos, a una clase de problemas, teoremas o
afirmaciones, cuyo origen es el contexto. Resguardando el que el presentar los
conceptos en situacion, constituyan el objeto del entendimiento matematico del
estudiante. Asi, las situaciones que conformen el campo conceptual buscado, como
medio para analizar el esquema mental del estudiante, serdn aquellas que propicien

las relaciones entre una nocidn y otra por el contexto en donde tendran lugar.



44

2.2. MARCO DE REFERENCIA: LA MATEMATICA EN EL
CONTEXTO DE LAS CIENCIAS

La matematica en el contexto de las ciencias incluye una propuesta curricular y
didactica que reflexiona acerca de la vinculacion que deber existir entre la
matematica y las ciencias que la requieran (Camarena, 2001). En este marco se
plantea el como debe ser la ensefianza de las matematicas en una escuela que
requiere de esta area y, especificamente en la ingenieria, la matematica en contexto
se expone como un medio ideal para la ensefianza de las mismas, (Camarena, 1995).
El proceso de vinculacion de la matematica con las ciencias, se conoce como
contextualizacion y el producto obtenido es la matematica contextualizada en una
cierta area. Dicho proceso se realiza mediante el seguimiento de seis etapas, que

marca la matematica en contexto (Camarena, 1997):

1. Planteamiento de un problema

Determinacion de las variables y de las constantes del problema
Determinacion del modelo matematico

Solucion matematica del problema

Determinacion de la solucion requerida por el problema

AN

Interpretacion de la solucion en términos del problema

Siendo la etapa de la determinacion del modelo matematico la etapa central de esta
propuesta, el modelo constituye la representacion matematica del problema real
especifico a tratar.

De esta forma, la contextualizaciéon de la matematica se proyecta como una
propuesta didactica en la ingenieria (Camarena, 1990), con miras a favorecer el

proceso de ensefianza- aprendizaje de tal suerte que permita al estudiante:

» Manejar el lenguaje de la ingenieria

> Minimizar errores
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» Realizar calculos teoricos en vez de cdlculos practicos, ahorrando tiempo y
recursos

» Pronosticar comportamientos

A\

Tener mayor precision en el andlisis del problema

» Manejar un orden y disciplina mental dentro de la ingenieria y de su vida
cotidiana

» Adquirir espiritu critico

» Lograr un criterio cientifico

El problema de la ensefianza de la matematica en la Ingenieria, ha llevado a
Camarena a cuestionar la desvinculacion que existe entre estas dos esferas culturales
a través del divorcio que existe entre las matematicas y sus aplicaciones o su uso en
la ciencia que la sustenta, categorizdndose como una de las grandes causas de la
irregularidad escolar en esta area y el bajo nivel académico del egresado, ya que la
realidad del ingeniero en ejercicio se presenta como el enlace entre la matematica y
la ingenieria en cuestion. El problema de desvinculacion se integra por dos aspectos:
1) El matematico resuelve problemas de la matematica que serviran a la ingenieria
sin ser consciente de ello. 2) El ingeniero usa matemadticas que se presentan ante €l
como modelos ya elaborados y el paso que se tiene que dar entre la matematica y la
ingenieria practicamente se debe a unos pocos cientificos o ingenieros con una fuerte
formacion en matematicas, los cuales han desarrollado la ingenieria (Camarena

1995).

La desvinculacién esbozada por Camarena y recreada posteriormente entre la serie
de Fourier y el fendmeno de transferencia de masa, hacen posible, bajo la propuesta
de Camarena, el trabajo de contextualizacion de esta estructura matematica en el
contexto del fendémeno (Muro, 2000), lo cual posibilita, abrir el estudio de la
integracion del campo conceptual de la misma serie, en el contexto del mismo
fendmeno, como primera parte del planteamiento de esta investigacion a través de la
busqueda de las relaciones entre los conceptos que conforman estas dos nociones y

la determinacion de las situaciones que dan lugar a dicha relacion.
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Por tal motivo, la matematica en contexto constituye un marco de referencia en este
trabajo de investigacion:

Al pretender describir el entendimiento matematico del estudiante cuando este
interactua con un contenido conceptual matemdtico contextualizado en el fenomeno

de transferencia de masa.

El estudio del conocimiento del estudiante relativo a los conceptos que conformaran
el campo conceptual comprendido en situaciones generadas por el contexto, tiene

como marco la teoria de Vergnaud, bajo dos aspectos:

1) La integracion del campo conceptual de la serie de Fourier en la transferencia de
masa, visto como un conjunto de situaciones y conceptos por la vinculacion y
relacion entre ambos contextos. 2) El andlisis de las conceptuaciones del estudiante
mediante las invariantes operatorias identificadas en sus representaciones, dentro

de situaciones referentes a dicho campo.

2.3. METODOLOGIA

A través de plantear el objetivo de investigacion, como la descripcion del andlisis
del conocimiento del estudiante en términos de la modelacion del funcionamiento
cognitivo relativo a un campo conceptual de la serie de Fourier en la transferencia de

masa, la metodologia se compone de dos etapas:

1. Integracion del campo conceptual de la serie de Fourier en el fendmeno de
transferencia
1.1 Estudio de los elementos matematicos que habitan en el concepto de la

serie de Fourier
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1.2 Estudio de los elementos fenomenologicos que habitan en el proceso de
transferencia de masa
1.3 Caracterizacion de la estructura de la serie de Fourier en el contexto de
transferencia de masa.
1.3.1. Determinacion de las situaciones que prevalecen en el
contexto por contener los elementos matematicos y del fenomeno
1.3.2. Identificacion y establecimiento de las relaciones que guardan
los conceptos que definen a la serie de Fourier en el fenomeno de
transferencia de masa bajo el marco de las situaciones identificadas

en la etapa anterior

2. Analisis de la actividad operacional del estudiante relativo al campo
conceptual
2.1. Analisis del esquema del estudiante
2.3.1 Anélisis de la variacion en sus representaciones
2.3.2 Identificacion de las invariantes operatorias en el analisis de la

variacion de sus representaciones

La etapa de caracterizacion de la serie de la serie de Fourier en el contexto de un
fenomeno de transferencia de masa, comprende el analisis los elementos
matematicos que entran en juego y son referentes a la estructura de la serie de
Fourier, estudiando los conceptos que definen dicha estructura, de entre los cuales
se pueden nombrar: la periodicidad de una funcion, la suma de funciones senoidales,
la convergencia de una funcién y la suma infinita de funciones. De la misma
manera, se analizan los elementos del fenomeno que conforman el contexto de la
transferencia de masa, como son los conceptos de concentracion, evaporacion,
liquido transferido, caracteristicas de una sustancia coloidal etc. Se identifican las
situaciones que pueden posibilitar el establecer las relaciones entre estos dos tipos
diferentes de conceptos. Y, finalmente, en el marco de estas situaciones, se retoma
la vinculacion de éstos dos tipos de nociones, para dar lugar a la relacion entre los

conceptos que constituyen dichas nociones, obteniendo un contenido conceptual
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definido por las relaciones establecidas entre un concepto y otro y por las
situaciones que los definen.

A través de la obtencion de este contenido conceptual, debido a la caracterizacion,
es posible, la integracion de estos elementos en un campo conceptual de la serie de
Fourier en el contexto de un fendmeno de transferencia, el cual es caracterizado por
el establecimiento del conjunto de situaciones y conceptos que son especificos del
contexto del fendmeno.

De esta manera, la variabilidad de las situaciones que integran el campo conceptual,
debera provenir del contexto que es propiamente el fendmeno, con situaciones que
no se pueden desligar del mismo, de tal suerte, que la contextualizacioén de la serie
de Fourier en la transferencia de masa se encuentra presente como una estrategia de
vinculacion entre la matematica y el contexto, para establecer los conceptos
resultantes de la misma y las situaciones que tienen lugar.

Bajo este esquema, de entre las situaciones donde se presenta el fenomeno de la
transferencia de masa, resultan ser, el secado de materiales, como una operacion de
la ingenieria a través de la cual se extrae liquido de una sustancia en ciertas
condiciones. Especificamente, es posible identificar situaciones de secado de
materiales humedos, tal es el caso de las sustancias coloidales.

Por tal motivo, se propone la integracion del campo conceptual de la transferencia
de masa, mediante situaciones que corresponden al secado de coloides por ser
referentes a dicho fendmeno y ademas, como situaciones que pertenecen a
problemas reales de la ingenieria y que son de suma importancia en esta area;
considerando que este factor sea un factor motivante en la accion del estudiante.

Asi, el analisis cognitivo se realiza mediante la interaccion del estudiante con este
campo conceptual al enfrentarse con actividades y tareas que pertenecen a este tipo
de conceptos y a esta clase de situaciones. En el andlisis, se estudian la
conceptuaciones bajo el estudio del esquema, con la medicién de las invariantes
operatorias que se presentan en su conocimiento.

La medicion representante de las invariantes operatorias, corresponden a un enfoque
cualitativo, cuya recoleccion de datos se realiza a través de la observacion y sesiones

en profundidad o grupo de enfoque.
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El grupo de enfoque, se compone por dos estudiantes de Ingenieria Quimica del
séptimo y octavo semestre del Instituto Tecnoldgico de Toluca. El mismo grupo
participa en cinco sesiones de dos y tres horas en las cuales conversan y acuerdan
acerca de los problemas planteados relativos a situaciones de secado de coloides.
Las sesiones se llevan a cabo en un laboratorio de la misma especialidad que
pertenece a la misma institucion y en donde ellos estan habituados a trabajar.

En la primera sesion se le pide al grupo realizar la experimentacion de secado de un
coloide y recolectar informacion acerca del mismo. Por tanto el estudiante es
posicionado en un ambiente situacional con la experimentacion del secado de estas
sustancias. A partir de la segunda hasta la quinta sesion, el grupo es enfrentado a
actividades estructuradas que engloban conceptos acerca de las situaciones en que
ellos se estan desarrollando. La respuesta de los estudiantes se presenta algunas
veces por escrito y otras verbalmente, en un marco del andlisis de la variacion se sus
representaciones.

La recoleccion de informacion en las sesiones, se apoya en video grabaciones, en
los escritos del estudiante, en algunas discusiones grabadas entre ellos y en
respuestas proporcionadas verbalmente.

Durante las sesiones también se recurre a la observacion por parte del investigador,
realizando un registro para describir el ambiente en el que se mueve el estudiante, la
actitud del grupo, la actitud personal de los estudiantes que conforma el grupo y las
actividades que desarrollan. La conduccion de las sesiones es a través del
investigador. Con participacion parcial, cuando el investigador lo considera
pertinente. En las sesiones, el grupo es informado de que sera observado y video
grabado.

El andlisis cualitativo de la informacion obtenida acerca del conocimiento del
estudiante, es interpretada y ordenada de acuerdo a los aspectos que marca
Vergnaud en el estudio de la actividad del estudiante relativo a un campo
conceptual, que para este caso, lo que se busca es tener una vision del conocimiento
del estudiante referente al campo conceptual de la serie de Fourier en el fendmeno

de transferencia de masa.
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Los aspectos a considerar en el proceso de analisis, son las invariantes operatorias
que presenta el estudiante en sus conceptuaciones. Estos aspectos son organizados
por el tipo de representaciones en cada una de las situaciones en que se desenvuelve
dentro del grupo de enfoque.

Mediante los resultados elaborados en el andlisis cualitativo, se pretende categorizar
dichos resultados, como conceptuaciones formuladas por el estudiante, relativas a un
campo conceptual, siguiendo el planteamiento de Vergnaud: las conceptuaciones,
son producto de la actividad del sujeto referida a situaciones, no siendo referido a
aspectos teoricos, formales ni explicitos, ni de conceptos aislados.

En esta medida, el analisis del aprendizaje del estudiante en base al campo
conceptual expuesto, es descrito, bajo el panorama de su actuacion en un grupo con
el propdsito de tener un acercamiento al entendimiento de su funcionamiento

cognitivo de manera colectiva.
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CAPITULO 3

INTEGRACION DEL CAMPO
CONCEPTUAL DE LA SERIE DE FOURIER
EN LA TRANSFERENCIA DE MASA

El desarrollo de este capitulo, se realiza en base al andlisis de los elementos que
entran en juego en las estructuras tanto de la serie de Fourier como del fenomeno de
transferencia de masa y bajo que situaciones es posible establecer una relacion entre
los mismos, de tal forma, que el resultado sea una correspondencia conceptual entre
ambas estructuras.

Siendo los factores situacionales los que determinan el conjunto de conceptos que
resultan de la relacion de estos dos tipos de elementos, la caracterizacion de la serie
de Fourier en el fendbmeno, se constituye por el estudio de estos elementos y su
relacion, bajo la argumentacion de que las situaciones y los conceptos a integrar un
contenido conceptual de esta naturaleza, derivan de la estructura matematica en el
contexto a usar.

Por tanto, la caracterizacion implica la busqueda de relaciones entre conceptos y
situaciones de contexto que su vez infieren tareas y actividades del mismo corte, de
tal suerte que situaciones, conceptos y tareas, integran un campo conceptual sobre el
cual el estudiante ha de interactuar y, sobre el cual el investigador puede analizar y
describir el conocimiento del sujeto a través de su proceso de conceptuacion; que de
acuerdo a Vergnaud, (1990), se define por la forma en que el sujeto organiza su

comportamiento en estas circunstancias.
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3.1. ESTUDIO DE LOS ELEMENTOS MATEMATICOS Y DEL
CONTEXTO

El estudio se inicia con el reconocimiento de dos tipos de conceptos que pueden
habitar en la estructura de la serie de Fourier en el contexto referido: 1) Conceptos
relativos a la matematica de la serie de Fourier. 2) Conceptos relativos al fendémeno
de transferencia de masa y que pertenecen a un contexto especifico de la ingenieria.

A continuacion se especifican estos dos tipos de conceptos.

3.1.1. Conceptos matematicos que conforman la estructura de la serie de

Fourier

Se puede usar una serie infinita para definir una funciéon Y = f(t) cuyo dominio es el

intervalo de convergencia de dicha serie. Explicitamente, para cada t en este

intervalo se define a f igual a la suma de la serie, es decir: f =f1(t) +f,(t) +

f5(t) +... Sif(t) es una funcidén definida de esta manera, se dice que la suma de las
f, es una representacion en serie de funciones de f o bien que la serie de funciones

representa a la funcion f.

Una representacion en serie de funciones de la funcién y = f(t), permite establecer
una relacion entre una funcion y la suma de las funciones que la representa, asi
como encontrar el valor de la funcion, hallando o estimando en un punto, la suma
de funciones que compone a la serie. Entonces, existen dos tipos de problemas
alrededor de las series: 1) Dada una funcion f, hallar su representacion en serie de

funciones. 2) Dada una serie de funciones hallar a f a la cual representa. Por

ejemplo dada la funcion f= 57 su representacion en serie de funciones seria:
+1
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1
f= = I-t+t? -t +t* + . HC-D)" t"+.. . para || <1.
t

La grafica de la funcion y de la serie en este intervalo es como la que se muestra:

Fig. 4. Grafica de la funcion f= % =1-t+t7 -t +t* D+

para |t| <I.

Por tanto, una funcion continua se puede representar en serie de funciones para un

cierto intervalo y la serie es convergente para ese mismo intervalo, tal y como se

puede ver en la figura anterior.

Esto significa que: lim §, =y =1(t) donde S, son las sumas parciales. Y la suma
n- o

de la serie, no es otra cosa que la misma funcidon que representa en un cierto

intervalo de continuidad.

Una serie de Fourier es un tipo de serie infinita de funciones que se caracteriza por
conformarse por funciones trigonométricas del tipo sinusoidales y que puede
representar a una funcion f que es periodica, o bien una funciéon f no periddica
que esta definida en cierto intervalo (0, T ), para la cual, dicha serie de Fourier

estard definida en ese mismo intervalo, de tal forma que f esta dada por:
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1
e an +a, cosw,t +a, cos2w,t +....+ b senw,t + b,senw,t + ..

Esta suma infinita de funciones se puede expresar mediante una suma de la siguiente

mancra:

1 9
= an + Z(an cosnw,t +b, sennwyt) conn=0,1,2,3...

n=l
. 2n : .,
Para ambas expresiones w = - con T = periodo de la funcion f{(t).

Una funcion periodica se puede definir como una funcion para la cual f = f(t+T)
para todo valor de t. La constante minima T que satisface la anterior relacion se
llama periodo de la funciéon. Un ejemplo de una funcién periddica se muestra

enseguida:

6

4

) /\/\f\/\/\[\/\ N\ f\!\n/\/\ f\%/\/\/x
Bf/\fvé@ W Ve v @U\/\M@ WG Ve

-4 T

Fig. 5. Funcion periddica fcon periodo T
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De acuerdo a la expresion dada, la representacion en serie de Fourier de una funcion
periodica representa la funcion periddica como la suma de componentes senoidales

que tienen diferentes frecuencias. La componente senusoidal de frecuencia w, = nw,

se le llama enésima armoénica de la funcion periddica. La primera armonica es la

componente fundamental debido a que tiene el mismo periodo de la funcion.

71 . .
w,= 7 se conoce como la frecuencia angular fundamental, los coeficientes a, y

b, se les conoce como amplitudes armonicas.
Una de las propiedades que caracteriza a las funciones senusoidales sen(nw,) y

cos(nw,) que componen a la serie de Fourier, es la ortogonalidad, formando un

. : . T T
conjunto de funciones ortogonales en el intervalo "5 <t< B de tal forma

T
que: _[_ZT sen(nw,t)cos(nw,t)dt =0 esta relacion de ortogonalidad es util en la
2

evaluacion de los coeficientes a, y b, de la serie de Fourier. Obteniéndose las

0 |
—

siguientes expresiones: %ao 2% f(dt o a, 2% f(®)dt

~

o]
ol

: a )
Es necesario hacer notar que 70 corresponde al valor promedio de f(t)= durante un

—o [N

periodo. Parab, setiene: b, = % f(t)sen(nw,t)dt conn=1,2....

ol

—o [ N

. 2
De la misma forma a, se puede expresar: a, = T f()cos(nw,t)dt conn=0,

ol
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Si la serie infinita de Fourier, puede representar a una funcion periddica, es posible
que una serie finita de Fourier, aproxime la representacion de la funcion periddica de

1 k
tal forma que S, (t) = an +Z(an cosnw,t +b sennw,t) sea la suma de los

n=l
primeros (2k+1) términos de la serie que representa a f(t) en el intervalo:
T T 1 ;
5 << de tal forma que f(t) = S +Y (a, cosnw,t +b,sennwyt) + &, (f)

n=1

donde ¢€,()= f(t) - S, (t) y &,(t) es la diferencia o error entre f(t) y su

aproximacion, entonces el error E, cuadratico medio esta definido por:

(f () =S, (@) dt

— N

(&,(t)’dt =

— N

1 1
E = — -
r T

~

o]
ol

Esta expresion se puede reducir a:

2

(@) di=2 %Z(az b))

—o [N

1
Ekz ?

S

Lo establecido anteriormente, supone que la funcion f se puede representar
mediante una serie de Fourier. Sin embargo, existen condiciones conocidas como
condiciones de Dirichlet, bajo las cuales es posible la representacion en serie de una

funcion f:

1. Sila funcién f tiene un nimero finito de discontinuidades en un periodo
2. Sila funcién f tiene un numero finito de maximos y minimos en un periodo

3. Si la integral del valor absoluto de f en un periodo es finita; es decir
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o [

|f(0|dt = finita <o

ol

Uno de los conceptos que aparecen en estas condiciones es la continuidad por

. . . . r T, .
tramos. Una funcion f es continua por tramos en el intervalo finito [-5 , E] si

satisface las condiciones 1 y 2. Un ejemplo de este tipo de funciones es como la que

se muestra en la figura:

F()

Fig. 6. Funcion continua por tramos

En un punto de discontinuidad t = t, de la funcion mostrada en la figura, la serie de
. 1 .
Fourier converge a : 5[ f(,—)+ f(¢,+)] donde f(t,-) es el limite de f cuando t se

aproxima a t, por la izquierda y f(t,+) es el limite de f cuando t se aproxima a
t, por la derecha. Lo anterior indica que una serie de Fourier tiene limite siendo

siempre convergente a la funcion f. Entonces al analizar la convergencia de la serie
conduce a la evaluacion de la serie al tener como limite a la funcion en donde esta
definida.

De lo anterior se tiene como conclusion, que una caracterizacion de la serie de

Fourier es que ésta es una serie infinita de funciones senoidales que es convergente a
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la representacion de una funcion peridodica f con periodo T que satisface las
condiciones de Dirichlet, es decir, para una funcion que es continua por tramos €
integrable sobre cualquier intervalo. Un ejemplo de ello se tiene en la siguiente

figura:

&S
1-0.5

=15

a) f, =isen(t)
Vs

L2 2

(sen(t) + sen3(3t)) 0 f, = % (sen(t) + sen(3t) senS(St)

b)f, = )

4
T

Fig. 7. Grafica de las sumas parciales aproximandose a una funcion.

Es interesante ver como las sumas parciales de las funciones que conforman a una
serie de Fourier se aproxima a una funcion f(t) definida por -1 y 1 en los intervalos:
-n<t<0 y 0<¢t<n respectivamente. Tal y como se muestra en la siguiente

figura:
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Fig. 8. Grafica de una funcidn, definidaen -1y 1 en los intervalos:-71<¢<0 y

0<¢t<nm respectivamente

. . . 2&1-(-1"
Y cuya representacion en serie de Fourier es: = —zgsen(nt)

n=1

En el caso de la expansion en serie de Fourier de una funciéon f no periddica
definida en un intervalo finito (0, t ), el desarrollo se define solamente en el mismo
intervalo y con la frecuencia fundamental deseada, construyendo una funcion
periodica adecuada que sea idéntica a la f que se quiere representar y que satisfaga
las condiciones de simetria que conduzcan a la forma deseada de la serie de Fourier.

Por ejemplo para la siguiente funcion f que no es periodica:

Fig. 9 Grafica de una funcion no periodica
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Se pueden tener representaciones de esta funcion por medio de diferentes series de

Fourier seglin las simetrias. En las figuras siguientes se muestran algunas de ellas:

Fig. 10. Representaciones de una funcion no periodica en series de Fourier

. . . , .. 7l
Para la primera figura se tiene la simetria par en términos de coseno con w ;= —, la
T
. Lo s 7
segunda figura corresponde a la simetria impar en términos de seno con w,= — y
T

- A 2n
la ultima en términos del seno y del coseno con w,= —.

De esta manera, dada la determinacion del concepto de la serie de Fourier con los
diferentes aspectos que predominan, se tiene como resultado, algunos elementos
matematicos que se han identificados en esta estructura y que dan origen a tres

grupos diferentes:

v Conceptos acerca de la serie de Fourier: Suma de funciones, series infinitas y
convergencia.
v Conceptos sobre los que generan la serie de Fourier: Funciones seccionalmente

continuas, periodicidad y error de aproximacion.



61

v' Conceptos que determinan a la serie de Fourier: Funciones armonicas y
ortogonalidad

3.1.2. Conceptos Referentes al contexto (fenomeno de transferencia de masa)

El fenémeno de transferencia de masa, es un fenomeno que se presenta en diversas
situaciones de la ingenieria. Las situaciones se localizan en las operaciones unitarias
difusionales. Este tipo de operaciones tienen una base tedrica comun. En cada una
de ellas se transfiere masa de una fase fluida a otra a través de una interfase. Este
fenomeno se encuentra asociado a la agitacion térmica de las moléculas, en una
region en la que estan concentradas moléculas de una clase y esta diferencia es lo
que provoca la tendencia a salir de esa region.

De entre las operaciones donde se presenta la transferencia, se tiene el secado de
materiales hiimedos. Esta operacion consiste en eliminar liquidos de un material por
procedimientos térmicos, las razones para desecar un material en ingenieria son
varias, de entre las cuales se pueden nombrar; facilitar la manipulacion del material
para un tratamiento posterior, permitir la utilizacion satisfactoria del producto final,
reducir costos de transporte, conservar el material durante su almacenamiento y
aumentar el valor de la utilidad de los desperdicios o subproductos obtenidos en la
industria del proceso.

El extraer la humedad parcial o total de un material que se expone a un medio
secante, el cual puede ser aire caliente, provoca que a través de la circulacion del
aire en la muestra a secar, tenga lugar el fenomeno de transferencia del liquido en el
interior y en la superficie de dicha muestra hacia el exterior, de tal forma que la
humedad del material cambia de manera decreciente a través del tiempo, esta
transferencia del liquido se mide mediante la cantidad de masa evaporada o la
cantidad de liquido que permanece en la muestra, de alli su nombre; transferencia de
masa.

En el analisis del proceso de transferencia de masa, se encuentran variables externas
que influyen en el comportamiento de secado: las principales variables externas son
la temperatura, la humedad, la ventilacion, el estado de subdivision de la sustancia,

la agitacion de la misma, y el contacto entre las superficies calientes y la sustancia
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himeda. La transmision de calor y de masa son fendmenos influenciados
directamente por las variables externas; en el caso de la temperatura, esta influye
directamente al provocar cambios en la superficie exterior y desde ella al interior de
la sustancia para dar lugar a la transferencia del liquido hacia la superficie y su
posterior evaporacion.

El secar un material clasificado como una sustancia coloidal que debe conservar
cierta propiedades, como los es la cantidad de liquido que debe contener, es un
problema que corresponde analizar y resolver por el ingeniero. En dicho problema
se contemplan factores que afectan el desarrollo del proceso permitiendo la
complejidad del mismo debido a los multiples problemas que se encuentran
presentes; tales como, especificar la cantidad necesaria de la eliminacion del liquido,
la temperatura de secado, el tiempo de duracion de secado, la concentracion que
requiere conservar de la sustancia a secar en un tiempo determinado y la calidad del
producto que se desea obtener, considerando propiedades de textura, dispersion y
punto de emulsion.

El estudio del secado de este tipo de sustancias conduce al analisis del mecanismo
de transferencia de masa del liquido debida a esta operacion. En dicho anélisis se
encuentra la siguiente informacion:

En la operacion de secado se producen tres procesos fundamentales y simultaneos:

1. La transferencia de calor para evaporar el liquido del coloide

2. La transferencia de masa en humedad interna y liquido evaporado donde la
masa se transfiere como liquido-vapor o como ambos dentro de la sustancia,
o bien como vapor dentro de las superficies humedas

3. La transferencia de movimiento de las moléculas del liquido transferido, que
influye para que el gradiente de concentracion de la sustancia dependa del

mecanismo de circulacion del liquido dentro de este coloide.

A su vez, la circulacion interna del liquido a través de la sustancia a secar se
produce por diversos mecanismos segin la estructura de la sustancia coloidal,

algunos de los mecanismos son:



63

a) La difusion en sustancias homogéneas continuas

b) La circulacion capilar en sustancias granulares y porosas

c) La circulacion producida por los gradientes de concentracion y también de
presion

d) La circulacion causada por la gravedad

e) La circulacion producida por una sucesion de vaporizaciones y

condensaciones del liquido.

En general uno de estos mecanismos predominara en un momento dado del tipo del
coloide a secar y del momento del analisis del proceso en estudio.

De los tres procesos que interviene en la operacion del secado, predomina
principalmente el de la transferencia de masa de la superficie continuamente
reemplazada por el liquido procedente del interior de la sustancia coloidal y, el
mecanismo de la circulacion interior del liquido se plantea en funcion de su difusion
a través de la sustancia y en la superficie de la misma.

Al someter a secado un coloide aparece un patron general de comportamiento; a
medida que transcurre el tiempo, la superficie de la muestra estd cada vez mas
desprovista de liquido, en virtud de la proporcién de su transferencia hacia la
superficie. De tal forma que la humedad cambia en forma decreciente en el coloide.
Asi, la trayectoria para la difusion de masa se hace cada vez mas largo y
eventualmente el potencial de concentracion disminuye, hasta que el contenido de
humedad se considera en equilibrio. Esto es, al no haber registro de cambio en el
contenido de humedad a pesar de un tiempo posterior de secado.

Sin embargo aun sin calentamiento alrededor de la muestra, el fenomeno de
transferencia de masa de agua continua en un tiempo que se puede apreciar como
tedricamente infinito.

Siendo observable el agua que aun contiene el coloide, es considerable que el
fendmeno tiene un comportamiento tedricamente infinito en un tiempo también

tedricamente infinito.
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Por las condiciones expuestas y debido a las propiedades de la sustancia y del interés
en su estudio, las situaciones que favorecen el entablar las relaciones entre serie de
Fourier y transferencia de masa son las situaciones del secado de sustancias
coloidales.

Siendo la transferencia de masa el contexto y las situaciones provenientes de este
contexto, la operacion donde se lleva a cabo dicha transferencia, se tiene que los
conceptos que prevalecen en el contexto y en la situacion, derivan su significado

precisamente por las situaciones en que se localizan.

Asi, se identifican algunos conceptos del fendmeno bajo situaciones de secado y

que son las que en este caso conforman el contexto de la transferencia de masa:

v Conceptos que determinan el comportamiento de la transferencia de masa en el
secado de una sustancia: Cantidad de calor, temperatura, flujo de aire,
humedad del aire, composicion del la sustancia a secar y condiciones de

humedad de entrada y de salida en le secador.

v Conceptos que determinan el mecanismo de difusion de la transferencia de
masa en el secado de un material: Difusibilidad, humedad uniforme y la
condicion en la cual la superficie de la muestra se lleva a un estado de humedad

constante durante un lapso de tiempo.

Los conceptos matematicos y del fendémeno que se ha identificado, conducen a
posibles relaciones entre los conceptos que definen a la serie de Fourier y los
conceptos y variables que se encuentran presentes en el fenomeno de transferencia
de masa.

Una vez identificado el fenémeno de difusion en la transferencia de masa en una
situacion de secado, se plantea establecer las relaciones entre esta estructura
matematica con dicho contexto, concretando la caracterizacion planteada, en la

busqueda del reconocimiento del tipo de situaciones de secado en donde es posible
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definir el comportamiento del fenomeno, el conjunto de los conceptos implicados
por las circunstancias que favorecen establecer relaciones entre uno y otro, debido a
la vinculacién y la exploracion de la clase de relaciones que permitan la conjuncion
entre los conceptos presentes en cada uno de los conjuntos para conformar un solo.

Analizados y establecidos estos elementos, sera posible la integracion del campo
conceptual que precise a la serie de Fourier como estructura matematica que explica

el comportamiento del fendmeno de la transferencia de masa.

3.2. CARACTERIZACION DE LA SERIE DE FOURIER EN EL
CONTEXTO DE LA TRANSFERENCIA DE MASA

La caracterizacion de la serie de Fourier en la transferencia de masa consiste en
realizar un estudio de la vinculacidn establecida en el trabajo de la contextualizacion
de la serie de Fourier en este contexto (Muro, 2000), a fin de fijar las relaciones
entre los conceptos de estas dos nociones y las situaciones donde emergen, como
consecuencia de la vinculacion. Para ello, se analiza el proceso de contextualizacion
seguido por Muro y marcado por las etapas que marca la matematica en contexto.

Dicho proceso es el siguiente:

1. Planteamiento de un problema referido al contexto a utilizar

2. Establecimiento de las constantes y variables presentes en el problema

3. Establecimiento del modelo matematico que gobierna al problema
planteado

4. Obtencion de la solucion del modelo matematico

5. Obtencion de la solucion en términos del problema definido por el contexto

6. Interpretacion de la solucion en términos del problema definido por el

contexto
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El problema de contexto que se plantea, es un problema de transferencia de masa.
Enseguida se menciona:

Un secador de charolas es un equipo de unidad de produccién intermitente para
pequeia capacidad. Consiste en una camara en la cual se coloca el material que se va
a secar sobre charolas distribuidas en soportes. El medio secante es aire caliente que
circula en el interior de la cdmara

El secador cuenta con un sistema de control sencillo para controlar de manera
constante las condiciones externas de secado como son la temperatura y la cantidad
de flujo de aire necesaria para secar la muestra.

El equipo cuenta con un termostato para regular la temperatura del aire. Con un
medidor de volumen de aire para regular la cantidad que circula en el secador, dos
medidores de temperatura y humedad del aire a la entrada y a la salida de la cdmara:
(Te) = temperatura de entrada y (Ts)= temperatura de salida, y una balanza para
medir por diferencia de peso la pérdida de humedad del material.

De esta manera, la muestra a secar esta contenida en charolas rectangulares y la cara
superior de la charola se expone a la corriente de aire caliente, provocando la
transferencia del liquido del material hacia la superficie.

Un esquema del equipo y de la operacion de secado se muestra enseguida

Balanza

Secador de charolas

Medidor de
Volumen
de aire

Termostato
Charola empacada
con la muestra
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Fig.11. Esquema del equipo de secado
Las variables que determinan el fendmeno en el secado de sustancias coloidales
mencionadas por Muro son:
* Espesor de la muestra durante el secado (x)
* Contenido de humedad en el coloide (X)
* Temperatura de la muestra durante el secado (T)
* Tiempo de secado (t)

¢ Estado de subdivision del material a secar

Las constantes que se especifican en el secado son:

* Flujo de aire circulante en el secador (V)

* Temperatura constante del aire

* Constante de transferencia de masa (K,) especifica del liquido que se

transfiere del coloide al secarse

El modelo matematico que gobierna el fendmeno de transferencia de masa en la
situacion de secado, se mostr6 bajo una ecuacion diferencial parcial en términos del
9°’Cc _ oC

tiempo y el espesor de la charola de la forma: K, w or
A9

La solucion a este modelo dio como resultado una serie de Fourier con coeficiente

B, por determinar:

3 2n +1)7x _(2n+1)2722th
C,(x,t) ;Bn[cos—y }exp|: VE

La solucion en términos del contexto, de acuerdo a la etapa 5 de la matematica en

contexto, arrojo la serie de Fourier siguiente:
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c-C, :4°°_|_

c oo mEeun T

c

el +1)nx} (2n+1)* 'K t
e TE

Finalmente en la ultima etapa, la interpretacion de esta solucion en términos del
contexto, es expresada en términos de la disminucion de concentracion C en el
coloide, generando a su vez, un cambio de concentracion a través del tiempo “t” y
del espesor “x”. Con la posibilidad de obtener perfiles de cambio de concentracion
en un tiempo y un punto, mediante la serie de Fourier resultante de la expresion

anterior.

En el analisis de los resultados de cada una de las etapas mostradas en Muro (2000),
se encuentra aspectos importantes de ayuda a la caracterizacion buscada, tales
aspectos se muestran enseguida:

-Se identifican las situaciones en donde tiene lugar el contexto:

Secado de sustancias coloidales.

-El problema de transferencia de masa implica conceptos tales como:

a) El cambio de masa del material coloidal, en cualquier punto de su
superficie, tiempo después que una muestra de esta sustancia se
somete al secado en un secador de charolas.

b) La humedad en equilibrio del material coloidal

c) Eltiempo necesario para alcanzar la humedad en equilibrio

En explicacion a estas deducciones, se tiene que en el proceso de secado, tiene lugar
la transferencia de un liquido procedente de un s6lido humedo.

Al secar un so6lido himedo mediante aire con temperatura y humedad fijas,
inmediatamente después del contacto entre la muestra y el aire, se presenta una etapa
de secado inestable que dura hasta que la temperatura del sélido se ajusta para
alcanzar un estado estable. La temperatura del solido y la proporcién de secado
pueden aumentar o disminuir hasta alcanzar ese estado estable. Una medida de la

temperatura muestra que la temperatura de la superficie humeda del so6lido es la
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misma que la temperatura del aire, entonces, las temperaturas del solido que se seca
tenderan a igualar la temperatura del aire, manteniéndose también constante la
proporcidon de secado. Esta etapa termina cuando la temperatura de la superficie
aumenta y la proporcion de secado disminuye rapidamente, aun cuando el retiro de
humedad es menor, provocando que la proporcion de secado se aproxime a cero
para un cierto contenido de humedad en equilibrio del sélido, el cual es el contenido
de humedad mas bajo de humedad que se puede obtener bajo las condiciones de
secado que se estén empleando.

De esta forma el comportamiento general de secado presenta cuatro etapas:

1) Inestabilidad, cuando la temperatura del so6lido trata de alcanzar la temperatura
del aire.

2) Estabilidad, cuando la temperatura del solido es la misma que la del aire.

3) Instabilidad, cuando el potencial de humedad del s6lido disminuye hasta alcanzar
un contenido de humedad en equilibrio

4) Estabilidad, aunque se tenga una cantidad sustancial de liquido retenido en la
estructura del solido, ya no se registra ningin secado posterior y la humedad es la

misma que la del equilibrio.

En solidos relativamente homogéneos como en el caso de los coloides en las tltimas
etapas del secado, la humedad se mueve hacia la superficie de la muestra en funcién
de una difusion molecular. Por tanto la modelizacion del fendmeno en el secado en
estas etapas, considera que la difusion es el mecanismo que sigue la transferencia del
liquido en el secado del s6lido humedo.

En consecuencia el determinar el flujo del liquido que se transfiere del solido en el
secador, implica encontrar la ecuacion de difusion que representa el comportamiento

del fendmeno, para ello se parte de la ecuacion de balance de masa:

Entrada = Salida + Acumulacion o bien:

Entrada —Salida = Acumulacién.



70

Cada una de estas cantidades se puede expresar en términos generales considerando
un elemento de volumen del fluido, el cual es representando en la figura que se

presenta a continuacion.

Fig. 12. Representacion de un elemento de volumen de fluido

La rapidez de masa de flujo en las tres caras con un vértice comun en E es:

MINN,), &yAz + (N ), AxAz +(N.). Axdy]

En donde N representa el flujo en la direccion x, y. Mientras que (N, ), es su

valor en la posicion x.
El flujo de masa fuera de las tres caras con un vértice comun en G es:

MI(N) poae BBz + (N ) g DDz + (N ) 5. AxAy ]

y+hiy
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El componente total en el elemento es AxAyAz p, donde p es la densidad de la
0p

sustancia. Entonces la rapidez de acumulacion es AxAyAz m y la ecuacién general
t

de balance de masa se puede sustituir de la siguiente forma:

M{IN) e = (N T AYAz +[(N ) iy, - (N) ] AxAz + [(NL) o - (N ]

AxAy } = AxAylz ‘;—’;

Dividiendo entre AxAyAz y encontrando el limite cuando las tres distancias se

vuelven cero, se tiene que:

ON
M(ONX+ },+6NZ)_6,0
Ox dy 0z ot

Si la densidad de la sustancia es una constante, la ecuacion anterior queda:

N, ,ON,  ON. )= 0

M(
Ox dy 0z

Que es la ecuacion de continuidad o un balance de masa, para la sustancia.

Ahora, si:
oC . .
MN_ =u, p +MJ, endonde MJ =-MK, o y u, es la velocidad promedio
x

de masa, entonces:

2
ez p0 0P g 9C
Ox Ox Y Ox £ ox?

Que seria lo mismo para el flujo de masa en las otras direcciones.
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Entonces se tiene que la ecuacion de continuidad:

op, 0p op 9’c  a’C Lo’c

Ou,
u, P 0y Py p O s Oy Oy i (9G4 O ) -
Tox oy 0z ox 0y 0z £ ox oy 0z’
ap
ot
2 2
En el caso en que la velocidad es cero y dividiendo entre M: o K g(g—f + ?9 (2:
X v
2
40 C)
0z>

Que es la ecuacion que representa el fendmeno de transferencia dado a través del

cambio de la propiedad transferente C en funcion del tiempo y de la posicion.

Ahora bien, como la muestra esta contenida en una charola, la transferencia de masa
toma el modelo de una ldmina plana con un cierto espesor como se muestra en la

figura:

Fig. 13. Esquema de la charola que contiene al coloide
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Asi, se tiene que el area superficial en las dos caras, es mucho mas grande que el area
a lo largo del borde, por tanto es razonable suponer que la transferencia de masa se
lleve a cabo principalmente en direccion perpendicular a las dos caras, de tal forma
2’c _ac

que la transferencia en la direccion “x” se puede describir como K, o
X t

Esta ecuacion representa el cambio de la propiedad transferente para un instante en

cualquier punto “x” que también se pude escribir como:

Ci=K < Cxx, con K = coeficiente de difusividad de masa del liquido.

La solucion de esta ecuacion estara dada por C(x, t) que a su vez describird el
cambio de dicha propiedad transferente, bajo ciertas condiciones limitantes del
fendomeno.

Si se satisface la ecuacion diferencial parcial lineal en “x”, entonces, se considera
que el método de separacion de variables o método de Fourier, comienza con la
hipétesis de que C(x, t) es de la forma Z(x)T(t). Lo anterior tiene el efecto de
reemplazar a la ecuacion diferencial parcial con dos ecuaciones diferenciales
ordinarias Z(x) y T(t). La teoria del desarrollo de las funciones propias tiene
aplicacion en cualquiera de los aspectos del problema, sin olvidar que la ecuacion

diferencial parcial que proviene del problema de transferencia de masa debe tener

los siguientes atributos:

» Por lo menos una de las variables independientes del problema debe estar
restringido a un intervalo finito y el dominio del problema debe ser una region
apropiada para el sistema de coordenadas en el que se expresa la ecuacion

diferencial parcial.
» La ecuacion diferencial parcial debe ser separable

» En general las condiciones en la frontera se deben arreglar para por lo menos

uno de los problemas separados sea del tipo Sturm-Liouville.
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Por tanto C(x, t) debe satisfacer las condiciones limitantes siguientes:

1) El cambio de masa con respecto a la posicion Z—C =0 para x=0 para
X

todos los valores de t
2) Lamasa enunpuntox y enuntiempo t es C=0 en x= ¢  parat>0

3) Lamasa C=C,=1 a t=0 para -¢/ <x</( con C, =cambio de

masa inicial

Lo cual significa que las condiciones de frontera indican que el cambio en la
propiedad transferente se mantiene en cero en el arranque de la operacion del secado

y después de un cierto espesor.

Asi mismo se tiene condiciones de frontera que representan la cantidad de propiedad

transferente C inicial en cualquier parte de la charola.

Entonces las condiciones limitantes y de frontera en el modelo que representa el
cambio de la propiedad transferente con el espacio en el grosor de la muestra y el
tiempo de secado representado por C(x, t) se ajustan al modelo para usar el método

por separacion de variables, de la forma:
Cu(x, ) = Z(x)T()
Cxx(x, t) =Z"(X)T'(t)

Debido a que se considera un espesor de la muestra 2x = /, donde la transferencia

se realiza por arriba y por abajo como se indica en la figura:
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>

R N A

Transferencia del liquido por arriba

Transferencia del liquido por abajo

I

Fig. 14. Transferencia del liquido en la charola

En la figura se puede observar un eje de simetria que representa el fondo de la
charola, siendo esta cara impermeable al liquido. El espesor seria equivalente a una
lamina del doble del espesor que estuviera expuesta en sus dos caras al aire, cuando
se somete al secado. Entonces el liquido se difunde por ambas caras pero no a través
del plano central. Asi, el liquido que se encuentra a menor profundidad se transfiere
por la cara superior y la que se encuentra a mayor profundidad drena por la cara

inferior.

Por tanto, para el modelo obtenido se obtendra una curva diferente para cada tiempo,
describiendo al fendmeno completo una familia de curvas que se obtienen cuando el
tiempo se deja fijo. Ahora bien, si el fendémeno se sitia a una profundad
determinada, se tendran cambios de masa para diferentes tiempos, de tal forma que
para un tiempo constante se obtenga: C = f(x) y para misma profundidad se
obtenga: C = f(t). Entonces si el cambio de masa es una funcién de x y de t, se
puede escribir como el producto de dos funciones: una funcion de x y otra funcion

de t, tal como se indica en C(x, t) = Z(x)T(t)

Sustituyendo en la ecuacion diferencial parcial, para 0<x< ¢/ y t>0:
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T (1) K, T(t) = Z"(x)/X(x)

Ya que el miembro izquierdo de esta ecuacion es solo funcion de t y el miembro
derecho depende solo de x, la igualdad es valida para toda 0<x</ y cualquier t>0 si

y sOlo si existe una constante -A tal que:
T'()/ K, T(t) = -A = Z7(x)/X(x)

Para 0<x</, t>0. Esto es equivalente a las dos ecuaciones separadas:
T'(t)=-AdT(t) y -Z7(x)=ANZ(x)

Donde A es una constante que se toma con signo negativo, para comodidad de los
razonamientos subsiguientes, sin hacer con esto ninguna suposicion sobre su signo.
De la relacion anterior, se obtienen las ecuaciones diferenciales ordinarias para la

determinacion de las funciones Z(x) y T(t):
27(x) tAZ(x) =0

T'H)+K, AT(t)=0
La solucion de la ecuacion diferencial: T'(t) + K, AT(t) =0 quedarfa:
T(t) = K exp(A+ K, 1).

Si A fuera igual a cero la propiedad transferente dentro de la charola no cambiaria
con el tiempo, por tanto, se rechaza esta posibilidad debido a que no es constante
con las condiciones fisicas del problema. En el segundo caso si A fuera algun valor
positivo, considerando esto, entonces tanto la funcion de t como la propiedad
transferente C, dentro de la charola llegarian a ser infinitamente grandes, después
de un muy largo periodo de tiempo. Aunque tedricamente esto puede ser posible,
fisicamente no. Entonces se tiene que A debe ser un valor negativo porque la

funcion del tiempo no cambiaria demasiado en tiempos grandes.
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Si se reemplaza a A por - A, se tendria:
77(x) A2 Z(x) =0
T'()+K, A\’ T(t)=0 obien T'()=-K, A*T(t)=0

Donde las ecuaciones anteriores son ecuaciones diferenciales ordinarias con

soluciones:
Z(x)=K, sen Ax +K, cos Ax
T(t) =K, exp(-A* K,t

Sustituyendo las soluciones anteriores en la solucion producto original: C,(x, t) =

Z(x)T'(t) se tiene:

C,(x,t)= (K, senAx +K, cos Ax) K; exp(-A’K, t) o bien:
C,(x,t)= (AsenAx +Bcos Ax) exp(-A\° K, t)
Donde K, K, y K, sonconstantes arbitrarias y A=K, K, y B=K, Kj;.

Los valores para A, B 'y A se deben escoger para satisfacer las condiciones

limitantes.
Con la condicion limitante 1, se tiene que para todo momento:

sen(0) =0 y cos(0) = 1. Entonces la primera condicion limitante se satisface:

si A=0,porlotanto: B (cosAx)exp(-A’ K, 1t

Para satisfacer la condicion limitante 2, se tiene que B (cos A/) = 0.si B= 0
entonces existe una solucion trivial. En consecuencia si B #0, cos A/ =0, donde

¢ésta funcion sera cero para valores multiples:
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Como existe una solucion particular para cada valor de A la constante B se tiene

que evaluar para cada solucion. Entonces la solucion general para n valores de A es:

< (2n+1)7x _(@n+1)' Kt
C,(x, 1) ;Bn [COS—M }exp{ VE

Las constantes representadas por B, se pueden evaluar usando la tercera condicion

limitante, la cual proporciona la propiedad transferente inicial C,= 1 parat=0.

En términos del secado del coloide, el cambio de la propiedad transferente C, esta
en relacion al cambio de humedad de la muestra a secar, de tal manera que C = X,
por tanto el modelo obtenido que representa la transferencia de masa por la difusion
de un liquido en el secado de un s6lido humedo, proporciona el cambio de humedad

del solido para cualquier posicion x del espesor de la muestra a secar en cualquier

. 0’ X X . .
instante de secado t, tal que: K < 6—2 = 6_ , tiene como solucion la funcién
X t

X(x, t), cuyo desarrollo es:

R 2n+1)7x _(2n+1)2n2th
X (x,t) ;Bn [cos > }exp{ e

De acuerdo a las condiciones limitantes del problema, el contenido de humedad

inicial X,=1 y que corresponde a la tercera condicion de frontera, parat=0 en

f-<x< /.

Entonces la ecuacion anterior quedaria:

1:23 COSM
n 2€
n=0
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+
cos n+1)mx

La funcién caracteristica { 27

} es ortogonal con respecto a un factor de

peso igual al contenido de humedad inicial de esta muestra X, = 1 en la region de la

charolaenx=0 hasta x= /:

/ + +
r (cos (2n+ D cos (2m 1)nx)a’x =0 si m#n yademas:

20 20

: 2n+1 2m+1
J‘:(cos( " )mcos( ng )m)dx;tO sim=n

20
i +
Por tanto multiplicando la ecuacion: 1 = ZBn {cos%} por
n=0
+
[cos %} y relacionando con la ortogonalidad establecida, queda:

r(cos—(zn * 1)m)abc = J‘[ B, cos’ @n*hne dx
0 2/ 0 20

Integrando y simplificando se obtienea B, :

4(-1)" ., . .
. ) y la solucién para el modelo de transferencia de masa en términos

" 20 +1)

del cambio de humedad con respecto al espesor de la muestra y el tiempo de secado

@ + 2n+1)’ K ¢t
apartirde: X (x,t)= ZB” {cos%} exp{—( 4)£2 £ } es:
n=0

X (x,t)=

4 (D[ @uadm] | @n+DITK
n;(znﬂ)LCOS 20 }Xp{ 40?
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En forma adimensional, considerando al cambio de contenido de humedad del
coloide como un perfil del comportamiento del fenomeno de transferencia de masa
de liquido del coloide cuando se somete al secado se tiene que:

X= X'-X,
X, -CXx,

Donde X’ es la concentracion del coloide equivalente al contenido de humedad del
agua en el tiempo t equivalente a libras de agua / libras de coloide seco. Xg' es la
humedad en equilibrio equivalente al contenido de agua en el coloide en equilibrio,
equivalente a libras de agua/libras de coloide seco. X, es la humedad en el periodo
durante el cual el fendémeno del secado se controla por la difusién, equivalente

libras de agua / libras de coloide seco.

Bajo lo anterior la solucion queda en términos de la humedad inicial X, =1 y esta

dada por la serie de Fourier siguiente:

X.-X, o =0 2n+1) 40?

X-X, = 4 & (=D ( (2n;€1)m:|exp|:_(2n+1)2n.ng[}

De esta forma, la presencia de la serie de Fourier en la representacion de la funcion
que proyecta el comportamiento del cambio de humedad X(x, t) relacionado con la
transferencia del liquido del coloide al secarse, guarda algin significado del proceso

mismo en relacion con la matematica establecida y viceversa.

Una disminucion en la humedad del coloide genera un cambio de humedad también
a través del tiempo, Asi, se pueden obtener perfiles de cambio de humedad del
coloide para un tiempo y un punto en el espesor, mediante una serie de Fourier

correspondiente a la solucion obtenida:
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X'-X, =

E

Y —x.  mEea+n "

4 i (1) ( (2n+1)m}exp _(2n+:);2ﬂ'2th

La expresion anterior, proporciona la funciéon X(x, t) a través de la siguiente figura
en tres dimensiones, representando el contenido de la humedad del coloide para un

instante de tiempo t y una posicion x en espesor de la muestra dentro de la charola.

Fig. 15. Gréfica de la expresion en serie de Fourier que representa al fendmeno en

funcion del tiempo y la posicion
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Con esta misma expresion, se puede determinar la cantidad de agua transferida (M)
dentro de la charola en cualquier momento, de tal manera que se integra el contenido

de humedad sobre el espesor, expresandose:

M= 2(X, XE)L’ 1. Z 0" [ (2n+1)m}exp|:_ (2n+1) iTngt}

4
7=+ 2 40°

Después de la integracion la ecuacion anterior se convierte en:

i 1) _(2n+1)27T2th
M= 2(X, -X (1 - ,10—(2 D exp{ VE }

Donde x = distancia del centro de la charola a cualquier punto de las misma.
¢ = distancia del centro de la charola hasta la superficie que se esta secando tomando
en consideraciéon ambas caras, o bien el espesor total de la muestra que se esta

secando a partir de una sola cara de la charola.

Ahora bien si se toma como dato del espesor de la muestra /= 1, la misma
constante de la difusividad de masa del liquido que para el caso de la muestra

analizada es agua y corresponde al valor de K, = 0.0096 pies*/hora. Se puede

determinar el contenido de humedad del coloide para una posicion dada de la
humedad en la sustancia para cualquier instante dado de tiempo, obteniéndose series
de tipo exponencial que determinan curvas de contenido de humedad contra el

tiempo de secado, tal y como se muestran en la siguiente figura.
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4
3
2
. . . . .
x
-14.9 14.9 29.799 44.699 59.599 74.499 89.398
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-2
-3

Fig. 16. Curvas de contenido de humedad con el tiempo para una posicion dada de la

humedad en la muestra

De la misma manera, si se toman incrementos de tiempo se pueden obtener series
de Fourier que determina el cambio en el contenido de humedad en funcién de la
posicion para un instante dado de tiempo. Asi se tiene que en dos horas, los

incrementos a considera pueden ser: t=0.4,t=0.8,t=1.2,t=1.6y t=2 horas.....

Entonces, a partir de estos datos se tendran soluciones acerca del perfil de humedad

del coloide para cada incremento de tiempo establecido.

Para t = 0.4 horas, el perfil de humedad esta dado a través de la serie:

X'-X, =
X —X

c E’

o4
Vg

i( 1)" ( (2n+1)m}exp{_(2n+1)2n2(0.0096)(0.4)}
n=0 27’1"‘1) 2 4
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Obteniendo la funcion que representa el cambio de humedad para un tiempo dado y

para cualquier punto del espesor a través de las siguientes graficas:

\

/ i

x

i3l9987 -1.9994 '/

. 1.9994 '3./9987 5.9981

-9.625

7./99%4 9.9%968

Fig. 17. Gréfica de la aproximacion de la funcion que representa el cambio de

humedad para 0.4 horas de tiempo y para cualquier punto del espesor, considerando

22 términos de la serie

Lo mismo se haria para cada uno de los incrementos, obteniéndose las siguientes

graficas para un tiempo determinado de secado y considerando un nimero finito de

términos de la serie que representa el cambio de humedad en funcion de la posicion.
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igi9987 -1.9994 '/ 1.9994 R./9987 5.9981 79974 9.9968

-0.625 -

Fig. 18. Gréfica de la funcidon que representa el cambio de humedad para 2 horas de

tiempo y para cualquier punto del espesor, considerando 22 términos de la serie

Fig. 19. Gréfica de la aproximacion de la funcidon que representa el cambio de

humedad para 2 horas de tiempo y para cualquier punto del espesor, considerando 40

términos de la serie
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Fig. 20. Grafica de la funcion que representa el cambio de humedad para 2 horas de

tiempo y para cualquier punto del espesor, considerando un numero infinito de

términos de la serie

De esta manera, a través de la contextualizacion por la vinculacion establecida entre
la estructura de la serie de Fourier y el contexto del fendmeno de transferencia de
masa, en circunstancias de la situacion del secado de coloides, se obtiene un
panorama sobre la importancia que la serie de Fourier tiene, como sustento
matematico de este fendmeno y, como es que este fendmeno permite dar un
significado a este concepto matematico, jugando un papel preponderante el contexto
y la situacion en que se muestra el fendémeno, para establecer la relacion entre
conceptos que pertenecen a dos areas y la estrecha conexion que guardan.

De entre los conceptos que se han encontrado acerca del fenomeno se pueden
nombrar: la transferencia de un liquido procedente de un s6lido humedo y la
variacion de la humedad con respecto al tiempo, dando como resultado el proceso de

un estado inestable. La variacion de la humedad con respecto a la posicion, la
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constante de difusion en la transferencia, las dimensiones de la charola y el espesor
total de la ldmina que se seca. Estos limites determinan las condiciones de frontera y
las condiciones iniciales del proceso y son particulares para el problema planteando

en la situacion del secado de coloides.

Alrededor de las nociones matematicas, se encuentran las ecuaciones en derivadas
parciales, en donde un tipo de ecuacion, de acuerdo a las condiciones del problema
de transferencia, es la que modela el fenomeno. Este tipo de ecuacion pertenece a
una ecuacion que describe un fendmeno que se desarrolla en el tiempo como una
operacion de evolucion que toma el estado inicial X(x, 0) (humedad del coloide para
una posicion x y donde ain no inicia la transferencia de liquido, por tanto la
condicion inicial se plantea para un tiempo de transferencia cero), del sistema y lo
lleva al estado X(x, t) (humedad del coloide para una cierta posicion y un cierto
tiempo de transferencia). Donde la funcion X(x, t) que corresponde a dicho estado,

es representada mediante una serie de Fourier.

Por tanto, la caracterizacion de la serie de Fourier en la transferencia de masa,

conduce al siguiente planteamiento:

1. El modelo matematico que rige al proceso de transferencia de masa en la
ultima etapa del secado de un coloide, esta dado a través del mecanismo de
difusion del liquido procedente del coloide. por tanto, la ecuacion que

modela al fendmeno, es una ecuacion de difusion.

2. El mecanismo de difusion del liquido establece un cambio de humedad en el
coloide (X), dado por el cambio de contenido de agua en funcion del tiempo
(t) y el espesor de la muestra (x) que se somete al secado. La representacion

matematica de dicho cambio es la funcion X(x, t).

3. La relacion del cambio de humedad del coloide en funcién del tiempo y

espesor de la muestra X(x, t) se establece mediante una serie de Fourier.
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4. La pérdida de humedad del coloide, debida a la transferencia de agua,
corresponde al comportamiento del cambio en la humedad de acuerdo a la
posicion en que se encuentra en la sustancia, es representable mediante una
suma infinita de funciones periddicas o componentes armoénicos que
conforman a la serie de Fourier, cuyo comportamiento es un patron
sinusoidal que se atentia gradualmente hasta que el cambio de humedad es
uniforme en todo el coloide. Dicha suma da como resultado la funcién: f{(t)
= X(x, t) en un intervalo —/ < x </ correspondiente al espesor total de la

muestra.

5. La difusion del liquido es tedricamente infinita para un tiempo tedricamente
infinito de secado. A medida que transcurre el tiempo, la proporcion de
movimiento del liquido hacia la superficie es cada vez mas lento, esto es,
debido a la poca cantidad de liquido que se encuentra presente en el coloide,
moviéndose en un espacio muy reducido por el estado de sequedad en la
muestra. Este proceso de transferencia provoca la disminucion en la
humedad del coloide hasta llegar a un valor tedéricamente al equilibrio y asi,
alcanzar una minima humedad en el coloide para un tiempo dado de secado.
El cambio de humedad en el equilibrio, corresponde a la convergencia de la

de la serie de Fourier a una funcion constante dada a través de la expresion:

X(x,t)=f(t)=X"

Asi, el pasado planteamiento, gobierna la conjuncion intrinseca de dos estructuras

que a su vez dan lugar a la caracterizacion que se ha proyectado.

La figura siguiente reduce la exposicion de esta caracterizacion.
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Conceptos que
conforman a la
transferencia de masa

Conceptos que
conforman a la serie de
Fourier

Cambio de humedad
del coloide para un
instante t y una
posicion x en el
espesor de la muestra

Maxima
cantidad de
agua
transferida

Suma de
funciones
periddicas

Convergencia

Fx,t) =
Serie de
Fourier

Equilibrio
en el
fendmeno

Fig. 21. Relacion entre conceptos matematicos y conceptos de la transferencia de

masa en la situacion de secado de coloides
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3.3. DETERMINACION DE LAS SITUACIONES

Desde la perspectiva de la teoria de los campos conceptuales, acerca de los
conceptos que han de ponerse en juego en la ensefianza y el aprendizaje, se tiene que
a través de las situaciones es como ese concepto adquirird sentido para el estudiante
(Vergnaud, 1990). De esta manera, la operacionalidad de un concepto debe ser
experimentada por medio de situaciones diferentes, de tal forma, que el andlisis de la
variedad de conductas del sujeto ante estas situaciones proporcione un panorama
cognitivo sobre el concepto. Esta definicion pragmatica, relaciona el conjunto de
situaciones que constituyen la referencia de sus diferentes propiedades y el conjunto
de las acciones de los estudiantes para el andlisis de su aprendizaje.

En esta linea, de acuerdo a la caracterizacion de la serie de Fourier en el fendmeno
de transferencia de masa, las situaciones que propician la vinculacion de la serie de
Fourier con el fenémeno, son las que derivan del secado de sustancias coloidales.
Estas situaciones se identifican a través del cambio que se produce en el contenido
de humedad de la sustancia, al someterse al secado para un tiempo determinado y
una cierta posicion en el espesor de la muestra. Dicho cambio de humedad es
proporcional al cambio de masa de esta sustancia por la transferencia del liquido
debido a la accion del aire en el secador. Por tanto, el establecer el cambio de
humedad que sufre el coloide al secarse, conduce al discernimiento de la
transferencia de masa en situaciones de secado y como consecuencia, los conceptos
y las relaciones caracterizadas de la serie de Fourier en el fenémeno

Siguiendo este planteamiento, el campo conceptual de la serie de Fourier quedaria
conformado por un conjunto de situaciones cuyo marco es el secado, con tareas que
implican a su vez el conjunto de conceptos especificos como base para analizar las
situaciones. De tal manera, que la interrelacion situacion-conceptos, proporciona el
caracter a la situacion, bajo una correspondencia entre situaciones y concepto.

El producto de la correspondencia entre situacion-conceptos, son las
especificaciones de la estructura matematica en el fendomeno, tales como: La

representacion de una funcioén no periodica sobre el comportamiento del cambio de
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humedad del coloide X(x, t), para un instante dado t y una posicion x en el
espesor de la muestra, por una suma infinita de funciones periddicas que integran a
la serie de Fourier y que convergen a una funcion f(t) = X(x, t). Asimismo, en cierta
region de la grafica X(x, t), es posible su representacion en una serie de Fourier, la
cual converge a la funcién f = X perteneciente al cambio de humedad en el

equilibrio o en el estado estable del fenomeno.

Asi, segun la caracterizacion de la serie de Fourier en el fendmeno, para determinar
las situaciones de secado que integran el campo conceptual se toman los siguientes

aspectos:

» Se propone experimentar con el secado de un coloide como el alginato de sodio
por el hecho de poseer alta viscosidad que permite rapidamente la consistencia
gelatinosa a alimentos y preparados industriales y que puede proporcionar
datos importantes que apoyen al reconocimiento del fenémeno de transferencia
de masa del liquido que contiene el coloide y a la matematizacion del mismo.

» Al secar este tipo de sustancias coloidales, generalmente el régimen de secado
se basa principalmente en la transferencia de masa de la superficie
continuamente reemplazada por el liquido procedente del interior de la
sustancia. Esta transferencia del liquido se realiza principalmente en funcion
de la difusién a través del material a secar.

» Durante el tiempo de secado, la superficie de la muestra estd cada vez mas
desprovista de liquido, esto es, en virtud de la proporcion de su transferencia
hacia la superficie. A mediada que la humedad va disminuyendo en el coloide,
la trayectoria para la difusion de masa se hace cada vez mas largo y
eventualmente el potencial de humedad disminuye, hasta que esta alcanza el
equilibrio y ya no se percibe ni se registra un secado posterior.

» A lo largo del proceso se pueden encontrar variables externas que influyen en
el comportamiento de secado: Las principales variables externas son la

temperatura, la humedad, la ventilacion, el estado de subdivision de la
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sustancia coloidal, la agitacion de la misma, y el contacto entre las superficies
calientes y la sustancia humeda. La transmision de calor y de masa son
fenomenos que influyen directamente en las variables externas, como la
temperatura, cuyo proceso consiste en pasar a la superficie exterior y desde ella
al interior de la sustancia coloidal, dando lugar a la transferencia del liquido
hacia la superficie.

Al secar la sustancia himeda mediante aire seco, se puede considerar un patron
general de comportamiento: La superficie total expuesta de la sustancia en la
charola esta saturada de agua y la operacion de secado se realiza como si se
tratara de un estanque de agua sin que la sustancia ejerza una influencia directa
sobre la velocidad de secado.

La transferencia de masa del liquido en el secado del coloide, se debe al
mecanismo interno de la circulacion del liquido, producido por las condiciones
internas que afectan el proceso y por las condiciones externas, tales como la
temperatura de secado, la humedad del aire y las propiedades de la sustancia a
secar.

En el estudio del proceso de secado basado en el efecto que producen las
variables externas, se han encontrado diferentes periodos de secado. Esto es,
mediante los datos experimentales que se obtienen a lo largo del proceso como
es la temperatura del aire caliente, la temperatura de bulbo humedo del aire que
circulan en el secador, el peso de la carga y la temperatura de la carga en el
transcurso del tiempo del secado, se pueden establecer relaciones entre el
contenido de humedad de la muestra y la intensidad de secado en funcion del

tiempo a través de las funciones que describen las graficas siguientes:

| —t——=erie1

Fig. 22. Curva de cambio de humedad del coloide en funcién del tiempo
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Fig. 23. Intensidad de secado con respecto al contenido de humedad en el

coloide

De la figura 22 se observa una disminucion de humedad a medida que
transcurre el tiempo. La relacion entre estos dos tipos de datos es una funcion
decreciente en el tiempo dada por X(t). Experimentalmente, esta figura
reporta una transferencia de masa que es finita, debido a que ya no hay
registro en el cambio de humedad en el coloide, sin embargo es observable
la cantidad de agua que aun contiene la muestra reconociéndose un
fenomeno de transferencia de liquido tedricamente infinito en un tiempo
también tedricamente infinito. El registro de no cambio en la cantidad de
humedad contenida en el coloide, es un indicativo del equilibrio que se
establece en el fendmeno.

La funcion de la curva del cambio de contenido de humedad en funcion del
tiempo obtenida a partir de los datos experimentales, se puede representar
por una serie exponencial, considerando que el secado tiene lugar desde una
cara de la charola y que el lado y el fondo estan aislados y ademas que el
contenido de humedad esta distribuido en forma homogénea en la muestra,
de tal forma que la serie que describe este comportamiento se conforma por

una suma de funciones de tipo exponencial como la siguiente:
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c E

o 2
Xy, — iz _(2n+1) Kt
Y —x. = (2n+1) 0?

La convergencia de esta serie, proporciona la curva de contenido de
humedad que describe el cambio de humedad en funcion del tiempo en el

intervalo de continuidad t= 1
15

——
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Fig. 24. Grafica de la suma de una serie de potencias que converge a X(t)

» Para el mismo comportamiento, el cambio de humedad en funcion del
tiempo, se puede describir a partir de una serie exponencial que proviene de
una serie de Fourier que representa el perfil de humedad del coloide en
funcion del tiempo y la posicion del liquido en la sustancia. Esto es, para una
posicion dada, la serie se conforma por una suma de funciones de tipo

exponencial como la siguiente:

X'-X, =
X, -X,

4
n

© (-1)" (zn+1)m _(2n+1)27T2th
;(zn +1)L 2/ }Xp{ 407 }
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La convergencia de esta serie, proporciona la curva de contenido de humedad
que describe el cambio de humedad en funcién del tiempo en el intervalo de

continuidad t> 1. La figura que representa dicho comportamiento es la

siguiente:
¥
4
3
2
3
X
-14.9 14.9 29.799 44.699 59.599 74.499 89.398
-1
-2
-3

Fig. 25. Grafica de series exponenciales que proviene de algunas series de Fourier y

que convergen a X(t)

» Con respecto a la curva 23, correspondiente a la intensidad de secado en
funcién del cambio de humedad, ésta reporta cambios de pendiente. Donde
cada cambio representa un cambio en la intensidad de la operacion que se

esta llevando a cabo, dividiéndose en las secciones siguientes:

* La primera seccion representa el mecanismo donde predomina el
calentamiento de la carga mediante el aire que circula en el secador.
* La segunda seccion representa un intervalo de intensidad constante

de secado
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* La tercera seccion de la curva representa un intervalo de intensidad

decreciente que varia con respecto al tiempo de desecacion.

» En el punto en el cual termina el intervalo de la velocidad constante, empieza
a disminuir la intensidad del secado y alli se localiza el contenido critico de
humedad. En este punto el movimiento del liquido hacia la superficie del
solido se hace insuficiente para reemplazar el liquido que esta siendo
evaporado. Lo anterior significa que el contenido critico de humedad
depende de la facilidad de los movimientos de humedad dentro del coloide y
el espesor de la muestra. Y, por ende de la estructura que presenta ese

coloide a medida que continua el proceso de secado.

Después de exponer a detalle el comportamiento del fendmeno de transferencia de
masa en funcioén del cambio de humedad con respecto al tiempo y al posicion en el
espesor de la muestra, se comprende que el problema general para describir las
situaciones de secado, consiste en encontrar una expresion matematica que describa
la transferencia del liquido a través de la sustancia coloidal, mediante el
establecimiento del cambio de humedad del coloide para las dos variables: tiempo
(t) y un determinado espesor de la muestra (x), es decir una expresion X(x, t) que
describa el comportamiento del cambio de humedad de la sustancia a secar asociadas
a cada tiempo y espacio en el espesor de la muestra.

La busqueda de la expresion X(x, t), implica la existencia de diferentes
terminologias matematicas y de contexto que realmente se relacionan y que existe
una respuesta al porqué, la serie de Fourier puede representar la funcion del
comportamiento de la transferencia de masa de agua en el coloide cuando se somete
a la operacion de secado. La respuesta es que la serie de Fourier representa al
fenomeno en la ultima de secado a través de una suma infinita de funciones

trigonométricas.
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Con respecto al analisis del fendémeno desde el punto de vista del tiempo en que se
lleva a cabo la transferencia de masa, se puede establecer que el fendémeno es
tedricamente infinito, pero tiene un limite para un tiempo tedricamente infinito, este
limite puede ser representado por una funcion constante dada mediante una serie de
Fourier, relacionando la terminologia de limite o convergencia de una suma de
funciones, con el equilibrio del fendmeno o el estado estable que se alcanza en el

proceso de secado para un tiempo muy grande.

En base a la relacion establecida entre la serie de Fourier y el contexto del fendémeno

de transferencia de masa, las situaciones son las siguientes:

SITUACION 1. Reconocimiento del fenémeno

La parte central en el reconocimiento del fenémeno es la parte experimental que ha
de llevarse a cabo en el laboratorio a través de la operacion de secado en un secador
de charolas. La realizacion de esta etapa es con la finalidad de que el estudiante se
familiarice con el fendmeno de transferencia de masa y las situaciones especificas en
donde se presenta. La interaccion es a través de la experimentacion, observacion y
registro datos.

Las tareas a desarrollar en la situacion contienen problemas que se caracterizan por
la relacion entre conceptos derivados de contenidos matematicos y del contexto que

constituyen las situaciones.

La tarea desarrollar a desarrollar es la siguiente:

1. Preparar una muestra de alginato de sodio (coloide) cuyo contenido de
humedad sea de 10 libras de agua por libras de sélido seco (W) y registrar

el contendido de humedad inicial (X,).
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2. Con esta muestra, llenar una de las charolas del secador, registrar su
espesor (x) y las dimensiones de la charola. Iniciar el secado y suspenderlo
en dos horas. El secado debe realizarse bajo ciertas condiciones de
operacion durante este tiempo. Elegir las condiciones de temperatura y flujo
de aire, registrando estos datos.

3. Cada 10 minutos pesar la muestra que se ha sometido al secado y registrar el
contenido de humedad y el espesor de la muestra.

4. Después de las dos horas, observar e indicar si la muestra aiin contiene
humedad. Si es asi, repetir el proceso de secado por media hora mas
cambiando las condiciones de temperatura y flujo de aire que se registraron
en el punto 2. (debe tenerse cuidado que estas nuevas condiciones no dafien
la parte superficial de la muestra). Registrar los datos durante esta media
hora de secado.

5. Si atn contiene humedad repetir el proceso por 15 minutos méas, cambiando
nuevamente las condiciones de operacion que se registraron en el punto 4.
(debe tenerse cuidado que estas nuevas condiciones no dafien la parte
superficial de la muestra). Registrar los datos. ;Hay nuevos registros de
humedad en la muestra, después de todo el tiempo que has utilizado en el

secado? ;Cuanto tiempo llevas de secado? Registra estos datos.

SITUACION 2. Cambio de humedad en funcién del tiempo X(t) y espesor de la
muestra X(x). Relacion entre el cambio de humedad y la transferencia del

liquido del coloide

Los problemas que se plantean en esta situacion tienen el objetivo de apoyar al
estudiante a relacionar los datos experimentales en la grafica de una funcidon que
representa el comportamiento del cambio en contenido de humedad del coloide con

el tiempo y = X(t) en que dura el secado y el espesor de la muestra u = X(x).
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Asimismo, determinar la relacion entre el cambio mencionado, en términos de las
dos variables “t” y “x”, mediante un perfil de humedad.

Los conceptos que resaltan en esta situacion giran en torno al comportamiento del
fenomeno en términos de las dos funciones y = X(t) y u = X(X), como un
fenomeno que presenta el mismo patréon de comportamiento en el secado bajo ciertas
condiciones del proceso, a medida que transcurre el tiempo, el cual es dado a través
de una curva de tipo decreciente. De tal manera que las caracteristicas de la curva
permitan percibir que el cambio en la humedad es tedéricamente infinito en un tiempo
también tedricamente infinito. Y que el cambio de humedad en funcion del tiempo

proporciona el procesote en que se transfiere la cantidad de masa del liquido

contenido en la sustancia.

La tarea a desarrollar en esta situacion es la siguiente:

1. Con la informacién acerca del contenido de humedad de la muestra (X) y
de tiempo de secado (t) que has obtenido en el secado, realiza la grafica de
y = X(t), considerando todos los datos hasta que ya no hubo registro de
cambio de humedad.

2. Construye el perfil de humedad correspondiente, considerando una curva
para tiempo dado: después de 10 minutos, 120 minutos y 150 minutos de
secado.

3. Divide el intervalo de continuidad de “t” de la curva de X(t), en la grafica,

€69

en “n” segmentos iguales de tal forma que At, sea la longitud de una
parte.

4. Levantar en estos segmentos las ordenadas correspondientes X(t,), X(t,),
L X(t).

5. Unir las extremidades de las ordenadas consecutivas por lineas rectas con
los puntos [t,, X(t,)], [t,, X(t,)]--..... , [t, X(t,)], formando rectangulos,

de tal forma que la grafica de la funcion X, sea la region limitada por la

curva, eleje“t” vy elintervalo de continuidad.
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6. Encuentra el area de la region limitada por la curva de X(t), elejety el
eje de continuidad, mediante la suma de las areas de los n rectangulos

que conforman dicha region.

SITUACION 3. Determinaciéon de la funcion que representa a la curva X(t) y

la aproximacion de esta funcion mediante una serie infinita de potencias

Una vez obtenidas las relaciones de los datos experimentales del cambio de la
cantidad de humedad con respecto al tiempo mediante las graficas que representan
este cambio, en esta situacion, se pretende que el estudiante determine la funcioén
matematica X(t) correspondiente a la grafica a través de representar la ecuacion
diferencial que modela el cambio de humedad decreciente en el tiempo de secado.
Posteriormente encontrar la representacion de la funcion X(t) mediante una serie

infinita de potencias.

La tarea desarrollar comprende las siguientes actividades:

1. Segun el comportamiento de la curva que representa la cantidad de
humedad del coloide en un tiempo t, dada por X(t). Determinar la
expresion matematica que corresponde a dicha funcion.

2. Vincular el cambio de humedad con el cambio en el tiempo y el contenido
de liquido en el coloide.

3. Expresar matematicamente la relacion anterior.

4. Relacionar la constante fisica K, especifica del liquido contenido en el

coloide con la expresion que han escrito en el punto 3.
5. Expresar la ecuacion diferencial que representa el comportamiento del
cambio de humedad del coloide en funcion del tiempo en que es sometido

al proceso de secado.



101

6. Encontrar la solucion general que satisface a la ecuacion diferencial

7. Encontrar la solucion particular que satisface la ecuacion diferencial.
Utilizar el dato de la cantidad de humedad inicial del coloide en la muestra
antes de someterse a secado.

8. Graficar la funcion particular hallada y describir sus caracteristicas

9. Comparar la grafica anterior con la curva correspondiente a X(t).

10. A partir de la funcidon particular, hallar el contenido de humedad en
equilibrio y comparar el valor obtenido experimentalmente y el que
aparece en la curva de X(t).

11. A partir de la funcion particular, hallar el limite en el contenido de
humedad en equilibrio.

12. Determinar la serie que representa a la funcion X, utilizando una serie de

potencias como la siguiente:

f() f(C)

f(t) = Zf (t=c)"= flo) + fe)(tc) +=——= (t-¢)*+ (t-c)"

n=0
+ ...considerar que t = ¢, correspondiente a un valor de t en el intervalo de
continuidad de la funcion X(t).
13. Graficar la serie obtenida considerando 4 términos de la misma
14. Graficar la serie obtenida considerando 10 términos de la misma

15. Graficar la serie obtenida considerando n términos de la misma

SITUACION 4. Comportamiento de la humedad en el coloide

(para un instante t y una posicion x representado por la serie de Fourier)

A través de las anteriores situaciones y el planteamiento de ésta, se tiene el objetivo
de que tanto los problemas, como las actividades a realizar, apoyen al estudiante a
relacionar la funcidon que representa el comportamiento del cambio de humedad en
funcion del tiempo y el espesor de la muestra dado por X(x, t), a través de una serie

de Fourier, la cual permite representar y relacionar los dos cambios de humedad
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(Y1)

que ya se han encontrado en X(x) y X(t) como un cambio en funcién de “x” y “t”
cuya relacion es X(x, t). Asimismo, establecer la relacion que tiene la serie de
Fourier con el fendmeno, al describir una etapa la funcion mediante una suma
infinita de funciones periddicas que siguen un patrén sinusoidal que se atenua
gradualmente hasta que la humedad es uniforme en el coloide.

Por tanto el problema radica en describir reconocer la suma infinita de las funciones
que conforman a la serie de Fourier, al converger a la representacion de la funcion
X(x, t) en un cierto intervalo de continuidad de la misma funciéon y ademas,
determina el equilibrio en la transferencia de masa cuando la serie converge a una
funcion constante, la cual representa la maxima cantidad de agua transferida o el
minimo cambio del contenido de humedad en la muestra bajo ciertas condiciones del

proceso.

La tarea desarrollar comprende las siguientes actividades:

1. Buscar una ecuacion diferencial que represente el cambio de humedad en el
coloide que proporciona el perfil de humedad. Es decir, en términos de la
posicion del liquido en el espesor de la muestra “x” y del tiempo de secado
“t”.

2. A partir de esta ecuacion diferencial, determinar la funcién general que
representa la humedad del coloide para cual posicion del liquido en el
espesor de la muestra “x” y del tiempo de secado “t”

3. Determinar la funcion particular que representa la humedad del coloide para
cual posicion del liquido en el espesor de la muestra “x” y del tiempo de
secado “t”

4. Describir la funcién particular en relacion al cambio de humedad que se
produce en el coloide durante el secado

5. Graficar la funcién particular dejando fijo la posicion del liquido en el
espesor de la muestra y variando al tiempo

6. Graficar la funcién particular dejando fijo el tiempo y variando la posicion

del liquido en le espesor de la muestra
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7. Comparar las graficas resultantes con la curva de X(t) y el perfil de humedad
8. Describir estos resultados en relacion al cambio de humedad que se produce

en el coloide durante el secado

En este marco, la caracterizacion de la serie de Fourier en el fendmeno de
transferencia de masa con resultados sobre los conceptos que predominan en las dos
estructuras presentes y las situaciones en que tienen lugar, facilita la integracion del

campo conceptual bajo los siguientes bases:

En el estudio de la integracion del campo conceptual de la serie de Fourier en el
fenomeno de transferencia de masa, resultan conceptos que relacionan estos dos
contextos en el ambiente situacional del secado de coloides. Especificamente el
producto es el conjunto de conceptos alrededor de la funcion que describe el
comportamiento del fenomeno en funcion X(x, t), dado por el cambio de humedad
con respecto al tiempo X(t) y a la posicion X(x) en el espesor de la muestra. Dicho
cambio es representado mediante una serie de Fourier. De tal forma, que la serie
de Fourier describe a la funcion caracteristica X(t) en la ultima etapa de secado,
proporcionando el equilibrio en el fenomeno. Esta representacion se establece, a
partir de seccionar el intervalo de continuidad de la funcion de acuerdo a los
periodos que se presentan en el mecanismo de transferencia del liquido en el
coloide, o bien de acuerdo a las condiciones limitantes que se manejen el problema

de secado.

Ast se tiene, que el campo conceptual queda integrado de la siguiente manera:

v Un conjunto de cuatro situaciones de secado, con actividades y tareas alusivas
al contexto y la matematica que la soporte
v Un conjunto de conceptos como resultado de la relacion entre los dos contextos

y la interrelacion situacion-contexto.
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La argumentacién acerca del conjunto de conceptos que integran el campo
conceptual y cuya relacion es la serie de Fourier y la transferencia de masa, es
referida al cambio de humedad en la sustancia, debido el fendmeno de difusion que
se presenta en la ultima etapa de secado y su representacion mediante una funcion
F(x, t) que represente el mecanismo de la difusion del liquido del coloide en
cualquier punto de la muestra que se somete al secado para instante de tiempo t.

Siendo el producto, una correspondencia entre los conceptos matematicos que
determinan a la serie de Fourier y los conceptos que determinan el comportamiento

de la transferencia de masa por la difusion.

Un esquema de este planteamiento tiene lugar en el siguiente cuadro:

F(x, t) = |F(x, t) = |Fx, t) = | Convergencia
Conceptos que | funcion Serie de | Suma de | de la serie de
determinan el que Fourier funciones Fourier a la
comportamiento representa periodicas funcion que
del mecanismo de | ¢] cambio que representa al
difusion de | de conforman a | fendmeno:
transferencia del | huymedad la serie de | F(x, t) y que
liquido en el |para un Fourier describe la
secado de | instante t difusion  del
materiales y una liquido  del

posicion coloide

X, en la

ultima

etapa de

secado

Asi mismo, una figura que trata de establecer la correspondencia obtenida de

situacion-concepto dentro del campo conceptual referido, se presenta en la figura 26.
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CAMPO CONCEPTUAL DE LA SERIE DE FOURIER EN EL CONTEXTO DE LA
TRANSFERENCIA DE MASA

Situaciones de secado dg sustancias coloidales|

Situacion 1. Reconocimiento del contexto)

|Transferehcia de masa|

Situacion 2. Cambio de humedad en funcién del tiempo X(t) y espesor de la

muestra X(x)

Conceﬁto§

[Funciones decrecientes | [Contenido de humed

ad decreciente con el tiempo|

|Perﬁl de humedadl

Situacion 3. Determinacion de la funcion X(t) y su representacion mediante

una serie de potencias

Conceptos

|Funci()n exponencial y serie de Taylor|

IX(t) Decreciente

con el tiemp0|

|C0nver rencia de una serie de potencias |

|Equilibri0 en Ja humedad|

Situacion 4. Humedad para un tiempo y un punto en la posicion del espesor

Conceﬁtos

Serie de Fourier|

|
|Suma de fudciones|

Convergt nci

| Cambio de hume

dad|

[Equilibrio ¢

n la humedadl

Fig. 26. Integracion del campo conceptual
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CAPITULO 4

ANALISIS DEL CONOCIMIENTO DEL
ESTUDIANTE RELATIVO AL CAMPO
CONCEPTUAL

Con el proposito de responder a la pregunta de investigacion y cumplir con el
objetivo del estudio, acerca del conocimiento del estudiante relativo a los conceptos
que determinan a la serie de Fourier en el contexto de transferencia de masa, se
retoma como disefo de investigacion, al campo conceptual establecido en el capitulo
anterior. Es decir, la estrategia a seguir para obtener informacion sobre el proceso
cognitivo en base a la interaccion del estudiante, es el campo conceptual de la serie
de Fourier en la transferencia de masa. La intencion de la interaccion con el campo
conceptual, es que el sujeto se enfrente a tareas , conceptos y problemas bajo un tipo
de situaciones, que son derivadas del secado de coloides.

En el entendimiento del proceso del desarrollo de los conceptos adquiridos por el
estudiante a través de su localizacion en este campo, se adopta el planteamiento de
Vergnaud, (1996), en su teoria de los campos conceptuales. Dicho planteamiento
proporciona un marco para el andlisis de la actividad del sujeto en términos de la
conceptuacion del mismo, como resultado de su accion en un area de conocimiento
que contiene conceptos en situaciones especificas. En este sentido, se plantea que
el conocimiento conceptual que marca Vergnaud, no se refiere a aspectos teoricos

formales, sino a la accidon que tiene lugar ante situaciones que exponen diferentes
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relaciones, que en este caso son relaciones implicadas en la estructura de la serie de
Fourier con la transferencia de masa.

La teoria de los campos conceptuales que expone Vergnaud, es una teoria
psicologica que se centra en la conceptuacion de lo real bajo circunstancias
situacionales; de cdémo los conceptos adquieren significado para el sujeto al
interactuar en diferentes situaciones, de tal manera, que al estudiar el conocimiento
relativo a esta conceptuacion, se provee la posibilidad de describir la representacion
del conocimiento matematico implicito en el esquema del sujeto en términos de las
invariantes operacionales; entendiéndose en la explicacion de Vergnaud, que el
sujeto conceptiia una nocion por su actuacion en diferentes contextos. Y que ademas
el campo de aplicacion de los conceptos, se modifica conforme se vincula con otros
y con los principios que determinan el campo de accion del sujeto.

Asi, bajo el abrigo del marco de los campos conceptuales, el estudio cognitivo a
realizar en esta etapa de la investigacion, persigue analizar el conocimiento
pragmatico acerca de los conceptos que engloban a la serie de Fourier en términos
del fenémeno, siendo el patrén de estudio, la conceptuacion de los estudiantes
bajo la descripcion de su esquema, con la medicion de las invariantes operatorias
que se presentan en el conocimiento.

Vergnaud, (1996, 1997) expone que el inicio del desarrollo del conocimiento es
incipiente y no puede ser llamado conceptual, pero constituye la base del
conocimiento formal. Este conocimiento informal puede describirse en términos de
las invariantes operacionales como teoremas y conceptos en acto. Los teoremas en
acto se explican como proposiciones que son sostenidas como verdaderas por un
sujeto en ciertas situaciones. El sujeto hace aplicaciones implicitas de los axiomas
matematicos mediante teoremas en acto. Los conceptos en acto se refieren a
categorias (objetos, propiedades y transformaciones) que permiten al sujeto
clasificar la realidad en distintos elementos y aspectos, seleccionando la
informacion apropiada a la situacion en la que se mueve. Los teoremas en acto y
conceptos en acto son inferidos de la observacion de la actividad en una tarea y,

puede ser que no puedan ser expresadas por el sujeto, es decir que no sean explicitas
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por el mismo. Su existencia es probada por las diferencias observadas entre sus
conductas.

Siguiendo el planteamiento antes expuesto, el estudio del conocimiento del
estudiante relativo al campo conceptual de la serie de Fourier, se resume en lo
siguiente: 1) Se sustenta en el andlisis de la conceptuacion pragmatica del estudiante.
2) Con el estudio de su esquema mental. 3) Este estudio se enmarca en la

identificacion de las invariantes operatorias.

Los elementos a considerar en este estudio se esquematizan en la siguiente figura.

Accién del estudiante
sobre el campo
conceptual dado a
través de su esquema

Campo conceptual de la
seric de Fourier en la
transferencia de masa
(situaciones, conceptos y
problemas)

Invariantes
operacionales

Conceptos
en acto

Teoremas
en acto

Conceptuaciones
del estudiante

Fig. 27. proceso del analisis del conocimiento relativo a un campo conceptual
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El enfoque de la investigacion en el estudio cognitivo referido a la accion del
estudiante sobre el campo conceptual, se encuadra en el método cualitativo. El

proceso es el siguiente:

a) La recoleccion de datos en el estudio, se realiza a través de la
observacion y sesiones en profundidad con un grupo de enfoque.

b) El tipo de andlisis de los datos es cualitativo y es referido a la
representacion del esquema del estudiante.

¢) La interpretacion de los datos se realiza en base a la descripcion de las
invariantes operatorias identificadas en el desarrollo del conocimiento al
interactuar con el campo conceptual.

d) Los resultados obtenidos se muestran en la variacion de las
representaciones y las invariantes presentes en las conceptuaciones del

estudiante acerca del campo conceptual sobre el que se interactia.

La muestra sobre la cual se recolectan los datos del analisis, es un grupo de dos
estudiantes: Nelly y Ubaldo. Los dos, son estudiantes del Instituto Tecnoldgico de
Toluca del séptimo y octavo semestre de Ingenieria Quimica respectivamente.
Nelly y Ubaldo, conforman un grupo de enfoque.

Por tanto, el método de recoleccion de datos acerca de la interaccion en un medio
situacional, es basado en sesiones de trabajo en profundidad con este grupo de
enfoque bajo su actuacion en este medio.

El grupo participa en 5 sesiones de trabajo de tres horas segun la situacion. Durante
las sesiones se administran la tarea que integra la situacion dentro del marco del
secado de una sustancia coloidal en el contexto del fendmeno de transferencia de
masa. Dichas tareas, son desarrolladas y andamiadas bajo la conduccion del
investigador. En la conduccion de la sesion, es preponderante la intervencion del
investigador, para propiciar la participacion del grupo, de tal manera, que se
obtengan resultados de los participantes en su propio lenguaje y se alcance un alto

nivel de profundizacion en la conduccion de la sesion, con implementacion incluso,



110

de preguntas y actividades improvisadas en relacion con la situacion especifica con
la que se encuentran trabajando en el campo conceptual sobre el cual se interactua.
Las sesiones se llevan a cabo en el laboratorio de operaciones unitarias,
perteneciente a la misma institucion donde los estudiantes realizan pruebas y analisis
correspondientes a su especialidad. En este lugar, los estudiantes estan habituados a
trabajar por largos periodos de tiempo desde que inician sus estudios superiores, por
tanto, ellos se mueven en un espacio en el que se encuentran familiarizados.

El contexto donde son implementadas las sesiones de trabajo, es el de la
transferencia de masa y las situaciones se derivan del secado de un coloide llamado
alginato de sodio. En dichas sesiones, se abordan conceptos especificos de una
situacion, cuyo objetivo se describe de acuerdo a los lineamientos trazados para la
obtencion de resultados.

El desarrollo de la primera situacion tiene lugar en la primera sesion de trabajo. La
tarea a realizar, comprende actividades caracterizadas por la fase empirica del
secado de este tipo de sustancias, a fin de que los estudiantes reconozcan el
fendomeno a través de la interaccion experimental.

En las sesiones subsecuentes, el grupo es enfrentado a diferentes actividades segiin
la situacion. El trabajo a desarrollar, busca resaltar conceptos relativos a la serie de
Fourier y conceptos acerca de la transferencia de masa, de tal manera, que el
investigador tenga oportunidad de describir la intervencion de los estudiantes en el
marco del campo conceptual de la serie de Fourier en el fendmeno en estudio.

La recoleccion de informacion para el andlisis del conocimiento en estas cinco
sesiones de trabajo, se apoya en video grabaciones y en las respuestas o escritos de
los estudiantes. Durante las sesiones también se recurre a la observacion por parte
del investigador, realizando un registro para describir el ambiente en el que se
desenvuelve el grupo de enfoque, la actitud personal de los estudiantes que lo
conforman, la actitud grupal, las acciones que tienen lugar y las actividades que
desarrollan. El grupo es informado de que sera observado y video grabado.

El material obtenido en la recoleccion de la informacion, es preparado y revisado
para su andlisis. Segun los objetivos marcados en la investigacion, los resultados

son interpretados y ordenados de acuerdo a los aspectos que marca Vergnaud. Los
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aspectos a considerar, son las invariantes operatorias que se infieren por la actuacion
y conduccién de los estudiantes seglin sus representaciones. Estas son identificadas
y descritas de acuerdo a la variacién que se presente en el entendimiento y solucion
de los problemas caracteristicos a cada situacion que conforma el campo conceptual

sobre el cual se desenvuelven.

I. Aspectos de la teoria de los campos conceptuales que han de tomarse para el

analisis de los resultados

Los aspectos conceptuales se adoptan de la teoria de los campos conceptuales,
(Vergnaud, 2000). En esta teoria se expone que en el andlisis del esquema del
sujeto se explica el proceso de transformacion del conocimiento mediante su
actuacion en situaciones, las cuales requieren de conceptos interconectados y que
son propios de la misma situaciéon. Asimismo, de las operaciones de pensamiento
como conocimientos implicitos que se van adquiriendo gradualmente, a los que
Vergnaud les llama invariantes operacionales y que son definidas a través de los
teoremas en acto y conceptos en acto. Las invariantes operacionales son los
componentes epistémicos en la solucion y entendimiento de un problema. Su
funcion es reconocer los objetos, sus propiedades, sus relaciones y las
transformaciones que estos objetos experimentan. A partir de las invariantes
operacionales se extrae y se selecciona la informacion pertinente, se infieren las
consecuencias utiles para su accion y se controla la toma de informacion. Las
invariantes operacionales no son expresadas explicitamente por los sujetos; se
infieren a partir de lo que ellos hacen. Son expresadas en términos de los teoremas
en acto y conceptos en acto.

Adoptando el planteamiento de Vergnaud, el estudiar el conocimiento del estudiante
relativo al campo conceptual de la serie de Fourier en la transferencia de masa,

implica analizar su esquema mental para tratar de explicar el proceso de
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transformacion del conocimiento acerca de este concepto matematico en vinculacion
con un concepto que pertenece a un contexto de especialidad como lo es la
transferencia de masa, a través de las situaciones en las que se desarrolla; siendo
estas situaciones especificas de dicho contexto, correspondientes al secado de
coloides. Asimismo, a través de su interaccion con conceptos y problemas acerca
de la serie de Fourier en relacion con la transferencia de masa, como conceptos y
problemas que definen a las situaciones, por ser este fendomeno el que determina la
transferencia de masa del liquido procedente de este tipo de sustancia debido a la
accion del aire en el proceso, que es donde la serie de Fourier representa el

comportamiento de dicho fendmeno.

Por tanto, los aspectos que constituyen el estudio del conocimiento del grupo de

enfoque son de dos tipos:

1) Mediante la actuacién sobre el campo conceptual de la serie de Fourier en la
transferencia de masa:

v' Las situaciones que hacen el concepto util y significativo. En esta
investigacion se consideran actividades y problemas correspondientes a
los conceptos alrededor de la serie de Fourier en vinculacion con la
transferencia de masa en situaciones de secado de coloides.

2) El esquema mental como una forma de organizacion de la actividad que

engendra la accion compuesto por los siguientes elementos:

v Propésitos: Anticipan de acuerdo a un entendimiento las metas del
problema

v’ Invariantes operacionales: Son componentes epistémicos en la solucién y

entendimiento del problema, su funcién es reconocer los objetos, las

propiedades las relaciones y las transformaciones que los objetos en

estudio experimentan. Las invariantes operacionales no son expresadas

explicitamente pero son determinadas a partir de la observacion de las

acciones de los estudiantes a través de su comportamiento en el grupo de

enfoque y de sus argumentos para explicar y justificar sus acciones,
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infiriéndose en los teoremas y conceptos en acto que sustentan su
comprension y solucion de los problemas que integran el campo
conceptual.

v Inferencias: A mediada que se resuelve el problema se hacen
adaptaciones razonamientos y anticipaciones que llevan al entendimiento
de las relaciones entre conceptos y teoremas en un problema.

v Reglas de accion: Son la parte generativa del esquema, guian la toma de
informacion y la regulacion de la actividad y son la puesta en practica de

los teoremas en acto.

I1. Aspectos a considerar en la descripcion de la accion del grupo de enfoque
Siguiendo el modelo de analisis de Flores (2002), para describir la accion del
estudiante en el analisis del conocimiento, es necesario distinguir entre las acciones
del estudiante para dar significado al problema y las acciones que tienen lugar para
llegar a una solucidn, dichas acciones constituyen el estudio de la representacion
que se constituye por varios esquemas.

Segun Flores (2002), la representacion de un problema comprende varios esquemas,
entre ellos los que dan lugar al entendimiento del problema y los que dan lugar a la
solucion. En el entendimiento del problema el propdsito es atribuirle un significado,
en el que el estudiante mediante reglas de accion e inferencias, identifica de qué
situacion se trata, cuales son las variables conocidas y cuales las desconocidas. Este
esquema da lugar al segundo, que es el que lo conduce a la solucion. En ambos

esquemas estan presentes invariantes operacionales especificas.

Esquema de entendimiento. En el esquema de entendimiento se identifican dos
tipos:
-Entendimiento candnico. Los propdsitos, reglas de accion, las inferencias y las

invariantes operacionales corresponden a una comprension del problema. Este
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esquema se relaciona con un esquema de solucion que dirige la acciébn a una
solucion verdadera.

-Entendimiento no candnico. Los propodsitos, reglas de accidn, inferencias e
invariantes corresponden a una comprension del problema conforme a un significado

no canonico, dirigiéndose la solucion, a una solucion falsa.

Esquema de solucion. En este esquema se describe el comportamiento y
razonamientos observados, las adaptaciones y las modificaciones al plantear una
situacion del problema. Los esquemas de solucion se clasifican en:

-Esquemas algoritmicos. Implican la simbolizacion y el procedimiento convencional
del mecanismo a seguir para dar la solucion al problema.

-Esquemas no algoritmicos. Implican el empleo de simbolizacion espontdnea para

dar la solucion al problema.

La simbolizacién se refiere a los simbolos y signos que son herramientas en el
proceso del pensamiento y en la comunicacion de la experiencia y los conocimientos
conceptuales. Se identifican dos formas de simbolizacion:

-Simbolizacion espontdnea. Las invariantes operacionales se representan por
simbolos genéricos (dibujos, trazos, objetos materiales etc.).

-Simbolizaciéon convencional. Las invariantes operacionales son simbolizadas

mediante notaciones convencionales de un algoritmo.

Asi, se tiene la siguiente categorizacion de las variaciones en la representacion en la
construccion del conocimiento:

-Representacion no candnica. En el esquema de entendimiento, el estudiante aplica
el conocimiento de una clase de problemas que no corresponde al que se plantea. En
el esquema de solucién, la simbolizacion es congruente con el significado no
canonico atribuido.

-Representacion canénica no- algoritmica. Esta representacion refleja un
conocimiento rudimentario. En el esquema de entendimiento se tiene un significado

candnico congruente con el significado del problema, en el esquema de solucion se
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trata de encontrar una solucion congruente con un entendimiento candnico pero con
una simbolizacion espontdnea. Este tipo de representacion es un antecedente para la
representacion con simbolizacion convencional.

-Representacion candnica-algoritmica, basada en un esquema de soluciéon no
algoritmica. Esta representacion constituye un puente hacia la representacion formal
del problema. En la solucion coexisten dos esquemas: primero se emplea un no
algoritmico y luego un algoritmo para validar la congruencia del resultado
-Representacion candnica algoritmica. Esta representacion indica que el estudiante
puede utilizar las herramientas de la matematica formal para solucionar el problema.
En el esquema de solucion se selecciona un algoritmo. Las invariantes operacionales
siguen una simbolizacion convencional, teniéndose un conocimiento solido de los

mismos.

Los aspectos expuestos anteriormente, son considerados al estudiar y describir los
resultados del analisis cognitivo. La descripcion se resume por sesion, segun las
tareas que integran la situacion en la cual se trabaja, resaltandose las actividades
implementadas de las ya contempladas y que son andamiadas por el investigador y
conductor de la sesion. El andalisis del conocimiento del grupo de enfoque, se
realiza en el marco del andlisis de las variaciones en su representacion y las
invariantes operatorias debido a su actuacion en el campo conceptual de la serie

de Fourier en la transferencia de masa.



116

4.1. DESCRIPCION DE LA ACCION DEL GRUPO DE

ENFOQUE. Analisis de las variaciones en la representacion

PRIMERA SESION:

Situacion 1. Reconocimiento del fenomeno

La sesion uno, comprende la primera situacion. En ésta, se contempla que el grupo
sea posicionado en el ambiente del secado de una sustancia coloidal dentro del
laboratorio de Ingenieria Quimica a través de la tarea contenida en la situacion y que
ha de desarrollarse en esta sesion.

Las actividades que se plantean en dicha tarea, son referidas a la experimentacion
del secado del alginato de sodio, a fin de que los estudiantes reconozcan el proceso
y recojan informacion acerca del fendmeno de transferencia de masa, el cual tiene
lugar cuando el liquido que contiene este coloide es transferido hacia el exterior de
la charola que se encuentra empacada con una muestra de este tipo de sustancia. La
operacion de secado y el proceso que conlleva, es conocido por los dos estudiantes
que integran el grupo: Nelly y Ubaldo. Ambos manejan el equipo de secado

(secador de charolas), y tienen antecedentes sobre los fendmenos de transporte.

Las actividades a desarrollar son las siguientes:

1. Preparar una muestra de alginato de sodio (coloide) cuyo contenido de
humedad sea de 10 libras de agua por libras de sélido seco (W) y registrar el

contendido de humedad inicial (X, ).

2. Con esta muestra, llenar una de las charolas del secador, registrar su espesor
(x) y las dimensiones de la charola. Iniciar el secado y suspenderlo en dos
horas. El secado debe realizarse bajo ciertas condiciones de operacion
durante este tiempo. Elegir las condiciones de temperatura y flujo de aire,
registrando estos datos.

3. Cada 10 minutos pesar la muestra que se ha sometido al secado y registrar el

contenido de humedad y el espesor de la muestra.
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4. Después de las dos horas, observar ¢ indicar si la muestra ain contiene

humedad. Si es asi, repetir el proceso de secado por media hora mas
cambiando las condiciones de temperatura y flujo de aire que se registraron
en el punto 2. (debe tenerse cuidado que estas nuevas condiciones no dafien
la parte superficial de la muestra). Registrar los datos durante esta media
hora de secado.

Si aun contiene humedad repetir el proceso por 15 minutos més, cambiando
nuevamente las condiciones de operacion que se registraron en el punto 4.
(debe tenerse cuidado que estas nuevas condiciones no dafien la parte
superficial de la muestra). Registrar los datos. ;Hay nuevos registros de
humedad en la muestra, después de todo el tiempo que has utilizado en el

secado? ;Cuanto tiempo llevas de secado? Registra estos datos.

Los términos en que se lleva a cabo la sesion, son de identificacion del fendmeno a

través de conceptos especificos del mismo y que van desde la preparacion de la

sustancia, hasta el secado y el archivo de los datos que se piden en las actividades,

ya que seran usados en las sesiones posteriores.

Los elementos que definen al fendmeno en esta situacion, comprenden los siguientes

conceptos:

Peso de un coloide hiimedo

Contendido de humedad (X) de un coloide, dado como Ib de liquido/ 1b de

sustancia seca
Espesor de la muestra a secar
Tiempo de secado

Condiciones de operacion de secado (temperatura, humedad y flujo de aire)
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Esta tarea es expuesta al grupo, quien inmediatamente empieza a realizarla. En el
transcurso de la misma, los estudiantes se dividieron el trabajo, de tal manera que
mientras uno preparaba la muestra y tomaba mediciones de peso, el otro, encendia
el equipo y registraba las condiciones de operacion en el equipo. Nelly fue quien
estuvo participando més, observando y midiendo los cambios que experimento la
muestra en el tiempo estipulado de secado.

Durante la sesion, hubo un solo intercambio de los estudiantes con el investigador,
cuando el grupo decidio preguntar. En el tiempo siguiente el investigador solamente
estuvo observando. De dicha observacion se obtiene que en general, las actividades
son llevadas a cabo por el grupo, con desenvoltura en la preparacion de la muestra,
conocimiento y manejo del secador y, el momento de registro de datos. La
comunicacion entre los dos estudiantes fue para intercambiarse la informacion que
estaban obteniendo y para definir los calculos necesarios para determinar los datos
de humedad en el tiempo del proceso.

El tiempo estipulado de la sesion fue de tres horas. Sin embargo, esta se prolongd
media hora mas.

La sesion fue video- grabada con el acuerdo del grupo, que aunque fue aceptado
por ellos, el estar sometido a la video grabacion y la observacion, les causé
incomodidad, volteando continuamente a la cdmara, para después desenvolverse
con mayor confianza y desempefiar las actividades dentro de una situacion que les

fue familiar por su formacion en la ingenieria quimica.

VARIACIONES EN LA REPRESENTACION

Representacion candénica algoritmica

En general, de acuerdo a las actividades que marca la tarea en la situacion, el grupo
prepara la sustancia a secar y calcula los contenidos de humedad de la muestra a
partir del cambio de peso de la sustancia himeda en diferentes tiempos. Los
estudiantes entienden las indicaciones y no presentan problema para hacer los

calculos necesarios.
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Nelly, preparé una muestra de alginato de sodio con un contenido de humedad de
10 libras de agua por libras de solido seco (W) y registr6 el contendido de humedad
inicial por (X, ).

Con esta muestra, llen6 una de las charolas del secador, registrando su espesor (x)
y las dimensiones de la charola.

Ubaldo, encendi6 el secador e inici6 el secado bajo ciertas condiciones de
operacion, suspendiéndolo alrededor de dos horas y tomando el registro de estos
datos.

Nelly, cada 10 minutos pesd la muestra, mientras que Ubaldo calculaba 'y
registraba el contenido de humedad, el cambio en el espesor de la muestra y la
cantidad de agua perdida correspondiente a la informacion obtenida para cada
tiempo durante esas dos horas.

Segun las actividades, después de las dos horas, se dieron cuenta que la muestra
ain contenia humedad, por tanto de acuerdo a las indicaciones, repitieron el
proceso de secado por media hora mas. Ubaldo cambi6 las condiciones de
temperatura y flujo de aire que tenia inicialmente.

Nelly, registr6 cada 5 minutos, el peso y el espesor de la muestra. Ubaldo realiz6
los calculos de contenido de humedad y los registré

Cuando Nelly detectaba por la medida del peso en la muestra, que ya no habia
cambio de humedad, se lo comunicaba a Ubaldo y juntos observaban si la muestra
aun contenia liquido, entonces ellos decidian repetir el proceso de secado
cambiando las condiciones de operacion del secador de la misma manera que los

secados anteriores.

La operacion del secado de un material, no conlleva dificultad para los estudiantes
que conforman el grupo, ni la obtencion de la informacion a partir de la misma, sus
representaciones son del tipo candnico algoritmico, entienden y calculan por medio

de un algoritmo la humedad en el coloide y la relacionan con el tiempo.
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Fig. 28. Representacion canonica algoritmica, basada en un esquema de solucion

algoritmico. Determinacion de la humedad del coloide a partir del peso de la muestra

La realizacion de la tarea es algo rutinario en su quehacer, sin embargo, les hace
pensar, la influencia de una de las variables presentes en el secado: el tiempo.

Este resultado se puede apreciar en la participacion que tienen los estudiantes con el
investigador. Una vez que terminaron la experimentacion y estuvieron comentando

en voz baja acerca de la informacion obtenida se acercan y comentan.
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- Nosotros ya hemos secado el pet (material para obtener la celulosa que produce
papel) y se seca de 90 a 100 minutos y ya no tiene humedad - comenta Ubaldo,
continua -pero en el coloide, todavia tiene liquido y ya llevamos 170 minutos y el
cambio en la humedad que se registra ya es muy poco y queriamos preguntar si ya
podemos dejar de secar o en cudnto tiempo se podria secar mds, porque ya el
cambio en el peso es muy poco, pero se ve que todavia contiene liquido.

El investigador explica, que de acuerdo a las condiciones en que opera el secador,
es como se puede extraer el liquido del material.

- Cuando la muestra registra poco cambio en la humedad, es porque predomina la
humedad del aire que circula en el secador. La humedad de la sustancia es menor en
comparacioén con la del aire y esto trae como consecuencia que el cambio en la
humedad se realice en menos tiempo, provocando que el secado sea cada vez mas
lento y ademas indetectable porque es muy poco el cambio en el peso, aun cuando
se observa que la muestra conserva agua en el interior de la misma.

-Es que la humedad disminuye. Al tomar la mediada de peso del coloide himedo en
dos horas obtuvimos una humedad, pero después secamos nuevamente y
obtuvimos otra humedad mas baja, y por ultimo otros 20 minutos y bajo un poco
mads, entonces si hubo cambio en la humedad, poco pero hubo, yo creo que es
cuestion de tiempo, porque la humedad aunque poca sigue disminuyendo - aclard
Nelly.

Nelly expone que si se aumentara la temperatura se podria haber secado mads
rapidamente y tener menos humedad.

-Si pero acuérdate que hicimos cambio en la temperatura del aire y la cantidad de
flujo y mas temperatura puede plastificar la primea capa de la muestra -dice Ubaldo
El investigador interviene -segun las condiciones en que se trabaja, el proceso va a
reportar un estado estable en donde ya el registro del cambio de humedad con
respecto al tiempo es casi nulo y entonces el secado se detiene.

- Si a nosotros nos ensefiaron que cuando se llega al estado estable el valor de la

humedad es la del equilibrio (X") -comenta Ubaldo.
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-Les propongo que dejen el coloide que tienen en la charola cerca de la ventana
donde le del aire, cuando menos mientras este abierto el laboratorio y después
pesen la muestra una vez al dia. Hoy es miércoles y nuestra proxima sesion es el
viernes, alli me van a decir cual es peso del material y a que humedad han llegado
desde que iniciaron secando hasta el viernes y alli podemos dar respuesta a la
inquietud de Ubaldo -la propuesta la hace el investigador.

Los estudiantes asientan, colocan la muestra en la ventana, recogen el material

utilizado y se despiden

En la tarea que deja el investigador pendiente, se busca que los estudiantes observen
y comprueben que el peso de la muestra sigue disminuyendo en menor proporcion ,
ya que continua actuando el aire en el secado, aun cuando no se encuentra en el
secador y, de un dia a otro tendran un cambio en la humedad, hasta que su registro

indique que ya no existe tal cambio.

De esta forma, el desglose en las representaciones en esta situacion es la siguiente:

Representacion candnica algoritmica
Esquema de entendimiento:

e Canoénico: Se presenta un esquema entendimiento de los problemas de
acuerdo al planteamiento de la situacion y hacia el proposito de la misma, al
mostrar entendimiento sobre la relacion que existe entre la variacion del peso
y la variacion en la humedad de la muestra y, la dependencia que tiene el
secado con el tiempo.

* Propositos: 1) Medir el peso de la muestra, el tiempo y las condiciones de
operacion del secado. 2) Calcular la humedad de la muestra a partir del peso.
3) Relacionar la humedad con el tiempo.

Esquema de solucion:
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* Algoritmico: Se determinan las humedades (X) de la muestra por medio de
un algoritmo y la variacion de dichas humedades se relacionan con la
variacion en el tiempo (t), mediante una tabulacion de (X) y (t).

Invariantes:

* Diferencias de peso en el coloide y la relacion con su contenido de humedad

* (Cambio en el contenido de humedad en el transcurso del tiempo de secado.

* Identificacion de la etapa de equilibrio en el secado

Conclusion

En el inicio de la sesion, al grupo se le notaba incomodo con la camara y eso le
producia inseguridad, pero a medida que se iba adentrando en la situacion, fue
mostrando mayor confianza. Los estudiantes tienen conocimiento de que las
sesiones a las que se someteran le van a servir al investigador para tener informacion
acerca del fenomeno de transferencia de masa en el coloide y en el cual ellos
participan para su obtencion. De tal forma que ellos son considerados participes de
las sesiones, logrando finalmente un ambiente relajado e informal, que bien pudo
motivarlos a continuar con las sesiones posteriores.

En el andlisis de la actuacion del grupo en esta situacion, se reconocieron
representaciones canonicas algoritmicas al calcular y relacionar el cambio de la
humedad del coloide con el tiempo de secado, identificandose las invariantes de
relacion de peso con humedad en el coloide y su disminucién en le transcurso de

tiempo de secado.

SEGUNDA SESION:

Situacion 2. Reconocimiento del cambio de humedad con respecto al tiempo (t)
y ala posicion (x) en el espesor de la muestra

Las actividades que conforman la tarea en esta situacién, comprenden el
planteamiento del fendémeno de transferencia de masa en situaciones de secado de un

coloide en relacion con el cambio que sucede en humedad (X) de la sustancia, a
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mediada que transcurre el tiempo (t), mediante la grafica que representa dicho
cambio, dada por X(t) y el perfil de humedad que genera curvas de esta propiedad
para cada tiempo.

El fenomeno ocurre por dos tipos de condiciones: externas e internas. Como ya se
ha planteado antes, las condiciones externas, son condiciones controlables en el
secador y son llamadas condiciones de operacion. Estas son, la temperatura de
secado, la cantidad de aire que se utiliza en el proceso y la humedad que circula en
el secador.

Las condiciones internas, se deben al mecanismo interno de la circulacion del
liquido en la sustancia a secar. Y son estas condiciones, las que se busca resaltar a
lo largo de las sesiones, ya que son precisamente estas condiciones las que generan
las situaciones y los conceptos sobre los que se habra de actuar en el campo
conceptual de la serie de Fourier en el fenémeno.

Considerando que los estudiantes, en la primera situacion han llevado a cabo la
parte experimental, reconociéndose la relacion entre el cambio en el contenido de
humedad de una muestra con el cambio en el tiempo de secado, ahora, en esta
situacion corresponde, investigar el tipo de curva que relaciona dicho cambio y las
caracteristicas del fendmeno que se analizan a través de esta curva, para finalmente
establecer su la relacion con el perfil de humedad y de esta manera, proporcionar
el cambio en la propiedad transferente, no solo como una funcién del tiempo, sino
también de la posicion del liquido en la longitud del espesor de la muestra.

El procedimiento de conduccion de la sesion es el mismo, primeramente al grupo se
le proporciona las actividades que integran la tarea en la situacion por escrito y, de
acuerdo al desarrollo de la sesion, es posible que el investigador considere necesaria
su participacion con preguntas hacia los estudiantes que pueden ayudar en su
actuacion en la situacion. Las preguntas y el tipo de las mismas, son formuladas
segun se mire y en el momento determinado. Esto es, de acuerdo al desempefio del
grupo y a la habilidad y experiencia del conductor de la sesion. Asi la actividad de
los estudiantes se da, bajo la conducciéon andamiada del investigador.

En la descripcion de las representaciones del trabajo del grupo en situacion, se

resaltan las preguntas y su participacion en las mismas.
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Las actividades que conforman la tarea en la situacion, inician con la busqueda de
la representacion de la relacion entre la humedad y el tiempo mediante la curva
X(t). Se contina con la construccion de un perfil de humedad de la muestra en
diferentes tiempos, con la relacion de la posicion del liquido en el espesor y el
tiempo de secado, expresado por X(x, t). Para finalizar con la busqueda de
relaciones que bosquejen el comportamiento del fendmeno mediante las curvas

obtenidas X(t) y X(x, t).

La tarea a desarrollar en esta situacion es la siguiente:

1. Con la informacion acerca del contenido de humedad de la muestra (X) y de
tiempo de secado (t) que has obtenido en el secado, realiza la grafica de
X(t), considerando todos los datos hasta que ya no hubo registro de cambio
de humedad.

2. Construye el perfil de humedad correspondiente, después de 10 minutos,
120 minutos y 150 minutos de secado.

3. Divide el intervalo de continuidad t de la funcion X, en la grafica de X(t),
en n segmentos iguales de tal forma que At, sea la longitud de una parte.

4. Levantar en estos segmentos las ordenadas correspondientes X(t,), X(t,),
L X(t).

5. Unir las extremidades de las ordenadas consecutivas por lineas rectas con los
puntos [t,, X(t,)], [t,, X(t,)]........ , [t, X(t,)], formando rectangulos, de tal
forma que la grafica de la funciéon X, sea la region limitada por la curva, el
eje t y el intervalo de continuidad.

6. Encuentra el area de la region limitada por la curva de X(t), elejety el eje

de continuidad, mediante la suma de las areas de los n rectdngulos que

conforman dicha region.
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Los aspectos que se abordan en la situacion, contienen conceptos acerca del
fendmeno, conceptos matematicos y la relacion entre ellos, bajo el siguiente
entendimiento:

Una curva caracteristica X(t) que representa el cambio de humedad en un tiempo

determinado en el secado de un coloide, es la siguiente:

>

Fig. 29. Funcién del cambio de humedad para un tiempo t, dada por X(t)

Las propiedades de la curva, muestra una grafica decreciente con el tiempo, la cual
proporciona el comportamiento del fendmeno de transferencia de masa en relacion
con el cambio en la humedad del coloide, bajo un mismo patrén de comportamiento
de forma decreciente, esto es, cualquiera que sean las condiciones externas del
proceso a medida que transcurre el tiempo.

Este patron se representa a través de una funcion particular X(t); humedad en el
tiempo, que se encuentra determinada por una curva asinttica, cuya asintota
horizontal define el comportamiento asintotico de la humedad en el tiempo. El
significado, aporta un comportamiento tedricamente infinito dado por un tiempo
que es también tedricamente infinito, lo que produce, que tedéricamente se requiera
un tiempo infinito para que la transferencia de masa del liquido a través de la

muestra de coloide alcance un minimo en la cantidad de liquido contenido en la
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sustancia, en ciertas condiciones de operacion. Esto determina, que para llevar la
transferencia de masa a un estado de equilibrio, se necesita un tiempo muy grande,
obteniendo asi, la cantidad de humedad minima y la cantidad de transferencia
maxima, correspondiente a dicho estado. Esta deduccion conlleva a concluir que
para que la muestra alcance un valor de cero en el contenido de humedad, es decir,
para que la sustancia se encuentre completamente seca, es necesario llevar el
experimento hasta el Gltimo estado de equilibrio, en que debe haber transcurrido un
tiempo también, tedrico infinito.

De lo anterior se deriva, que el limite en la cantidad de masa transferida de liquido
corresponde al limite en el contenido de humedad cuando t — o, proporcionando
dicho limite el contenido de humedad en equilibrio y el estado estable del proceso
Matematicamente, en el caso de la humedad, el limite cuando t — o , es
expresado por: Lim X(t)=0

t - o0

En la practica del secado, se puede considerar que el comportamiento del fenomeno
lo define este limite, el cual se alcanza cuando ya no se registra cambio en la
humedad de la muestra en un lapso de tiempo determinado de secado.

Por tanto, bajo ciertas condiciones de operacion, en X(t) se presenta un estado
estable, cuya caracteristica reporta que la cantidad de humedad en el coloide llega
al equilibrio en un tiempo especifico. El resultado del limite, es la cantidad de
masa transferida de liquido contenido en la sustancia debido a la operacion que se

da en el secador.

Ahora bien, el cambio de X en t dado por X(t), genera a su vez, perfiles de
humedad con curvas que relacionan el cambio a través de la posicion del liquido en
la longitud del espesor para un tiempo determinado. Los perfiles se pueden trazar
con el dato de espesor de la muestra y la humedad para un tiempo especifico,
resultando curvas que proporcionan la humedad para un posicion (x) en la longitud
del espesor y para un tiempo determinado, tal y como se muestra en la siguientes

figuras.
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En la primera figura, se ha trazado con la medida del espesor de la muestra y en la
segunda se toma como referencia el doble del espesor de la misma. Ambas

contienen un conjunto de curvas de humedad correspondiente una para cada tiempo.

Tiempo =0
Primer
tiempo
Contenido
de
humedad

Ultimo tiempo

Espesor de la muestra

Fig. 30. Perfil de humedad, tomando el espesor de la muestra
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T=30
minutos

Contenido
den humedad

N

t=120

t=180
minutos

Doble del espesor de la muestra

Fig. 31. Perfil de humedad, tomando el doble del espesor de la muestra

En las graficas, la linea punteada representa el equilibrio del fenémeno, que en la
practica se considera que para una muestra determinada aparece en los 180 minutos
de secado. Mientras que en la curva de X(t), esta misma linea representa la asintota
de la funcion y el limite de la curva para un tiempo muy grande de secado que
tedricamente es infinito.

A partir de la curva X(t) se pueden identificar algunas relaciones entre el contenido
de humedad del coloide y la transferencia del liquido proveniente de la misma
sustancia. Una de ellas, es la relacion referida al area bajo la curva de esta funcion,
mediante la suma de las areas de los rectangulos componentes que integran a la
funcidon en un intervalo de continuidad [a, b] contenido en t. La altura de estos
rectdngulos esta representada por las ordenadas de X(t) que corresponden a las

funciones evaluadas en un punto de la grafica como X(1) + X(2) + X(3) +....X(n) y
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la base esta dada por (b-a)/n. Entonces, la expresion del area bajo la funcion de
X(t), en base a la suma de los n rectangulos que contiene es:
b-a
n

A:

IZIX(tk - X))

En términos del fenémeno, la suma representa la cantidad de agua transferida en un
lapso de tiempo (t) en que se da el cambio de humedad. Dicho cambio corresponde

al tipo de funciones contintas y decrecientes que toman valores positivos para t=0.

En resumen. Los elementos matematicos y de contexto que prevalecen en la
situacion, engloban los siguientes teoremas y conceptos:
* Relaciones matematicas: R = {(t, X) / t, X cumplen con un regla de orden =
X}
* Funciones decrecientes: Como funciones que determinan el cambio de
humedad con el tiempo
* Funciones asintoticas: La asintota representa el limite en el contenido de
humedad en la sustancia que corresponde a un valor en el equilibrio en un
tiempo determinado. Tedricamente corresponderia a un valor limite para un
tiempo tedricamente infinito.
* Intervalo de continuidad de una funcion decreciente t = 0
e El area bajo la curva de X(t), dada mediante la suma de las areas de los
rectangulos que integran X(t) en [a, b] por la expresion:
b-a
n

A:

Zn:X(tk - X ()

* Relacion del cambio de humedad de la muestra en el secado con un tiempo
determinado en que se realiza la operacion experimentalmente: cambio de
humedad decreciente cuyo limite es la humedad en equilibrio

* Relacion del cambio de humedad en el tiempo y en la longitud del espesor de

la muestra mediante el perfil de humedad
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VARIACIONES EN LA REPRESENTACION

Representacion canodnica-algoritmica

Una vez que el grupo entra al lugar donde se lleva a cabo la sesion, recoge la
informacion obtenida en la pasada situacion y la muestra con la cual estuvo
experimentando. Enseguida se le da por escrito la nueva tarea. Su actitud se ve mas
relajada que la anterior y se disponen a trabajar.

En la primera actividad, los estudiantes relacionan los datos de humedad con el
tiempo y representan mediante un bosquejo, la grafica de X(t). En la obtencion
del perfil de humedad, utilizan y relacionan, la mediada del espesor de la muestra
con el tiempo y la cantidad del liquido contenido en la misma, obteniendo curvas
caracteristicas de humedad en funcién de la posicion del liquido en el espesor al
suceder la transferencia del mismo, con curvas para cada tiempo.

Las representaciones muestran esquemas espaciales en el plano, del tipo canoénicas
algoritmicas al relacionar dos conjuntos en la obtencion de X(t): valores de humedad
y valores de tiempo, mientras que en la obtencion de X(x, t); la relacion de tres
conjuntos: posicion en el espesor (x), tiempo de secado (t), y humedad (X),

determinando el perfil correspondiente a esta propiedad.

Las representaciones registradas son las siguientes:

o \ == #
| e
iz_"‘ﬂ o invmo cx:ml.cn\:lo e Yirnedad =8,
. Can\,\c\'ml && aoua \s ubgcr‘\&'a ;ao\f‘é\l




Fig. 32. Representaciones canonicas algoritmicas, basadas en un esquema de
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solucion algoritmico. Determinacion de la curva de humedad del coloide en relacion

con el tiempo de secado
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Fig. 33. Representacion canonica algoritmica, basada en un esquema de solucion
algoritmico. Determinacion del perfil a humedad del coloide
Cuando el grupo ha terminado de representar las graficas indicadas, el investigador
considera pertinente formular las siguientes preguntas. Describiéndose enseguida en

forma general la participacion de los estudiantes.

¢ Cudntas curvas de tiempo dibujaron en el perfil?

Los estudiantes contestan que cuatro: En la gréfica, ellos dibujaron una para 10
minutos, otra para los 120 minutos y después para 150 minutos y terminan en la que
la humedad constante.

Para determinar un perfil aproximado, toman la medida del espesor de la muestra y
consideran el doble, el primer registro de contenido de humedad, corresponde al

inicial, el cual representan por X, para t=0. Después toman uno a 10 minutos,

otro a 120 minutos, uno mas a 150 minutos y el ultimo a 200 minutos; trazando las

curvas para ese tiempo.

Cuantas curvas de tiempo pueden obtener en su perfil?
Ubaldo contesta que si dibujan una cada 10 minutos en 200 minutos son 20,
sefialan que pueden ser muchas; dependiendo de los intervalos de tiempo que
registren. Mientras que Nelly dibuja algunas y comenta.
- Segtn el experimento, cada 20 minutos hubo un cambio considerable en la
humedad, entonces se pueden construir curvas cada 20 minutos para que se obtenga

el perfil en ese tiempo y se note el cambio.

;Cudl es la humedad en la mitad de la longitud del espesor de algunas de las
muestras en dos horas de secado?
Los estudiantes revisan el perfil en su grafica y Nelly sefiala la cantidad de 3 1b de

liquido/Ib de solido seco.
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¢Cudl es la curva que representa el perfil de humedad cuando el contenido de
humedad ya no cambia?

Nelly sefiala la linea horizontal que aparece en la Gltima parte de la grafica

¢ Cuanto tiempo utilizaron para secar la muestra?

Ubaldo contesta que en el secador utilizaron hasta 170 minutos y que después de
secarlo al aire, tal y como se les habia encargado, ellos regresaron al siguiente dia,
después de 18 horas a medir el peso de la muestra y se dieron cuenta, que ya no se
observaba agua, si acaso algunas burbujas atrapadas en el coloide y el peso habia
variado muy poco, desde que ellos lo tomaron por ultima vez hasta las 18 horas en
lo que lo volvieron a tomar y después el registro marcé que ya no hubo ningin
cambio.

Ubaldo comenta, que de acuerdo a la viscosidad de la sustancia, es el tiempo que se
va a utilizar para secar, esto es, por la cantidad del liquido que se queda
aprisionado en la sustancia. También aclara que haciendo cuentas con el tiempo,

creen que el tiempo para secar esta muestra podia andar alrededor de 220 minutos.

¢ Cudl fue el ultimo valor de humedad que obtuvieron?
Los estudiantes indican el valor de 3.2773 para 150 minutos, después para otros

20 minutos mas el valor es de 2.823 y la ultima cantidad fue de 2.19

LEn qué tiempo consideran que se terminé de secar la muestra?

Los estudiantes revisan su informacion, comentan entre ellos y finalmente contesta
Nelly.

-Pensamos que desde los 150 minutos ya podemos decir que el secado se ha
terminado porque después de este tiempo creemos que se puede decir que la
humedad es la misma por la poca variacion en el peso que se registro en esas
condiciones. Aunque si lo vemos mas exacto, podemos decir que a los 220 minutos

0 mas, porque el ultimo registro fue en 18 horas 170 minutos y ya no hubo mas.
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¢ Como describen la grdfica de la humedad y tiempo, en relacion al cambio que se
produce?

La grafica es una curva que indica que la humedad se va haciendo menos entre
mayor sea el tiempo en que se deja secar a la muestra — contesta Ubaldo,
agregando:

-En una parte la curva tiende hacerse constante

JEn que tiempo se hace constante?
— En esta parte en que se ve una recta — Nelly sefiala un porcion de la curva. Ella
se refiere a la ltima parte de la curva. Después escribe tacha y vuelve escribir y

dice: aquies, X =my.

JQué significa que X = my

Nelly escribe que (X) es el contenido de humedad y que (y) es el peso de la
muestra, y que al final de la grafica, esta se comporta como una recta dada por

X =my

Ubaldo explica. - La recta se debe a que la humedad ya no cambia o cambia muy
lentamente, en el secado obtuvimos al final, casi el mismo valor de humedad
porque el peso cambié muy poco, entonces deducimos que como estos valores son
casi iguales, la grafica de humedad describe estos valores en una linea recta que esta

en funcion del peso como X = my.

Segun la grdfica, ;en qué tiempo la muestra alcanza la ultima humedad que
obtuvieron?

Nelly contesta. -En la grafica marcamos los 170 minutos y los 220 minutos y partir
de alli ya aparece la linera recta, que se refiere a que ya terminé el secado, porque
ya no hay cambio aunque el tiempo sea mas grande, que puede ser de 300 6 350
minutos 6, hasta las 18 horas o bien mas porque das igual, ya no se registra cambio

en el valor de la humedad.

¢Hasta donde llega esa linea recta?
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Nelly contesta que se pude extender hasta las 18 horas o mas tiempo, que puede ser
hasta mucho mas grande aunque en la grafica no le alcance el espacio, porque

siempre va a ser una linea recta que no tenga fin.

JEn que tiempo consideran que la muestra se encuentre completamente seca?

-Si se refiere a que ya no haya nada de humedad, -responde Nelly. —Entonces se
tendria que llegar a cero en la humedad y entonces se necesita un tiempo mas
grande.

-Pero la muestra ya casi no tiene liquido y se pude tomar como que ya es cero,
aunque no sea de cero -Comenta Ubaldo.

Nelly y Ubaldo revisan su informacion y lo que han escrito y graficado. Ubaldo
participa nuevamente. — No necesariamente tiene que ser cero la humedad, para que
la sustancia se considere seca, en este caso no es cero y ya se ve seca. Ubaldo
continta — Si cambiaramos la cantidad del aire, su temperatura y humedad, tal vez
pudiéramos secar mas.

- Y que ademads tuviéramos una balanza que registrara los pesos pequeiiisimos para
notar que hay cambio en la humedad. -Dice Nelly.

-Si eso se pudiera, entonces podriamos hacer cambio en las condiciones de secado
cuantas veces se pudiera y mediriamos el peso muchas veces para ver el cambio y

necesitariamos mucho tiempo —dice Ubaldo.

¢ Cudnto tiempo mads?

Nelly dice que debe ser muy grande, a lo cual responde Ubaldo.

-Si para cada tiempo que tomemos existen muchas mediciones de peso, entonces
también se necesita que transcurra mucho tiempo.

Nelly dice. — Entonces ya estamos hablando del infinito porque podriamos hacer
muchas mediciones de peso y para eso se necesita también mucho tiempo, asi como
lo marcamos en la grafica con la recta que va descendiendo poco a poco hasta que
pueda llegar a cero o aun valor limite en un tiempo que tampoco tiene fin.

Ubaldo le dice a Nelly que tal vez tenga razén y se queda pensando.
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En esta intervencidon, los estudiantes describen la grafica que representa al
fenomeno, en términos del cambio de humedad que tiene lugar con el tiempo
mediante una curva X(t) en forma descendente. Mostrando un entendimiento acorde
al representacion de la grafica que han obtenido. Asimismo, la representacion del
perfil de humedad es congruente con la relacion que establecen entre el cambio de la
humedad del coloide en el espesor de la muestra segin el tiempo.

A través de las respuestas a las preguntas del investigador, se reconocen ideas
acerca del concepto del infinito y el acercamiento de este concepto con el
comportamiento del fenomeno, al referir que es necesario un tiempo muy grande
para que la muestra transfiera todo el liquido de su interior o bien que alcance un
limite en el contenido de humedad, provocando un limite en la sequedad de la
muestra.

De esta forma, las representaciones de los estudiantes, reflejan un entendimiento
canonico algoritmico al establecer condicionamientos que los conducen al

comportamiento grafico que presenta la humedad con el tiempo.

Representacion candnica no-algoritmica

Para continuar con el cuestionamiento anterior, el investigador se dirige al grupo
con mas preguntas que pueden ayudar a los estudiantes a relacionar la humedad
minima que se obtiene en el coloide experimentalmente y la cantidad minima de
humedad que se podria obtener tedéricamente mediante los limites de la curva que
han graficado. En las respuestas a dicho cuestionamiento se puede esperar que

representen estas relaciones a través del limite de la funcion X(t) cuandot — o y

cuandot — ¢ .

Si las condiciones de secado lo permitieran y el tiempo fuera mucho muy grande
¢ Cudl seria valor limite al que llegaria la humedad de la muestra?

Los estudiantes indican que podrian llegar al cero, en condiciones ideales.
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Para las condiciones que manejaron en el secador. ;Cudl es valor limite en la
humedad de la muestra?

Los estudiantes dan como respuesta 2.19 Ib y lo escriben

¢ Cudl seria el limite en el contenido de humedad de la muestra si t es infinito y el
equipo operard en las mismas condiciones de secado?
Nelly contesta que seria el mismo. De 2.19 lIb y seria cero si se pudieran cambiar

las condiciones

Establezcan una o varias relaciones matemdticas que ayuden a expresar los
limites que estdn reportando?

Los estudiantes hablan entre ellos y finalmente no realizan ninguna representacion.

En las respuestas a estas preguntas, se reconocen representaciones canonicas, al
mostrar entendimiento sobre los limites en la cantidad de humedad que presenta la
muestra en un tiempo determinado experimentalmente y el limite ideal al que podria
llegar la muestra si se tuvieran las condiciones para alcanzarlo, incluso lo escriben.
Sin embargo no representan mediante expresiones matematicas dicho entendimiento.
De tal forma que las representaciones son categorizadas como canodnicas no

algoritmicas.

Representacion candnica algoritmica basada en un esquema de solucion no
algoritmico

Este tipo de representacion se presenta en las actividades dirigidas al calcular y
relacionar el area bajo la curva de X(t) con la cantidad de agua transferida en el

secado de la muestra.
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Para calcular el area bajo la curva de X(t), los estudiantes representan la division de
la linea del tiempo en intervalos de 10 minutos cada uno, formando rectangulos
inscritos en la grafica obtenida. La altura de los rectangulos la representan por

X(t,), X(t,), X(t;).....X(t,;). La base de cada uno de ellos la establecen de 10

minutos. Asimismo, representa el area de cada rectangulo de acuerdo a la expresion

convencional para calcular el area de un rectangulo: A = bxh.
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Fig. 34. Representacion candnica algoritmica, basada en un esquema de solucion

no algoritmico. Determinacion del area bajo la curva de humedad del coloide
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En sus representaciones se deja ver un entendimiento candnico sobre que la curva es
una funcién X que depende del tiempo y que al dividir el intervalo de este, estan
dividiendo el tiempo utilizado en el secado, para obtener incrementos el cual
representan por A¢ en el eje de las “x” en la grafica. Asi forman rectangulos
inscritos en la curva para calcular el area de cada uno de ellos y después calcular el
area total con la suma de estas areas.

Al terminar de calcular el area, el investigador pregunta:

JQué relacion tiene el area que han obtenido con el secado del coloide?

Ubaldo contesta que el area es proporcional a la cantidad de liquido transferido.

; Como expresan matemdticamente esta relacion?

Nelly escribe: X(t) U 4, , X(t) = ZA y ALl transferencia de la humedad.

¢Cudl es la cantidad de liquido transferido en 120 minutos, en 170 minutos y en
un tiempo mucho mayor a 170 minutos?

Los estudiantes calculan las cantidad mediante diferencia de peso y Nelly contesta.
-Para 120 minutos es de 0.012 1b, después para 170 minutos fue de 0.022 Ib y para
un tiempo mayor es de 0.024 Ib

Aunque los estudiantes han calculado el area bajo la curva y han relacionado dicha
area con la cantidad de liquido transferido, cuando se les hace esta ultima pregunta,
ellos responden en base al célculo de la diferencia de peso de la muestra, sin
relacionar una porcion del area que comprende un intervalo de 120 minutos, para
dar la respuesta, mostrando de esta manera, un entendimiento canonico al
relacionar por un lado, el resultado del 4rea con la cantidad de transferencia de
liquido de la muestra en el secado, que refleja un esquema de entendimiento que
corresponde a un significado congruente con las actividades que conforman la tarea
en esta situacion, incluso con la idea de la estabilidad del proceso y el equilibrio en

el fenomeno. Por otro lado, el esquema de solucidn es no algoritmico, al calcular la
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cantidad de liquido transferido por diferencia de peso en la muestra, sin tomar en

cuenta las areas correspondientes que resultan en dichas condiciones.

Otro aspecto identificado en su representacion, es la imitacion de la simbolizacion

formal de las relaciones implicitas en el céalculo del area y su relacion con el

fenéomeno, indicando:

A=bh, A, = ZA, entonces si: X(t) U 4, , X(t) = ZA y ALl transferencia

de la humedad.

El desglose de las representaciones en esta situacion es la siguiente

1. Representacion candnica algoritmica

Esquema de entendimiento:

Canodnico: Se presenta un esquema entendimiento de los problemas de
acuerdo al planteamiento de la situacion y hacia el proposito de la misma, al
mostrar entendimiento en la construccion tanto de la curva X(t), como del
perfil de humedad y la relacion que tienen con el comportamiento del
fendmeno y el tiempo tedricamente infinito para estabilizar su proceso.

Propositos: 1) Construir graficamente el perfil de humedad que representa el
cambio de humedad en funcion del tiempo y espesor de una muestra, a partir
de datos experimentales. 2) Construir graficamente la curva X(t) a partir de
datos experimentales. 3) Encontrar la cantidad de agua transferida en el

proceso de secado, mediante el calculo del area bajo la curva de X(t).

Esquema de solucion:

Algoritmico: 1) Relaciona los datos experimentales de secado para obtener
las curvas de las funciones que representan el cambio de humedad de la
muestra en funcion del tiempo y el perfil de humedad en funcion del espesor
y del tiempo, mediante una pareja de ordenadas de la forma (t, X)
cumpliendo con una regla de condicion de orden = X(t). 2) Recurre a una
expresion matematica para encontrar el area bajo la curva de la funcion X(t)
y la relacidon que establece entre esta area y la cantidad de agua transferida

en el proceso, es de proporcionalidad.
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Invariantes:

Concepto del infinito

Relaciones matematicas: R = {(t, X) / t, X cumplen con un regla de orden =
X(t)

Area de un rectangulo

Area bajo la curva de una funcién mediante la suma de las area de los n

rectdngulos inscritos en esa curva.

2. Representacion candnica algoritmica basada en un esquema de solucién no

algoritmico

Esquema de entendimiento

Canonico: El esquema de entendimiento refleja, comprension acerca de la
cantidad de liquido transferido en el fenémeno de transferencia de masa
Propositos: Encontrar la cantidad de agua transferida en el proceso de

secado, mediante el calculo del area bajo la curva.

Esquema de solucion

No algoritmico: El grupo trata de resolver los problemas de acuerdo a la
informacion que puede obtener experimentalmente, la cantidad de agua
transferida en el secado la obtienen segun la diferencia de pesos al iniciar
y terminar el secado para un cierto intervalo de tiempo. La cantidad de
humedad en equilibrio, la relacionan con el ultimo valor de humedad
obtenido en el proceso y lo que visualiza en la grafica de la curva X(t) y el
perfil de humedad

Algoritmico: La cantidad de liquido transferido la calculan por la suma de

las areas de los rectangulos que conforman el area bajo la curva de X(t)

Invariantes:

Area bajo la curva de una funcién mediante la suma de las areas de los n
rectangulos inscritos en esa curva.
Transferencia del liquido proporcional al cambio de humedad del coloide,

Estabilidad en el cambio de humedad con el tiempo
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3. Representacion candnica no algoritmica
Esquema de entendimiento
* Canonico: El esquema de entendimiento refleja, comprension de los
problemas acerca de la estabilidad que alcanza el fendomeno
experimentalmente y en forma teorica
 Propositos: Establecer el limite de la funciéon cuandot — ¢y t — o para
obtener la estabilidad en el fendmeno.
Esquema de solucion
* No algoritmico: El grupo relaciona la cantidad minima de humedad que
presenta el coloide para ese experimento y la cantidad minima de humedad
que se podria obtener tedricamente. La relacion entre este cambio de
humedad y la cantidad méxima de agua transferida, las establecen mediante
el comportamiento de la grafica, la observacion del fenémeno y la
informacién experimental. Pero nada lo hace mediante los limites de la
funcion X(t) cuandot - ¢ y t - 0.
Invariantes:
* No algoritmicos: Limites que alcanza el fenomeno en la estabilidad del

proceso.

Conclusion

Las relaciones necesarias para establecer la vinculacion entre los datos obtenidos
experimentalmente y el comportamiento del fendmeno en relacion con el tiempo de
secado y el cambio de espesor de la muestra de coloide en el perfil de humedad,
requieren reconocer las curvas que describen el comportamiento del cambio de
humedad de la sustancia y la transferencia del liquido que proviene del coloide. Al
obtener la curva que representa a la funcion correspondiente a dicho

comportamiento, se puede calcular el area bajo la curva, proporcionando asi, la
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cantidad de liquido que se transfiere a través de la sustancia y los limites de esta
funcion en términos de la estabilidad a la que llega el fenomeno.

Estas relaciones, el grupo, las entiende, las establece y las muestra en sus
representaciones, que en su mayoria estan dadas por respuestas que corresponden a
su formacion. Los estudiantes recurren a célculos aritméticos y datos
experimentales sin llegar completamente a la formalizacion matematica en las
simbolizaciones y el lenguaje que utilizan para discutir y describir el fendmeno.

El desenvolvimiento del grupo se puede considerar bueno, ellos tienen disposicion
para interactuar, se encuentran motivados y con una actitud expectativa por
conocer mas, o con la incertidumbre de que es lo que sigue, de qué mas se puede
analizar en el fenémeno. Un fendémeno como este, con el que ellos estan
familiarizados pero no, muy claro en términos del significado que le da la
matematica.

En conclusioén, el conocimiento del grupo se engloba en los siguientes resultados:

1) Analizan un proceso de secado cuyo comportamiento lo describen por una curva
de tipo decreciente en el tiempo, incluso cuando no estén utilizando el secador
(ellos lo comprueban porque dejan una muestra secando varias horas mas y registran
datos para obtener una grafica decreciente en el tiempo.

2) A partir de la curva obtenida, calculan la cantidad de liquido transferido en un
intervalo de tiempo, mediante el calculo del area bajo la curva de X en t, para ese
intervalo de tiempo a través de la suma de las areas de los rectangulos inscritos en
esa porcion de la curva.

3) Construyen un perfil de humedad, relacionando el cambio de humedad en la
sustancia con la posicion en el espesor de la muestra y el tiempo de secado.

4) tienen conocimiento sobre los limites que alcanza el fendmeno y su relacién con
la estabilidad del proceso de secado en un tiempo que tedricamente es infinito.

5) La variacion en sus representaciones, registran representaciones, todas canonicas
algunas del tipo algoritmico y la mayoria no algoritmicas.

6) Las invariantes operatorias que se identifican son: construccion de graficas X(t) y

X(x, t), determinacién del area bajo la curva mediante la suma de n rectangulos
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inscritos en la curva, conceptuaciones del infinito y la estabilidad y equilibrio en el

fendmeno.

TERCERA SESION:

Situacion 3. Determinacion de la funcion que representa la curva del cambio
de humedad con el tiempo dada por X(t) y su representacion mediante una
serie de potencias

La tarea en la situacion 2, marca las actividades a realizar en la situacién 3. Una
vez que se cuenta con la curva X(t) que define el comportamiento del fenomeno de
transferencia de masa con el tiempo de secado, las actividades en esta situacion,
tienen la finalidad de que el grupo determine primeramente la funciébn matematica
X(t) correspondiente a la curva, a través de solucionar la ecuacion diferencial que
modela el cambio de humedad decreciente en el tiempo de secado. Posteriormente,
al tener la funcion X(t), se busca que el grupo construya la representacion de esta
funcién, mediante una serie infinita de potencias, con el propdsito de introducir a
los estudiantes en el terreno de las series y abrir el terreno para la actuacion de los

estudiantes en el campo conceptual de la serie de Fourier.

La tarea desarrollar comprende las siguientes actividades:

1. Segun el comportamiento de la curva que representa la cantidad de humedad
del coloide en un tiempo t, dada por X(t). Determinar la expresion
matematica que corresponde a dicha funcion.

2. Vincular el cambio de humedad con el cambio en el tiempo y el contenido de
liquido en el coloide.

3. Expresar matematicamente la relacion anterior.
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4. Relacionar la constante fisica K, especifica del liquido contenido en el

coloide con la expresion que han escrito en el punto 3.

5. Expresar la ecuacion diferencial que representa el comportamiento del
cambio de humedad del coloide en funcidn del tiempo en que es sometido al
proceso de secado.

6. Encontrar la funcion general que satisface a la ecuacion diferencial

7. Encontrar la funcion particular que satisface la ecuacion diferencial. Utilizar
el dato de la cantidad de humedad inicial del coloide en la muestra antes de
someterse a secado.

8. QGraficar la funcidn particular hallada y describir sus caracteristicas

9. Comparar la grafica anterior con la curva correspondiente a X(t).

10. A partir de la funcién particular, hallar el contenido de humedad en
equilibrio y comparar el valor obtenido experimentalmente y el que aparece
en la curva de X(t).

11. A partir de la funcion particular, hallar el limite en el contenido de humedad
en equilibrio.

12. Determinar la serie que representa a la funcion X(t), utilizando una serie de

potencias como la siguiente:

fv = ifn(f‘c)": fo) + Fte) +1-Q (to)2+..+L O

L (t¢)" +
2! n! ()
...considerar que t = ¢, correspondiente a un valor de t en el intervalo de
continuidad de la funcion X(t).

13. Graficar la serie obtenida considerando 4 términos de la misma

14. Graficar la serie obtenida considerando 10 términos de la misma

15. Graficar la serie obtenida considerando n términos de la misma

La determinacion de la funcion que corresponde a la curva X(t) y la serie de Taylor
que la representa, implica el conocimiento de conceptos relativos a las ecuaciones

diferenciales y a las series de potencias, en vinculacién con la transferencia de
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masa. A través de relacionar estos términos matematicos con el comportamiento del
fendmeno en el secado de un coloide, se obtiene las caracteristicas de condiciones
de equilibrio que lo definen.

Para hallar la expresion de la funcién X, es necesario considerar que existe una
curva X(t) cuya simbologia matematica se desconoce. Sin embargo prevalece el
comportamiento de la curva, aunado al fendémeno, de tal manera, que su
descripcion se puede realizar mediante el modelo matematico que representa dicho
comportamiento. Es decir, la funcién que representa el cambio de humedad X en
el coloide en un tiempo t, se expresa a través de una derivada de primer orden:
dX/dt, este cambio a su vez, es proporcional a la cantidad de liquido contenida en
la sustancia, que viene siendo la humedad que resulta de dicho cambio.

Asi, dX/dt=cX. Donde c es una constante de proporcionalidad que en este caso

esta dada por ¢ = K siendo la constante fisica especifica del liquido contenido en

g
el coloide y que es el que se transfiere. Como la humedad disminuye con el tiempo,

entonces el cambio dX/dt es negativo y en consecuencia K, también lo debe ser.
Por tanto:  dX/dt =K, X es la ecuacion diferencial lineal de primer orden que

representa el comportamiento del cambio de humedad del coloide en funcion del
tiempo en que se somete al secado. El dar solucidon a esta ecuacion diferencial,

implica una integracion en términos de t y en términos de X con K, constante.

La solucion corresponde a la funcion exponencial: X(t) = Ce ¥ donde C es una
constante arbitraria que le da el cardcter de solucion general a la ecuacion
diferencial. Para encontrar la solucion particular que satisface la ecuacion, se sabe
que la cantidad de humedad en cierto tiempo t depende de la contenido de humedad
inicial X(0) = X,. Recordando que X, el valor inicial del contenido de humedad
del coloide para un tiempo t = 0, que se puede expresar por X(0) = X,. La
expresion anterior es la condicion inicial del proceso de secado y se utiliza para

K (0) _

encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial: X(0) = Ce X, por

tanto C =X, y la solucion particular es X(t) = X, ¢, Entonces, si para una de
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las muestras de coloide el contenido de humedad es de X, =8 y k, = 0.0098,

correspondiente a la constante fisica del liquido contenido la muestra, se tiene que

la grafica que proviene de estos datos es:

200 -100 | 160 200 200 400 500

Fig. 35. Gréfica de la funcion X(t) =X, e Ket |

Lo cual debe coincidir con la curva obtenida mediante de la relacion de los datos
experimentales.

Para hallar las condiciones de equilibrio en el secado a partir de esta funcion basta
con establecer tiempos para determinar contenidos de humedad hasta que el cambio
en esta propiedad ya no sea significativo y se establezca el valor de X para el cual el
proceso ha llegado al estado estable y en el cual X ha llegado al equilibrio y es
representando por X . Matematicamente, las condiciones de equilibrio se pueden

definir al conocerse la funcion que representa el cambio de X con el tiempo t dada
por: X, e

Bajo ciertas condiciones de secado con t =120 minutos, el valor de X  tiene un
valor de 6.55034, Si las condiciones cambian, es posible obtener con t = 300

minutos: X = 1.87. Considerandose este tltimo valor, como la humedad en
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equilibrio total, ya que a partir de un tiempo mayor el registro del cambio presenta
poca variacion. Tedricamente, el valor alcanzado en el contendido de humedad seria
de cero quedando una sustancia completamente seca y, cuya expresion matematica
estaria dada por: lim( X, e th) =0.

t > 00
Ahora bien, en el caso de la determinacion de la serie de Taylor que representa a la
funcion obtenida X(t) = X, et y que corresponde a una curva decreciente con el

tiempo, se puede decir, que la suma de una serie de potencias cuya expresion
matematica es Zan (x—c)", puede definir una funciéon f cuando su dominio es el
n=0

intervalo de convergencia de dicha serie. Lo anterior significa, que el dominio de f

es un intervalo abierto que contiene a c¢.  Explicitamente, para cada x en ese

intervalo se define f(x) igual a la suma de la serie:

fx)=a, + a,(x¢) + a,(x¢)° + a,(xc)’ +.... Entonces si f es una

funcion definida de esta manera, se dice que Zan (x—c)" es una representacion
n=0

en serie de potencias de f(x) o bien que la serie de potencias representa a f.

Para hallar los valores de a,, la funcién f debe ser derivable n veces y evaluable

/()
n'

n?

en c, detal formaque a, = y la funcioén se represente por:

f() f(C)

f(t) = Zf (t=c)"= fle) + f'(c)(t-0) +=— = (t-c)” +....+5— = (t-c)"

Este conocimiento, es relacionado con la serie de potencias que representa a la

funcion X(t)=X, e %' de la forma:

X'Q LY@

X(t) =X, e ZX (t—¢)"=X(c) + X'(c)(t-c) +——= (t-c) > +......
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La serie anterior, corresponde a una serie de Taylor conformada por funciones que
provienen de las derivadas sucesivas de X(t) y cuya suma infinita representa a esta
funcion para un valor del tiempo t = ¢ que esta contenido en el intervalo de
continuidad de esta funcion.

Las derivadas n-ésimas para las condiciones manejadas en la curva de X(t) estan

dadas por:
o0 4o
—_ 5000 5000
X(t) = 8 ¢ 0 X(n= 2 X(t) = 2301
625 3125000
491 490
- 5000 5000
Xty = IO gy o 704808
156525000000 78125000000000

Entonces, la serie de Taylor que representa a X(t) estaria dada por una suma infinita

de funciones de potencias como la siguiente:

—49¢ -49¢
X(t) =8 e -0.008(1) — 493000 (x-C) . 2401e°%%° (x - c)2
625 3125000 2!
-49¢ -49¢
~117649¢5% (x —¢)? . 5764808¢ 5000 (x=0)* |
156525000000 3! 78125000000000 4!

Para valores de ¢ = 0, 10, 100 y 300 minutos (valores que corresponden al intervalo

de continuidad de t en X(t) la grafica correspondiente a esta serie es:
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14 875

-

12.75

18.825

T——

-31.351 31.351 62.702 94.052 125.4 156.75 188.1

Fig. 36. Grafica de la serie de Taylor que representa a X(t)

Las derivadas enésimas de X(t) y su evaluacion para un valor de t, muestran que
ésta es representada por una serie de potencias que converge a la funcion X(t). Por
tanto, la suma de la serie de Taylor que corresponde a esa serie de potencias,
converge a X(t) y es absolutamente convergente para todos los valores de t. En la
grafica se puede observar la aproximacion de la serie a la funcion.

Asi, dado un valor de t>c, se establece una serie numérica cuya suma da como
resultado el valor en el contenido de humedad X para ese tiempo t. Con esto, es
posible determinar las condiciones de equilibrio del fenémeno. Obteniendo que por
ejemplo, para cuatro horas de secado, la suma de la serie reporta un valor de 5.8351

Entonces, bajo estos resultados, se puede decir que existe una serie de Taylor cuya
suma representa a la funcion X(t) =X, e Kt y que describe el cambio de humedad

del coloide en el tiempo de secado.

De esta manera, los elementos matematicos y de contexto que prevalecen en esta
situacion, engloban los siguientes teoremas y conceptos:

* Cambio de humedad del coloide para un tiempo t
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* El concepto de derivada como un cambio de humedad para un tiempo t:
dX/dt

* Ecuacion diferencial lineal de primer orden que representa el
comportamiento del cambio de humedad del coloide en funcion del tiempo

en que se somete al secado: dX/dt=K 6 X

* Solucién general de la ecuacion diferencial, dada por:

* Solucién particular de la ecuacion diferencial, dada por

* Condiciones de equilibrio en el fenomeno

* Limite de la funcién X(t) cuandot — o

* Derivadas sucesivas de la funcion X(t)

* Evaluacion de funciones ent= ¢

* Determinacion de una serie de Taylor, dada la funcion X(t)

* Representacion de X(t) mediante una serie de potencias dada por: X(t) =
X(c) + X (e)(x-¢c) +X (¢ ) /2! (t-¢) > +....+X" (c )nl(x-c)" + ... ....

* Definicion de X(t) igual a la suma infinita de funciones

* Relacion de la suma de la serie de Taylor con el comportamiento del
fendmeno

* Convergencia de una serie de Taylor al funcion X(t)

Variaciones en la representacion

Representacion canodnica no-algoritmica

Seglin los resultados obtenidos en las pasadas sesiones, el grupo cuenta con dos
graficas como resultado de la relacion de los datos experimentales que se obtienen
en el proceso de secado de un coloide; una que representa el cambio de humedad en
funcion del tiempo X(t) y un perfil de esta propiedad X(x, t), en funcion del tiempo
y de la posicion de la humedad en el espesor de la muestra. Las representaciones de
los estudiantes se han identificado como entendimientos candénicos en su mayoria y

en muy pocas veces se han reconocen del tipo algoritmico.
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Ahora, en la primera etapa de la sesion, la tarea es referida a la busqueda de la
funcidn o expresion matematica que representa a la curva X(t) a través de la funcion
que satisface la ecuacion diferencial que describe al cambio de humedad en la
sustancia en funcion del tiempo. En la representacion de este comportamiento, se
busca resaltar el concepto de equilibrio, mediante el limite que alcanza el contenido
de humedad después de un tiempo en que el coloide ha sido sometido al secado. En
el primer acercamiento en esta etapa, los estudiantes se preguntan sobre cudl es la
expresion matematica correspondiente a la curva que han representado como X(t).
El inicio de su actuacion, se caracteriza por la especulacion acerca de la funcion
buscada, realizando varios célculos y poniéndose de acuerdo entre ellos para
encontrar dicha funcidén. El seguimiento es, la propuesta de una expresion, hacer
su grafica y posteriormente hacer la comparacion de la grafica resultante con la
curva X(t), para hallar posibles semejanzas.

Después de transcurridos 25 minutos de la sesion, los estudiantes saben que no han
encontrado la funcion correspondiente a X(t), a pesar de que han hecho varios
intentos. Asi deciden dirigirse al investigador para mostrar y describir lo que han
realizado hasta ese momento.

-Creemos que la funcién es algo asi como 1/t 6 1/(t+1) 6 1/(t+2) o posiblemente
3/(t +4), o algo parecido por son funciones decrecientes, pero al graficar nos queda
la que la grafica se da en dos partes, en dos cuadrantes, por eso creemos que es de

otro tipo, porque el dominio es diferente . -Dice Ubaldo, mostrando sus resultados.

Los estudiantes plantean, que la expresion que representa a la funcion X(t) puede
ser del tipo A/x+B, por la semejanza que tiene su grafica. Considerando esa
posibilidad, el grupo decide buscar A y B y lo hace por tanteos. Bajo esa idea
realizan la grafica y con ella se dan cuenta que la funcion X(t) esta definidaent =20,
mientras que la que ellos proponen, esta formada por dos partes: segun dicen,
primer cuadrante y tercer cuadrante o segundo cuadrante y cuarto cuadrante,

dependiendo de signo del numerador que es A. La representacion es la siguiente.
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Fig. 37. Representacion candnica no algoritmica, basada en un esquema de solucioén
no algoritmico. Determinacion de la funcion que representa a la curva de humedad

del coloide

En medio de la inseguridad que muestra el grupo el investigador interviene con
preguntas que, bajo su consideracion pueden apoyar a los estudiantes en el

desarrollo de esta actividad. Produciéndose una sesion andamiada por la conduccion

del investigador.
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La preguntas y la descripcion de la respuesta de los estudiantes en esta etapa, se

muestra a continuacion.

¢ Qué intervalo de continuidad tienen las funciones que proponen? y ;Cudl es el
intervalo de continuidad para X(1)?

Ubaldo contesta que la de 1/t es de 0 hasta infinito para la parte de la curva del
primer cuadrante y de 0 hasta menos infinito para la parte de la curva que esta en el
tercer cuadrante. Mientras que la de 1/t+1 esta entre el -1 y el infinito y el -1 y el
menos infinito. Para X(t) es solamente la curva del primer cuadrante y es de 0 hasta
infinito. Ademds en el secado no podemos tomar tiempo negativos ni obtener

humedades negativas.

(Cudl es la diferencia entre la grdfica de estas funciones y la de X(t)?

Los estudiantes discuten entre ellos acerca de la respuesta que deben dar y
finalmente, Nelly responde. -Es el intervalo de continuidad, porque para X(t)
debe ser t mayor que cero, solamente que nada més se tome una parte de la funcion
1/t donde t debe ser mayor que cero. Y si no, no tenemos idea que funcidén

cumple con estos valores.

La representaciones y planteamiento del grupo se puede considerar congruente con
la grafica de X(t) bajo la perspectiva de que una funcion del tipo que ellos plantean,
es decreciente y se encuentra definida en el intervalo t =0 bajo ciertas
restricciones. Y se dan cuenta de eso porque, el saber que no corresponde
completamente al comportamiento de X(t) desechan la idea de que una funcion
como 1/t no puede representar a X(t) ya que no es posible tener tiempos negativos ni
humedades negativas. Sin embargo, el grupo no alcanza a percibir otra posibilidad
para encontrar la funcién correspondiente.

Algo de los que ellos no se percatan y que les pude servir de argumento para
desechar completamente la idea, es que la funciéon A/(x+B), tampoco esta definida
en x =0 para B =0, presentando una asintota vertical en ese valor de x y para

B # 0, una asintota también vertical en x =-B si B>0 6en x=B para B <0.
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De esta manera, las representaciones que se identifican en esta etapa de la tarea son

canonicas no algoritmicas.

Representacion candnica-algoritmica
En esta incertidumbre y especulacion para saber de que manera obtener o conocer
cudl es la funcidén que representa a X(t), se le pide al grupo que continten con la
actividad siguiente. En dicha actividad, las indicaciones son establecer la relacion
entre el cambio de humedad con el tiempo y el contenido de liquido en la sustancia.
Los estudiantes representan el cambio de humedad con el tiempo mediante la
diferencia de humedades con respecto a la diferencia de tiempos expresado como
)iz _t L, ubicando el cambio en un primer tiempo, el cual expresan mediante una
2 1
derivada: dX/dt, incluso representan la grafica de velocidad de secado R con el
contenido de humedad X, donde R es obtenido a partir del cambio en la humedad,
dado por las diferencias de humedades con el tiempo.
La vinculacion entre el cambio y el contenido de humedad, la expresan por medio
de un simbolo de proporcionalidad.

La representacion se localiza en la figura 36.

Al buscar relacionar la constante K, con el cambio de humedad, Nelly pregunta
que si K, es la constante de transferencia del liquido y que si pueden consultar

cuanto vale. El conductor responde que si. Entonces ellos buscan en una tabla que

contiene estos valores y anotan que K ,=-0.0098 si el liquido que se transfiere es

agua.
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Fig. 38. Representacion canonica algoritmica, basada en un esquema de solucion
algoritmico. Determinacion de la ecuacion diferencial que representa el cambio de

humedad con el tiempo

Nelly le comenta al investigador que no saben como relacionar esta constante con el
cambio de humedad y Ubaldo dice que el cree que esa constante es para compensar

la constante de proporcionalidad.

A este comentario, el investigador responde.
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El cambio de humedad dado por sus diferencias con respecto al tiempo,
efectivamente, es proporcional al contenido de humedad X. La proporcionalidad,
origina una expresion que relaciona estas dos partes. La constante que permite
que el cambio y el contenido sean iguales, es precisamente la constante de

difusion del liquido dada por K ,, que en el caso de que el liquido sea agua como
sucede en el experimento, entonces su valor es K ¢ = 0.0098.

A través de esta intervencion, el grupo forma una ecuacion a través de relacionar la

derivada dX/dt, la constante K, y el contenido de humedad X. Y reconoce que la

ecuacion que ha formado, corresponde a una ecuacion diferencial y la expresa
como tal

X o_k x
dt g

El desarrollo de la sesion contintia con la realizacion de las actividades para resolver
la ecuacion diferencial que han encontrado.
La tarea es encontrar la funciéon general y particular que satisface a esta ecuacion

diferencial y graficar dicha solucion.

Los resultados de estas representaciones, muestran que el grupo resuelve la ecuacion
diferencial por integracion y encuentra la solucion general en términos de una
constante de integracion. Después con los datos proporcionados, establecen la
solucion particular de la ecuacion y mediante el uso de la calculadora graficadora
representan la curva resultante. Finalmente a un lado, representan la curva que

representa a X(t).

Las representaciones que llevan a cabo en esta parte son las siguientes:
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Fig. 39. Representacion candnica algoritmica, basada en un esquema de solucion
algoritmico. Determinacion de la solucion de la ecuacion diferencial que representa

el cambio de humedad del coloide en el tiempo
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En esta parte, el investigador les pregunta a los estudiantes lo siguiente:

¢JCuales son las caracteristicas que encuentran en la grdfica de la funcion
particular de la ecuacion diferencial?

Ubaldo contesta que es una grafica decreciente con asintota y Nelly completa al
comentario diciendo que es decreciente con el tiempo y que la curva presenta un
etapa constante con el tiempo, que es donde se presenta la asintota.

¢ Existe alguna relacion entre la grdfica de la funcion particular y la que ya
habian obtenido de X(1)?

Después de que Nelly y Ubaldo las observan y mueven algunas teclas para observar
con mas detalle el inicio y terminacion de la curva, Nelly contesta que se parece
mucho que seguramente es la misma ya que solamente difieren en algunos valores

pero es muy poco. El grupo acuerda el expresar mediante la funcion:

X(t) = 6.68¢ .

Para hallar el contenido de humedad en equilibrio, los estudiantes sustituyen el

valor de t = 60 minutos = 1 hora y representan ese valor como X(60) =6.68¢ K

Las representaciones del grupo en esta etapa de la situacion, son representaciones
del tipo canodnicas algoritmicas. Los estudiantes aprovechan la informacion
proporcionada en las indicaciones de las actividades y en la intervencion del
investigador para identificar y entender que el cambio en la humedad del coloide y
su relacion con el contenido de humedad en la sustancia, es representado a través de
una ecuacion diferencial de primer orden que depende del tiempo. Para hallar la
solucion de la ecuacion diferencial, los estudiantes se valen del planteamiento de la
misma, y realizan la separacion de variables para utilizar la integracion y determinar
la funcion cuyo contenido de liquido X depende del cambio en la humedad que se
da por el cambio en el tiempo t durante la operacion de secado.

La igualdad entre la funcidon encontrada por la integracion de la ecuacion diferencial

y la funcion que representa a la curva X(t) es el resultado del reconocimiento de

haber encontrado que X(t) esta expresada matematicamente como X(t)= 6.68¢ Kt y
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que a partir de esta expresion ellos pueden calcular el valor de la humedad X para
cualquier tiempo, incluso el tiempo en que se considera que la humedad de la
muestra ha llegado al equilibrio.

Por tanto, los resultados en las representaciones arrojan entendimientos candnicos
hacia el entendimiento del problema, acerca de que el cambio de una propiedad
transferente con el tiempo, es representado por una ecuacion diferencial y cuya
solucion proporciona la funcion sobre la cual se da el cambio. Asi la solucion
representada por los estudiantes es congruente con su planteamiento al relacionar la
solucion o el resultado de la ecuacibn con la funcion X(t) obtenida

experimentalmente.

Una vez que el grupo halla la expresion para la funcion X(t), las siguientes
actividades, son un preambulo para que encuentren una relacion entre la
representacion anterior y la representacion de la misma en una serie de potencias,
esto es, considerando la posibilidad de que a partir de la expresion de la funcion
X(t), se encuentre la serie infinita de potencias, cuya suma de funciones represente
dicha expresion para un intervalo de continuidad de la misma, o bien dada la grafica
de una funcién, ésta puede aproximarse mediante la busqueda de los coeficientes
de la serie de infinita compuesta por funciones de potencias n.

En la primera parte de esta interaccion, el grupo sigue el esquema indicado para
conformar una serie de potencias, utiliza el algoritmo para derivar la expresion
correspondiente a X(t) y posteriormente evaluan cada derivada para un dominio de

X(t) en t=10, 40, 100 y 200 minutos.
En la realizacion de las actividades que conforman el desarrollo en serie de la
funcion X(t), los estudiantes utilizan la calculadora y representan una series con las

derivadas obtenidas y evaluadas para t= 10 minutos

Las representaciones son las siguientes:
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Fig. 40. Representacion candnica algoritmica, basada en un esquema de solucioén
algoritmico. Determinacion de la serie de potencias que representa a la humedad del

coloide en el tiempo

Las representaciones son candnicas algoritmicas por mostrar un entendimiento
acerca la construccion de la serie correspondiente a un tiempo de 10 minutos, como
valor contenido en el intervalo de continuidad, acorde a la expresion que representa

a la funcion X(t) y el comportamiento del fenémeno estudiado.

Representacion no canoénica

Cuando se ha establecido la serie de potencias, derivada de la funcion X(t), lo
importante, es que los estudiantes visualicen las curvas resultantes de la suma de la
serie que han obtenido y comparen dichas curvas con la grafica de la funcion X(t),

de tal manera, que se pueda observar graficamente que la suma de las funciones que
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conforman a la serie convergen a la funciébn que representa a la curva
correspondiente a X(t). Sin embargo, cuando la actividades indican graficar la
serie con cuatro y mas términos de la misma, los estudiantes a pesar de que ya
cuentan con una serie, no saben como utilizar esa informacion y, vuelven a formar
otra expresion donde cada término de la serie, es el resultado de utilizar un valor
diferente de t = c. Igualmente para realizar la grafica de la misma, representan una
figura que no hace que se percaten de que la serie representa a X(t) o converge a

X(0).

Las representaciones de la serie y su grafica son categorizadas como no canodnicas,
al no mostrar un entendimiento acerca de la convergencia de la serie. Estas

representaciones se localizan en la figura 41.

Aun con estos resultados el investigador pregunta a los estudiantes:

cJPara que valores de t, la serie representa a la funcion X(t)?
Nelly contesta que para ninguno ya que la grafica no se parece a la de X(t). Ubaldo
no contesta y pareciera que busca la respuesta en la calculadora porque continta

graficando.

JQué relaciones establecerian respecto a la grdfica de X(t), la funcion
correspondiente a la solucion de la ecuacion diferencial lineal. Y, finalmente con

la serie obtenida a partir de la funcion que representa a X(1)?

Ubaldo dice que la relacién es X(t) = 6.68¢ ' = curva X(t).
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Fig. 41. Representacion no canonica algoritmica, basada en un esquema de
solucion no algoritmico. Determinacion de la curvas que representan a la suma de la

serie de potencias
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En el desarrollo de las actividades se puede identificar un predominio algebraico
mostrado por los estudiantes cuando conforman la expresion de X(t) mediante una
serie. A pesar de que ellos escriben que la funcion es igual a una serie, no
representan graficamente a la misma y no relacionan este desenlace, con que la
representacion de X(t) se pude realizar mediante una serie de potencias.
Presentandose asi, representaciones no candnicas por no corresponder a un
entendimiento sobre el concepto de la suma infinita de la serie que converge a X(t)
en todo el intervalo de continuidad de la misma funcion.

Sin perder de vista el objetivo de la situacion, el investigador vuelve a intervenir
con otras preguntas que pueden apoyar al estudiante en la construccion del concepto

de convergencia de una serie de potencias y su relacion con el fenomeno estudiado.

Las preguntas y la descripcion de las representaciones de los estudiantes referidas a

las mismas son las siguientes:

Hallar la suma de los dos primeros términos de la serie, después de los cuatro
primeros, de los diez primeros y finalmente de los n términos de la serie
utilizando un solo valor de ¢ en todos los términos de la serie. Graficar cada
suma.

Los estudiantes escriben ¢ = 10 y t= 120 minutos, sustituyen en la serie y
obtienen por medio de la calculadora, un valor numérico como resultado de la suma
de los cuatro primeros términos y grafican este resultado, el cual representan por
una linea recta de acuerdo a lo mostrado en la calculadora. Posteriormente, repiten
los mismo para 60 minutos, 180 minutos, 600, con 1200 y finalmente representan
que para t = oo, entonces X(t) = 0. De tal forma que la representacion grafica

muestra una linea recta para cada suma.

Las representaciones son las siguientes:
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Fig. 42. Representacion no canonica algoritmica, basada en un esquema de
solucidn no algoritmico. Determinacion de la curva que representa la suma de una

serie de potencias

La respuesta del grupo, se da en base a relacionar la suma de la serie de funciones
con la suma de una serie numérica sin percatarse nuevamente que la suma infinita de
una serie constituye el conceptos de convergencia de una serie de potencias a una

funcidn que en este caso seria X(t).

Cual es la convergencia de la serie cuando t — ©
Ubaldo contesta que la convergencia es la humedad para un tiempo muy grande y
que puede ser de X =0, si es que fuera posible extraer completamente el liquido de

la muestra.

En esta respuesta se encuentra contenido el entendimiento acerca de que la serie
puede representara la funciéon X(t) y que su suma esta relacionando con la misma

funcién, pero no vinculan la suma con la funcion sino con un valor limite de la



168

funcion. La concepcion que tienen acerca de la convergencia y la suma, es un valor

numérico.

Establecer alguna relacion entre la suma de los n términos de la serie, con la
grdfica de los n términos de la serie .

Ubaldo senala que la suma de los 10 términos de la serie para t= 120 minutos y ¢ =
10 minutos da como resultado 4.9648. Para 20 términos es de 4.9636 vy las
gréficas resultantes son rectas muy juntas. Por su parte, dice Nelly, que al sumar
mas términos van a encontrar el valor exacto al que llega la humedad, porque al

utilizar 15 términos, el valor solamente varia en las tltimas cifras.

Encontrar alguna relacion entre la suma de la serie y la grdfica de la funcion que
corresponde a X(t)
Los estudiantes dicen que la suma de la serie les da como resultado un valor

contenido en X(t)

A partir de la serie, hallar el minimo contenido de humedad en equilibrio de X(t
para t = 180 minutos

Los estudiantes utilizan un tiempo de 180 minutos y encuentran el valor de la misma
manera que lo hicieron cuando representaron la suma de la serie. Representando que

el valor en equilibrio para ese tiempo, corresponde a 4.325 Ib

¢Cudl es la diferencia entre este valor, y el que podrian encontrar al utilizar la
expresion de la funcion que corresponde a X(1)?
Los estudiantes utilizan la funcion y evalian y contestan que es casi igual,

mostrando el resultado de 4.289 1b.

Si han contestado que el valor es casi igual, de qué manera me pueden decir que

la funcion X(@) = 6.68¢ " que representa a la curva X(t) que obtuvieron

experimentalmente, es igual a la suma de alguna de la serie que han encontrado?
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Nelly se adelanta a contestar que son iguales solamente cuando se llega al equilibrio.

Ubaldo no contesta.

Con esta ultima pregunta se da por terminada la sesion.
Aunque los estudiantes han dado respuestas a las preguntas, son notorias las dudas
e informidad hacia la mismas. En su actitud se pude reflejar un entendimiento que
no termina de concluir y que existe una relacion que no han establecido y les impide
tener la grafica correspondiente a X(t). Los resultados reflejan una falta de
entendimiento hacia el conocimiento de la suma de una serie de funciones y la
relacion que tiene esta con la funcion X(t), pero tal parece que los que detiene este
entendimiento es revisar la simbologia de la sumatoria que representa a la funcion
dada por:
f(t) = Z f,(t—c)" en donde la variacién la da n en cada término de la serie para
n=0
un mismo valor de t, sin embargo ellos varian a t y a n para representar a la serie en
términos de una suma de funciones. Otro aspecto que sobresale, es la falta de
conocimiento acerca de la convergencia de una serie de potencias a la misma
funcidon que representan, encontrandose limitaciones para entender los resultados

graficados.

De esta manera, el desglose de las representaciones en esta situacion es la siguiente:
1. Representacion candnica no algoritmica
Esquema de entendimiento
* Canonico: El esquema de entendimiento refleja, la comprension acerca de
que existe expresion asintdtica y decreciente que representa a la funcion
X(t) de acuerdo a su grafica
* Propositos: 1) Encontrar una expresion para la funcion X(t) dada su

grafica.
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Esquema de solucion

No algoritmico: El grupo busca por tanteos una expresion cuya grafica sea
semejante a la de X(t). La semejanza la relaciona con funciones del tipo
asintotico. Para ello, propone un clase de funciones, de acuerdo a esta
caracteristica y nota la diferencias entre las propuestas y la de X(t), pero no
logra representar matematicamente las diferencias y semejanzas para aceptar

o descartar su idea

Invariantes:

Dominio de una funcion, continuidad de una funcion, funcién decreciente y

asintotas.

2. Representacion canonica algoritmica

Esquema de entendimiento:

Candnico: Se presenta un esquema entendimiento acerca de la relacion entre
el cambio de humedad del coloide y la ecuacion diferencial que representa
dicho cambio, cuya solucioén proporciona la funcién correspondiente a X(t).

Propositos: 1) Establecer la ecuacion diferencial que relaciona el cambio de
humedad del coloide en funcion del tiempo de secado. 2) Hallar la expresion
correspondiente a la funcion X(t) a partir de la solucion particular de la

ecuacion diferencial establecida y comparar con la grafica de X(t)

Esquema de solucion:

Algoritmico: 1) En el establecimiento de la ecuacion diferencial, el grupo
utiliza el concepto de derivada como el cambio de humedad que sucede en
un intervalo de tiempo. 2) Utiliza el algoritmo de la integracion para dar una
solucion general a la ecuacion diferencial. 3) Utiliza una condicion inicial
perteneciente al proceso de secado, para obtener una solucion particular de
la ecuacion diferencial, siendo esta una funcion de tipo exponencial la cual

representa a la funcion X(t)
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Invariantes:

El concepto de derivada como una razén de cambio, la relacion entre esta
razon de cambio y el cambio de humedad del coloide en funcién del tiempo
para establecer una ecuacion diferencial, el reconocimiento del tipo de
ecuacion diferencial para hallar su solucion general, el uso de una condicion
inicial para obtener la solucion particular de la ecuacion diferencial y
finalmente, la relacion entre la solucidén de la ecuacion diferencial con la

expresion correspondiente a la funcion X(t)

3. Representacion candnica-algoritmica

Esquema de entendimiento

Canonico: El esquema de entendimiento refleja, la construccién de una
serie infinita de funciones mediante la derivacion de la expresion
correspondiente a la funcion X(t)

Propdsitos: Establecer series de potencias que representen a la funcion X(t)
como el cambio de humedad en funcion del tiempo, alrededor de algunos

valores de t.

Esquema de solucion

Algoritmico: El grupo aplica el algoritmo de la derivacion sucesiva para
derivar a la funcion X(t) y evalua dichas derivadas alrededor de un valor
de t correspondiente al intervalo de la grafica de X(t). Finalmente con la
evolucion obtenida establece los coeficientes de la serie de potencias para

formar una serie.

Invariantes:

Relacion entre la representacion de una funcion f(x) mediante una serie de
potencias y la posibilidad de representacion de X(t) mediante una serie de
potencias para X(t) en ¢ = t, un valor del dominio correspondiente al

tiempo de secado. Derivadas sucesivas, evaluacion de una funcién dado
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un valor del dominio, obtencion de los coeficientes de los términos que

conforman a la serie de potencias.

4. Representacion no candnica

Esquema de entendimiento:

No canonico. El grupo no relaciona la suma de la serie con la convergencia
de la misma a la funcion X(t). Los estudiantes presentan problemas para
graficar la serie. Consideran que la variacion en los términos de la serie es
debida al valor de ¢ y n. La relacion que establecen entre la funcion y la
serie, es a través de la suma de una serie numérica y cuya suma la
relacionan con el equilibrio en el fenomeno. Consideran que la
representacion de X(t) mediante una serie tiene lugar unicamente en el valor
en el equilibrio del fenomeno sin llegar a entender que la representacion es

en intervalo t =0.

Propdsitos: La grafica de una serie

Esquema de solucion:

El esquema de solucion corresponde al significado no canonico atribuido a
la relacién que guarda la funcion X(t) con una serie de potencias. Al
obtener la serie, el grupo no identifica, ni visualiza que esa serie representa
a X(t) y por la tanto no establece la representacion de una funcién mediante
una serie de potencias y el intervalo en donde tiene lugar dicha

representacion

Invariantes:

La suma numérica de una serie atribuida a la convergencia d la misma y a

su vez al equilibrio en el fendémeno.
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Conclusion

Esta situacion comprende diferentes actividades que tratan de regular la accion del
grupo hacia la representacion del fenémeno de transferencia de masa del liquido que
proviene del coloide, mediante el cambio en el contenido de humedad que la
sustancia experimenta en cierto tiempo de secado, para continuar con la busqueda
de la expresion que representa a la curva X(t) y finalizar con la investigacion de la
serie de potencias que represente dicho cambio. En respuesta, a partir de la grafica
de la curva X(t) y las caracteristicas que se presentan en la misma, los estudiantes
modelan el fenomeno a través de una ecuacion diferencial que contempla el cambio
en el contenido de humedad X del coloide en un tiempo t y cuya solucion es
relacionada con la funcion correspondiente a la expresion buscada.

La relacion se establece con el reconocimiento de la curva correspondiente a  X(t)
como una funcién cuyo dominio es el intervalo de tiempo y a la cual le corresponde
un valor de humedad. Este comportamiento, es visualizado en una grafica de tipo
decreciente en la que se observa que la curva presenta una asintota horizontal que es
identificada como un aspecto caracteristico del estado del equilibrio en el fenémeno
cuandot — oo,

Con la informacion sobre la funcion X(t), el grupo lleva a cabo la etapa de las
actividades dirigidas a buscar la relacion entre la funcion y su representacion
mediante una serie. Sus representaciones muestran la obtencion de una serie. La
relacion que establecen entre esta serie y la funcion se restringe a un valor numérico
ligado al contenido de humedad en equilibrio.

Estos resultados marcan el desarrollo de los estudiantes en situacion, cuya
interaccion permite analizar esquemas de entendimiento y solucion a los problemas
presentes en la tarea, resumiéndose en lo siguiente: 1) El grupo tiene informacion
secuencial que le permite discutir y responder en su mayoria a las preguntas
planteadas, bajo esquemas de entendimiento canonicos algoritmicos que reflejan la
comprension del problema sobre la existencia de una funcion que representa a la
curva X(t) obtenida experimentalmente y establecer a su vez, la solucion de la
ecuacion diferencial que representa el comportamiento del fendmeno conjuntamente

con la relacién con la funcion buscada. El mismo entendimiento se refleja en la
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obtencion de una serie de potencias a partir de la funcioén correspondiente a X(t), al
derivar la funcioén y evaluar dicha derivada para conformar los coeficientes de la
serie. 2) No canodnicos, al identificarse que el grupo en sus representaciones no
relacionan la suma de la serie con la funcion que representa a X(t), determinandose
en esta tarea, que los estudiantes conciben la convergencia de una serie, como un
valor en el contenido de humedad al cual se llega en el equilibrio y que en la curva
que representa a X(t) se manifiesta como una constante. De acuerdo al desempefio
del grupo se puede observar, que aun asi cuando los estudiantes representan que
X(t) es igual a una serie, sus representaciones obedecen a una simbolizacion
convencional ya que son capaces de entender que la funcion X(t) se puede
simbolizar mediante una serie, pero no le atribuyen a este concepto, la posibilidad
de describir completamente a dicha funcion mediante la convergencia de su suma.
De este esquema no candnico se extrae dos esquemas candnicos: unos al reconocer
que se puede conformar una serie numérica cuya suma converge al valor del
contenido de humedad en equilibrio que aunque el conocimiento es restringido a una
serie numérica, se llega a relacionar, serie y funcidn o serie y curva correspondiente
X(t). Y otro, al representar a ese contenido de humedad, como el valor que se

alcanza a través de una suma infinita de términos de la serie.

En general la actividad del grupo deja entrever que existen relaciones entre la grafica
de X(t), la solucion particular de la ecuacion diferencial que representa el cambio
de X en el proceso de secado y ademas la suma de una serie de potencias cuando el
proceso ha llegado al estado estable y se alcanza un contenido de humedad que

representa el equilibrio.
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CUARTA Y QUINTA SESION:

Situacion 4. Comportamiento de la humedad en el coloide (Para un instante t
y una posicion x representado por la serie de Fourier)

La interaccion del grupo en esta situacion, tiene como antecedente su actuacion en
las anteriores sesiones de trabajo, en las que a lo largo de su desarrollo se les ha
expuesto determinar y analizar en primer lugar, el comportamiento del fendmeno de
transferencia de masa del liquido de un coloide a partir de las graficas del cambio de
humedad de esta sustancia en funcion del tiempo de secado y el espesor de la
muestra a secar mediante los datos que ellos han obtenido experimentalmente en esta
operacion. En segundo lugar, determinar la funcidon que corresponde a la grafica
que representa el cambio de humedad en el tiempo, dada por X(t), y nuevamente
analizar aspectos del comportamiento del fendémeno, para continuar, a partir de esta
funcion del cambio de humedad, con su representacion en una serie de potencias.
Todo esto, a fin de que los estudiantes visualicen esta representacion a través de una
suma infinita de funciones que conforman a la serie y que converge a la funcion
establecida X(t), como antecedente a la tarea que el grupo se habria de enfrentar en
éstas ltimas sesiones.

Las actividades a realizar en la cuarta situacion son divididas en dos reuniones de
trabajo debido a que contiene diversas tareas referidas a conceptos del fenomeno en
vinculacion con la serie de Fourier. En general, la tarea planteada, contiene
problemas que derivan de su actuacion en las anteriores situaciones y buscan el
reconocimiento del vinculo entre este concepto matematico y el cambio de humedad
de un coloide.

El vinculo a medir, es dado a través de la representacion mediante una serie de
Fourier, de la funcion X(x, t) que satisface la variacion de humedad en el tiempo y
en la posicion del espesor de la muestra de esta sustancia, de acuerdo a los dos
cambios X(x) y X(t) que se producen. A su vez, dicha representacion conlleva a
establecer aspectos que definan al fenémeno en estudio.

Asi, la situacion se presenta en tres partes: En la primera, conocer la ecuacion que

modela el fendmeno de transferencia de masa al relacionar los dos cambios que
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suceden en el contenido de humedad de la muestra de coloide. En la segunda parte,
establecer la solucion a partir de las condiciones establecidas en la parte
experimental. En la tercera, relacionar los conceptos matematicos que definen a la
serie de Fourier y al fendmeno conjuntamente, los cuales habran de determinar el
comportamiento de la transferencia de masa.

Con estas dos sesiones, se concluye la interaccion de un grupo de enfoque en su
accion en un campo conceptual integrado por cuatro situaciones que provienen del
secado de un coloide, como medio para analizar su conocimiento, acerca del

fenomeno de transferencia de masa mediante su representacion en serie de Fourier.

El desglose de las actividades que conforman las tres partes de la tarea en esta

situacion es la siguiente:

Sesion 4

1. Buscar una ecuacion diferencial que represente el cambio de humedad en el
coloide que proporciona el perfil de humedad. Es decir, en términos de la
posicion del liquido en el espesor de la muestra “x” y del tiempo de secado
“t”.

2. A partir de esta ecuacion diferencial, determinar la funcidon general que
representa la humedad del coloide para cual posicion del liquido en el
espesor de la muestra “x” y del tiempo de secado “t”

3. Determinar la funcién particular que representa la humedad del coloide para
cual posicion del liquido en el espesor de la muestra “x” y del tiempo de
secado “t”

4. Describir la funcion particular en relacion al cambio de humedad que se

produce en el coloide durante el secado

Sesion 5
5. Graficar la funcién particular dejando fijo la posicion del liquido en el

espesor de la muestra y variando al tiempo
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6. Graficar la funcion particular dejando fijo el tiempo y variando la posicion
del liquido en le espesor de la muestra

7. Comparar las graficas resultantes con la curva de X(t) y el perfil de humedad

8. Describir estos resultados en relacion al cambio de humedad que se produce

en el coloide durante el secado

Los problemas implicitos en las actividades a realizar, requieren desde
conocimientos en ecuaciones diferenciales parciales, hasta conocimientos sobre la
serie de Fourier como representacion de la funcion que satisface a dicha ecuacion.

En el estado inestable, la variacion de la humedad en el coloide depende tanto de su

posicion x en el espesor como del tiempo de secado. Esta variacion es representada

. . : o 0X ’X
a través de una ecuacion diferencial parcial lineal: o =K, P
X

proceso de transferencia de masa por difusion a través del cambio de humedad que

que describe el

sufre el coloide por la operacion del secado.

Para obtener la solucion de la ecuacion es necesario plantear que la variacion en la
humedad obedece a la transferencia del liquido contenido en la muestra, bajo las
siguientes condiciones: a) La transferencia del liquido se lleva a cabo por difusion a

través del coloide, la constante de difusion se representa por K, la cual es

especifica del liquido que se difunde en el coloide y que se toma como constante en
todo el secado = 0.0098pie > /hora. b) Que la muestra tiene inicialmente un contenido

de humedad uniforme, dado por X,. c) Que al someterse la muestra de coloide a

secado para un tiempo dado, esta se lleva a una nueva condicion de contenido de
humedad, la cual es constante durante todo el tiempo. Este contenido de humedad
viene a representar el contenido de humedad en equilibrio X*, indicando que bajo
esas condiciones de secado, ya no habra un secado posterior. Estas condiciones
constituyen, las condiciones limitantes del fendmeno de transferencia de masa por

difusion del liquido, que expresadas matematicamente son:
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ai—0 en x =0 paratodot

0x
X, =X, en x=/{ parat>0

X, =X, =0ent=0 para -£<x< [

Las condiciones establecidas, permiten utilizar el método de separacion de variables
para encontrar la solucion de la ecuacion diferencial parcial. El método consiste en
separar la funcion X(x, t) que representa la solucion de la ecuacion, en un producto
de las dos funciones que conforma a X(x, t) dado por: X(x, t) = Z(X)T(t).
Considerando que las dos formas de las funciones Z y T no se conocen, entonces,
estas se pueden determinar a partir de las condiciones limitantes, llegando a

establecer a Z(x)T(t) en términos de una serie de Fourier. Por tanto, se tiene que:

2n+1)° K t
X(x, t) = Z()T(t) = Z(g 111){ S(Zn;-;)m}expl:_( - 4)£2 g}

La funcion particular resultante esta dada mediante una serie de Fourier. Dicha
solucion, describe al fenomeno en estudio a través de conceptos matematicos y de
contexto definiendo a la serie de Fourier y al fendmeno de la transferencia de masa
que tiene lugar en el proceso, bajo los siguientes aspectos:

La serie de Fourier se compone de una suma infinita de funciones trigonométricas
que representan a la funcion X(x, t), correspondiente a la funcion que determina el
comportamiento de la transferencia de masa del liquido del coloide cuando se

somete a secado. Mediante la suma de dicha serie se obtiene que:

1. Para un tiempo dado t, la grafica de la suma de las funciones que conforman a la
serie de Fourier, da como resultado una funcion periddica como se muestra en la

siguiente figura:
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Fig. 43. Grafica de la serie de Fourier cuya variacion la da la posicion del liquido en

el espesor de la muestra

Tedricamente, si se establecen diferentes tiempos de secado se puede visualizar el
desplazamiento de las grafica sobre el eje de las “y” indicando que el contenido de
humedad disminuye hasta llegar a cero para un tiempo tedricamente infinito.
También se puede establecer que tedricamente es necesario un tiempo infinito para
que se alcance un contenido de humedad en equilibrio. Sin embargo, en la practica,
los resultados experimentales proporcionan contenidos de humedad que
proporcionan estabilidad al proceso aproximadamente entre las dos y tres horas de
secado, dependiendo de la muestra del coloide. Asimismo aunque la muestra de
coloide sea sometida a un tiempo de secado posterior en las mismas condiciones, en
la practica, no se puede obtener un contenido de humedad de cero debido a la

humedad ligada que se encuentra en el coloide.

2. Para una posicion x correspondiente a una distancia en el espesor 7, la grafica de
la suma de las funciones que conforman a la serie de Fourier, da como resultado una

funcién que se visualiza en la siguiente figura:
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y

4

3

2

. . . . .

x

-14.9 14.9 29.799 44.699 59.599 74.499 89.398

-1

-2

-3

Fig. 44. Grafica de la serie de Fourier cuya variacion la da el tiempo

Al establecer diferentes posiciones de la humedad en el espesor de la muestra, se
tienen curvas del cambio de humedad en funcion del tiempo.

Teodricamente, se tendrd un contenido de humedad de cero en el interior del espesor
de la muestra cuando la humedad ha recorrido todo el espesor hasta llegar a la
superficie de la misma. En la practica los resultados muestran contenido de

humedad en el interior del espesor de la muestra

3. Considerando el tiempo y la posicion en el espesor de la muestra, el cambio de
humedad con respecto a estas dos variables representado por la suma infinita de las
funciones trigonométricas que conforman a la serie de Fourier, cuando t y X son

iguales, arrojan una grafica como la siguiente:
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-7.5064 u 7.5064 15.913 22.519 3230.026 37.532 45.838

-8.75

-1.5

Fig. 45. Grafica de la serie de Fourier cuya variacion la da el tiempo y la posicion

del liquido en el espesor de la muestra

En los resultados de la grafica se puede apreciar, que la suma infinita de los términos
de la serie de Fourier converge a las funciones X(t) y X(x).

El andlisis de estos aspectos, determinan que la serie de Fourier, representa el
fendomeno, mediante la funcion X(x, t) que es caracteristica de la transferencia de
masa, evidenciando y relacionando los dos cambios que se presentan en el proceso
de secado, X(x) y X(t).

La misma suma de funciones que conforman a la serie de Fourier, vislumbra la etapa
en que se alcanza el equilibrio en el fendémeno, mediante el concepto matematico de
la convergencia de la serie. Esto es, debido a que en la ltima parte del secado de la
sustancia, el cambio en el contendido de humedad, se debe a la transferencia de
masa del liquido contenido por difusion a través de la sustancia. Este hecho se
sustenta en la representacion de X(x, t) en la tltima etapa de secado, mediante una
serie de Fourier, cuya suma de infinita de funciones sigue un patrén sinusoidal que
se atenuia gradualmente hasta que el contenido de humedad es uniforme en toda la
muestra del coloide, es decir cuando el contenido de humedad ha llegado al

equilibrio, que en el vocablo matematico corresponde a la convergencia de la serie



182

de Fourier a X(x, t) en un intervalo que en el fendomeno incumbe al intervalo del

tiempo en que la muestra alcanza un contenido de humedad uniforme y constante,

produciendo que para las mismas condiciones de secado, ya no exista un secado

posterior.

Por tanto, mas que teoremas, esta situacion comprende conceptos matematicos y

del fendmeno que son importantes para su descripcion.

Los teoremas y conceptos presentes en esta situacion son los siguientes:

Funcion de dos variables

Ecuaciones lineales en derivadas parciales

Método de separacion de variables para resolver una ecuacion diferencial
parcial lineal

Condiciones limitantes para resolver una ecuacion diferencial parcial lineal
Serie de Fourier

Serie infinita de términos con funciones trigonométricas

Suma de una serie de Fourier

Convergencia de una serie de Fourier

Definiciéon de una funcion no periodica definida en un intervalo finito,
mediante una serie de Fourier

Representacion de una funcion no periddica mediante una funcion periodica
que proviene de una serie de Fourier

Equilibrio en el fendmeno de transferencia de masa

Cambio de humedad en el coloide en funcidon del tiempo y posicion en el

espesor de la muestra
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CUARTA SESION

Variaciones en la representacion

Representacion candnica no algoritmica

La representacion canonica no algoritmica se presenta en las respuestas de los
estudiantes a la primera actividad que esta dirigida hacia el reconocimiento de la
variacion de la humedad del coloide, en el tiempo en que la sustancia se somete a
secado y el espesor por el cual se transfiere el liquido, a través de una ecuacion que
modela dicha variacion.

En la pasadas sesiones, el grupo ha identificado y establecido que una ecuacion
diferencial lineal representa el cambio de humedad en el tiempo. Trasladando
parcialmente este conocimiento, ahora los estudiantes buscan obtener la ecuacion
que exprese el cambio en las dos variables, a través de una ecuacion semejante a la
que ya han encontrado. Asi, representan la ecuacion en términos de diferenciales

tanto para el espesor como para el tiempo.

Las representaciones se pueden localizar en las figura 46. En éstas, se pude observar
que los estudiantes escriben la ecuacioén diferencial como una ecuacion diferencial
ordinaria que resulta de la operacion de las diferenciales que representan el cambio
de humedad con el tiempo t dado por dX/dt y el cambio de humedad con la
posicion x dado por dX/dx.

El entendimiento que muestran los estudiantes en este tipo de representaciones es
candnico no algoritmico, ya que basandose en el perfil de humedad que han
construido anteriormente; son capaces de identificar que la humedad en el coloide,
resulta por el cambio en una cierta posicion en la longitud del espesor de la muestra
para un tiempo determinado de secado y cuya causa se atribuye a la transferencia del
liquido en el secador. Su intuicion los lleva a representar que la funcion que definiria
esa humedad seria algo como una funcion X(x) y X(t) que con alguna operacion
entre ellas resultara X(t, x), bajo la simbologia convencional de las ecuaciones
ordinarias. Esto es, sin reconocer que el cambio de humedad se presenta por la

influencia de dos variables independientes.
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En consecuencia, una ecuacion diferencial parcial serd la que represente dicho

cambio en términos de esas dos variables: t y x.

Y

———

._,evivnc'q la e.c_weio:d F“Ew“\’“':g-v‘-'dy +Q1r__X-: tj
w T

l LY

* 0. '\ﬁ-lr:'lg\t.\:l 9}___ CLX
P e A K

Fig. 46. Representacion candnica no algoritmica, basada en un esquema de
solucion no algoritmico. Determinacion de la ecuacion parcial que representa el

cambio de humedad en funcion del tiempo y la posicion
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De esta manera, las representaciones del estudiante acerca de la relacion del
fenomeno con una ecuacion diferencial parcial lineal, son categorizadas como
representaciones que son congruentes al fenomeno y su variacion, por lo tanto
candnicas, en el logro de relacionar un conocimiento anterior, con el problema del
cambio en dos variables que permite identificar que las representacion en estas
circunstancias, adquieren caracter de algoritmicas y, cardcter de representaciones
canonicas no algoritmicas por la expresion erronea que representa el cambio de
humedad del fendémeno que se encuentra definido por la humedad en términos del

tiempo de secado y la posicion del liquido en el espesor.

En referencia a este resultado, el investigador decide intervenir con nuevas
actividades que pueden apoyar al grupo en sus deducciones acerca de la ecuacion
que representa al fendmeno. La descripcion de la interaccion entre el investigador y

los estudiantes es la siguiente:

Establecer las condiciones internas de la variacion en el contenido de humedad
del coloide a lo largo de su secado

Nelly contesta que por el tiempo, varia la humedad. Posteriormente sefiala que en
el perfil de humedad, se pude leer la humedad de acuerdo a un valor en el espesor
de la muestra para una tiempo de secado, recalcando que es a partir del perfil que se
puede observar la variacion en la humedad en un tiempo determinado, después de

que el liquido ha recorrido una cierta parte del espesor de la muestra

Expresar matemdticamente el contendido de humedad de la muestra cuando el
liquido esta : pulgada del espesor y han transcurrido 10 minutos de secado? Y
después para cualquier valor del espesor x y para cualquier instante t de secado

Nelly responde: -Segun el perfil de humedad que tenemos, en un tiempo de 10
minutos y con 0.5 de pulgada, la humedad es de 8.8 Ib de liquido por 1b de coloide

seco y esde: X, =9 y X,, =8.8, que quiere decir que parat=0, tenemos la

humedad inicial de 9 y después de 10 minutos ya bajo a 8.8.
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Ubaldo continua: -El cambio de la humedad con el tiempo ya lo tenemos, lo

obtuvimos con la ecuacion diferencial dX/dt=K X donde X(t), es una funcion

exponencial con t como variable. En el perfil de humedad podemos leer el cambio
con el tiempo y el espesor pero no sabemos cual seria la ecuacion diferencial.
Segun como le hicimos con X(t), pensamos que pueden ser dos funciones: una con
cada variable para x y t y que deben estar juntas haciendo alguna operacion entre
funciones, porque para un tiempo podemos ver el cambio bajo cierta medida del
espesor. Lo mismo, para cierto espesor y un cambio de humedad dado, se puede
ver qué curva de tiempo corresponde.

Entonces, pensamos que para tener el cambio de X(t, X), se necesita una ecuacion

diferencial como esta: dX/dt +dX/dx = funcion o algo asi pero no sabemos.

La ley de Fick es una ley que en ingenieria se utiliza para definir la transferencia
de masa en estado inestable a través de una expresion general para el transporte
molecular por difusion, correspondiente a una ecuacion diferencial parcial:
aC _ 9°C

o font

Establecer la relacion entre esta ecuacion y el cambio que se produce en la

humedad de la sustancia

Lo primero que ven los estudiantes es la constante K, que es la misma constante

que aparece en la ecuacion diferencial que representa el cambio de humedad con el
tiempo. Ante este reconocimiento, Ubaldo dice:
-Esta debe ser la ecuacion que andamos buscando, porque aparece la constante de

difusion K ,, ademas aparecen las derivadas conrespectoa t y a x. —Entonces la

relacion, puede ser que el cambio en C en el tiempo, es ahora el cambio en X

también en el tiempo. Ubaldo escribe %—)t( .

2

Lo mismo dice para el cambio de C en la posicion del espesor:



187

Asi el grupo recurre y relaciona un conocimiento sobre la transferencia de masa: la
ley de Fick. La ecuacion que rige esta ley, es la ecuacion diferencial parcial que
establece el cambio de una propiedad transferente C en funcion del tiempo t y de la
posicion x en la longitud del espesor de una placa, que viene siendo la misma que
representa el cambio de humedad, como un cambio de propiedad transferente en “t”
y en “x”.

Por tanto, el problema esta resuelto al proporcionarle al grupo la informacion que
proporciona este ley y relacionarla con la expresion del cambio que estaban
buscando, mostrando nuevamente un entendimiento candnico. Pero, si bien es
cierto, el significado matematico que la ecuacidon diferencial parcial expresa en el
fenomeno, pasa desapercibido por los estudiantes. El cambio en la humedad para el
tiempo y la posicion en la longitud del espesor de la muestra, es una funcion del
cambio de humedad X que es algebraicamente lineal en cada una de sus variables y

con derivadas también como funciones de estas mismas variables “t” y “x” y la

constante de difusion K .

El desempefio de los estudiantes en la segunda actividad correspondiente a esta
situacion, presenta reincidencia en entendimientos candnicos no algoritmicos. El

didlogo que tiene lugar entre los estudiantes es el siguiente:

Ubaldo le dice a Nelly: -Si probamos a seguir el mismo procedimientos que hicimos
antes, llegaremos a una funcion X (t, X)................ pero......... para llegar a
eStO...couennnns deben ser dos funciones que se suman o se igualan o hacen alguna
operacion de X(t) con una de X(x) que sea la del espesor como en el perfil de
humedad para llegar a una funcion X(x, t)

Nelly le contesta: -Yo no se resolver las ecuaciones parciales, pero la funcion si
debe ser X con t y con x como variables, porqué cuando resolvimos la ecuacion
dX/dt = X, encontramos a X(t) en términos de t......... -jAh! entonces si es asi, al
encontrar la solucion de la ecuacion de la ley de Fick podria ser que encontraramos

a X(t) y a X(x) y esa seria la manera de tener los dos cambios. Comenta Nelly.
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Después de este didlogo los estudiantes se dirigen al investigador y le Nelly: -No

sabemos resolver la ecuacion............ es parcial y no sabemos como se
resuelve............. ninguno de los dos hemos visto el método para
resolverla...... creo que no lo vimos................ (Los puntos suspensivos indican

silencios o pausas que hacen los estudiantes)

Efectivamente, los estudiantes estan en lo cierto. Para poder llegar a la expresion
que proporciona la humedad en el tiempo y en la posicion de la longitud del espesor,
se requiere encontrar la funciéon que corresponde a la solucién de la ecuacion
diferencial parcial dada por la ley de Fick. Y, es aqui donde los estudiantes
nuevamente tienen dificultades para continuar desarrollando la tarea. El problema
es la carencia de algoritmo para solucionar la ecuacion. Los estudiantes manifiestan
desconocimiento del método a utilizar para darle solucion a dicha ecuacion. Sin
embargo sus representaciones conducen al entendimientote de que la solucion
corresponde a una funcion de dos variables dada por X(t, x), deduccion que ellos
plantean al obtener la funcion X(t) cuando resuelven la ecuacion diferencial que
contiene Unicamente la variable t en las anteriores sesiones:

Por tanto, en esta etapa de la situacion, se identifican escasos recursos matematicos
en el grupo. Sus representaciones son limitadas y se restringen a entendimientos
canonicos que se refleja inicamente en el entendimiento del comportamiento del

fendmeno.

Representacion candénica algoritmica

En el progreso de la tarea, los estudiantes han presentado problemas para continuar
con las actividades planteadas en la situacién. El no contar con argumentos
matematicos para encontrar la funcion X(t, x) mediante la solucién de la ecuacion
diferencial parcial, impide de alguna manera que el grupo relacione dicha funcion

con la serie de Fourier, de tal forma que el investigador tenia que buscar en esos
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momentos la manera de implementar una nueva tarea que pudiera apoyar a los
estudiantes a desenvolverse en la situacion de trabajo.

Asi, através de las actividades a desarrollar, se le proporciona al grupo la expresion
que representa a la funcion buscada X(t, X) y que contiene a la serie de Fourier, sin
indicarles que asi es.

La expresion proporcionada corresponde a la solucion en términos de la serie de
Fourier. La justificacion del investigador a proporcionar dicha expresion, es que a
partir de la misma, cabria la posibilidad de que los estudiantes establecieran
primeramente las relaciones matematicas alrededor de la misma, por tanto, sobre la
serie de Fourier y posteriormente en vinculaciéon con el fendmeno. Esto es,
relaciones tales como, que la serie se define por una suma infinita de funciones
cuya suma converge por un lado a la funcion X(t), dado el valor de “x” y por el
otro, que converge a una funcion X(x), dado el valor de “t”. Ademas, que ambas
convergencias se presentan en un intervalo de continuidad de la mismas funciones a
las que converge. Otra relacion matematica conveniente a resaltar es la periodicidad
de la funcion que genera la serie de Fourier y que representa a la funcion de la
humedad en la etapa de equilibrio del fendmeno.

Estas relaciones, en la siguiente tarea, a consideracion del investigador, podrian
vislumbrar a su vez su relacion con el contexto del fendmeno, para alcanzar a
establecer su comportamiento, de tal forma que la transferencia de masa del liquido
del coloide en el secado, es reconocible por el cambio de humedad que sufre esta
sustancia en términos de una serie de Fourier.

Bajo este marco, la intervencion del investigador, se centra en destacar conceptos
que provienen de la serie como representativa de la funcion solucion y el significado
que aporta esta. Asi, la primera tarea se dirige a buscar el reconocimiento de la
funcion soluciéon X(t, x) como una serie de funciones trigonométricas que
constituyen los términos de una serie de Fourier, que se ira conformando al
desarrollar la sumatoria correspondiente, primero para un tiempo t dado y después
para una posicion dada x . Las siguientes tarea, esta dirigida hacia la busqueda de
la suma de dichas funciones, al ir incorporando funcion tras funciéon a fin de

identificar que dicha suma corresponde a la funcion X(t) para una posicion X, o
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bien para la funciéon X(x) para un tiempo determinado t, de tal manera que se
obtienen funciones X(t) y X(x) de la misma serie ya que esta contiene la relacion
de las dos variables que influyen en el cambio de humedad. Posteriormente, si se
grafica la suma de las series, es posible visualizar graficamente que la suma de la
serie de Fourier converge a X(t) en un intervalo de t y converge a una funcién X(x)
en el mismo intervalo de t. Finalmente, la Gltima tarea tiene el proposito de
identificar la funcién periddica que representa al fendmeno en la ultima etapa de

secado, estableciendo asi el comportamiento del fenémeno.

La respuesta de los estudiantes ante este intervencion se sintetiza enseguida:

En la siguiente expresion. Describir el simbolo de Z ?
n=0

43 -D)" [ @n+Drx _(2n+1)*(0.0D)7Ty
7 2o 2 }Xp[ 4 }

Nelly contesta que el simbolo indica una sumatoria que inicia en n =0 y termina

conn= oo,

Dar la expresion que se obtienen cuando n = (0

—(0.0) 2y
4

. . . 4 &
Los estudiantes sustituyen el valor de n =0 y escriben: —cos;exp(
T
Dar la expresion que se obtiene cuando se tiene un valor de x
Ubaldo comenta que serd una serie con variable “y. Nelly pregunta que si pueden
dar cualquier valor a x. Se le contesta que si. Ella escribe como ejemplo que si x =
0, entonces coseno de cero es 1 y entonces solo queda “y” como variable. Nelly

— 0.0y

. o ., 4
hace sustituciones y vuelve a escribir que la expresion es:  —exp( 1
T
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-0.0n)Ty

. , . . 4
Proporcionar la grdfica que resulta de la expresion anterior: —exp( 2
7l

Los estudiantes grafican en su calculadora y representan la grafica.

Dar la expresion que se obtiene cuando n va de 0 hasta 10. Utilizando un
valor de x

Los estudiantes utilizan x = 0. Sustituyen el valor de n= 0 y forman el primer
término. Después sustituyen el valor de n = 1 y escriben dos primeros términos. La
misma secuencia realizan hasta llegar a 10. Cada término lo escriben dependiendo

el valor de n.

Proporcionar la grdfica que resulta de la expresion anterior

Los estudiantes introducen la expresion en la calculadora y representan la grafica

Dar la expresion que se obtiene cuando ahora n va de 0 hasta ©
Ubaldo dice que serd igual pero con infinitos términos y Nelly le comenta que por

eso la sumatoria indica de 0 hasta co.

Proporcionar la grdfica que resulta de la expresiones anterior

Los estudiantes introducen una expresion con 20 términos y representan la grafica

Dar la expresion que se obtiene cuando n va de 0 hasta oo, utilizando un valor
de x = 0.5 y proporcionar la grdfica que resulta de esta expresion

Los estudiantes sustituyen el valor de x, repiten el mismo procedimiento, obtienen
la expresion y vuelven a introducirla en la calculadora la expresion con 20 términos.
Posteriormente representan la curva resultante.

Ubaldo y Nelly comentan entre ellos que la forma de la curva es la misma para un
término, para 10 términos y para 20 términos.

-Solamente cambia un poco la abertura de la curva. Comenta Ubaldo y contintia.

-Si fueran mas términos de los 20 términos que ya tenemos, seria igual.

Entonces, dice Nelly:
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- Si “n” va de 0 hasta o, la grafica es la misma. Ademdas aunque se cambie el
valor de x, sigue siendo igual, teniendo la misma forma.
Los estudiantes repiten el proceso para x = 0.8, para x=1 Yy también obtienen la

grafica.

Dar la expresion que se obtiene cuando n = 0, utilizando un valor de y>0 'y
proporcionar la grdfica que resulta de esta expresion.
Los estudiantes sustituyen ahora el valor de “y = 1” y el valor de “n= 0" para

~(0.01)77
4

i ., 4 &
escribir la expresion resultante como: —cos;exp(
T
Y después grafican, representando la curva resultante.
Los estudiantes comentan entre ellos que ahora es otro tipo de grafica, la que resulta

cuando le dan un valor a “y” y dicen que es la grafica del coseno.

Dar la expresion que se obtiene cuando n va de 0 hasta 20, utilizando un valor
de y>0 y proporcionar la grdfica que resulta de esta expresion.

El grupo sigue el procedimiento anterior. Utiliza el mismo valor de y = 1 y realiza
la grafica para 10 términos y después para 20 términos.

Los estudiantes comentan entre ellos, que la grafica el coseno se esta deformando

cada vez que ya no parece onda sino que parece que se esta achatando.

Bajo la direccion del investigador, las representaciones de los estudiantes tienen un
desarrollo algoritmico en el marco de un entendimiento canénico en la obtencion de
sumatorias con valores de “n” que va desde cero hasta 20, resultando diferentes
expresiones que han sido diferenciadas de acuerdo a la variable que se esta
manejando. Cabe resaltar la deduccion de los estudiantes al referirse a la curva que
tiene lugar cuando utilizan 20 términos o mas, indicando que se pude obtener la
misma curva o, bien que el cambio es muy poco significativo para un nimero

mayor de términos porque la forma de la grafica es la misma. Con esta deduccion los
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estudiantes estan proximos al entendimiento acerca de la convergencia de la serie

infinita que estan obteniendo al desarrollar la sumatoria de n hasta oo.

Las representaciones son las siguientes:

| ;)

e 30 Leymine)

J0 Y
)(('r]; (-0T6 — 0543 CT-IO) fam momqwl-o

Y(ﬂ: 4. 9¢ 92
- 0593 (r-10) + Q0090 00003 (T-r)* = - %%
z

L=

X = 6056
)’@]# é’é‘)’é -0}‘?’3 (T—/a) "Ld'g;ao] (F-;o)? o &’mzoov‘fél JD}?

208 = Y %4 :

Fig. 47. Representacion candnica algoritmica, basada en un esquema de solucion

algoritmico. Determinacion de la curva de humedad con el tiempo, que representa la

suma de la serie de Fourier
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Para graficar, el grupo cuenta con una calculadora graficadora, de tal manera que es

posible visualizar el comportamiento de las graficas resultantes en la misma.

QUINTA SESION

Etapa 2 de la situacion 4
En esta ultima sesion se continua con la situacion 4, para dar por terminada la

interaccion del grupo en el campo conceptual integrado por estas cuatro situaciones.

Representaciones canénicas, asociadas al entendimiento de la serie de Fourier
El reconocimiento de la sumatoria, de las expresiones que generan su desarrollo, y
de las curvas resultantes de estas expresiones, alrededor de la serie de Fourier; por
parte del grupo, son indicativos que promueven al investigador a continuar con su
intervencion, implementando nuevas tareas.

Ahora, con estos antecedentes, la idea del investigador es plantear el camino a
seguir, a través de una conduccion andamiada que apoye a resaltar conceptos
propios de la serie, que proximamente pudieran ser usados por los estudiantes, para
su vinculacion con el fendmeno.

La tarea estd dirigida hacia actividades que conduzcan a la visualizacion de la
convergencia de la serie Fourier, a través de trabajar con la formacion de series
conformadas por un numero finito de funciones que probablemente ayuden a deducir
al grupo a entender dicha convergencia a la misma funcion que representan cuando

se tiene una suma infinita de funciones.
Las actividades en esta parte de la situacion se muestran a continuacion:

Citar las caracteristicas matemdticas de la grdfica que resulta de la suma de los

primeros cinco términos de la expresion siguiente cuando x = 0.5
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4 & ( JCnAhm ] (2n +1)°(0.01) 77 y
V7 i (2n+l) 2 P 4

Nelly escribe la expresion y le comenta a Ubaldo que la suma no se pude realizar
porque son términos diferentes. Ubaldo le contesta que entonces se deja expresado
como suma e introduce los datos y grafica. Observando la gréafica, mencionan las

(1))

siguientes caracteristicas: Es una curva decreciente que antes de cruzar al eje “y
(1))

tiene ondas y después de cruzar al eje y decrece si “y” aumenta. -También el

decrecimiento esta marcado por una asintota. Comenta Nelly.

Citar las caracteristicas de la grdfica que resulta de la suma de las primeras diez
funciones que resultan de la expresion siguiente cuando x = 0.5

4 & D ( (2n+1)m}ex _@n+1’0.0ny
T = @2n+)| 2 P 4

La indicacién de las diez primeras funciones hace dudar a los estudiantes, acerca de
que si es 1o mismo hablar de términos que de funciones.
Nelly y Ubaldo comentan entre si, que creen que se les dijo funciones porque se les

C‘ 2

llama asi ya que cada uno de los términos lleva la variable y la suma viene
siendo la suma de todos los 10 primeros términos o que es los mismo funciones.
Nelly escribe la expresion resultante para introducirla en la calculadora y obtener la
grafica correspondiente.

Nelly menciona que la grafica se parece a la anterior. —También es una curva
decreciente. Ubaldo responde:

-La diferencia es que se acuesta mas o menos la curva a partir del cruce con el eje

(1))

y”.

A partir de la expresion:

4 i (-1)" ( (2n+l)nx}exp{_ (2n+1)2(0.01)772y}
T2 n+1)| 2 4

y utilizando el valor de x = 0.5. Establecer la suma de las funciones que
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corresponde a la curva 1. Posteriormente, indicar cuantas funciones se
necesitan sumar para obtener la curva 2.

Las curvas 1y 2 se muestran enseguida.

N _

Curva 1 Curva 2

Los estudiantes hacen ensayos en la calculadora para ver que resultado de los datos

que introducen, les puede dar la curva 1.

Finalmente ellos responden que puede ser la suma que resultaconn=0, n=1,n=
2, n=3 6 que también resultabacon n=0, n=1,n=2, n=3, n=4 y n=35.

Para dar la respuesta correspondiente a la curva 2, repiten el mismo procedimiento
al ir sumando funciones hasta que llegan a una curva parecida a la curva indicada.
El resultado que ellos muestran en la calculadora es de la suma de funciones que se

tienen cuandon =0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13 y 14.

Las representaciones de los estudiantes son las siguientes:
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Fig. 48. Representacion canonica algoritmica. Determinacion de las curvas que

representa las suma parciales de la serie de Fourier
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A partir de la expresion:

4 ¢ (_1)n|' n+1)7x . _(2n+1)2(0.01)772y
n 2o 2 } p{ 4 }

Establecer la suma de los términos que corresponde a la curva 3.
Posteriormente, indicar cuantas funciones se necesitan sumar para obtener la
curva 4.

Las grdficas correspondientes a las curvas 3 y 4 se muestran enseguida.

N .
| AR

Curva 3 Curva 4

La tarea de buscar la suma de funciones que representan a las curvas dadas en las
graficas 3 'y 4, requiere que los estudiantes ahora manipulen no solamente el
numero de términos que debe contener la serie sino que también cual de las variables

4 13

habréa que manipular para lograrlo. ¢ “x” 6 “y”?

Antes de empezar a ensayar con la calculadora, Ubaldo comenta que ya tenian una
grafica parecida estas. Nelly y Ubaldo buscan la informacion y encuentran que
dando un valor a “y” obtienen un tipo de grafica parecida a la que andan buscando.
Para empezar a buscar, deciden dar el mismo valor a y = 1 y analizar a través de la
observacion de la grafica, cuantos valores de “n” son necesarios para obtener las
curvas 3 y 4. Después de varios intentos, los estudiantes escriben que para la curva

3, utilizando el valordey=1y n=0,1,2,3,4,5,6 y 7 se llega a la grafica.
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Con respecto a la curva 4, Ubaldo comenta que parece la misma curva que la 3,
pero en lugar de tener ondas estas se achatan para formar como un cuadro. Y
entonces Nelly y Ubaldo deciden continuar haciendo los mismo. Empiezan con
sumas que van de n = 0 hasta n =30 y después hasta 40. Ubaldo le comenta a Nelly
que se necesitan mas valores de “n” y ella le dice que si, pero que ya se va viendo
como se van haciendo mas chicas las ondas, entonces si la sumatoria indica que va
de n = 0 hasta o, entonces para ya no seguir haciendo mas sumas, que deben de

indicar: de n = 0 hasta oo.

Las representaciones en este caso son las siguientes:

Con ‘1:
=1
Con _
w * 0 j n: U"W'—" r"}j — 3 0

Fig. 49. Representacion canodnica algoritmica. Determinacion de las curvas que

representan las sumas parciales de la serie de Fourier
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Citar las caracteristicas de las curvas 3y 4
Nelly responde que es la grafica del coseno pero que cada vez que se le suma
términos esta se va deformando mas y mas apara volverse como un cuadrado en

lugar de la onda del coseno y dibuja su deformacion.

Identificar, de las cuatro curvas cual o cuales son periodicas y establecer su
periodo.

Los estudiantes se ponen de acuerdo para responder y que es lo que van a responder,
finalmente vuelve a hablar Nelly. Nelly dice que no recuerdan como dar una
expresion periddica, pero que se acuerdan que es algo que se repite continuamente
en la misma grafica y que segiin su deduccidon, creen que son las curvas 3 y 4,

porque si vienen del coseno, el coseno tiene repeticiones.

En esta etapa, el reconocimiento de la serie de Fourier a través de los conceptos que
la definen se abre a través de tareas propias para resaltar dichos conceptos. En este
caso el investigador ha considerado pertinente que los estudiantes interactien con
actividades que dejan de manifiesto su conocimiento canonico algoritmico acerca de
los siguientes aspectos: 1) Que la serie contiene dos variables, lo cual genera dos
expresiones diferentes y por lo tanto, dos tipos de curvas diferentes de acuerdo a la
variable que se considere independiente. 2) Que las expresiones resultantes se
conforma por términos, los cuales son funciones que al ser sumadas una a una, el
resultado es una funcion que se pude visualizar desde el primer término que ellos
grafican, dandole caracter de funcion a los términos de la expresion y a su suma
través de su grafica. 3) Que la expresion pude integrarse por un nimero infinito de
funciones, cuya suma le proporciona que una porcion de la grafica es la misma
aunque en la suma se integren mas términos de la serie. 4) Que una de las
expresiones genera una funcion que es periddica.

Los anteriores puntos en la formalidad matematica, constituyen el conocimiento
sobre la conformacioén de una serie de Fourier por una suma infinita de funciones
trigonométricas y el concepto de convergencia de la serie de Fourier: a) Al

converger a aun funcioén en un intervalo de continuidad de la misma, en funciones
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que no son periodicas, como en el caso de de la serie cuya curva es decreciente y que
el intervalo de convergencia es la porcion constante de la curva. b) Al converger a
una funciéon en un intervalo de continuidad de la misma, en funciones que son
periodicas, como en el caso de de la serie cuya curva corresponde a una funcion

trigonométrica que converge a una onda cuadrada.

Representaciones candnicas, asociadas al entendimiento de la serie de Fourier
en relacion con el fendmeno y su variacion con el tiempo

Cuando los estudiantes han identificado que la serie con la que han trabajado
contiene dos variables, se encuentran prestos a relacionar “x” y “y” con los
aspectos que también definen al fenomeno, mediante la correspondencia que existe
entre las funciones: f(x, y) que ya han representado y la funcion de humedad en
términos del tiempo y la posicion dada por X(x, t).

Por tanto lo que resta, es dejar al descubierto esta correspondencia con la finalidad
de que los estudiantes establezcan relaciones entre una funcion y otra, de tal manera
que reconozcan que el comportamiento del fenomeno de transferencia de masa en el
secado de un coloide esta definido mediante una funcion X(x, t) que a su vez, es
representable por una serie de Fourier bajo los siguientes aspectos:

a) Una serie de Fourier determina el cambio de humedad que la sustancia sufre con
el tiempo X(t) en la Gltima etapa de secado.

b) El cambio de humedad debido a la posicion del liquido en el espesor de la
muestra X(x) en la ultima etapa de secado, se encuentra determinado por una
funcion periddica generada por una serie de Fourier.

¢) Dicha funcion periddica sigue un patrén sinusoidal que se atentia gradualmente
hasta que el contenido de humedad es uniforme en toda la muestra del coloide,
determinando asi, el contenido de humedad en equilibrio.

d) La serie de Fourier se conforma por una suma infinita de funciones

e) La suma de la serie de Fourier, converge a la funcidon que representa al fenomeno

en la ultima etapa de secado.
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En el marco conceptual anterior, la intervencion del investigador y la participacion
del grupo se sintetizan con algunos dialogos.

Los puntos suspensivos indican lapsos en silencio.

cEncuentran alguna relacion entre las curvas anteriores y el comportamiento del

fenomeno de transferencia de masa?

Ubaldo: -Si............ la curva 2 se parece a la curva de la funcion
D () I cuando graficamos los datos de humedad y tiempo que obtuvimos en
el secado................. También una curva parecida obtuvimos cuando dimos el

valor ax = 0.5 en la sumatoria......
Nelly: - También la misma curva se parece a al curva de la funcién exponencial que

hallamos de la ecuacién diferencial.

cYlas curvas 1,3y 4?
Los estudiantes, observan las curvas por unos momentos y tanto Nelly como

Ubaldo, contestan que no saben, que no encuentran parecido.

cComo describirian el comportamiento del fenomeno de transferencia con estas
curvas?

Los integrantes del grupo comentan entre ellos que la respuesta debe de estar en la
curva 2. Se ponen a revisar la informacion que tienen hasta ese momento y Nelly
es la primera que habla:

-Es que estamos pensando que X(t) es una funcién exponencial............... donde
podemos encontrar la humedad.......... en el tiempo......... esta funcion la
encontramos cuando resolvimos la ecuacion diferencial que da el cambio de
humedad que sucede con el tiempo......................... ahora vemos que esta misma
grafica...... vuelve a aparecer...............

Ubaldo: -Desde que empezamos graficar los primeros términos de la sumatoria
cuando dimos el valor de x =0, 0.5 y 0.8, encontramos unas parecidas........pero no

sabemos cual de todas las curvas es la misma que la de X(t)....... pero
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parecida o igual a la de la funciéon X(t)............... y entonces.......... con

esto....estamos pensando que también la expresion de la sumatoria (ellos sefialan la

expresion:
e (-1)" (2n + )% _(2n+1)*(0.0)7Ty
Z::; 2n +1)L 2 }eXp[ 4 }

puede darnos la humedad para un tiempo t..................

¢ Como podrian probar lo que estdan diciendo?
El grupo empieza a graficar en su calculadora, los estudiantes revisan sus datos y

finalmente Nelly comenta:

“ 2

-Si sucede los mismo. Cada vez que le damos un valor a en la expresion de la

sumatoria, mas o menos a partir de los diez términos, la grafica se parece a la curva
de X(t).
[}

Ubaldo: - Eso quiere decir que “y” puede es el tiempo en el secado, pero no

G‘ 2

sabemos qulen €S

(1)

Ubaldo re-escribe la expresion, cambiando a “y” por “t”y poniendo un signo de

(12

interrogacion a la “x” en la misma expresion:

(-1)" f J@n+Dm? _(2n+1)*(0.0) 7Tt
;(2n+1)t 2 }exp[ 4 }

Después de un largo silencio, el investigador le hace al grupo una pregunta para
ayudar a los estudiantes a buscar alguna relacion entre la expresion con la que estan
trabajando y la solucion de la ecuacion parcial que representa el cambio en la

humedad con respecto al tiempo y la posicion.

¢Encuentran alguna relacion con la serie y la ley de Fick?
Ubaldo: La ley de Fick......... es la ecuacion parcial que no pudimos resolver.
Tanto Nelly como Ubaldo revisan la ecuacién de esta ley.......................

Ubaldo, le dice a Nelly: -;te acuerdas que la ecuacion de Fick es para dar el cambio
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de humedad en el tiempo y el espesor?........cccccevvevveenennne. -Fijate que la sumatoria
tiene dos variables también.............. -entonces “t” si puede ser la “y” .. ......... -
entonces no queda mas que la “x” sea la misma “x”.......... - te refieres al espesor?
Le pregunta Nelly a Ubaldo. —Si. Contesta Ubaldo........................ -Lo que no

entiendo es ;de donde sali6 la sumatoria? -;Qué tiene que ver esta sumatoria con la
ecuacion? Sigue preguntando Nelly a Ubaldo. Ubaldo le dice que nos sabe , que
tiene que revisar de lo que han hecho para ver si se dan un idea de donde sale la
sumatoria................ Después del silencio, Ubaldo le dice al investigador:

-No estamos seguros si la relacion entre la ecuacion de Fick y la sumatoria es que las
dos tienen dos variables........ que si comparamos una con otra entonces se tendria
el tiempo y el espesor.....cuando damos un valor de “x” en la sumatoria, estamos
dando un valor en el espesor y obtenemos la humedad en el tiempo...... por eso nos

da la curva X(t).

A pesar de que ninguno de los dos estudiantes tiene idea de donde proviene la
expresion que contiene la sumatoria, ya han relacionado dicha expresion con el
comportamiento del fendémeno por la similitud de las curvas que definen el cambio
en la humedad del coloide.

El investigador contintia con su intervencion.

Considerando que la expresion de la sumatoria, si representa el cambio en la
humedad de la sustancia dado por la curva X(t). Determinar la curva de humedad
para el tiempo “t”, para la posicion del liquido en 0.5 del espesor de la muestra,
graficando la suma: a) de las primeros 10 términos de la sumatoria. b) de las 20
primeras funciones de la sumatoria. c¢) desde n =0 hasta .

Al indicar en esta tarea, la determinacion de la curva de humedad para un tiempo
“t”, los estudiantes entienden que la curva pedida es la que proviene de la
sumatoria, dado un valor de “x” que corresponde a la posicion de la humedad en el
espesor de la muestra. Asi mismo, las sefalaciones de graficar, los primeros

términos de la sumatoria, de las 20 funciones de la misma y la suma que va desde

n = 0 hasta o, conllevan el entendimiento de conceptos de que la suma es el
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resultado de la sumatoria, que la suma esta integrada por términos que son
funciones y que el desarrollo de n = 0 hasta o corresponde a realizar la suma
infinita de funciones.

El esbozo de éste entendimiento canonico sobre la serie de Fourier, se vislumbra en
el comentario de Ubaldo al investigador, al preguntar que si las curvas que tienen
que hacer, son el resultado de la expresion de la sumatoria, el investigador contesta
que si. Ubaldo vuelve a preguntar que si la posicion del liquido, se refiere a que en
la expresion se sustituya un valor de x = 0.5. A esta pregunta se le contesta
afirmativamente.

Nelly le dice a Ubaldo que esas curvas ya las tienen, que ya las hicieron, que
solamente ahora es ver a “y” como “t” y expresan y =t. Posteriormente, revisan
su informacion y utilizan las mismas expresiones para graficar y observar. Los
estudiantes representan las curvas vistas en la calculadora, comentan entre ellos que
son curvas semejantes que ya lo habian notado en el otro ejercicio.

Para realizar la grafica, sobre la indicacion de n = 0 hasta o, los estudiantes la
grafican, considerando 20 términos de la sumatoria, bajo el entendimiento de que la

curva va ser casi la misma con 40 6 50 hasta infinitos términos mas.

Los resultados de sus representaciones se localizan en la figura 51. El investigador

contintia preguntando.

Comparar las tres curvas resultantes entre si.

(1)

Nelly dice que empiezan mas o menos igual que antes de cruzar el eje “y” se abren o
[

se cierran mas. Pasando el eje “y”.

-Terminan casi iguales, es en final cuando ya casi son iguales. Comenta Nelly.

cAun asi que sumen mds funciones?

Ubaldo dice que siy Nelly también lo afirma
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Fig. 50. Representacion candnica algoritmica. Determinacion de las curvas que
representan la sumas parciales de la serie exponencial proveniente de la serie de

Fourier

Expliquenme porqué dicen que si
Ubaldo: -La gréfica es la misma. —Es decreciente dice Nelly. — Si le demos un
término, tres, cinco, diez, 20 ........ hasta infinito la curva es decreciente.

Ubaldo: - Son decrecientes y son iguales mas o menos a partir de las cuatro horas

Comparen estas curvas con la curva X(t)

Después de que los estudiantes observan sus resultados y hacen algunos calculos.
Nelly comenta:

-Lo que vemos es que las graficas se parecen a X(t) y que a lo mejor....... no
importa cuantos términos de la serie se tengan porque todas las graficas que hicimos
llegan a ser la misma a partir de cuatro horas aproximadamente, pero no sabemos

como explicar €s0........  ......ociiiinn Lo que hemos estado haciendo es calcular
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para t = cuatro horas, cuanto nos da la suma de los términos de Ia

Y cuanto les dio?

Ubaldo dice que 1.13716

Y ;qué piensan que significa ese numero?

Ubaldo:- Pues................ como la grafica se parece 0 es la misma de X(t),
entonces ese valor puede ser la humedad en cuatro horas, pero de acuerdo a la
grafica que teniamos con los datos experimentales, el secado se fue en tres a lo
maximo con X =4.77.................. -Entonces estamos calculando que casi todas las
graficas coinciden en cuatro horas para el tiempo y alrededor de ese valor de
humedad, x=1.13716.

- En esas cuatro horas es donde se alcanza mas o menos el equilibrio. Agrega Nelly.

Las respuestas de los estudiantes es un indicativo de su entendimiento canonico
algoritmico acerca de la convergencia de la serie de Fourier a la funcion X(t) en el
intervalo del tiempo en que la humedad, efectivamente, alcanza un estado estable
de variacion, considerandose el equilibrio en el secado del coloide. AUn asi, que ni

Ubaldo ni Nelly reconocen este concepto matematico .

¢ Qué caracteristica presentan las curvas resultantes cuando utilizan el valor de x
entre 0 y 0.98? ( espesor total de la muestra)

Después de que los estudiantes manipulan la calculadora por un lapso de tiempo,
Ubaldo comenta:

-Como “x” es la posicion en el espesor y el espesor casi 1, entonces nosotros
formamos una serie con X = 0.5 y después a 0.8 y después con 1. Las curvas

fueron bajando, hasta llegar al eje “x” cuando el espesor es el total. Ellos lo

explican con un dibujo que corresponde a la figura. 53.

cQué relacion tiene esto “de que fueron bajando” con el fenomeno en el secado?
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Nelly contesta: -Creemos que sucede cuando ya no hay humedad .....y que ya se
sali6 toda el liquido al haber recorrido todo el espesor de la muestra................
Entonces es posible que ya no se tenga nada de humedad por eso nos da una recta

en X i, porque.....  yaes cero....... Bueno eso creo yo.

En estas ultimas respuestas, los estudiantes reafirman su conocimiento sobre la
convergencia de la serie y el comportamiento de la humedad en el coloide, al
deducir la convergencia y el comportamiento teorico del fendmeno al avanzar el
liquido hacia la superficie de la muestra y que teéricamente la transferencia de dicho
liquido sea completa, presentando un contenido de humedad de cero.

El concepto de convergencia en los estudiantes tiene lugar, desde el seguimiento de
las indicaciones y obtencion de la grafica correspondiente a una suma de funciones
que representan el cambio de humedad para una cierta posicion en el espesor, dada
por “x” 'y para cualquier tiempo “t”, obteniendo funciones X(t), las cuales son
identificadas por las caracteristicas de la curva, al referirse al decrecimiento de la
misma con el tiempo.

Asi el analisis de sus respuestas indican un entendimiento canoénico hacia la relacion
entre la serie y la humedad del coloide cuyo cambio es dado mediante el tiempo.

En referencia al convergencia de la serie y su relacion con el equilibrio en el
fenémeno, el grupo visualiza a través de las graficas de X(t) que Unicamente
converge en la ultima etapa del secado, al indicar que todas las sumas le dan una
curva decreciente cuya caracteristica comun es la coincidencia que presentan en la
ultima parte de la cuerva, y que es en esta parte donde se alcanza el equilibrio en la
humedad del coloide. Esta deduccion conforma el concepto de convergencia de la
serie de Fourier y la relacion con el estado de equilibrio en la transferencia de masa a
través de la funcion X(t) en la que inicamente la serie converge en un intervalo de
continuidad de la misma.

En el caso de la humedad en cualquier posicion de la longitud del espesor, para un
tiempo determinado; la suma de la serie también proporciona esta informacion a
través de la funcion trigonométrica X(x) donde la suma converge en la ultima etapa

del secado, sin embargo, el grupo presenta problema en su entendimiento.
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Fig. 51. Representacion canodnica algoritmica. Determinacion de las curvas que

representan la sumas parciales que integran a la serie de Fourier

De esta manera, en la obtencion de las series, en las graficas correspondientes a las

mismas y en su relacion con la humedad dada por X(x, t), se reconocen en general

representaciones canonicas tales como: la visualizacion de la suma de la serie, en

términos de la convergencia de la misma, al indicar que la suma corresponde a X(t)

en un intervalo de la misma funcion.

Representaciones no candnicas, asociadas al entendimiento de la serie de

Fourier en relacion con el fenomeno y su variacion con la posicion
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A lo largo de las sesiones el despefio de los estudiantes ha estado limitado en lo que
se refiere al entendimiento del cambio de humedad con respecto a la posicion “x”.
En la mayoria de las preguntas con respecto a esta relacion, los estudiantes muestran
entendimientos no candnicos. Cuando se habla de de este tipo de cambio, ellos son
capaces de referirse a las curvas de perfil de humedad que construyeron en la
primera sesion, pero han sido incapaces de relacionar dicho perfil con una funcion
X(x) que es representada por una serie de Fourier.

Nuevamente este tipo e entendimiento se muestra en la accion del estudiante ante la

actividad siguiente:

Ahora, utilizando la misma expresion de la sumatoria. ;Cudl es el cambio de
humedad en = 1 hora para cualquier posicion del liquido en el espesor de la
muestra?

Los estudiantes se quedan pensando y comentan entre ellos que es lo que van hacer.
Ubaldo le dice a Nelly que solo hay que sustituir el tiempo y obtener la suma. Otra
vez igual como lo hicieron pero ahora cont= 1y dejando a la “x” como variable.
Sustituyen y forman la expresion de la suma con 10 términos y grafican, el
resultado lo muestran y vuelven a comentar que el resultado es una grafica del
coseno pero que no saben que quiere decir con respecto al fenomeno.

Ubaldo comenta: - Nos da una grafica del coseno deformada. —Nos da coseno. Dice
Nelly y contintia, porque en la parte de la sumatoria donde esta el coseno esté la

variable y al graficar sale esa curva, pero no sabemos que pasa con el fendmeno.

Tanto Nelly como Ubaldo siguen mostrando un entendimiento no candénico en lo
que se refiere al cambio que se produce en la humedad del coloide con respecto a la
posicion del liquido en el espesor de la muestra.

En esta parte se nota a los estudiantes cansados; ellos llevan dos y media trabajando,
por tanto, el investigador decide hacer la siguiente ultima intervencion para dar por

terminada la sesion, obteniendo las Gltimas representaciones.
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Representaciones canonicas, no algoritmicas asociadas al entendimiento de la
serie de Fourier en relacion con el fenomeno

En este intervencion el investigador busca el reconocimiento de la serie de Fourier
como tal, por parte de los estudiantes. Sin embargo los resultados de su
entendimiento muestran que la relacion entre la serie y el fendmeno existe, pero

ellos no saben como expresar matematicamente dicha relacion

Cuando desglosan la sumatoria, es decir le dan valores a n de 0 hasta ©, ;qué
tipo de expresion obtienen?

Ubaldo pregunta: -;No entiendo que tipo de expresion?

El investigador le contesta que analice las caracteristicas que encuentre en la
expresion resultante para asi mismo la describa. Después de unos minutos, Ubaldo
responde y dice lo siguiente:

-La sumatoria como ya lo habia dicho Nelly, nos da una serie, entonces esta es una
serie que se puede graficar y nos da curvas iguales muy parecidas a X(t)..........
-También nos da otras de coseno pero no sabemos a cual se parece.

Nelly intervienen y dice: -Si, pero acuérdate que se parece a X(t)... pero es igual en

la etapa donde la curva es constante.

En esta respuesta que da Nelly, se puede apreciar que ella lo tiene muy claro, la
sumatoria converge a la funcioén X(t) en la ultima etapa de secado que corresponde al

equilibrio en el fenomeno.

¢ Como expresan matemdticamente que la sumatoria es igual a la funcion X(t) en
esa etapa del secado en el comportamiento del fenémeno?

Ubaldo dice que no sabe como. Nelly dice que ella tampoco.

Con estas respuestas los estudiantes muestran un entendimiento candnico no
algoritmico. Ellos saben la relacion que tienen la sumatoria con el fendmeno pero

no saben como expresarlo matematicamente.
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Reconocen ;qué tipo de serie es?

Nelly y Ubaldo, se quedan pensando y después revisan lo que llevan hecho hasta ese
momento. Ubaldo interviene y dice que la otra serie que habian hecho era una serie
de Taylor, pero que esta no sabian cual era.

Nelly, comenta: -ibamos a decir que también una de Taylor, pero yo creo que no es
porque no obtuvimos ninguna derivada como la de Taylor y ademas, esta otra tiene

dos variables.

En esta respuesta, se puede ver que los estudiantes han trabajado con la serie de
Fourier, pero que no la reconocen como tal, saben que es una serie infinita de
funciones cuya suma proporciona la etapa de equilibrio, sin saber que la serie que

representa este comportamiento en el equilibrio.

Para finalizar con la sesion, coméntenme acerca la historia del fenomeno de
transferencia de masa en el secado del coloide desde la primera sesion. Con
respecto a la forma matemdtica de hallar el comportamiento del mismo,
enfatizando su explicacion en la etapa de equilibrio

Los estudiantes empiezan a recordar cudl fue su trabajo en cada una de las sesiones.
Ubaldo dice: -Lo primero que hicimos fue el experimento de secado, de alli,
tomamos datos de tiempo 'y calculamos la  humedad de la
muestra............... Después graficamos y nos dio una curva X(t) de forma
decreciente.... con una recta constante al final. ....... También hallamos el valor del

equilibrio con la curva X(t)

c Y después Nelly?
Nelly reacciona para contestar......... Sacamos una ecuacion exponencial del cambio
de humedad en “t” .................. Luego derivamos y obtuvimos una serie que nos

ayudo a encontrar el valor de humedad en equilibrio.

¢ Qué mas Ubaldo?
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-Los de ahora.....que desarrollamos una sumatoria y nos dio una serie que en la

grafica nos da una curva como la de X(t)............

JEs todo?
Los estudiantes contestan que si, que es todo y Nelly comenta que falta lo del

equilibrio.

¢ Qué vas a decir del equilibrio Nelly?

-Que el equilibrio se da en la ltima etapa de secado y que se puede hacer un limite
cuando t es infinito para hallar el Gltimo valor de humedad........ También que esas
dos series las pueden usar para encontrare ese limite o ese valor.......Ubaldo dice que
ya recordd otra cosa, y dice: -También que en la practica con las condiciones de
secado no podemos obtener una humedad de cero, pero si a partir de la serie cuando

la posicion del liquido en el espesor es el total de él........ solo asi da cero.

La ultima intervencion del investigador y las respuestas del grupo, vislumbran atn
mas que en general, que el entendimiento acerca del fendmeno y su representacion a
través de la serie de Fourier que presentan los estudiantes son del tipo canonicos. El
recuento que se hace de su interaccion mediante las preguntas del investigador en
esta parte, indican que los estudiantes tienen claro que el fendmeno de transferencia
de masa en el secado de un coloide, es medido por el cambio de humedad en el
tiempo y que el comportamiento en la etapa en que el secado alcanza el estado
estable puede determinarse a partir de una serie que a su vez proporciona el
equilibrio en la humedad. Sin embargo el reconocimiento del fendmeno sobre estas
bases carece de formalidad matematica.

Por otro lado, a lo largo de las sesiones, el grupo continia mostrando
entendimientos no candnicos en lo que se refiere al fendmeno en términos del
cambio de humedad con respecto al recorrido que el liquido teéricamente hace en la
muestra. En este mismo recuento el grupo, no recuerda el perfil de humedad, el cual
proporciona el cambio en funcién de la posicidon para curvas correspondientes a

cada tiempo, que pudiera ser un indicativo de las dos variables de las que depende el
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fenomeno. Tampoco recuerda la ecuacion diferencial parcial que expresa dicho
cambio y no alcanza a relacionar la serie de Fourier como una funcién que es el
resultado de esa ecuacion parcial. Por tanto, la serie, es una representacion del

fenémeno.

Es asi como con esta intervencion, termina la quinta sesiéon y con ésta, la Gltima de
ellas, dando por terminado la interaccion del estudiante con cuatro situaciones que
integran el campo conceptual de la serie de Fourier en el fendmeno de transferencia

de masa.

El desglose de las representaciones en esta situacion, se dan enseguida:
1. Representacion candnica no algoritmica
Esquema de entendimiento
* Canonico: El esquema de entendimiento refleja la comprension acerca de
que existe ecuacion que relaciona el cambio de humedad con el tiempo y
la posicion en el espesor de la muestra y cuya solucion proporciona la
funcion que satisface dicho cambio
* Propositos: 1) Encontrar una expresion matemadtica que represente el
cambio de humedad en términos de dos variables “t” y “x”y su solucion
Esquema de solucion
* No algoritmico: El grupo establece el cambio de humedad en el tiempo y al
longitud del espesor de la muestra mediante una ecuacion diferencial que no
corresponde a dicho cambio. Asimismo, no presenta herramientas para darle
solucion
Invariantes:
* Relacion del cambio de la humedad que lo define con respecto a dos
variables a la ecuacion diferencial parcial y de esa manera encontrar la

funcion de humedad X en términos de “x” y de “t”

3. Representacion canonica-algoritmica
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Esquema de entendimiento
* (Canonico: El esquema de entendimiento refleja, la obtencion de diferentes
series a través del desarrollo de una sumatoria para obtener a X(t) y la
representacion grafica de dichas series
* Propositos: Obtener series y su representacion grafica para identificar a la
funcion X(t) como la humedad en funcion del tiempo
Esquema de solucion
* Algoritmico: El grupo sustituye valores de “x” para encontrar a X(t) a
través de conformar la serie, cuyo términos resultan al desarrollar la
sumatoria con valores de n = 0 hasta n =25 y de esa manera hallar su

suma, considerando que la suma es aproximadamente igual o igual

cuando “n” vade 0 hasta oo.

Invariantes:

e Desarrollo de una sumatoria, conformacion de una serie de funciones,
suma de funciones, grafica de una suma de funciones y obtencioén de una

suma infinita de funciones
4. Representacion candnica asociada a la serie de Fourier
Esquema de entendimiento:

* Canonico: El grupo muestra un entendimiento canonico al representar a la
serie como una suma de funciones cuyo resultado es una grafica que

corresponde en una cierta porcion de la curva X(t)

* Propositos: Obtencion de la suma de la serie, su grafica y la relacion

correspondiente a la curva X(t)

Esquema de solucion:
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* No algoritmico. Este esquema se presenta cuando el grupo no asocia la
convergencia de la serie con su suma, aunque es congruente con el

esquema de entendimiento canénico

Invariantes:

* Suma de una serie de funciones y la convergencia de una suma de

funciones

5. Representacion candnica de la serie de Fourier asociada al fenomeno de

transferencia de masa
Esquema de entendimiento:

e Canonico: El grupo atribuye el comportamiento de la suma de la serie al
fenomeno, al representar la humedad X(t) en la ltima etapa de secado en la

que se llega al equilibrio

*  Propositos: Identificacion de la suma de la serie en la ultima etapa del secado

correspondiente al equilibrio en el fenomeno
Esquema de solucion:

* No algoritmico. Este esquema se presenta cuando el grupo no asocia la
convergencia de la serie con el equilibrio del fenomeno, aunque es
congruente con el esquema de entendimiento en el comportamiento del
fenomeno en esta etapa, desconociendo el término matematico y su

relacion con el fendmeno
Invariantes:

¢ Suma de una serie de funciones
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* Equilibrio en el fenémeno

Conclusion

Desde las primeras sesiones, los estudiantes han mostrado entendimiento del
fenomeno al identificar que el cambio de humedad se puede analizar por el tiempo
en que dura la operacion y por la posicion en que se encuentra la humedad en la
longitud del espesor que tiene la muestra, esta ultima por el perfil de humedad que
han construido. De estas dos relaciones, la primera relacion ha sido mas facil de
identificar para el grupo, que la segunda. Esto es, debido a que la humedad puede
ser calculada en base al peso que se tiene en un cierto tiempo y ademas es visible el
liquido contenido en la muestra y el cambio que sufre a medida que el tiempo pasa,
mientras que en la segunda, se tendrian que hacer cortes en la longitud del espesor
para analizar la posicion en la cual se encuentra la humedad en un cierto tiempo. Y
con respecto al perfil de humedad este proporciona el cambio de esta propiedad,
dado un espesor y una curva de tiempo, sin proporcionar el comportamiento del
mismo. Por tanto en esta ultima situacion el grupo ha presentado problemas y
dificultades para relacionar la serie con el cambio de humedad en cualquier posicion
del espesor de la muestra en un tiempo determinado.

La actuacion de los estudiantes, arroja resultados que en general se pueden
identificar como representaciones canonicas provenientes de un entendimiento sobre
la relacion que guarda una serie con el fendomeno de transferencia de masa. El
seguimiento del grupo, comprende conceptos de la serie de Fourier que son
atribuidos al comportamiento del fendmeno, sin que se haya reconocido que se trata
de este concepto matematico, ni los aspectos que lo definen; tal es el caso del
reconocimiento que tiene lugar acerca de la suma de funciones que proviene de la
serie y que representa a la funcion X(t) y que converge a la misma.

Por tanto, lo rescatable en el desenvolvimiento del grupo en estas dos sesiones, es
el entendimiento y la relacion que establecen sobre el comportamiento de la
humedad del coloide en funcién del tiempo y su especificacion por una funcion X(t),

mediante la suma de funciones de una serie que es desconocida y que los estudiantes
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la describen, en términos de una suma que representa la humedad en el tiempo en la
ultima etapa de secado, dando informacion del comportamiento del fenomeno al
alcanzar el equilibrio. Esta conceptuacion del grupo, en matematicas, conforma el
concepto de convergencia de la serie de Fourier.

En el marco de estos resultados, se concluye la interaccion del estudiante en el

campo conceptual de la serie de Fourier en el fendmeno de transferencia de masa.

4.2. RESULTADOS GENERALES DEL ANALISIS DEL
CONOCIMIENTO. Conceptuaciones del grupo de enfoque

Las conceptuaciones, son referidas a un conocimiento pragmatico como resultado de
la actividad de dos estudiantes que conforman un grupo de enfoque, en situaciones
que integran el campo conceptual de la serie de Fourier en la transferencia de masa,
durante cinco sesiones de trabajo. Por tanto, las conceptuaciones referidas, son
expresadas como conocimientos que surgen de la practica sobre el contexto en el
que se actla.

La determinacién de las invariantes operatorias en el analisis del conocimiento,
conduce a la especificacion de estas conceptuaciones. Estas se basan en los
estudios de la variacion en las representaciones que surgen en el entendimiento y

solucion de problemas caracteristicos de la tarea en la situacion.

Los resultados de dichas conceptuaciones, se presentan en una tabla, de acuerdo a
la descripcion de la tarea que comprende la situacion, los conceptos implicitos en
cada una de ellas, las invariantes operatorias que se identifican en las

representaciones del grupo y a partir de estas, las conceptuaciones que tiene lugar.
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SITUACION 1:Reconocimiento del fenémeno

Tarea Conceptos Invariantes Conceptuaciones del
operacionales del grupo grupo
El reconocimiento | 1) Transferencia de masa | 1) El contenido de | La relacion del peso de la
experimental del | enun proceso de secado humedad de la sustancia | Muestra himeda 'y el peso
) de la muestra seca
fenémeno. mediante el concepto de la

Las  actividades se
centran en la
determinacion del
cambio de humedad en
la sustancia a través del
tiempo y la
identificacion de la
transferencia de masa
del liquido que contiene
un coloide a secar, dada
en términos del cambio
de humedad que sufre la
sustancia a través del
tiempo..

Teodricamente el cambio
es infinito, lo cual
origina que exista un
limite en el contenido de
humedad de la sustancia
y en la cantidad de
liquido transferido,
proporcionando la etapa
del estado estable del
secado y el punto en el
cual se considera el
equilibrio en el

fenémeno.

2) Cambio de humedad de
la sustancia a secar en el

tiempo

3) Condiciones externas de

secado que influyen en el

proceso y condiciones
internas que rigen el
comportamiento del

fenomeno de transferencia

de masa

4) Equilibrio en el
fenémeno

diferencia de peso
2) El cambio en el
contenido humedad de la
sustancia para diferentes

tiempos de secado.

3) Reconocimiento de la
etapa de equilibrio en el

secado

proporciona el contenido
de humedad de la muestra

El contenido de humedad
disminuye con el tiempo
de secado

En el transcurso del
tiempo, la humedad va
disminuyendo hasta que
ya no se puede tener mas
transferencia de liquido,
en esta parte se llega al
equilibrio.
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SITUACION 2. Determinacion de la curva de humedad X(t)

Tarea Conceptos Invariantes Conceptuaciones del
operacionales del grupo
grupo
Establecer una relacidon 1) Relaciones matematicas: R = 1) Concepto del | La relacion entre la
entre el contenido de {(t, X) / t, X cumplen con un infinito humedad y el tiempo dan
humedad en la sustancia regla de orden = X(t)} 2)Relaciones: R = | una curva de humedad en
y el tiempo, mediante {t, X) / t, X | funcibn del  tiempo,

una curva cuyo
identificacion conduce a
X(t): el comportamiento
de la humedad en
funcion del tiempo.
Construccion  de  un
perfil de humedad, cuya
identificacion conduce
al comportamiento de la
humedad de la sustancia
en funcién del tiempo y
de un punto en el
espesor de la muestra de
la sustancia a secar.
Determinacion del area
bajo la curva de X(t)
mediante la suma de los
n-rectangulos que la
conforman. El area
proporciona la cantidad
de liquido transferido.
Las caracteristicas de
las curvas X(t) y el
perfil de humedad,
destacan la etapa donde

el secado alcanza el

equilibrio.

2) Funciones decrecientes

3) El area bajo la curva de X(t),
dada mediante la suma de las
areas de los
rectangulos que integran X(t)
en [a, b] por la expresion:

A=
b-a

n

S X(t, - X(t,.,)

4) Relacion del cambio de
humedad de la muestra en el
secado con un tiempo ilimitado
en que tedricamente  se
realizaria la operacion: cambio
de humedad decreciente cuyo

limite es la humedad en

equilibrio:  lim X(t) = X"
cuando t tiende a infinito

5) Relaciéon del cambio de
humedad en el tiempo y en la
longitud del espesor de la
muestra mediante el perfil de

humedad

cumplen con un regla
de orden = X(t)

3) Area de un
rectangulo

4) Area bajo la curva
de  una funcion
mediante la suma de
las 4area de los n
rectangulos inscritos
en esa curva

5) Area bajo la curva
de una  funcién
mediante la suma de
las areas de los n
rectangulos inscritos
en esa curva.

6) Transferencia del
liquido proporcional
al cambio de
humedad del coloide,
7) Estabilidad en el
cambio de humedad
con el tiempo

8)  Limites  que
alcanza el fenomeno

en la estabilidad del

proceso

expresada por X(t).

La curva que representa a
X(t), es decreciente y a
través de ella se pude
saber la disminucion de
la. humedad en el
transcurso del tiempo y el
limite en el contenido de
humedad cuando el
tiempo tiende a ser
infinito.

Con el perfil de humedad
se puede conocer la
humedad para una curva
determinada de tiempo y
un punto en el espesor de
la muestra.

El area bajo la curva de
X(1),

transferencia del liquido

determina la

del coloide.
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SITUACION 3. Determinacion de la funcion caracteristica de X(t) y su
representacion en serie de potencias: Taylor

Tarea

Conceptos

Invariantes
operacionales del grupo

Conceptuaciones del
grupo

Determinar la  expresion
matematica que representa la
curva del contenido de
humedad en funcion del
tiempo, correspondiente  a
X(1)

Dado el patrén de una serie de
potencias,  representar la
expresion matematica hallada,
mediante una  serie de
potencias. (serie de Taylor)
Identificacion de la funcion
exponencial como la solucién
de la ecuacion diferencial que
describe el cambio en la
humedad de forma
decreciente con el tiempo.
Identificacion de la serie de
potencias como la
representacion de la funcion
exponencial.

Identificacion de la
convergencia de la serie a la
funcion X(t) y la posibilidad
de representar dicha funcion
mediante una suma infinita de
funciones.
Nuevamente se destaca el

equilibrio en el fendmeno.

1) Relacion del cambio de
humedad en el tiempo y en la
longitud del espesor de la
muestra mediante el perfil de
humedad

2) El concepto de derivada
como un cambio de humedad
para un tiempo t: dX/dt

3) Ecuacion diferencial lineal
de  primer orden  que
representa el comportamiento
del cambio de humedad del
coloide en funcioén del tiempo

en que se somete al secado:
dX/dt=K ¢ X

4) Solucién general y

particular de la ecuacion
diferencial, dada por una
funcion exponencial

5) Limite de la funcion X(t)
cuandot — OO

6) Derivadas sucesivas de la

funcion X(t)

7) Representacion de X(t)
mediante una  serie de
potencias dada por: X(t) =

X(c) + X'(c)(x-¢c) +X""(c ) /2!

o)+ X" . Ynl(x

c) T

8) Relacion de la suma de la
seric de Taylor con el
comportamiento del fenomeno
9) Convergencia de una serie

de Taylor a la funcion X(t)

1)Dominio y continuidad de
una funcidén que representa la
humedad en el tiempo de
secado. Funcion decreciente
que describe la humedad en el
tiempo.

2) La derivada como una
cambio.

razon  de para

establecer una  ecuacion
diferencial. Solucién general
y particular de la ecuacion
diferencial

3)  Derivadas  sucesivas,
evaluacion de una funcion
dado un valor del dominio,
obtencion de los coeficientes
de los  términos  que
conforman a la serie de
potencias.

4) La suma numérica de una
serie atribuida a la
convergencia d la misma y a
su vez al equilibrio en el

fenomeno.

La expresion que describe el

cambio en el contenido de
humedad en funcion del tiempo,
es una funcion exponencial bajo

un cierto dominio.

La serie de potencias hallada a
partir de la expresion
exponencial, no describe el
cambio en el contenido de
humedad en funcion del tiempo.
La suma infinita de las funciones
que conforman una serie de
potencias no describe el cambio
en el contenido de humedad en
funcion del tiempo.

La suma infinita de una serie
numérica proveniente de una
serie de potencias, representa el
valor al cual la humedad del

coloide llega al equilibrio.
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SITUACION 4: Determinacion de la serie de Fourier que representa el
comportamiento del fenomeno en el equilibrio

Tarea

Conceptos

Invariantes
operacionales del grupo

Conceptuaciones del
grupo

Determinacion  de  la
ecuacion diferencial
parcial que describe el
cambio de humedad en
funcién del tiempo y de la
posicion en el espesor .
Determinacion de  la
solucion  del  ecuacion
parcial.

Identificacion de la serie
de Fourier como la
solucion de la ecuacion
Identificacion de la serie
de Fourier como la funcién
que describe el
comportamiento del
cambio de humedad del
coloide en funcién del
tiempo y de la posicion en
el espesor.

Identificacion de la
convergencia de la serie de
Fourier a la funcion X(t)
en la ultima etapa del
secado correspondiente al
estado estable del
fendmeno y en el cual se

llega al equilibrio.

1) Ecuaciones lineales en
derivadas parciales
2)M¢étodo de separacion de
variables para resolver una
ecuacion diferencial parcial
lineal
3)Condiciones limitantes
para resolver una ecuacidén
diferencial parcial lineal
4)Serie infinita de unciones

trigonométricas

5)Suma de una serie de

Fourier

6)Convergencia de una
serie de Fourier
7)Definicion de una
funcion no  periddica
definida en un intervalo

finito, mediante una serie
de Fourier
8)Representacion de una
funcion no  periddica
mediante  una  funcion
periodica que proviene de
una serie de Fourier
9)Equilibrio en el
fenémeno de transferencia
de masa

10)Cambio de humedad en
el coloide en funcion del
tiempo y posicion en el

espesor de la muestra

1) Relacion del cambio de
la humedad con respecto
a dos variables a través del
perfil de humedad.
2) Desarrollo de una
sumatoria de funciones
con el reconocimiento de
los  limites que Ila
determinan.

3) Conformaciéon de una
serie de funciones

4) Suma infinita de
funciones

5) Grafica de una suma
infinita de funciones

6) Suma de una serie de
funciones  asociada  al
fenémeno

7) Suma de una serie de
funciones,
correspondiente al

equilibrio en el fenomeno

La ecuacion que representa
el cambio de humedad en
funcion del tiempo y de la
posicion en el espesor, es
una ecuacion  diferencial
ordinaria que contiene dos
variables: tiempo y posicion.
La solucion de dicha
ecuacion, es el resultado de
la operacion dos funciones
que contienen al tiempo y a
la posicion como variables.

Una

seriec  desconocida

representa al cambio de
humedad en funcién del
tiempo. Esto es, porque la
grafica de la suma infinita de
funciones que conforman a
al serie se parece a la curva

de X(1).
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CONCLUSIONES

Con el propdsito de entender el conocimiento que surge en la interaccion con un
contenido conceptual que conlleva la relacion entre dos contextos diferentes:
matematicas e ingenieria, el trabajo de investigacion expuesto, describe el
conocimiento de un grupo de dos estudiantes de Ingenieria Quimica, relativo a un
campo conceptual de la serie de Fourier en el contexto de la transferencia de masa.
El anélisis realizado comprende dos planteamientos: La integracion de un campo
conceptual de la serie de Fourier en la transferencia de masa, tomando como
referencia el estudio de los elementos que intervienen en la relacion de una
estructura matematica en un contexto determinado. Y el estudio del conocimiento de
un grupo de estudiantes al interactuar con un campo conceptual de esta naturaleza.
Ambos planteamientos, se encuentran enmarcados en la teoria de los campos
conceptuales de Vergnaud. La integracion del campo conceptual, se establece en
términos de un conjunto de situaciones y un conjunto de conceptos interrelacionados
que constituyen un medio de andlisis sobre el cual se describe el conocimiento que
se presenta durante la actividad de realizar tareas circunscritas en el campo
conceptual referido.

El estudio del conocimiento se entiende en términos del analisis de la forma
invariante de organizacion de la actividad y de la conducta para esta clase de
situaciones, bajo esquemas de entendimiento y solucion a problemas implicitos en
dichas situaciones. Este aspecto constituye el fundamento de Vergnaud, para
explicar de qué manera se produce y se organiza la actividad del nifio en la
resoluciéon de problemas como producto de sus esquemas mostrados en sus

representaciones.

El planteamiento de Vergnaud, resalta la integracion del conocimiento como un

proceso de conceptuacion en relacion a las multiples nociones que aparecen
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conectadas en la resolucion de problemas. Sus investigaciones son dirigidas a los
campos conceptuales de estructuras aditivas y multiplicativas.

Este modelo tedrico de Vergnaud, es trasladado en esta investigacion, en el nivel
superior en el area de la ingenieria, teniendo como producto un campo conceptual
de la serie de Fourier en el contexto de la transferencia de masa, que ha sido
conformado por un conjunto de cuatro situaciones, con problemas que provienen del
contexto y son alusivos al secado de un cierto tipo de sustancia y, un conjunto de
conceptos determinados por la relacion contextual entre las dos estructuras que
subyacen en el campo conceptual.

El estudio del conocimiento describe el desenlace del analisis de la variacion en las
representaciones en el entendimiento y solucion de los problemas planteados en las
situaciones, de acuerdo a Flores (2000), posibilitando la identificacion de
invariantes operatorias en las conceptuaciones de los estudiantes.

La informacion de dichas representaciones, se establece en base a la actividad de dos
estudiantes, en un grupo de enfoque que es conducido por el investigador durante
cinco sesiones de trabajo, ubicadas en el medio situacional y conceptual descrito.
Los resultados de este trabajo dejan ver, entendimientos categorizados como
candnicos, acerca de la representacion del comportamiento de la transferencia de
masa en términos del cambio de humedad en funcion del tiempo, mediante la suma
de una serie trigonométrica infinita. Y de representaciones no algoritmicas en la
solucion correspondiente a los problemas que generan dicho entendimiento.
Asimismo de representaciones no canonicas sobre el entendimiento y solucion en
problemas relativos a la representacion, mediante la serie de Fourier, de el cambio
de humedad que tiene lugar en la ultima etapa de secado y que esta en funcion del
espesor de la muestra a secar. Con invariantes operatorias que corresponden a
dichas representaciones y que generan conceptuaciones de la transferencia de masa
alrededor de una serie trigonométrica infinita que no es identificada como una serie

de Fourier.
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