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GLOSARIO DE SIMBOLOS

L Longitud de las probetas cuadradas de papel.

l Longitud de un segmento menor a L.

N Numero de divisiones generadas a partir de la relacion L/1.

ds Dimension fractal de Hausdorff del objeto.

Z Numero complejo.

Dy  Dimension fractal universal de las redes generadas por los dobleces en el papel.
D, Dimension fractal local.

Dy,  Dimension fractal de masa.

Dg Dimension fractal de superficie.

Dpr  Dimension fractal de caja.

S Superficie de la bola.

4 Exponente de rugosidad universal.

M Masa de la hoja.

R Didmetro de la bola.

Pa Densidad del papel.

A Factor de escalamiento para el tamafio de las hojas de papel biblia.
h Espesor del papel.

E; Modulo de elasticidad longitudinal.

Oy Desviacion Estandar

A Tamaino de la malla

n Numero de Fragmentos.

On Desviacion estandar de los fragmentos.
U Media.
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RESUMEN

En el presente trabajo se estudia la topologia estadistica de bolas de papel arrugadas
manualmente en forma aleatoria. Especificamente la distribucion de los dos lados de la hoja a lo
largo de la superficie de la esfera; asi como la distribucién de los fragmentos cuando la bola es
cortada a la mitad. Por lo consiguiente, los experimentos en este trabajo fueron desarrollados con
hojas cuadradas de papel biblia de tamafos L = 40,80, 160,320,640 mm que posteriormente
fueron comprimidas con la mano hasta llegar a una bola casi esférica. El didmetro promedio de
las bolas fue tomado de manera aleatoria en 15 posiciones diferentes en la esfera. Luego se
pintaron de color negro; posteriormente se desarrugaron extendiendo la hoja tanto como fue
posible; para realizar los anélisis de la topologia fractal.

Se encontrd que la dimension fractal de masa y de superficie son Dy, = 2.2617 y Dy = 2.11 +
0.05 respectivamente. Mientras que las masas de los fragmentos de las bolas cortadas a la mitad
se ajustan a una distribucidn inversa de Gauss. Ademas también se encontrd que para las hojas
reconstruidas a partir de sus dos mitades correspondientes (una blanca y la otra negra) tiene una
dimension fractal de caja Dgr = 1.68 £ 0.04.

ABSTRACT

In this work we study the statistical topology of hand randomly folded paper balls. Specifically,
the distribution of two sides of the sheet along the ball surface and in the distribution of sheet
fragments when the ball is cut in half. In addition to this, the experiments in this work were
performed with square sheets of the biblia paper with edge size L = 40, 80, 160, 320, and 640
mm, after that, it was folded with the hands. The mean diameter of each ball was determined
from measurements along 15 directions taken at random. It was painted in black. Finally it was
unfolded in order to analyze the fractal topology.

We found the mass fractal dimension Dy, = 2.2617 and the surface fractal dimension Dg =
2.11 £ 0.05. Meanwhile the mass of the fragments of the ball cut in half obey the inverse
distribution Gaussian. Also we found the box fractal dimension for the reconstructed sheets whit
its two half (one black and another white) is Dgr = 1.68 + 0.04.

srael az::yuef Hndrés 11
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JUSTIFICACION

Como se sabe los materiales han jugado un papel muy importante en el desarrollo, seguridad y
calidad de vida del ser humano desde el principio de la historia. Dia con dia se estan generando
nuevos tipos de materiales que superan las propiedades mecéanicas de los anteriores, esto se ve
reflejado en las nuevas estructuras de los edificios, la vestimenta y calzado que se ocupa, los
medios de transporte, etc., estos materiales estan en gran medida en la vida cotidiana.

Los materiales compuestos (papeles) son una alternativa de estos nuevos materiales, la
combinacion de varios elementos para formar un material compuesto con mejores propiedades
mecanicas que los que lo formaron, representan una oportunidad para sustituir a los materiales
ordinarios; sin embargo, existe un pequeflo problema para estudiar este tipo de materiales con los
métodos tradicionales debido a su compleja geometria, por lo que se han considerado a los
fractales como una nueva herramienta de suma importancia para el andlisis de materiales que
poseen propiedades de escalamiento, esto es de gran ayuda para comprender a estos materiales en
mayor o menor escala de amplificacion y asi poder darles una mejor aplicacion.

Recordemos que las hojas de papel tienen mejores caracteristicas mecanicas cuando estan
arrugadas, esto es debido a que gran cantidad de energia utilizada para arrugarlas se almacena en
los dobleces dandole mejores propiedades mecanicas. Es por ello que la finalidad de este trabajo
de investigacion es analizar y evaluar la topologia fractal que tienen las esferas de papel (en este
caso el papel biblia) arrugadas aleatoriamente en forma manual.

srael az::yuef Hndrés 12
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OBJETIVO GENERAL:

Realizar un estudio experimental para la caracterizacion
de la topologia fractal de bolas de papel arrugadas de
forma manual.

OBJETIVOS PARTICULARES:

% Caracterizar la topologia fractal considerando
la distribucion de los dos lados de la hoja a
través de la superficie de la esfera.

% Caracterizar la topologia fractal y la
distribucion de la masa de los fragmentos de
hoja cuando la bola es cortada a la mitad.

srael az::yuef Hndrés
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INTRODUCCION

Las configuraciones arrugadas de materiales delgados son muy comunes en la naturaleza, que
van desde niveles microscopicos como las proteinas y membranas de nano-particulas hasta
niveles macroscopicos como papeles arrugados y formaciones de fallas geologicas. Por lo tanto,
las propiedades mecénicas y topoldgicas de configuraciones arrugadas han tenido mucho interés
desde el punto de vista fundamental y aplicado.

Estudiar los materiales compuestos como el papel biblia, es uno de los temas que estd tomando
suma importancia, se sabe que a partir de la segunda mitad del siglo XX, este tipo de materiales
comenz6 a formar parte del mercado en amplios sectores de la industria como la aerondutica, la
automotriz, entre otros. En la actualidad es muy comun encontrar elementos aeronauticos y de
otros medios de transporte fabricados con materiales compuestos. En consecuencia los materiales
ordinarios estan siendo sustituidos por una amplia variedad de materiales compuestos con
mejores propiedades. Por ejemplo, una bola de papel arrugado tiene mejores propiedades
mecanicas que una hoja de papel sin arrugar, esto es debido ala concentracion de energia que se
acumula en los dobleces cuando esta es deformada. Por lo consiguiente, es muy importante
caracterizar la topologia fractal de las bolas de papel arrugado de forma manual para determinar
el comportamiento geométrico que se presenta en las bolas de papel cuando son arrugadas. Se
considera a los fractales como una herramienta poderosa para el estudio de diferentes fendémenos
de la naturaleza; fendémenos que contienen geometrias irregulares capaces de mantenerse a
cualquier escala de amplificacion. La ciencia de los fractales surgio a principios del siglo XIX,
pero fue hasta el siglo XX que tomo6 suma importancia; se considera a BENOIT MANDELBROT
como el padre de la geometria fractal por ser uno de los mejores investigadores en esta area y por
ser el primero en dar una definicion formal al término fractal.

El trabajo presentado aqui consta de cuatro capitulos;

El Capitulo 1, esta dedicado al estudio de los conceptos fundamentales de los fractales para tener

una base generalizada del amplio mundo de los fractales. En este capitulo se presentan temas
esenciales como: la historia de los fractales, el concepto de fractal, dimension de Hausdorff y
dimension fractal, entre otros. Ademas, se presenta algunos antecedentes que han motivado al
estudio de las bolas de papel arrugadas de forma manual bajo la misma fuerza de compresion.

El Capitulo 2, se describe toda la metodologia experimental para la caracterizacion de la
topologia fractal, también se presentan algunas propiedades del papel biblia.

En tanto en el Capitulo 3, se realiza un analisis estadistico riguroso sobre los resultados obtenidos
de forma experimental y por ultimo se establecen las conclusiones a las que se llegaron.

srael az::yuef Hndrés 14
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METODOLOGIA

La metodologia utilizada para cumplir el objetivo del presente trabajo se presenta en la figura 1,
ahi se puede observar los pasos sistematicos que se utilizaron desde el inicio hasta el final para

cumplir con el proposito establecido en esta investigacion.

]
J

1 TEORIA FRACTAL

v
| ANTECEDENTES
v
IR

CARACTERIZACION DE LA
TOPOLOGIA FRACTAL DE BOLAS
PAPEL BIBLIA ARRUGADO

FABRICACION DE 20 PROBETAS
PARA CADA TAMARO (40, 80, 160, 320,
640 mm)

3

!

10 ESPECIMENES POR TAMANO I | 10 ESPECIMENES POR TAMARNO |

v

1

PINTAR LA
SUPERFICIE DE CADA
BOLA

CORTAR LASBOLASALAMITAD Y
PINTAR LOS FRAGMENTOS DE UNA DE
LAS MITADADES DE CADA BOLA

v

v

ESCANEAR LAS HOJAS
DESARRUGADAS POR
AMBOS LADOS

RECONSTRUCCION DE LAS HOJAS DE
PAPEL DESARRUGADAS Y

ESCANEARLAS

!

3

3

CARACTERIZAR LA
TOPOLOGIA FRACTAL

v

OBTENCION DE LOS
DATOS

EXPERIMENTALES

ANALISIS DE
RESULTADOS

Figura 1, diagrama de flujo de la Metodologia.
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Capitulo 1

TEORIA FRACTAL

Desde el inicio de los tiempos el ser humano siempre se ha obsesionado con cuerpos amorfos
desde rocas hasta planetas, flujos turbulentos desde rios a tornados, azar y desorden en un
universo aparentemente estructurado. Sin embargo, en este mar de caos, una observacion mas
cuidadosa de la naturaleza muestra que aun dentro de su enorme complejidad existen ciertos
patrones que la caracterizan, los fractales.

Este capitulo esta dedicado al estudio de los fractales, su historia, el concepto de fractal, los
diferentes tipos de fractales que existen, la dimension de Hausdorff y la dimension fractal, la
auto-similaridad, todo esto para fundamentar las bases para el estudio del amplio mundo de los
fractales.

1.1 HISTORIA

El estudio de los fractales se ha incrementado en los ultimos tiempos a gran escala, las primeras
investigaciones se iniciaron a finales del siglo XIX pero fue a partir del siglo XX y en la
actualidad que los fractales van cobrando un concepto mas significativo debido a las amplias
aplicaciones que se le estdn dando en muchas areas como son las matematicas, la computacion, la
medicina, la geografia, la economia, la musica, la astronomia, etc. Todo inicia con el matematico
aleman FELIX HAUSDORFF quien en 1919 introdujo el concepto de dimensiéon y que hoy
permite caracterizarlos.

Tiempo después, en 1975 BENOIT MANDELBROT denominé fractales (del latin fractus,
irregular) al conjunto de formas que, generadas normalmente por un proceso de repeticion, se
caracteriza por poseer detalle a toda escala, por tener longitud infinita, por no ser diferenciables y
por exhibir dimension fraccional. Adicionalmente, construy6d con ellas un conjunto de nuevas
reglas para explorar la geometria de la naturaleza, y las reconocid6 como herramientas
potencialmente utiles para analizar un gran nimero de fenomenos fisicos [1].

El interés de Mandelbrot en los fractales nacid de su certeza de que “las nubes no son esferas, las
montafias no son conos, las costas no son circulos, como la corteza de un arbol no es plana ni un
rayo viaja en linea recta. La naturaleza no solamente exhibe un grado mayor sino también un
nivel diferente de complejidad” [2].

srael az::yuef Hndrés 16
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1.2 ESTUDIOS PREVIOS EN HOJAS DE PAPEL ARRUGADAS
ALEATORIAMENTE

Los estudios realizados sobre membranas arrugadas se han ido incrementando a través del tiempo
cada vez en mayor escala. Las técnicas utilizadas para el andlisis de este fenomeno se ha ido
perfeccionando dia con dia para obtener mejores resultados. El proceso de arrugado en
membranas delgadas (papel, aluminio, cobre, etc.) es un fendmeno complicado de analizar; sin
embargo, existen técnicas (geometria fractal) capaces de analizar y comprender el
comportamiento de dicho fenémeno. Las hojas de papel después de haber sido arrugadas
manualmente sufren deformaciones plasticas que se ven reflejadas en unas pequefias marcas o
huellas sobre el papel, estas marcas se pueden observar después de extender la hoja. Las
membranas arrugadas presentan una alta resistencia a la compresion debido a la resistencia que
ofrecen los pliegues a ser deformados, asi también, presentan una alta eficiencia en la absorcion
de energia debido a las deformaciones que se generan durante el proceso de arrugado.

El estudio de las membranas arrugadas ha tomado suma importancia en los ultimos afios y ha
sido estudiado por diversos investigadores. La dimension fractal de membranas arrugadas
comenzo6 a ser estudiada en 1987 con Gomés [3], quien relaciond el tamafio del papel (didmetro
de las bolas arrugadas) y su masa; definiendo con esto la dimension fractal de masa.

Un afio después en 1988 Cerda y Mahadevan [4] analizaron la geometria y elasticidad de una
hoja de papel arrugada, caracterizando los dobleces que existen en la hoja a través de un modelo
analitico; algunas de sus predicciones experimentales se verifican cualitativamente.

En 1989 Gomés [5], determind la deformacion de las bolas de papel aluminio, cuando son
sometidas a diferentes cargas. Para este efecto, describe el comportamiento de ocho relaciones
escalares, relacionadas con las fuerzas, deformaciones, superficies escalares y variables de la
geometria de la superficie arrugada. Al mismo tiempo [6] Gomés en colaboracion con Soares
proponen el uso de resistencia eléctrica, en funcion de la deformacion de las superficies arrugadas
en papel grafito, estos resultados los comparan con predicciones tedricas.

Otra importante investigacion realizada sobre superficies arrugadas aleatoriamente fue
desarrollada en 1996 por Plouraboué¢ y Roux [7] quienes en su trabajo de investigacion presentan
un analisis experimental que muestra una geometria auto-afin con un exponente cerca de la
unidad. Introduciendo asi, un modelo simple que muestra una posible fuente de correlacion a lo
largo de la geometria que analizaron.

De los estudios mas recientes sobre superficies arrugadas, resalta el realizado por Matan y
colaboradores [8] quienes en el afio 2003 observaron que las hojas arrugadas tienen una alta
resistencia a la compresion. Esto lo llevaron acabo por medio del estudio de hojas delgadas
arrugadas de Mylar, bajo diferentes condiciones de carga. Otro trabajo importante, es el
presentado por el Dr. Alexander Balankin en el 2006 [9] quien estudi6 el efecto de los dobleces
en hojas delgadas de papel sobre las propiedades de escalamiento, los andlisis fueron realizados
en papeles arrugados y desarrugados. También en el 2007 [10] el doctor Alexander publico las

srael az::yuef Hndrés 17
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caracteristicas del escalamiento de las bolas de papel aluminio arrugadas aleatoriamente con
diversos espesores y tamafios. Encontrando asi; que la dimension fractal y el exponente de
escalamiento son independientes del espesor de la hoja de papel de aluminio.

De acuerdo a las investigaciones realizadas por el Dr. Alexander Balankin y su equipo de
colaboradores en el 2007, en bolas de papel de diferentes tamafios, arrugadas manualmente bajo

la misma presion, obedecen una ley de escalamiento fractal [11] M o< RD, donde M = phL’ es la

masa de la hoja, © es la densidad del material, R es al diametro de la esfera y D es la dimension

fractal global y el parametro que deben cumplir las membranas delgadas es h<<R<L,

Continuando con las investigaciones dirigidas por el Dr. Alexander Balankin, en este trabajo nos
enfocamos a determinar la topologia fractal de hojas de papel arrugadas aleatoriamente con las
manos hasta llevarlos a una forma casi esférica. En primera instancia, se tuvieron que pintar las
superficies de las bolas con tinta negra para analizar la distribucion de la superficie en ambos
lados del papel. Por otro lado, se cortaron las bolas a la mitad; cada una de las mitades estaba
compuesta por fragmentos que se separaron. Todos los fragmentos de papel que constituian a una
de las mitades de cada bola fueron pintados de color negro; posteriormente, la hoja de papel fue
reconstruida con sus dos mitades correspondientes, luego se estim6 la dimension fractal. Por
ultimo se analizo la distribucion de masa de los fragmentos de papel, encontrando que se ajustan
a una distribucion inversa de Gauss.

srael az::yuef Hndrés 18
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1.3 CONCEPTO DE FRACTAL

Figura 1.1 En la naturaleza también aparece la geometria fractal, como en este brécoli romanesco

Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura basica, fragmentada o irregular, se repite a
diferentes escalas [12].El término fue propuesto por el matematico Benoit Mandelbrot en 1975 y
deriva del Latin fractus, que significa quebrado o fracturado (ver figura 1.1). A un objeto
geométrico fractal se le atribuyen las siguientes caracteristicas [13]:

v Es demasiado irregular para ser descrito en términos geométricos tradicionales (geometria
euclidiana).
v' Posee detalle a cualquier escala de observacion.

\

Es auto-similar (exacta, aproximada o estadistica).

v" Su dimensién de Hausdorff-Besicovitch es estrictamente mayor que su dimension
topologica.

v Se define mediante un simple algoritmo recursivo.

No basta con una sola de estas caracteristicas para definir un fractal. Por ejemplo, la recta real no
se considera un fractal, pues a pesar de ser un objeto autosimilar carece del resto de
caracteristicas exigidas.

1.4 DIMENSION FRACTAL Y DIMENSION DE HAUSDORFF

Para poder entender los conceptos y la diferencia entre dimension Fractal y dimension de
Hausdorff, se comenz6 analizando ciertos detalles de algunas figuras de la geometria euclidiana.
Tomemos una linea de longitud L = 1 m, si se divide en 3 partes iguales se tiene tres segmentos
de longitud | = 1/3 (ver figura 1.2), en este caso el nimero de divisiones que se producen (N) se
obtiene determinando el nimero de veces que entra la longitud | en la longitud total L.:

Figura 1.2 Linea L dividida entre I.
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vete () () -
1\t o \1/3)
Realizando el mismo procedimiento pero ahora para una hoja de papel cuadrada de lado L = 1 m

(ver figura 1.3), a la que ahora se divide en pequefios cuadrados de lado | = % m y 4rea I = V4 m?,
ahora el nimero de divisiones (N) que se produce es:

L

Figura 1.3 Hoja de papel de lado L dividida por I.

12 (L\? 12
N=—=|- = |— =4
[? ( l ) (1 / 2)
Del analisis de los resultados anteriores lleva a la conclusion de que para una figura de tres
dimensiones (ver figura 1.4), el nimero de divisiones (N) generado es:

Figura 1.4 Volumen, dividido en 8 secciones del mismo tamafio.
3 3

=5 - ) -

Generalizando las relaciones obtenidas anteriormente, podemos concluir que en un proceso de
divisién como el descrito, el nimero de elementos generados esta dado por:

N = (E)df (1.1)

l
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Donde df es lo que se conoce como la dimension de Hausdorff del objeto. De la relacion anterior
se establece una metodologia para determinar la dimension de cualquier objeto, despejando df

tenemos:
d; = log(N) /log (%) (1.2)

A continuacion se presentan dos ejemplos:

1.- Se tiene un triangulo equilatero como el que se muestra a continuacion, de ladoL=1y =1,
por lo tanto N = 4 (ver figura 1.5). De la ecuacion 1.2 determinamos la dimension de Hausdorff
para el triangulo equilatero:

P log(4)
de =—55=2
f log(Flz)

Figura 1.5 Triangulo equilatero en un plano.

2.- Si ahora se tiene el triangulo de Sierpinski (ver figura 1.6), de lado L = 1 y | = %4, pero para
este caso suprimimos el triangulo central, por lo que N = 3 en lugar de 4.

log(3)
dr = ——= = 1.5849
f log(le)

Figura 1.6 Triangulo de Sierpinski

De los dos ejemplos anteriores se llega a la conclusion que la dimension de Hausdorff puede ser
un numero entero (dimension topologica), 2 para el primer ejemplo que representa una figura en
un plano de 2 dimensiones o un nimero fraccional (dimension fractal) 1.5849 para el segundo
ejemplo que representa una geometria que se encuentra entre una dimension topolégica de 1 y 2
esto significa, que no es una linea y tampoco es un plano, jes un fractal!
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1.5 AUTO-SIMILARIDAD

Segun B. Mandelbrot, un objeto es auto-similar o auto-semejante si sus partes tienen la misma
forma o estructura que el todo, aunque pueden presentarse a diferente escala y pueden estar
ligeramente deformadas.

Los fractales pueden presentar tres tipos de auto-similitud:

s Auto-similitud exacta: este es el tipo mas restrictivo de auto-similitud: exige que el
fractal parezca idéntico a diferentes escalas. A menudo se encuentra en fractales definidos
por sistemas de funciones iteradas.

X/

% Cuasi auto-similitud: exige que el fractal parezca aproximadamente idéntico a diferentes
escalas. Los fractales de este tipo contienen copias menores y distorsionadas de si
mismos.

s Auto-similitud estadistica: Es el tipo mas débil de auto-similitud: se exige que el fractal
tenga medidas numéricas o estadisticas que se preserven con el cambio de escala.

1.6 TIPOS DE FRACTALES

Los fractales se pueden clasificar de dos maneras, una como fractales lineales y la otra como no
lineales. Los fractales lineales son aquellos que presentan en su geometria un patrén de repeticion
a cualquier escala de amplificacion (auto-similitud exacta), por otro lado se encuentra a los
fractales no lineales que son todos aquellos que no presentan un patroén de repeticion exacto, pero
que pueden presentar cuasi auto-similitud o auto-similitud estadistica.

Un ejemplo de cuasi auto-similitud se ve representado en el conjunto de Mandelbrot en la
siguiente figura 1.7.

Figura 1.7 [14] Cuasi auto-similitud en el conjunto de Mandelbrot: al variar la escala obtenemos copias del
conjunto con pequefias diferencias.

Los fractales mostraron su utilidad por primera vez cuando se generd con ellos un modelo simple
para la aparicion de ruido en ciertas lineas de transmision en sistemas de comunicacion digital
[15]; esto es, la presencia de breves interrupciones eléctricas que confunden y dificultan la
comunicacion. El andlisis de las sefales demostréd que las interrupciones aparecian como por
paquetes, pero dentro de estos paquetes se distinguian una estructura intermitente. Un registro
grafico de las interrupciones dio lugar a un patrén fractal similar al que se obtiene a través del
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siguiente procedimiento: se toma una recta de longitud L y se secciona en tres partes idénticas
(I=L/3), extrayendo después la seccion central nos queda N=2 como se muestra en la figura 1.8:

Eqg

Eq

Figura 1.8 Primera iteracion para formar el conjunto de Cantor

Cuando el procedimiento se repite a toda escala (ver figura 1.9);

1

1/9

Figura 1.9 Conjunto de cantor después de 2 iteraciones

Se obtiene el fractal conocido como conjunto de Cantor [16] en honor a su creador, el matematico
aleman GEORGE CANTOR, famoso por su desarrollo de la teoria de conjuntos.

El conjunto o polvo de cantor tienen una dimension de Hausdorff menor que la unidad, pues cada

vez que la longitud de un segmento se reduce a su tercera parte, solo aparecen dos trozos mas
4. = log) _ log)
T " 1og(}) 10 (3

menos que una linea recta.

= 0.6309. En otras palabras es mas que una colecciéon de puntos, pero

1.6.1 LOS CONJUNTOS DE JULIA

El trabajo pionero en el juego de hacer iteraciones con numeros complejos fue desarrollado por
dos matematicos franceses, GASTON JULIA y PIERRE FATOU. Sus resultados fueron la base
sobre la que se construyd la revolucion fractal de los ochentas. En particular, BENOIT
MANDELBROT recuperd su analisis sobre el comportamiento de los nimeros complejos cuando
la iteracion consiste en elevarlos al cuadrado y sumar una constante al resultado (ver ecuacion
1.3).

Zy1 =22, +c (1.3)

Donde; c, es la constate y también es un nimero complejo. Las 6rbitas que ahora se generan son
secuencias de nimeros complejos y sus caracteristicas dependen fundamentalmente de los
valores del punto inicial Z,; del que se parte y la constante C seleccionada (ver figura 1.10).
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Figura 1.10 [14] Imagenes de los conjuntos de Julia asociados a Z,,.; = Z%, + ¢, a) ¢=(0.12, 0.57), b) c=(-0.12,
0.66), ¢) c=(0.12, 0.74), d) c=(-0.25, 0.74), e) c=(-0.194, 0.6557), f) c=(0.75, 0.11)

1.6.2 EL CONJUNTO DE MANDELBROT

Del andlisis de las figuras anteriores se hace evidente que existen dos clases principales de
conjuntos de julia: aquellos para los cuales el cuerpo esta formado por una sola pieza (el area del
cuerpo se dice que es conexa), figuras 1.10 (a)-(c) y otros en los que los cuerpos esta
desmembrado en infinitas colecciones de puntos mas o menos aisladas (el area del cuerpo es
disconexa), figuras 1.10 (d)-(f).

Benoit Mandelbrot fue el primero en aprovechar esta propiedad de la iteracion cuadratica y se
dedico a buscar los valores de la constante ¢ que dan lugar a conjuntos de Julia conexos. Al
hacerlo se encontré con que esta coleccion de valores de €, que en su honor tienen el nombre de
conjunto de Mandelbrot (ver figura 1.11), también tenia una estructura sorprendente cuando se
presentaba en el plano complejo [14].

Figura 1.11 [14] Conjunto de Mandelbrot, se indican los puntos de la constante ¢ que dan origen a los
conjuntos de Julia.

1.6.3 EL COPO DE NIEVE DE KOCH

Otro importante y muy conocido fractal es la curva de Koch, desarrollado en 1904 por el
matematico sueco HELGE VON KOCH. Para generar este fractal solo basta tomar un tridngulo
equildtero como base (ver figura 1.12 a), después afiadir al centro y cada uno de sus lados un
triangulo equildtero mas pequefo, una tercera parte del triangulo original (ver figura 1.12 b).
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Repitiendo esta operacion una infinidad de veces se obtiene lo que conocemos como la curva o
copo de nieve de Koch (ver figura 1.12 c).

A X %%

Figura a (base) Figura b Figura c

Figura 1.12 Construccion de la curva de Koch

En 1915, WACLAW SIERPINSKI construy6 su tridngulo (ver figura 1.13) y, un afio después, su
alfombra (ver figura 1.14).

P ..irii. "
L
) s, X y o, .

Figura 1.13 Triangulo de Sierpinski generado en Excel

Paso 1 (base) Paso 2 Paso 3

" b @

& & & & & & & = @
*H--H- -0
SR
L I I B N B

Figura 1.14 Construccién de la alfombra de Sierpinski:

Estos conjuntos mostraban las limitaciones del andlisis clasico, pero eran vistos como objetos
artificiales, una "galeria de monstruos", como los denominé Poincaré. Pocos matematicos vieron
la necesidad de estudiar estos objetos en si mismos [17].
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1.7 DIMENSION FRACTAL

La Dimension Fractal esta representada por un nimero fraccional que sirve para cuantificar o
medir el grado de irregularidad de una geometria o de un objeto. Puede estar entre 0 y 1, como el
conjunto de Cantor; entre 1 y 2; como el tridngulo de Sierpinski; y entre 2 y 3, como las bolas de
papel estudiadas en este trabajo.

1.7.1 METODO DE CONTEOQ DE CAJA

Cuando una estructura es muy irregular y no es formalmente auto-similar, su dimension fractal se
calcula normalmente por el método conteo de caja. El resultado que se obtiene también da una
idea de la capacidad real del objeto para cubrir el espacio en el que esta embebido. La manera de
proceder es muy sencilla:

Se toma la estructura de interés y se coloca en una caja de lado L, sobre la que se construye una
red regular en la que cada segmento tiene una longitud | (ver figura 1.15 (a)). Se cuenta el
numero de cajas que contiene alguna parte de la estructura, lo que da un nimero N. Ahora se
repite el procedimiento utilizando redes cada vez mas finas (I mas pequeiias, figuras 1.15 b y ¢)
registrando en cada caso la N que les corresponda. Cuando hacemos esto sobre una figura como
la que aqui se presenta es posible construir una tabla como la siguiente, en la que se registra el
numero de cajas que caben a lo largo del segmento L (L/l) y, del total de cajas en toda la red, s6lo
cuantas de ellas (N) atraviesan la figura:

L/I 5 10 20
N 18 52 148

Si se toma el logaritmo de ambas cantidades y se grafica log (N) vs log (L/1), (figura 1.15 (d)), es
posible ajustar sobre los datos una linea recta cuya pendiente es la dimension fractal dy de la

figura. En realidad, esto nos indica que existe una relacion del tipo:

N = (ﬁ)df (1.4)

l
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Figura 1.15 [14] Calculo de la dimensidn fractal por el método de la caja. En este caso L =10 cmyy (a) L/I =5,
N =18; (b) L/l =10, N =52; (c) L/l =20, N = 148. La pendiente de la recta en (d) es una medida de la
dimension fractal.
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Capitulo 2

METODOLOGIA EXPERIMENTAL

La metodologia experimental para el analisis de la topologia fractal de bolas de papel arrugadas
de forma manual, es un proceso desarrollado de manera estadistica, que considera la distribucion
de los dos lados de la hoja a través de la superficie de la esfera y los fragmentos de papel cuando
la bola es cortada a la mitad. Una de las mitades es pintada de color negro y posteriormente la
hoja desarrugada es reconstruida con las dos mitades (blanca y negra) para su estudio fractal. La
metodologia experimental juega un papel muy importante para el andlisis de conclusiones y la
comprension de los fendmenos estudiados.

Los trabajos experimentales realizados en el laboratorio fueron con hojas cuadradas de papel
biblia, debido a que tiene muchas ventajas para trabajar el fenomeno de arrugamiento en el
laboratorio, es accesible, facil de adquirir a bajo costo y sobre todo muy maniobrable al usarlo
como probeta.

2.1 DETALLES EXPERIMENTALES

Las propiedades mecénicas y geométricas del papel biblia utilizado en los experimentos [1] se
presentan en la tabla 2.1; las probetas de papel utilizadas fueron de diferentes tamafios desde
lo =40 mm hasta 640 mm guardando la siguiente relacion L = Al,, donde el factor de
escalamiento es 1 =1,2,4,8y 16, como se ilustra en la figura 2.1; cabe destacar que se
prepararon 20 hojas para cada tamafio de papel; mismas que fueron arrugadas manualmente hasta
convertirlas en una bola casi esférica (ver la figura 2.2).

Tabla 2.1. Propiedades mecénicas y geométricas del papel

PROPIEDADES MECANICAS
Y GEOMETRICAS PRPEL BlIEEIA
h (mm) 0.039 + 0.002

pa (g/m?) 35.6 + 0.5

E. (MPa) 3931 + 144

Er (MPa) 1355+ 65

oyL (MPa) 37.5+£0.7

oyt (MPa) 23.4+1
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£ BIBLIA

Figura 2.1. Tamafos de las probetas de papel

Figura 2.2. Bolas de papel arrugadas manualmente
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2.2 DIMENSION FRACTAL DE MASA

Como siguiente paso experimental se realizo la estimacion de la dimension fractal de masa Dy,
de las bolas de papel. Recuérdese que estas fueron construidas a partir de hojas cuadradas
(planas), cuya dimension topoldgica es 2, como se observa en la figura 2.1. Las bolas casi
esféricas tienden a formar un volumen con dimension topoldgica de 3; como se muestra en la
figura 2.2; Sin embargo, las bolas generadas no tienen exactamente una dimension topoldgica de
3, debido a que cada una de ellas contiene una gran cantidad de poros, donde el papel no llena
todo el volumen de la esfera. Considerando lo anterior se puede estimar la dimension fractal de
masa con la relacion existente entre sus diametros y sus masas [2-3]. Para este efecto los
diametros fueron calculados de la siguiente manera:

El diametro y la desviacion estandar promedios de cada bola fueron determinados por la ecuacion
2.1 y 2.2 respectivamente [4]. Donde las dimensiones de los didmetros R; fueron tomadas
aleatoriamente en n = 15 direcciones diferentes de la esfera, como se observa en la figura 2.3. Los
datos promedios obtenidos se presentan en la tabla 2.2

R;(L) = (ﬁ) IR 2.1)

Donde R;, es el diametro de la bola de papel; n, representa el nimero direcciones en que se midio

el didmetro de las bolas de manera aleatoria; R;(L), representa el didmetro promedio de la

muestra.
1 n 211/2
os o (&) PR — RY?] (22)

Donde o, es la desviacion estandar

Figura 2.3 Estimacidon del diametro de las probetas.
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Tabla 2.2 Didmetro y desviacion estandar promedios

BOLA | LONGITUD, mm | MASA, gr | DIAMETRO, mm | DESV-ESTANDAR | VOLUMEN DE LA BOLA, mmA3
1 40 0.0560 6.689377778 0.34 156.73
2 80 0.2197 11.96426667 0.46 896.72
3 160 0.9000 22.95048889 141 6,329.57
4 320 3.5960 41.07711111 1.58 36,290.95
5 640 14.4193 | 77.89081333 2.92 247,432.84

Para obtener la masa de cada probeta se pesaron los especimenes con una balanza de precision
como se muestra en la figura 2.4 y los datos obtenidos se muestran en la tabla 2.3.

Figura 2.4 Obtencién de la masa de cada probeta.

Tabla 2.3 Datos de la masa de algunas probetas.

MASAS 40 mm | 80 mm | 160 mm | 320 mm | 640 mm
No probeta |masa, gr [ masa, gr | masa, gr [ masa, gr | masa, gr

1 0.05 0.217 0.88 3.68 14.38

2 0.06 0.227 0.92 3.5 14.17

3 0.06 0.217 0.88 3.62 14.28

4 0.06 0.217 0.9 3.73 14.47

5 0.06 0.227 0.9 3.58 14.48

6 0.06 0.217 0.93 3.59 14.9

7 0.06 0.217 0.92 3.6 14.92

8 0.05 0.217 0.89 3.63 14.39

9 0.06 0.217 0.89 3.63 14.48

10 0.05 0.217 0.93 3.55 14.03

11 0.06 0.217 0.88 3.59 14.17

12 0.06 0.217 0.94 3.5 14.48

13 0.05 0.227 0.88 3.58 14.39

14 0.05 0.217 0.88 3.48 14.28

15 0.05 0.227 0.88 3.68 14.47
promedio 0.0560 | 0.2197 | 0.9000 | 3.5960 |14.4193
Desv-Estandar | 0.0051 | 0.0046 | 0.0220 | 0.0705 | 0.2414

srael az::yuef Hndrés

32



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL-SEPI-ESIME-ZACATENCO

Para poder estimar la dimension fractal de masa de las probetas se graficd la masa y el didmetro
promedio de cada probeta como se muestra en la figura 2.5, posteriormente mediante una
regresion lineal se obtuvo la linea de tendencia que mejor se ajustd a los datos experimentales y
esa fue una relacion potencial, la pendiente de la misma es la dimension fractal o fraccional de
masa de las probetas.

Como se menciond anteriormente la dimension fractal de las probetas deberia estar entre 2 y 3,
efectivamente se corrobord que la dimension fractal de masa de las esferas esta dentro del
parametro preestablecido por el Dr. Alexander Balankin et al [1]. Dy, = 2.2617

100 T
0 y = 0.0008x2-2617
R%2=0.9998
&0 1 4
§ E
(1]
2 01 4
0.01“ : ————
1 10 100
Diametro, mm
[ ]

Figura 2.5 Dimension Fractal de las esferas arrugadas.

2.3 SUPERFICIES COMPLETAS DE LAS BOLAS

Después de haber fabricado las probetas casi esféricas; 10 bolas arrugadas para cada tamatfio,
fueron pintadas de color negro con un pincel, como se ilustra en la figura 2.6. Una vez que la
pintura se sec6 se procedid a extender la bola, desarrugandola cuidadosamente para no romperla
hasta llevarla a su estado original, como se muestra en la figura2.7 ay b.

Como se puede observar en la figura 2.7.b, la hoja extendida es bicolor (blanco y negro) en
ambas caras de la hoja. El color negro en ambas caras, representa la superficie de la bola y la
parte blanca corresponde al dominio de la bola.

Con el objeto de analizar la topologia fractal de la superficie de las bolas de papel, ambas caras
de todos los papeles extendidos se escanearon con una resolucion 200 ppp en formato bmp -
Imagen de Mapa de Bits, por sus siglas en inglés (ver Figura 2.8, a) 40 mm, b) 80 mm, ¢) 160
mm, d) 320 mm, e¢) 640 mm). Los dos colores (negro y gris) presentados en las imagenes de la
figura 2.8, representan a la superficie de la bola, el area pintada de color negro representa la
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superficie de la bola en la parte anterior de la hoja y el area gris representa la superficie de la bola
en la parte posterior de la hoja.

Figura 2.6 Proceso de coloreado de las bolas.

Figura 2.7 a) Bola pintada de color negro, b) hoja desarrugada.
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Figura 2.8, Diferentes tamafios de las probetas desarrugadas a) 40 mm, b) 80 mm, c) 160 mm, d) 320 mm, €)
640 mm.

2.4 SUPERFICIES SECCIONADAS DE LAS BOLAS.

Las 10 probetas restantes de cada tamano diferente, se analizaron de una forma distinta a la
anterior, cada bola de diferente tamafo fue cortada a la mitad como se indica en la figura 2.9.

Ambas mitades fueron extendidas manualmente y cada mitad estaba compuesta por segmentos
debido al corte de la bola. Se obtuvo la masa de cada segmento. A todos los segmentos que
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integran una de las mitades de las bolas se pintd de color negro, mientras que la otra mitad se
quedo en su estado original como se observa en la figura 2.10 a) mitad sin colorear y b) mitad
coloreada. Posteriormente, la hoja de papel fue reconstruida, utilizando cada uno de los
fragmentos que integraban cada una de las mitades; después de haber sido reconstruidas todas las
hojas desarrugadas se escanearon con el formato bmp con el objeto de determinar de esta otra
manera su topologia fractal, como se muestra en la figura 2.11, todas las probetas de los
diferentes tamafios de papel, utilizadas en este trabajo durante los experimentos se muestran en el
apéndice A.

*

Mitades Mitades Mitades Mitades
32cm 16 cm 8cm bl §

Figura 2.9 Probetas seccionadas a la mitad

.
Figura 2.10 Segmentos de una probeta, a) Mitad sin colorear, b) Mitad coloreada.
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3

Figura 2.11, Probetas escaneadas para los diferentes tamafios, 1) 40 mm, 2) 80 mm, 3) 160 mm, 4) 320 mm, 5)
640 mm
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Capitulo 3

ANALISIS DE RESULTADOS

El andlisis de resultados representa una de las partes mas importantes de este trabajo de
investigacion, ya que a partir de aqui se podra comprender en un panorama mas amplio el
fenomeno de arrugado en hojas de papel.

En este capitulo se realiza un andlisis y discusion de los resultados obtenidos en las pruebas
experimentales (descritas en el capitulo anterior); en primer lugar, se encontrd la dimension
fractal de masa [1]; luego se determind la dimension fractal de superficie D; y la dimension
fractal de caja Dgr (para bolas completas y para bolas cortadas a la mitad); asi como la
distribucion de la masa de los fragmentos de las bolas cortadas a la mitad.

3.1 DIMENSION FRACTAL DE MASA

Como se describio en capitulo anterior, D,,, fue obtenida del analisis estadistico de los diametros
con las masas de los diferentes tamafios de papel, obtenidas en el laboratorio y descritas en las
tablas 2.2, 2.3 y figura 2.5, para estos experimentos Dy, = 2.2617 se encuentra dentro del rango
establecido por el Dr. Alexander Balankin [2-3]. Como se puede observar en la figura 2.5 los
datos graficados de las bolas de papel obedecen la siguiente ley de escalamiento fractal:

M o RPM (3.1)

Donde M = phL? es la masa de la hoja, p es la densidad del material, R es el didmetro de la bola
y Dy, es la dimension fractal de masa.

3.2 TOPOLOGIA FRACTAL DE SUPERFICIE DE LAS BOLAS SIN
CORTAR

Para caracterizar la topologia fractal del papel, se utilizaron las areas escaneadas de los papeles
extendidos, ilustrados en la figura 2.8, en ambas caras de la hoja; estas areas fueron etiquetadas
como S, (drea negra que representa parte de la superficie de la bola) y Sp (4rea gris que
representa la otra porcion de la superficie de la bola) (ver figura 3.1), tales que por definicion
S,=2S;.
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.

Figura 3.1 Distribucién de areas S, y Sg

3.2.1 DIMENSION FRACTAL DE SUPERFICIE POR AREAS

Las areas de las superficies pintadas de las bolas sin cortar, obtenidas después de haber sido
escaneadas y extendidas o desarrugadas; S, y Sy, (negro y gris respectivamente en la figura
3.1); fueron medidas con el propdsito de determinar la dimension fractal de superficie Dy ; cuyos

datos graficados se presentan en la Figura 3.2, donde se muestra el area promedio total de la
superficie de las bolas arrugadas S =S, +S; contra el didmetro promedio R; como se puede

observar, la superficie de la bola obedece la siguiente relacion de escalamiento fractal:

S oc R (3.2)

Ademas, con estos mismos datos se encontré que Dy =2.11+0.05, de manera que la relacion de
escalamiento propuesta en la referencia [3]: Dy =3—-2/D se cumple, como se ilustra en la

figura 3.2.

Por otro lado, se tiene que en las bolas arrugadas de las hojas de tamafios L<L. (L¢ es el

tamafio de una hoja de papel de un metro de longitud) una de las dos superficies de la hoja es
dominante sobre la superficie de la esfera (ver Figura 2.8). Asi mismo, hallamos que con el
incremento del tamafio de las hojas, las areas pintadas en ambas superficies de la hoja se
incrementan con la siguiente relacion:

S,=s,l“ y Sy =s,.7, (3.3)
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Donde: S,y S,, representan a las areas iniciales; S,y S, representan las nuevas areas formadas

por el incremento; y < y [, son los exponentes de escalamiento.

En cambio el 4rea total de la superficie es directamente proporcional al tamafio de la hoja; de la
siguiente manera:

Socl” (3.4)

También se encontrd que a =1.69+0.08,=2.56+0.08 y y=1.85 (ver Figura 3.3). Entonces

uno puede esperar que en una bola arrugada de una hoja de tamafio L> L. = (sa /s, )”(ﬁ " ~1 m,

las areas en ambos lados de la hoja a lo largo de la superficie de la esfera son estadisticamente
iguales S, ~S; =0.5S(L>L.).

S
100000 =
: y=47¢" 4
10000 + R?=0.999 ,/0/
- o
i #
1000 + o

- S
’ o

100 I LA 1 ||I I AR N Y
1 10 R 100

Figura 3.2. El 4rea total de la superficie S en mm~2 contra R en mm.
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Figura 3.3. El 4rea total de la superficie S en mm~2 (1); las areas pintadas sobre los dos lados de la hoja SA

en mm~2 (2); y Sgen mm~2 (3); contra el tamafio de la hoja L (en cm).

3.2.2 DIMENSION FRACTAL POR EL METODO CONTEO DE CAJA

Después de haber escaneado todas las hojas desarrugadas por ambos lados (ver figura 2.8), se
procedi6 a caracterizar la dimension fractal de cada probeta, con la ayuda del software BENOIT
1.3 [4]. El método empleado para estimar de manera estadistica la dimension fractal de cada
espécimen es el método conteo de caja, éste método fue presentado anteriormente en el capitulo
1 para tener nocidon de como se realiza el proceso de caracterizacion fractal. En la figura 3.4 se
puede observar dos graficas del método de la caja, en el eje de las abscisas se observa la longitud
A (tamano del cuadro ¢ de la malla), mientras que en el eje de las ordenadas se tiene el numero de
cuadros ocupados por la geometria irregular procedente de una imagen escaneada. Ademas
también se observa una linea de tendencia potencial que se ajusta a los datos, donde el exponente
corresponde a la dimension fractal de la imagen analizada.

Cabe hacer mencion que el software BENOIT 1.3 ejecuta el anélisis considerando la parte blanca
de la imagen procesada contrario a lo que analiza el método de la caja descrito en el capitulo 1;
razon por la cual se invirtieron los colores de imagen escaneada.

Una vez graficados los datos obtenidos con el método de la caja, se encontrd que los patrones
obtenidos por mapeo o encuadre de la superficie de la bola extendida; exhiben propiedades
fractales caracterizadas por dos dimensiones fractales de caja: Dy, =1.8%£0.1 para pequenas

escalas A<l. y Dg,=1.42£0.06 para grandes escalas |, <A<L (ver Fig. 3.5), que son
independientes de L y R (ver Fig. 3.6).
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Figura 3.4 Dimension fractal estadistica de la superficie de la esfera, a) representa la dimension fractal para la
superficie S 4.y b) representa la dimension fractal para la superficie Sg.
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Figura 3.5. Nimero de cuadros N(A) que cubren el patrén negro en hojas desarrugadas de tamafio L =80
mm (circulos)
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Figura 3.6. Nimero de cuadros N(A) que cubren el patrén negro en hojas desarrugadas de tamafio, L =40

(cuadros), 160 (rombos), 320 (triangulos), y 640 mm (cruces) contra el tamafio del cuadro A (en pixeles).

3.3 ANALISIS DE LA TOPOLOGIA FRACTAL DE LAS BOLAS
SECCIONADAS

Se sabe de antemano que los fractales se clasifican de dos maneras, lineales y no lineales. Los
lineales son aquellos en los que se puede observar la misma geometria a cualquier escala de
amplificacion (auto-similares); sin embargo, en los fractales no lineales no se puede observar la
misma geometria a cualquier escala, pero si se puede observar que algunas geometrias se repiten,
comparandolas con algunos otros especimenes de la misma clase; como se observa en la figura
3.7, a este tipo de fractales también se le conoce como fractales estadisticos o auto-afines.

Después de que las hojas de papel fueron reconstruidas con sus respectivas mitades (blanca y
negra) y escaneadas como se observa en la figura 2.11 se procedio6 a estimar la dimension fractal
por el método conteo de caja, los datos obtenidos se muestran en la tabla 3.1 y en la figura 3.8; se
muestra una grafica generada por el método conteo de caja, donde se puede observar la
dimension fractal ajustando una linea de tendencia a los datos graficados de las hojas de papel
reconstruidas. Las demas graficas obtenidas para los experimentos realizados se presentan en el
apéndice B

Ademas, se encontré que los patrones de imagenes de los fragmentos de hoja (ver Fig. 2.11)
poseen una escala fractal invariante caracterizada por la dimension fractal de caja

Dgr =1.68£0.04, que es independiente del tamafio de la hoja (ver Fig. 3.9). Asi, se noto que el
valor universal de D, coincide con la dimension fractal de masa D =8/3 de unas hojas ideales

de diferentes tamafios arrugadas bajo la misma fuerza (F = constante) [5].
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3.3.1 DISTRIBUCION DE LOS FRAGMENTOS DE PAPEL

Por otro lado, se encontré que el numero de fragmentos n (figura 2.10) de la bola de papel
cortada a la mitad, escala con el tamafo de la hoja L, con la siguiente relacion:

noc L’ (3.5)

Donde: el exponente de escalamiento encontrado es v = 0.26 +0.03 (ver Figura 3.10 a).

En cambio la desviacion estandar o, del nimero de fragmentos (ver Figura 3.10 b), escala de la

siguiente manera:

o, o L™ (3.6)

La distribucion [6] de los fragmentos de masa de la hoja después de que la bola es cortada ala
mitad tienen un mejor ajuste con la distribucion inversa de Gauss (ver Fig. 3.11), lamedia ¢ y la

desviacion estandar o, de las cuales (ver Figura 3.12) ambas incrementan con el tamafio de la

hoja L como:

poco ok LY (3.7)

Donde: 8=1.74+£0.07 es el exponente de escalamiento (ver Fig. 3.13 y 3.14). Por lo tanto, la
masa promedio de los fragmentos de las bolas de papel arrugadas a mano cortadas a la mitad
obedece la relacion de escalamiento

woc RPY? oc R2, (3.8)
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4cm

8cm

e

16 cm

Tabla 3.1 Dimensién fractal por el método conteo de caja para los diferentes tamaros de papel.

32 cm

64 cm
Figura 3.7 Hojas de papel reconstruidas con sus dos mitades (blanca y negra) de diferentes tamafios.

DIMENSION FRACTAL CONTEO DE CAJA

4cm 8cm 16 cm 32cm 64 cm
1.69 1.65 1.69 1.7 1.67
1.69 1.59 1.57 1.69 1.75
1.62 1.63 1.54 1.77 1.67
1.62 1.66 1.67 1.58 1.69
1.68 1.69 1.65 1.73 1.63
1.62 1.59 1.68 1.67 1.72
1.75 1.61 1.67 1.67 1.69
1.6 1.65 1.69 1.7 1.68
1.69 1.67 1.73 1.73 1.7

1.62 1.69 1.71 1.66 1.7

1.66 1.67 1.66 1.69 1.68
1.56 1.75 1.76 1.7 1.71

1.72 1.66 1.73 1.7 1.75
1.69 1.63 1.76 1.66 1.69
1.72 1.61 1.64 1.72 1.75
1.59 1.69 1.65 1.58 1.64
1.64 1.68 1.66 1.65 1.7

1.67 1.66 1.61 1.71 1.73
1.62 1.66 1.69 1.72 1.65
1.75 1.61 1.67 1.58 1.59
1.58 1.66 1.76 1.66 1.62
1.7 1.69 1.69 1.66 1.64
1.64 1.68 1.63 1.68 1.68
1.69 1.63 1.66 1.64 1.69

Promedio 1.65875 1.65458333| 1.67375 |1.67708333|1.68416667
Desv-Est [0.052611166 | 0.03741415 | 0.05459834 | 0.048047 |0.04138017
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Figura 3.8, Dimension fractal de los patrones de mosaico a través del método conteo de caja.

N(a) |
100000 —

1000
- X \\A\A

E Q AL

_— O:“G‘ui\‘\q

10 ' T

10 100 A 1000

Figura 3.9 Grafica fractal log-log del nimero de cuadros N(A) que cubren los patrones negros (blancos) en

las hojas reconstruidas de tamafio L =40 (cuadros), 80 (circulos), 160 (rombos), 320 (triangulos), y 640 mm

(cruces) contra el tamafio del cuadro A (en pixeles).
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Figura 3.10. Grafica Log-log del nimero promedio n a) y la desviacion estandar o, b) de los fragmentos de la

bola de papel cortada a la mitad contra el tamafio de la hoja L en mm.
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Figura 3.11. Distribucidn estadistica de la masa de los fragmentos de 10 bolas de papel arrugado cortado a la
mitad, de cuadros de hoja de tamafio 40 mm
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Figura 3.12. Distribucion estadistica de la masa de los fragmentos de 10 bolas de papel arrugado cortado a la
mitad, de cuadros de hoja de tamafio 80 (1), 160 (2), 320 (3), y 640 mm (4).
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Figura 3.13 Masa promedio (en gramos) de los fragmentos contra el tamafio de la hoja (en mm)
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Figura 3.14 Gréfica de la desviacion estandar de la masa de los fragmentos (en gramos) contra el promedio de

la masa de los fragmentos (en gramos).

3.4 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1]

2]

ALEXANDER S. BALANKIN, DIDIER SAMAYOA OCHOA, ISRAEL MIGUEL
ANDRES, JULIAN PATINO ORTIZ, MIGUEL ANGEL MARTINEZ CRUZ, “Fractal
topology of hand crumpled paper”, Physical Review E (2010).

BALANKIN, A. S. Y SUSARREY O., “Fractal geometry and mechanics of randomly
folded thin sheets”, Springer science Business Media B. V. 20009.

BALANKIN A. S., ORLANDO SUSARREY HUERTA, ROLANDO CORTES
MONTES DE OCA, DIDIER SAMAYOA OCHOA, JOSE MARTINEZ TRINIDAD Y
MARIBEL A. MENDOZA, “Intrinsically anomalous roughness of randomly crumpled
thin sheets”, Physical Review E74, 061602, 2006.

BENOIT 1.3, http://www.trusoft-international.com; W. Seffens, Science 285, 1228
(2000).

BALANKIN ALEXANDER S., ROLANDO CORTES MONTES DE OCA Y DIDIER
SAMAYOA OCHOA, “Intrinsically anomalous self-similarity of randomly folded
matter”, Physical Review E76, 032101, 2007.

Las mejores pruebas de distribucién estadisticas, Kolmogorov-Smirnov y Anderson
fueron realizados con la ayuda del software @RISK (http://www.palisade.com).

srael az::yuef Hndrés 49



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL-SEPI-ESIME-ZACATENCO

CONCLUSIONES

El objetivo trazado al inicio de la presente investigacion fue cumplido, debido a que se
caracterizo la topologia fractal de las bolas de papel, con las siguientes caracteristicas:

>

>

Del analisis estadistico se determino la dimension fractal de masa de 2.2617.

Se determin6 que la superficie pintada de color negro presenta un patron donde el color en
un lado de la hoja es dominante sobre el otro cuando L < L., mientras que en una hoja de

papel arrugado de tamafio L > L., las areas coloreadas de ambos lados de la hoja a lo

largo de la superficie son estadisticamente iguales.

El area total de la bola escala con el didmetro de la bola con la siguiente relacion;

SocR™, con la dimension fractal D satisfaciendo la relacién de escalamiento
Dy =3-2/D,,, donde Dy, es la dimension fractal de masa del conjunto de esferas. Los

patrones obtenidos por mapeo de la superficie de la esfera en hojas planas desenvueltas
exhiben las propiedades fractales caracterizadas por dos dimensiones fractales, que son
independientes de L y R.

También se encontré que la distribucion de la masa de los fragmentos de hoja después de
que la bola es cortada a la mitad obedece a una distribucion inversa de Gauss; el promedio
y la desviacion estandar se ajustan a leyes de potencia de acuerdo al tamafio de la hoja L.

Los patrones de mosaico obtenidos por la reconstruccion de la hoja, con los fragmentos
de las dos partes de la bola cortada a la mitad posee una escala invariante fractal

caracterizada por la dimension fractal de caja Dy =1.68+0.04.

Todos estos resultados proveen una mejor comprension en la naturaleza del fenomeno de
arrugado. La pregunta abierta: ;es la igualdad D, = D, —1=5/3 accidental, o esto es

una propiedad intrinseca de las configuraciones arrugadas? Esperamos que nuestros
resultados estimularan més adelante investigaciones en esta area.
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Apéndice A

BOLAS PARTIDAS A LA MITAD Y UNA LAS MITADES PINTADAS DE

COLOR NEGRO.

Figura A.1 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 1 y 2, tamano de 4x4 cm

{

e

Figura A.2 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 3 y 4, tamano de 4x4 cm
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Figura A.3 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 5 y 6, tamafio de 4x4 cm

Figura A.4 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 7 y 8, tamafio de 4x4 cm
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.

Figura A.5 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 9 y 10, tamafio de 4x4 cm

Figura A.6 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 1 y 2, tamafio de 8x8 cm
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Figura A.7 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 3 y 4, tamafio de 8x8 cm

L

Figura A.8 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 5 y 6, tamafio de 8x8 cm
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Figura A.9 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 7 y 8, tamano de 8x8 cm

=

P

Figura A.10 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 9 y 10, tamafio de 8x8 cm
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Figura A.11 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 1 y 2, tamafio de 16x16 cm

4

Figura A.12 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 3 y 4, tamafio de 16x16 cm
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Figura A.13 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 5 y 6, tamafio de 16x16 cm

Figura A.14 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 7 y 8, tamafio de 16x16 cm
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Figura A.15 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 9 y 10, tamafio de 16x16 cm

Figura A.16 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 1 y 2, tamafio de 32x32 cm
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Figura A.17 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 3 y 4, tamafio de 32x32 cm

Figura A.18 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 5 y 6, tamafio de 32x32 cm
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Figura A.19 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 7 y 8, tamafio de 32x32 cm

Figura A.20 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 9 y 10, tamafio de 32x32 cm
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A

Figura A.21 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 1 y 2, tamafio de 64x64 cm

Pk

Figura A.22 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 3 y 4, tamafio de 64x64 cm
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F

Figura A.23 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 5 y 6, tamafio de 64x64 cm

‘_J

Figura A.24 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 7 y 8, tamafio de 64x64 cm
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Figura A.25 muestra las hojas de papel biblia reconstruidas 9 y 10, tamafio de 64x64 cm
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Apéndice B

GRAFICAS QUE MUESTRAN LA DIMENSION FRACTAL DE CONTEO

DE CAJA PARA LAS BOLAS DE PAPEL CORTADAS A LA MITAD.
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Figura B.1 Dimension fractal de conteo de caja de la hoja 1 y 2 de tamafio 4x4 cm
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Figura B.2 Dimension fractal de conteo de caja de la hoja 1 y 2 de tamafio 8x8 cm
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Figura B.4 Dimension fractal de conteo de caja de la hoja 1 y 2 de tamafio 32x32 cm
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Figura B.5 Dimension fractal de conteo de caja de la hoja 1 y 2 de tamafio 64x64 cm
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